
Ł . ?
1

8 7 1 1 8 1 



R E L A T I O N S H I P S B E T W E E N A L G E B R A . D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N S 

AND L O G I C I N E N G L A N D . 1 8 0 0 - 1 8 6 0 . 

M A R I A P A N T E K I 

A t h e s i s s u b m i t t e d i n p a r t i a l f u l f i l m e n t o f t h e 

r e q u i r e m e n t s o f t h e C o u n c i l f o r N a t i o n a l A c a d e m i c 

A w a r d s f o r t h e d e g r e e o f D o c t o r o f P h i l o s o p h y 

M i d d l e s e x U n i v e r s i t y 

D e c e m b e r 1 9 9 1 



To T a s o s a n d T s i t s a . 

Site H t 

Accession 
No. 

M I D D L E S E X 
UNIVERSITY 

LIBRARY 

C\zss 
No. 

Spsciaf u / x " 
Collection 



A b s t r a c t . 

T h i s t h e s i s s u r v e y s t h e l i n k s b e t w e e n m a t h e m a t i c s and a l 

g e b r a i c l o g i c i n E n g l a n d i n t h e f i r s t h a l f o f 19*** c e n t u r y . I n 

p a r t i c u l a r , we show t h e i m p a c t t h a t De M o r g a n ' s w o r k on t h e c a l 

c u l u s o f f u n c t i o n s i n 1836 h a d on t h e s h a p i n g o f h i s l o g i c o f 

r e l a t i o n s i n 1 8 6 0 . S i m i l a r l y , we s t u d y B o o l e ' s b a c k g r o u n d i n D-

o p e r a t i o n a l m e t h o d s a n d i t s i m p a c t on h i s c a l c u l u s o f l o g i c i n 

1 8 4 7 . 

T h e s t a r t i n g p o i n t o f t h e t h e s i s i s L a ^ g r a n g e ' s a l g e b r a i c 

c a l c u l u s a n d L a p l a c e ' s a n a l y t i c a l m e t hods p r o m i n e n t i n l a t e - 1 8 * £ 

c e n t u r y F r e n c h m a t h e m a t i c s . R e v i v a l i n m a t h e m a t i c a l r e s e a r c h i n 

e a r l y - 1 9 * * _ c e n t u r y E n g l a n d was m a i n l y e f f e c t e d t h r o u g h t h e d i f f u 

s i o n o f L a g r a n g e ' s c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s - a s f u r t h e r d e v e l o p e d 

by A r b o g a s t , S e r v o i s a n d o t h e r s i n t h e 1 8 0 0 ' s - a n d o f L a p l a c e ' s 

t h e o r y o f a t t r a c t i o n s . 

L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s and L a p l a c e ' s m e t h o d s i n 

a n a l y s i s - p a r t i c u l a r l y o n f u n c t i o n a l e q u a t i o n s - w e r e c o n s i d e r a b l y 

d e v e l o p e d by H e r s c h e l a n d Babbage d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 1 2 - 1 8 2 0 . 

F u r t h e r r e s e a r c h o n t h e f o u n d a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s 

a n d f u n c t i o n s was p r o v i d e d by M u r p h y , De M o r g a n a n d G r e g o r y i n 

t h e l a t e 1 8 3 0 ' s . 

S y m b o l i c a l m e t h o d s i n a n a l y s i s were f u r t h e r e x t e n d e d by 

B o o l e i n 1 8 4 4 . B o o l e was f o l l o w e d by s e v e r a l a n a l y s t s d i s t i n 

g u i s h e d f o r t h e i r o b s e s s i o n i n f u r t h e r v i n d i c a t i n g t h e s e m e t h o d s 

t h r o u g h a p p l i c a t i o n s o n two d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w h i c h 

o r i g i n a l l y a p p e a r e d i n L a p l a c e ' s p l a n e t a r y p h y s i c s . 

We r e c o r d t h e m a i n i s s u e s o f De M o r g a n ' s l o g i c and t h e i r 

m a t h e m a t i c a l b a c k g r o u n d . S p e c i a l r e f e r e n c e i s g i v e n t o h i s l o g i c 

o f r e l a t i o n s a n d i t s c o n n e c t i o n w i t h h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f 

t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . On s i m i l a r l i n e s we s t u d y B o o l e ' s a l 

g e b r a i c c a s t o f l o g i c d r a w i n g c o n s e q u e n t l y a c o m p a r i s o n b e t w e e n 

h i s t w o m a j o r w o r k s o n l o g i c . M o r e o v e r , we e m p h a s i z e h i s e p i s -

t e m o l o g i c a l v i e w s a n d h i s e v a l u a t i o n o f s y m b o l i c a l m e t h o d s w i t h i n 

l o g i c a n d a n a l y s i s . 
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C h a p t e r 0. 

I n t r o d u c t i o n . 

0.1 O u t l i n e o f the t h e s i s . 

C h a p t e r 1 p r o v i d e s a b r i e f b a c k g r o u n d i n F r e n c h m a t h e m a t i c s 

d u r i n g t h e p e r i o d 1 7 7 0 - 1 8 3 0 . We s t a r t o u r a c c o u n t w i t h L a g r a n g e ' s 

Me'chanique Ana 1 i t i q u e [ 1788] and L a p l a c e 's M é c a n i q u e Ce*!este 

[ 1 7 9 9 - 1 8 2 5 ] and c o n s e q u e n t l y we d i s c u s s t h o s e i s s u e s o f 

L a g r a n g e ' s a n a l y t i c a l t e c h n i q u e s w h i c h h a d p a r t i c u l a r i m p a c t on 

E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s . 

L a g r a n g e ' s a s s u m p t i o n t h a t any f u n c t i o n c a n be e x p a n d e d i n a 

T a y l o r s e r i e s , t o g e t h e r w i t h h i s c a s t o f T a y l o r ' s t h e o r e m i n sym

b o l i c f o r m , had a c o n s i d e r a b l e i m p a c t on L a p l a c e , A r b o g a s t , F r a n 

c o i s a n d S e r v o i s d u r i n g t h e p e r i o d 1 7 7 0 - 1 8 1 0 . E n g l i s h w o r k on 

s y m b o l i c a l g e b r a s a c t u a l l y o r i g i n a t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f an 

a l g e b r a o f d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s e f f e c t e d by t h e s e a n a l y s t s . The 

c h a p t e r e n d s w i t h a r e v i e w o f o p e r a t o r t e c h n i q u e s a p p l i e d by 

F o u r i e r , P o i s s o n a n d C a u c h y i n t h e 1810'a and 1820's a n d w i t h a 

b r i e f a c c o u n t o f s e m i o t i c s , a s f e a t u r e d i n C o n d i l l a c [ 1 7 8 0 ] . The 

l e t t e r ' s i n f l u e n c e o n t h e e m i n e n t t e x t b o o k w r i t e r L a c r o i x i s r e 

c o r d e d . 

V a r i o u s r e f o r m s t o o k p l a c e i n I r i s h , S c o t t i s h a n d E n g l i s h 

u n i v e r s i t i e s a n d i n s t i t u t i o n s d u r i n g t h e f i r s t two d e c a d e s o f t h e 

1 9
t h

 c e n t u r y . Of most i m p o r t a n c e was t h e r e f o r m a t C a m b r i d g e e f 

f e c t e d by members o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y f r o m 1813 o n w a r d s . 

H e r s c h e l , B abbage and P e a c o c k t r a n s l a t e d i n 1816 t h e a b r i d g e d 

t e x t b o o k o f L a c r o i x on t h e c a l c u l u s , p r o d u c i n g f o u r y e a r s l a t e r a 

v o l u m e o f e x a m p l e s : b o t h b o o k s f o r m e d s t a n d a r d p a r t o f t h e 

C a m b r i d g e c u r r i c u l u m up t o t h e e a r l y 1 8 4 0 ' s . 

H e r s c h e l and B a b b a g e a c t i v e l y w o r k e d on t h e c a l c u l i o f 

o p e r a t i o n s a n d f u n c t i o n a l e q u a t i o n s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 1 2 - 1 8 2 0 . 

H e r s c h e l d r e w o n L a p l a c e ' s m e t h o d o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , 

A r b o g a s t ' s m e t h o d o f t h e s e p a r a t i o n o f s y m b o l s o f o p e r a t i o n . f r o m 

t h o s e o f q u a n t i t y and B r i n k l e y ' s w o r k on L a g r a n g e ' s t h e o r e m . He 

c o n t r i b u t e d s u b s t a n t i a l l y i n t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s 

a n d t h e c a l c u l us o f o p e r a t i o n s . 



Babbage c l o s e l y c o l l a b o r a t e d w i t h H e r s c h e l d u r i n g t h a t t i m e . 

I n f l u e n c e d by Monge, L a p l a c e a n d H e r s c h e l , he t r i e d t o f u r t h e r 

g e n e r a l i z e t h e e x i s t i n g m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s . C o n s t a n t l y d r a w i n g o n a n a l o g i e s f r o m a l g e b r a , B a b b a g e 

p r o p o s e d h i s own g e n e r a l m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s . 

C h a p t e r 2 o p e n s w i t h an a c c o u n t o f t h e r e f o r m s i n B r i t i s h 

u n i v e r s i t i e s d u r i n g t h e f i r s t t w o d e c a d e s o f t h e 1 9
t h

 c e n t u r y a n d 

t h e n f o c u s e s o n C a m b r i d g e . Our s t u d y o f H e r s c h e l ' s and B a b b a g e ' s 

w o r k c o n c l u d e s w i t h a s t u d y o f t h e l a t t e r ' s p a p e r o n t h e i n 

f l u e n c e o f s i g n s o n m a t h e m a t i c a l r e a s o n i n g p u b l i s h e d i n 1 8 2 7 . 

C h a p t e r 3 i s d e v o t e d t o a s t u d y o f t h e t r a n s i t i o n a l p e r i o d 

1 8 20-1840 i n C a m b r i d g e U n i v e r s i t y . We comment upon t h e T r i p o s e x 

ams a n d on t h e d i f f u s i o n a n d d e v e l o p m e n t o f p h y s i c a l a s t r o n o m y 

by A i r y , W hewell and M u r p h y . F i n a l l y we f o c u s on t h e f o u n d a t i o n a l 

s t u d i e s on t h e c a l c u l i o f f u n c t i o n s a n d o p e r a t i o n s by De M o r g a n 

a n d M urphy i n 1836 and 1837 r e s p e c t i v e l y . De M o r g a n ' s a r t i c l e o n 

t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , ( 1 8 3 6 ] , i n c l u d e d a s t u d y o f a b s t r a c 

t i o n a n d g e n e r a l i z a t i o n , a s w e l l a s o f t h e p r o p e r t i e s o f i n v e r s e 

f u n c t i o n s a n d i t h a d a s t r o n g i n f l u e n c e on h i s s h a p i n g o f h i s 

l o g i c o f r e l a t i o n s a r o u n d 1 8 6 0 . 

Two y e a r s l a t e r , G r e g o r y p r o p o s e d a f o u n d a t i o n o f t h e m e t h o d 

o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s c o n s e q u e n t l y a p p l y i n g t h i s m e t h o d f o r 

t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l , f i n i t e d i f f e r e n c e a n d f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s . H i s w o r k , l i m i t e d t o c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n s , was e x 

t e n d e d by B o o l e f o r t h e s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i n 1 8 4 4 . 

C h a p t e r 4 d e a l s l a r g e l y w i t h B o o l e ' s "On a g e n e r a l m e t h o d i n 

a n a l y s i s " [ 1 8 4 4 1 . B e s i d e s G r e g o r y , l e s s e r known f i g u r e s , * u c h o 

G r e a t h e e d , G a s k i n . B r o n w i n a n d E l l i s a r e n o t e d , p a r t i c u l a r l y i n 

c o n n e c t i o n w i t h t h e e a r t h ^ f i g u r e e q u a t i o n , w h i c h had o r i g i n a l l y 

a p p e a r e d i n L a p l a c e ' s M é c a n i q u e . G a s k i n was t h e f i r s t t o p r o v i d e 

a s o l u t i o n by s y m b o l i c a l p r o c e d u r e s . We c o v e r t h e p e r i o d 1 8 3 9 -

1 8 4 5 . f o c u s i n g on t h e i n t e g r a t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n a s 

t h e m o t i v a t i o n p a r e x c e l l e n c e f o r E n g l i s h a n a l y s t s t o d e v e l o p D-

o p e r a t i o n a l m e thods i n a n a l y s i s . 

B o o l e ' s g e n e r a l m e t h o d i n a n a l y s i s a t t r a c t e d a r e m a r k a b l e 

i n t e r e s t among h i s c o n t e m p o r a r i e s . D u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 6 - 1 8 6 3 we 

- i i -



n o t i c e o n a b u n d a n c e o f p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s by 

B r o n w i n , H a r g r e a v e . D o n k i n , C a r m i c h a e l . G r a v e s , R u s s e 11 a n d o t h e r s . 

T h e s e a n a l y s t s e x t e n d e d B o o l e ' s method s o t h a t i t t a c k ł e d h o p e -

f u l l y t h e w h o l e t h e o r y o f d i f f é r e n t i e l a n d i n t e g r a l c a l c u l u s . 

* T h e y f o c u s e d o n t h e o r d i n a r y d i f f e r e n t i a 1 e q u a t i o n w h i c h 

d e s c r i b e s t h e f i g u r e o f t h e e a r t h and t h e p a r t i a l d i f f é r e n t i e l 

é q u a t i o n , c a l l e d a f t e r L a p l a c e , on t h e a t t r a c t i o n o f s p h e r o i d s . 

The l a t t e r é q u a t i o n p r e s e n t e d w i t h numerous p r o b l e m s . 

Whewe 11 an d Murphy p r o v i d e d a s t u d y o f t h e L e g e n d r e f u n c t i o n s 

c a l l e d b y t h e f o r m e r a s " L a p l a c e c o e f f i c i e n t s " . H a r g r e a v e i n -

t e g r a t e d t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s i n f i n i t e f o r m 

i n 1 8 4 1 . B u t i t was B o o l e ' s m e t h o d t h a t p r o v e d more e f f i c i e n t 

f o r i t s s y m b o l i c a l s o l u t i o n i n 1 8 4 6 - 7 . 

I
n

 c h a p t e r 5 we d i s c u s s t h e v a r i o u s e x t e n s i o n s and a p p l i c a 

t i o n s o f B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 6 - 1 8 6 3 . We 

a c k n o w l e d g e m i n o r f i g u r e s s u c h a s C u r t i s a n d W i l l i a m s o n w o r k i n g 

o n t h e e a r t h f i g u r e é q u a t i o n , a s w e l l a s C a r m i c h a e l ' s t r e a t i s e on 

t h e C a l c u l u s o f o p é r a t i o n s ( 1 8 5 5 ) . The c h a p t e r i n c l u d e s a b r i e f 

r e v i e w o f t h e c o n t r i b u t i o n s o f B o o l e . D o n k i n . H a r g r e a v e a n d 

o t h e r s o n t h e i n t é g r a t i o n o f t h e L a p l a c e é q u a t i o n i n f i n i t e sym

b o l i c f o r m , a n d o f t h e w o r k o f B o o l e ' s a n d C a r m i c h a e l ' s f o l l o w e r s 

i n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s up t o 1 8 6 3 . L i n k s b e t w e e n t h e 

d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f t h e o p é r a t i o n s and t h e r i s e o f i n 

v a r i a n t t h e o r y by C a y l e y and S y l v e s t e r a t t h a t t i m e a r e a l s o 

n o t e d . 

The r e v i v a î o f l o g i c i n e a r l y - 1 9
t t ł

- c e n t u r y E n g l a n d was due 

m a i n l y t o K i r w a n , W h a t e l y , Bentham and H a m i l t o n . The f o r m e r two 

p e r c e i v e d a n a l o g i e s b e t w e e n l o g i c and m a t h e m a t i c s , t h e l a t t e r two 

i n d e p e n d e n t l y i n t r o d u c e d t h e i s s u e o f t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e 

p r e d i c a t e . A d i s p u t e b e t w e e n De M o r g a n and H a m i l t o n on t h i s i s s u e 

i n t h e m i d 1840's h a d a d o u b l e e f f e c t : on one h a n d i t m o t i v a t e d 

De M o r g a n t o m o d i f y H a m i l t o n ' s s y s t e m a n d t h u s e n l a r g e and 

e l a b o r a t e t r a d i t i o n a l A r i s t o t e l i a n l o g i c ; a n d o n t h e o t h e r hand 

i t m o t i v a t e d B o o l e t o c a s t t r a d i t i o n a l l o g i c i n a m a t h e m a t i c a l * 

f o r m . 

The two l o g i c i e n s i n s t i t u t e d d i f f é r e n t a s p e c t s o f a l g e b r a i c 

l o g i c . D e s p i t e h i s a p p e a l t o m a t h e m a t i c a l m e t h o d s and a n a l o g i e s . 

De M o r g a n ' s l o g i c was i n l a r g e t r a d i t i o n a l . H i s m a i n i n n o v a t i o n 
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t h o u g h , was h i s c a l c u l u s o f r e l a t i o n s d i r e c t l y i n f l u e n c e d f r o m 

h i s s t u d y o f a b s t r a c t i o n a n d o f i n v e r s e f u n c t i o n s a s i n h i s a r 

t i c l e [ 1 8 3 6 ] . B o o l e ' s a p p l i c a t i o n o f s y m b o l i c a l m e t h o d s was f a r 

b o l d e r t h a n t h a t o f De M o r g a n ' s . C o n v e r s i o n a n d s y l l o g i s m w e r e 

t r e a t e d s t r i c t l y m a t h e m a t i c a l l y . M o r e o v e r , B o o l e i n v e s t i g a t e d 

d e e p e r t h a n De M o r g a n t h e l i n k s b e t w e e n t h e two s c i e n c e s . An o u t 

come o f o u r r e s e a r c h i s t h e i l l u s t r a t i o n o f B o o l e ' s v i e w t h a t h i s 

a l g e b r a i c c a l c u l u s o f l o g i c a n d s y m b o l i c a l a l g e b r a f o r m t w o i n d e 

p e n d e n t p a r a l l e l b r a n c h e s o f a w i d e r c a l c u l u s o f s y m b o l s . 

C h a p t e r 6 o p e n s w i t h a b r i e f a c c o u n t o f t h e r e v i v a l o f l o g i c 

i n E n g l a n d d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 0 7 - 1 8 4 1 . We n e x t f o c u s o n t h e m a i n 

i s s u e s o f De M o r g a n ' s i n v e s t i g a t i o n s i n l o g i c f r o m 1831 up t o 

1 8 6 0 , n a m e l y : t h e d o u b l e c o p u l a , t h e c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s , 

t h e n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m , t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e 

p r e d i c a t e and t h e f o r m - m a t t e r d i s t i n c t i o n . The r e s t o f t h i s c h a p 

t e r d e a l s w i t h t h e i n f l u e n c e o f h i s a r t i c l e o n f u n c t i o n s [18361 

i n t h e f i n a l s h a p i n g o f h i s c a l c u l u s o f l o g i c i n 1 8 6 0 . 

C h a p t e r 7 f o c u s e s o n B o o l e ' s e a r l y d e v e l o p m e n t o f a l g e b r a i c 

l o g i c . F i r s t we g i v e a n a c c o u n t o f h i s l i f e , h i s m e t a p h y s i c a l a n d 

e d u c a t i o n a l c o n c e r n s a n d a b r i e f o u t l i n e o f h i s w o r k o n t h e c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s a n d l o g i c d u r i n g h i s l i f e - t i m e . We n e x t d e a l 

w i t h a s t u d y o f t h e d i r e c t o r i n d i r e c t i n f l u e n c e s o f h i s g e n e r a l 

m e t h o d i n a n a l y s i s , a s i n h i s [1844;1845d] on c o n s t r u c t i o n o f h i s 

M a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f l o g i c [ 1 8 4 7 a ] . 

C h a p t e r 8. de v o t e d a l s o t o B o o l e , o p e n s w i t h a s t u d y o f 

t h e l a r g e l y i g n o r e d t r a n s i t i o n a l p e r i o d 1 8 4 7 - 1 8 5 3 . T h e n f o l l o w s a 

s t u d y o f h i s Laws o f t h o u g h t [18541 t o g e t h e r w i t h a c o m p a r i s o n o f 

t h i s w o r k w i t h h i s [ 1 8 4 7 a ] . We c o v e r a d d i t i o n a l l y B o o l e ' s e v a l u a 

t i o n o f s y m b o l i c a l m e t h o d s w i t h i n l o g i c and m a t h e m a t i c s d u r i n g 

t h e p e r i o d 1 8 5 4 - 1 8 6 0 , c o n c l u d i n g w i t h a c r i t i c a l c o m p a r i s o n b e 

t w e e n B o o l e ' s and G r a t r y ' s e p i s t e m o l o g i c a l d o c t r i n e s . 

C h a p t e r 9 c o n t a i n s t h e c o n c l u s i o n s o f o u r i n v e s t i g a t i o n . We 

d i s c u s s t h e r e c e p t i o n o f B o o l e ' s and De M o r g a n
1

3 l o g i c b y t h e i r 

c o n t e m p o r a r i e s and f o l l o w e r s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 6 0 - 1 9 0 0 . We a l s o 

d e a l w i t h t h e r e c e p t i o n o f s y m b o l i c a l m e thods w i t h i n a n a l y s i s 

a n d p h y s i c s . Our o v e r a l l a i m i s t o e x p l a i n t h e i n t e r e s t o f 

E n g l i s h and I r i s h a n a l y s t s i n s y m b o l i c a l m e thods and e v a l u a t e t h e 

s u c c e s s o f t h e i r a p p l i c a t i o n s i n a v a r i e t y o f d o m a i n s s u c h a s 
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p u r e m a t h e m a t i c s , p h y s i c s , c h e m i s t r y and l o g i c . I n t h e c o u r s e o f 

t h i s c h a p t e r we w i l l p o i n t o u t c e r t a i n o b s e r v a t i o n s w h i c h a r e 

w o r t h o f n o t i c e as a b a s i s f o r f u r t h e r r e s e a r c h i n t h e f u t u r e . 

0.2 L i t e r a t u r e r e v i e w ; t h e n o v e l a s p e c t s i n t h i s t h e s i s . 

E n g l i s h m i d - 1 9 t h - c e n t u r y a l g e b r a and l o g i c h a v e b e e n c o n 

s i d e r a b l y s t u d i e d i n o u r c e n t u r y . The most i m p o r t a n t w o r k s o n t h e 

f o r m e r a r e [ C l o c k 1964, N a g e l 1 9 3 5 , Novy 1 9 6 8 , 1973 a n d P y c i o r 

1 9 8 1 , 1 9 8 2 a , 1 9 8 3 , 1 9 8 7 ] , De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s i s d i s 

c u s s e d p a r t i c u l a r l y i n [ H a w k i n s 1 9 7 9 , M e r r i l l 1 9 7 7 , 1 9 7 8 , 1990 

a n d P r i o r 1962] and B o o l e ' s c a l c u l u s o f l o g i c i s e x t e n s i v e l y 

s t u d i e d i n [ C o r c o r a n 1 9 8 0 , H a i l p e r i n 1 9 7 6 , 1 9 8 1 , 1 9 8 4 , S t y a z h k i n 

1969 a n d Van E v r a 1977] a s w e l l a s i n s t a n d a r d b o o k s on t h e h i s 

t o r y o f l o g i c . C e r t a i n o f t h e w o r k s m e n t i o n e d a b o v e a i m a t a 

r e m o d e l l i n g o f De M o r g a n ' s and B o o l e ' s c a l c u l i o f r e l a t i o n s and 

l o g i c u p o n r i g o r o u s , m o d e r n s t a n d a r d s . B u t h a r d l y a n y o n e v i e w s 

t h e e x a c t g e n e s i s o f t h e i r l o g i c o r c o n s i d e r s t h e i r m a t h e m a t i c a l 

b a c k g r o u n d . 

As f a r a s t h e h i s t o r y o f t h e c a l c u l i o f o p e r a t i o n s a n d 

f u n c t i o n s i s c o n c e r n e d we h a v e a b o v e a l l t o m e n t i o n P i n c h e r l e 

[ 1 9 1 2 ] and C o o p e r [1952] f o r t h e i r a c k n o w l e d g m e n t o f l a r g e l y i g 

n o r e d F r e n c h , E n g l i s h a n d I r i s h a n a l y s t s who c o n t r i b u t e d * -• t h e i r 

d e v e lopment.[v» p a r t i c u l a r , C o o p e r ' s b r i e f p a p e r i s an i n t e r e s t i n g 

a t t e m p t t o p r o v i d e a b a c k g r o u n d o f o p e r a t i o n a l m e t h o d s
j
n o w o f t e n 

l i n k e d o n l y w i t h H e a v i s i d e f o r h i s a p p l i c a t i o n o f them i n p h y s i c s 

[ s e e a l s o P e t r o v a 1 9 8 7 ] . 

M o r e r e c e n t p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s and o p e r a 

t i o n s h a v e b e e n p u b l i s h e d b y [Dhombres 1986 , K o p p e l m a n 1971 a n d 

Y o u s c h k e v i t c h 1 9 7 7 ] . P a r t i c u l a r l y o n Babbage we a l s o h a v e [Dubbey 

1 9 7 8 ] . H o w e v e r , H e r s c h e l ' s a n d De M o r g a n ' s w o r k i s o n l y l i g h t l y 

t o u c h e d u p o n . K o p p e l m a n ' s w o r k f o r m e d t h e m a i n m o t i v a t i o n f o r 

t h i s t h e s i s . She r e f e r s t o t h e m o s t i m p o r t a n t E n g l i s h a n d I r i s h 

a n a l y s t s who c o n t r i b u t e d t o t h e deve1opment o f t h e c a l c u l i o f 

f u n c t i o n s and o p e r a t i o n s ^ f o c u s i n g o n i t s i m p a c t i n t h e g e n e s i s o f 

a b s t r a c t a l g e b r a i n m i d - 1 9
t h

- c e n t u r y B r i t a i n . A f u r t h e r s t u d y o f 

t h i s i m p a c t on B o o l e was c a r r i e d o u t by [ L a i t a 1 9 7 7 ] . 

-v-



B a s e d upon t h e i n f o r m a t i o n p r o v i d e d b y K o p p e l m a n , i m p o r t a n t 

a s p e c t s o f t h e h i s t o r y o f t h e m a t t e r u n d e r s t u d y e m e r g e d t h a t 

w e r e s u r p r i s i n g l y o m i t t e d i n h e r w o r k . O b s e r v i n g t h e e m p h a s i s o f 

m i d - 1 9
t n

- c e n t u r y a n a l y s t s on t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n a n d t h e 

L a p l a c e é q u a t i o n I p o s e d s e v e r a l q u e s t i o n s : Why w e r e t h è s e 

a n a l y s t s s o much o b s e s s e d w i t h o p e r a t i o n a l m e t h o d s ? W h i c h i s t h e 

p r o p e r é v a l u a t i o n o f s y m b o l i c a l m e t h o d s i n m a t h e m a t i c s ? How f a r 

d i d t h e i r c o n t r i b u t i o n s p r o v e u s e f u l i n t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n s o f p h y s i c s ? 

M o s t o f t h è s e q u e s t i o n s were p r o v i d e d w i t h a n s w e r s t h r o u g h 

a c o n s u l t a t i o n o f s t a n d a r d t e x t b o o k s o n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n 

C a m b r i d g e U n i v e r s i t y , s u c h as B o o l e (1859] a n d F o r s y t h [ 1 9 1 4 ] , o f 

t r e a t i s e s on p h y s i c a l a s t r o n o m y a n d p a r t i c u l a r l y on t h e L a p l a c e 

c o e f f i c i e n t s , s u c h as T o d h u n t e r [ 1 8 7 3 , 1875] a n d W h i t t a k e r [ 1 9 5 2 ] 

a s w e l l a s o f r e p o r t s t o t h e B r i t i s h a s s o c i a t i o n f o r t h e a d -

v a n c e m e n t o f s c i e n c e d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 5 0 - 1 8 8 0 . I was j u s t i f i e d 

f o r t h e i m p o r t a n c e o f my r e s e a r c h i n t h e e a r t h f i g u r e é q u a t i o n 

p a r t i c u l a r l y when t h r o u g h F o r s y t h I f c ^ c c ^ a c q u a i n t e d w i t h G l a i s h e r 

[ 1 8 8 1 J . I n h i s a r t i c l e , l o n g e n o u g h t o s t a n d o n i t s own a s a 

t r e a t i s e , G l a i s h e r i n c o r p o r a t e d i n s t a n c e s o f m o s t o f t h e m e t h o d s 

*known f o r t h e s o l u t i o n o f t h i s é q u a t i o n w h i c h he h a d e a r l i e r 

shown t h a t i s d e d u c a b l e f r o m t h e w i d e l y known R i c c a t i é q u a t i o n . 

The m a j o r n o v e l t i e s o f t h e t h e s i s c o n s i s t o f t h e f o l l o w i n g : 

m i n o r o r m a j o r i n f o r m a t i o n c o n c e r n i n g unknown a s p e c t s o f 

B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s r e s e a r c h ; De M o r g a n ' s work on t h e f o u n -

d a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s ; c o n n e c t i o n s b e t w e e n B o o l e ' s 

o p e r a t i o n a l m e t h o d s a n d l o g i c ; t h e c o m p a r i s o n b e t w e e n B o o l e ' s 

two m a i n b o o k s on l o g i c ; a c o m p a r i s o n b e t w e e n B o o l e ' s a n d 

G r a t r y ' s e p i s t e m o l o g y ; c l a r i f i c a t i o n o n c e r t a i n i s s u e s i n De 

M o r g a n ' s l o g i c a n d p a r t i c u l a r l y t h e l i n k s b e t w e e n h i s f o u n d a t i o n 

o f f u n c t i o n s a n d h i s l o g i c o f r e l a t i o n s . 

The s t u d y o f t h e a s p e c t s m e n t i o n e d a b o v e was c o n s i d e r a b l y 

h e l p e d by t h e c o n s u l t a t i o n o f t h e B a b b a g e - H e r s c h e l a n d B o o l e -

C a y l e y c o r r e s p o n d e n c e s h e l d i n t h e R o y a l S o c i e t y L i b r a r y . I n t h e 

c o u r s e o f o u r 3tudy c e r t a i n m i n o r f i g u r e s , s u c h as S a r r u s , K i r -

wan, G a s k i n , S o l l y a n d o t h e r s , h a v e b e e n r e s c u e d f r o m ( n e a r ) 

o b l i v i o n . -

i 
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0.3 S t r u c t u r e o f t h e t h e s i s ; c i t a t i o n s . 

The t h e s i s c o n s i s t s m a i n l y o f n i n e c h a p t e r s . F o l l o w t h e 

e n d n o t e s and t h e b i b l i o g r a p h y where t h e d a t e s o f a l l p e o p l e known 

a r e p r o v i d e d . E a c h c h a p t e r i s d i v i d e d i n 6-10 s e c t i o n s . By [5.4] 

we r e f e r t o t h e f o u r t h s e c t i o n o f c h a p t e r 5. No s u b s e c t i o n s a r e 

u s e d . F o r m u l a e a r e d e n o t e d a c c o r d i n g l y a s ( 5 3 . 2 ) , i . e . t h e s e c o n d 

f o r m u l a o f s e c t i o n 5.3. E n d n o t e s a r e n u m b e r r e d 1. 2, 3, ... i n 

e a c h s e c t i o n a n d c r o s s - r e f e r e n c e t o t hem i n t e x t i s p r o v i d e d as 

[ 5 . 3 , ( 9 ) ] , i . e . e n d n o t e 9 o f s e c t i o n 5 . 3 . 

N o r m a l l y , r e f e r e n c e s t o t h e b i b l i o g r a p h y a r e g i v e n a s 

[ K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 1 8 0 , f n 2 ) . 1971 t h e d a t e o f p u b l i c a t i o n , 180 t h e 

p a g e number, and 2 t h e f o o t n o t e t o w h i c h we r e f e r . I f we h a v e two 

p u b l i c a t i o n s o f t h e same a u t h o r i n t h e same y e a r we u s e [ S m i t h 

1 9 8 2 a , 1 0 1 . O f t e n , i n s t e a d o f t h e page number we may p r o v i d e , f o r 

r e a s o n s o f s i m p l i c i t y , t h e number o f t h e a r t i c l e » [De M o r g a n 

1 8 3 6 . a r t . 6 ) . I f o b v i o u s f r o m t h e c o n t e x t , t h e name o f t h e a u t h o r 

w i l l be o m i t t e d , e.g. we may h a v e [ 1 8 3 6 , a r t . 6 J , De M o r g a n i m p l i e d 

a s t h e a u t h o r . 

B o o k s a n d m a n u s c r i p t s a r e c i t e d w i t h t h e i r a b b r e v i a t e d name 

an d c o d e number r e s p e c t i v e l y . F o r e x a m p l e , B o o l e ' s M a t h e m a t i c a l 

a n a l y s i s o f l o g i c [ 1 8 4 7 a ] i s c i t e d [MAL,6] i n s t e a d o f [ B o o l e 

1 8 4 7 a , 6 ] . F u r t h e r ^ h i s m a n u s c r i p t s w i t h c o d e number W
3
 a r e c i t e d 

a s [W
3
,3] ( i f p a g i n a t i o n i s a v a i l a b l e ) . I n a l l s u c h c a s e s we w i l l 

e x p l a i n i n t e x t o r i n a n e n d n o t e t h e mode o f c i t a t i o n u s e d . My 

own i n s e r t i o n s i n t o q u o t a t i o n s a r e e n c l o s e d i n t o s q u a r e b r a c k e t s . 

O f t e n a * i e n d n o t e w i l l s e r v e as a means f o r c r o s s - r e f e r e n c e t o a 

s p e c i f i c c i t a t i o n i n t e x t . 

P r o b l e m s a r i s e some^ t i m e s as t o t h e d a t e - r e f e r e n c e o f c e r 

t a i n b o o k s , j o u r n a l s o f e n c y c l o p e d i a s . F o r e x a m p l e , t h e f i r s t 

e d i t i o n o f B o o l e ' s D i f f e r e n t i a l e g u a t i o n s a p p e a r e d i n 1859^and by 

[ 1 8 5 9 ] we w i l l t h u s g e n e r a l l y r e f e r t o t h i s b o o k . B u t i f we 

p r o v i d e a q u o t a t i o n f r o m a l a t e r e d i t i o n we w i l l c l a r i f y t h i s 

p o i n t a n d u s e , f o r e x a m p l e i n t h i s c a s e , [ 1 8 7 7 , 3 8 0 ] . As a r u l e , 

a l l p a p e r s a r e c i t e d by t h e d a t e o f p u b l i c a t i o n o f t h e v o l u m e o f 

t h e j o u r n a l where t h e y a p p e a r e d . However,, p a r t i c u l a r l y w i t h En

c y c l o p e d i a M e t r o p o l i t a n a . we pay a t t e n t i o n t o t h e f a c t t h a t a l l 
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v o i u m e s a r e " o f f i c i a l y " d a t e d a s 1845. W h e n e v e r a v a i l a b l e , we 

c i t e a n a r t i c l e b y t h e a c t u a l d a t e o f i t s p u b l i c a t i o n , a s i n t h e 

c a s e o f [De M o r g a n 1 8 3 6 1 . 
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f o r m e r MSc.Supervisor o n l o g i c , Dr.W.Hodges o f Queen M a r y C o l 

l e g e , L o n d o n , I g o t i n t o u c h w i t h D r . I v o r G r a t t a n - G u i n n e s s o f 

M i d d l e s e x P o l y t e c h n i c who a t o n c e e n c o u r a g e d my p l a n s a n d u n d e i — 

t o o k t h e s u p e r v i s i o n o f my t h e s i s on t h e h i s t o r y o f raid-19
th

-

c e n t u r y a l g e b r a a n d l o g i c i n E n g l a n d . P r o f e s s o r K . L a k k i s o f my 

d e p a r t m e n t u n f a i l i n g l y s u p p o r t e d my p l a n a n d s t o o d b y my side,-

t h a n k s t o h i m I was a w a r d e d a s c h o l a r s h i p t o s t u d y i n L o n d o n f o r 

f o u r a c a d é m i e y e a r s . 

I n L o n d o n I was w a r m l y r e e e i v e d by I v o r , M r . A l l a n F i n d l a y , 

my s e c o n d Supervisor i n M i d d l e s e x P o l y t e c h n i c , a n d N i c c o l o G u i c -

c i a r d i n i who h a s now p u b l i s h e d h i s t h e s i s on 18
t l

\_ C e n t u r y E n g l i s h 

f l u x i o n a l c a l c u l u s a s [1989] u n d e r I v o r ' s s u p e r v i s i o n . I v o r c o n 

s t a n t l y h e l p e d i n a v a r i e t y o f w a y s . He r e v e a l e d t o me a l l t h e 

s u b t l e c l u e s o f h i s t o r i c a l r e s e a r c h , g u i d e d me t o a l l 3ecret c o i — 

n e r s o f t h e nu m e r o u s L o n d o n l i b r a r i e s , e n c o u r a g e d my p a r t i c i p a 

t i o n i n l e c t u r e s a n d Seminars a n d m o t i v a t e d s t i m u l a t i n g c o n t a c t s 

w i t h h i s t o r i e n s a l l o v e r t h e w o r l d . A l l h i s a d v i c e s p r o v e d t o be 

i n v a l u a b l e , n o t o n l y i n t h e g r a d u a i s h a p i n g o f my t h e s i s , b u t i n 

e n r i c h i n g my w h o l e l i f e ! 

I want t o a c k n o w l e d g e D r . D . G i 1 1 i e s , p r o f e s s o r i n K i n g ' s C o l 

l e g e , L o n d o n , f o r h i s s u p e r b l e c t u r e s on e p i s t e m o l o g y a n d h i s t o r y 

o f i d e a s , a s w e l l a s f o r o u r c o n v e r s a t i o n s w h i c h f o l l o w e d . 

H . B e c h e r , T . C r i 1 l y , J . D h o m b r e s , N . G u i c c i a r d i n i , P . E n r o s , M . F e r r i a n i 

and D . M e r r i l l k i n d l y e x p r e s s e d a deep i n t e r e s t i n my r e s e a r c h a n d 



o i d e d i n i t s r e a l i z a t i o n by s e n d i n g v e r y u s e f u l m a t e r i a l f r o m 

t h e i r t h e s i s o r w o r k s u n d e r p r i n t ; c e r t a i n o f them e n t e r e d i n t o 

v e r y p e n e t r a t i n g d i s c u s s i o n s w i t h me c l a r i f y i n g a s p e c t s o f my 

t h e s i s . I a l s o a p p r e c i a t e t h e r e s p o n c e s o f J . C o r c o r a n , 

S . E n g e l s m a n , J . G r a b i n e r , T . H a i 1 p e r i n , L . L a i t a , H . P y e i o r , J o a n 

R i c h a r d s a n d J . V a n E v r a ^ w h o s e n t me o f f p r i n t s o f t h e i r p a p e r s . 

I w ant t o t h a n k t h e l i b r a r i a n s o f t h e S e n a t e House and o f 

U n i v e r s i t y C o l l e g e f o r p e r m i s s i o n t o u s e De M o r g a n ' s m â n u s c r i p t s . 

I am a l s o g r e a t l y i n d e b t e d t o t h e l i b r a r i a n s o f T r i n i t y C o l l e g e 

\ o f D u b l i n , C a m b r i d g e U n i v e r s i t y and A b e r d e e n U n i v e r s i t y f o r 

p r o v i d i n g me w i t h i n f o r m a t i o n on r a r e b o o k s a n d m â n u s c r i p t s . I 

had a l s o a c c e s s t o t h e v o l u m i n o u s B a b b a g e - H e r s c h e l c o r r e s p o n -

d e n c e , B o o l e ' s m â n u s c r i p t s and r a r e b o o k s a n d J o u r n a l s i n t h e 

R o y a l S o c i e t y L i b r a r y i n London whose l i b r a r i a n s w e r e t i r e l e s s i n 

r e s p o n d í n g t o my i n n u m e r a b l e r e q u e s t s . I w o u l d 1 i k e t o acknow-

l e d g e p e r s o n a l l y N i n a C o h e n , S a l l y G r o v e r a n d A l a n C l a r k f o r 

t h e i r f r i e n d l y e n c o u r a g e m e n t . S a l l y went t h r o u g h p a r t o f my work 

c o r r e c t i n g s y n t a x m i s t a k e s , w h i l e A l a n was an e x p e r t i n d i g g i n g 

up b i b l i o g r a p h i c a l a n d b i o g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n o n n e g l e c t e d 

s c i e n t i s t s . S a l l y a n d A l a n w i l l i n g l y u n d e r t o o k t o h e l p me w h i l e I 

was w r i t i n g up my t h e s i s i n G r e e c e by p r o v i d i n g v a l u a b l e m a t e r i a l 

a n d l e t t e r s w h i c h f i l l e d me w i t h j o y . V e r y f e w l i b r a r i a n s c ombine 

t h e i r p e r s o n a l i t y , c u l t u r e , p r o f e s s i o n a l s t a n d a r d s and r e s p e c t 

f o r i n t e l l e c t u e l w o r k . 

The k e y t o a i l t h è s e p r e c i o u s c o n t a c t s was I v o r . He s t o o d by 

my s i d e f o r s e v e n f u l i y e a r s and I s u s p e c t no Ph.D. s t u d e n t e v e r 

h e l d s u c h a v o l u m i n o u s and s u b s t a n t i e l c o r r e s p o n d e n c e w i t h a s u 

p e r v i s o r a s w è d i d ! My f r i e n d A l i s o n W a l s h , s u c c e s s o r i n Ph.D. 

r e s e a r c h u n d e r h i s g u i d a n c e , was v e r y k e e n i n d o i n g some e x t r a 

w o r k f o r me i n t h e B r i t i s h Museum L i b r a r y t h e l a s t c o u p l e o f 

y e a r s . A i l my f r i e n d s showed a t o u c h i n g e n t h u s i a s m i n my work 

r e q u e s t i n g t o s e e i t when r e a d y ; H a r r i s d e s e r v e s o f s p e c i a l 

n o t i c e h e r e . 

Many t h a n k s go t o M a r i a H a l a t s i and T e l e m a c h o s S t a m k o p o u l o s 

f o r t h e i r e f f i c i e n c y i n word p r o c e s s i n g a n d f o r t h e i r t i r e l e s s 

c o r r e c t i o n s o f my v o l u m i n o u s d r a f t s . I t a k e t h e f u l i r e s p o n -

s i b i l i t y f o r a n y e r r o r s l e f t as t h e t i m e c a n n e v e r be e n o u g h f o r 

s u c h a b u l k y w o r k . 
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T h i s t h e s i s , h o w e v e r , w o u l d n e v e r h a d b e e n r e a l i z e d h a d i t 

n o t had b e e n f o r t h e u n d e r s t a n d i n g a n d c o l l a b o r a t i o n o f P r o f e s s o r 

L a k k i s who f r e e d me f r o m t h e w o r r y o f l i m i t e d t i m e . Above A L L , I 

want t o t h a n k my p a r e n t s who went t h r o u g h r e a l s a c r i f i c e s a l l 

t h e s e y e a r s ; t h e l e a s t I c a n g i v e i n r e t u r n t o t h e i r d e v o t e d l o v e 

i s t o d e v o t e , my t h e s i s t o them, a w a r e t h a t t h e r e a r e t h i n g s i n 

l i f e w h i c h c a n n e v e r be f u l l y a c k n o w l e d g e d . 

H o p i n g I h a v e n o t c o m m i t t e d any s e r i o u s O m i s s i o n a n d t h a n k -

i n g my f r i e n d A t h e n a f o r p r e v e n t i n g me f r o m p r o l o n g i n g t h i s b e s t 

p a r t o f my t h e s i s t o a t h e s i s i n i t s e l f . 

M a r i a P a n t e k i 
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C h a p t e r 1 

B a c k g r o u n d i n F r e n c h m a t h e m a t i c s : 1 7 7 0 - 1 8 3 0 . 

1.1 I n t r o d u c t i o n . 

Theoretical physics of the boldest sod tost difficult sort 
has been forced to abandon iiages and the vhole notion of 
visual and lotor representation. In its effort to subiugate 
its vast douin -to unify its lavs and lake thee indepen
dent of the place, tire, and Mvenent of the observer- it 
has DO other guide than the syuetry of its foraulas'". 

t 
Paul Valery. 

The m a i n f e a t u r e o f l a t e - 1 8
t h

- c e n t u r y t e r r e s t r i a l a n d 

c e l e s t i a l m e c h a n i c s i n F r a n c e was t h e p r o m i n e n c e o f a n a l y t i c a l 

m e t h o d s o v e r g e o m e t r i c a l m e t h o d s . The m a j o r f i g u r e r e s p o n s i b l e 

f o r t h e a l g e b r a i c c a s t , n o t o n l y o f m e c h a n i c s b u t a l s o o f t h e 

c a l c u l u s , was J . L . L a g r a n g e . H i s n o t a t i o n a n d m a t h e m a t i c a l m ethods 

w e r e t o i n f l u e n c e c o n s i d e r a b l y c e r t a i n o f h i s c o n t e m p o r a r i e s
j
a s 

w e l l a s t h e m a t h e m a t i c a l t h i n k i n g o f E n g l i s h a n d I r i s h a n a l y s t s 

i n t h e p e r i o d 1 8 0 0 - 1 8 6 0 . 

The l a n g u a g e o f L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s was c h a r a c 

t e r i s e d by a t e n d e n c y f o r a b b r e v i a t i o n , s y m m e t r y a n d u n i t y . 

M o r e o v e r , t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , w h i c h l a r g e ^ o r i g i n a t e d 

i n h i s w o r k s , was t o be g r e a t l y a d m i r e d a t t h e t u r n o f t h e c e n 

t u r y i n b o t h F r a n c e and E n g l a n d a s a u s e f u l t o o l f o r d i s c o v e r y 

t h r o u g h t h e p o s s i b i l i t y i t o f f e r e d f o r a b s t r a c t i o n , g e n e r a l i z a 

t i o n a n d u n i t y o f m e t h o d o l o g y . 

S i l e n t l y i n f l u e n c e d by L a g r a n g e , a n o t h e r , f i g u r e t o be a c 

k n o w l e d g e d f o r t h e m a t h e m a t i z a t i o n o f m e c h a n i c s a n d f o r t h e i n 

t r o d u c t i o n o f new a n a l y t i c a l m e t h o d s , i s P . S . L a p l a c e
< 2

> . I t was 

m a i n l y t h r o u g h h i s w o r k on p h y s i c a l a s t r o n o m y t h a t i n t e r e s t i n 

m a t h e m a t i c a l and p h y s i c a l r e s e a r c h i n e a r l y - 1 9
t n

- c e n t u r y E n g l a n d 

r e v i v e d .In p a r t i c u l a r
 ?
 h i s t h e o r y o f a t t r a c t i o n s a n d o f t h e f i g u r e 

o f t h e e a r t h h a d c o n s i d e r a b l e i m p a c t on t h e d e v e l o p m e n t , n o t o n l y 

o f t h e o r e t i c a l p h y s i c s , b u t a l s o o f t h e s y m b o l i c a l m e thods f o r 

t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w h i c h w e r e t o f l o u r i s h 

a b u n d a n t e l y i n m i d - 1 9
t n

- c e n t u r y E n g l a n d . H o w e v e r , L a p l a c e h i m s e l f 

a v o i d e d L a g r a n g e ' s u s e o f s y m b o l i c a r g u m e n t s , a s we s h a l l s e e 

be 1 ow. 

1 



a 

I t i s a known f a c t nowdays t h a t F r e n c h r e s e a r c h i n t h e 

t h e o r y o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h a n d i n d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 

d e v e l o p e d a l m o s t s i d e by s i d e i n t h e 1 7 4 0 ' s
< 3 )

. The i n t e r a c t i o n 

b e t w e e n t h e s e two d o m a i n s c o n t r i b u t e d i n t h e f u r t h e r d e v e l o p m e n t 

o f e a c h o n e . H o w e v e r , t h e n a t u r e o f t h i s i n t e r a c t i o n i n 1 9
t h

_ c e n -

t u r y E n g l a n d h a s n o t y e t be,'n t h o r o u g h l y s t u d i e d . 

The s c o p e o f t h i s c h a p t e r i s t o p r o v i d e a b r i e f b a c k g r o u n d 

o f t h e most s i g n i f i c a n t t h e o r i e s w h i c h w e r e ' d e v e l o p e d i n l a t e 

1 8
t h

- c e n t u r y F r a n c e as n e c e s s a r y f o r o u r s t u d y o f t h e g r o w t h o f 

o p e r a t i o n a l m e t h o d s i n a n a l y s i s a n d o f m a t h e m a t i c a l l o g i c i n 

E n g l a n d d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 0 0 - 1 8 6 0 . F o r t h i s r e a s o n we i n t r o d u c e 

f i r s t L a g r a n g e ' s M e c h a n i g u e A n a l i t i q u e [ 1 7 8 8 ] i n w h i c h h i s 

c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s a p p e a r e d p r o m i n e n t l y t o g e t h e r w i t h i n 

s t a n c e s o f h i s c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s [1.2] . T h e n f o l l o w s 

L a p l a c e ' s M é c a n i q u e C e l e s t e 11799-1825] p r o m i n e n t f o r t h e 

a u t h o r ' s s k i l l f u l u s e o f e x p a n s i o n i n s e r i e s i n h i s t h e o r y o f 

a t t r a c t i o n s . Above a l l we show t h e p r o x i m i t y b e t w e e n t h i s t h e o r y 

a n d t h e e a r t h — f i g u r e e q u a t i o n w h i c h became i m p o r t a n t f o r i t s 

r o l e b o t h i n p h y s i c a l r e s e a r c h and i n t h e d e v e l o p m e n t o f o p e r a 

t i o n a l m e t h o d s i n E n g l a n d [ 1 . 3 ] . 

We f o c u s n e x t on t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l a n d f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s a c k n o w l e d g i n g t h e c o n t r i b u t i o n s o f L a g r a n g e , Monge a n d 

L a p l a c e [ 1 . 4 ] . I n t h e n e x t s e c t i o n we c o v e r t h e e a r l y t r e a t m e n t 

o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m i m p o r t a n t f o r t h e a n a l o g y b e t w e e n e x p o n e n -

t a t i o n a n d d i f f e r e n t i a t i o n i n d i c e s w h i c h i t b r o u g h t t o l i g h t . 

L a p l a c e ' s p r o o f o f i t , b y h i s method o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , a n d 

A r b o g a s t ' s c a s t o f i t i n s y m b o l i c a l f o r m a r e m e n t i o n e d [ 1 . 5 ] . 

C o n s e q u e n t l y we a c k n o w l e d g e B r i s s o n , F r a n ç a i s , S e r v o i s a n d 

S a r r u s f o r t h e i r c o n t r i b u t i o n s i n t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n 

1 8 0 0 - 1 8 2 2 . S e r v o i s i n t r o d u c e d t h e c o n c e p t s o f c o m m u t a t i v i t y a n d 

d i s t r i b u t i v i t y . w h e r e a s S a r r u s e x t e n d e d S e r v o i s ' s t h e o r y f o r i n 

v e r s e o p e r a t i o n s t h e s t u d y o f w h i c h - b e i n g o f most i m p o r 

t a n c e f o r t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s - was 

o m i t t e d by S e r v o i s . 

As i t i s w e l l known, a r o u n d 1820 L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l 

c u l u s - b a s e d on t h e T a y l o r e x p a n s i o n o f f u n c t i o n s - was r e p l a c e d 

by C a u c h y ' s l i m i t - b a s e d c a l c u l u s . I n t h e c o u r s e o f t h i s p r o g r a m , 

C a u c h y , r e s u m i n g B r i s s o n ' s u n p u b l i s h e d work on t h e a p p l i c a t i o n o f 

s y m b o l i c a l m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , 

r i g o r o u s l y f o u n d e d t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . C a u c h y ' s w o r k h a d 
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no i m m e d i a t e i m p a c t on t h e E n g l i s h *
0

* . Of more i m p o r t a n t i m p a c t 

t h o u g h , was F o u r i e r ' s s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 

i n s y m b o l i c f o r m i n 1 8 2 2 . F i n a l l y , P o i s s o n i s a l s o a c k n o w l e d g e d 

f o r h i s c o n t r i b u t i o n s i n p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s i n t h e 

1820*3 [ 1 . 7 ] . 

The l a s t s e c t i o n i s d e v o t e d t o t h e e p i s t e m o l o g y o f C o n d i 1 l a c 

and C o n d o r c e t a t t h e t u r n o f t h e c e n t u r y a n d i t s i m p a c t on t h e 

e m i n e n t t e x t b o o k w r i t e r S . F . L a c r o i x . Among t h e F r e n c h 

p h i l o s o p h e r s and s c i e n t i s t s o f t h a t p e r i o d
j
D e g e r a n d o and C a r n o t 

a r e a l s o m e n t i o n e d f o r t h e i r s u b t l e i n f l u e n c e on E n g l i s h a l 

g e b r a i s t s s u c h a s Babbage and De M o r g a n [ 1 . 8 ] . 

1.2 L a g r a n g e ' s M e c h a n i a u e A n a l i t i q u e [ 1 7 8 8 ] * 

W i t h L a g r a n g e , m e c h a n i c s i s f o r t h e f i r s t t i m e a l l e g e d l y 

d e p r i v e d o f a n y g e o m e t r i c a l o r p h y s i c a l c o n s i d e r a t i o n s . The book 

a v o i d s d i a g r a m s ; a n d p h y s i c a l c o n c e p t s , s u c h a s p r e s s u r e , t e n s i o n 

o r f o r c e s o f c o n s t r a i n t , a r e r e p l a c e d b y p u r e l y m a t h e m a t i c a l 

e q u i v a l e n t s . The two p r i n c i p l e s o f p h y s i c s t h a t f o r m e d t h e b a s i s 

o f h i s w o r k w e r e D ' A l e m b e r t ' s p r i n c i p l e and t h a t o f v i r t u a l 

v e l o c i t i e s '
1 1

. 

F r om t h e p o i n t o f v i e w o f m e t h o d o l o g y , L a g r a n g e ' s i n n o v a t i o n 

was h i s p e c u l i a r a p p l i c a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s . The 

i n v e n t i o n o f h i s n o t a t i o n "gave d i s t i n c t n e s s a n d permanence t o 

t h e new m e t h o d , s e c u r i n g i t f r o m b e i n g c o n f o u n d e d w i t h t h e o t h e r 

i n f i n i t e s i m a l m e t h o d s , t o w h i c h i t i s i n some d e g r e e s i m i l a r " . 

T h r o u g h e l a b o r a t i n g and e x t e n d i n g t h e new s c i e n c e o f a n a l y t i c a l 

m e c h a n i c s b y h i s a p p l i c a t i o n o f v a r i a t i o n a l p r i n c i p l e s , L a g r a n g e 

i s " j u s t l y r e p u t e d t h e i n v e n t o r o f t h e c a l c u l u s o f 

v a r i a t i o n s "
< a >

. 

H i s f i r s t a c c o u n t o f t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s was g i v e n i n 

h i s " E s s a i " [ 1 7 6 2 ] . He r e m a r k e d t h a t t h e i n c r e m e n t s w h i c h f u n c 

t i o n s r e c e i v e i n c o n s e q u e n c e o f a c h a n g e i n t h e i r f o r m a r e q u i t e 

a n a l o g o u s t o t h e i n c r e m e n t s t h e y r e c e i v e i n c o n s e q u e n c e o f a 

ch a n g e o f t h e i r i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s . To d i s t i n g u i s h t h i s d i f 

f e r e n c e he d e n o t e d t h e f o r m e r by 5 a n d t h e l a t t e r by d . T h i s 

a n a l o g y f u r n i s h e d h i m w i t h an a b i l i t y t o t a c k l e p r o b l e m s o f max

ima a n d m i n i m a *
3

* . 
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I n 1774 L a g r a n g e was t o n o t i c e a n o t h e r i m p o r t a n t a n a l o g y : 

b e t w e e n i n d i c e s o f d i f f e r e n t i a t i o n a n d e x p o n e n t a t i o n . T h ough t h i s 

o b s e r v a t i o n d a t e s , 1 i k e t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , q u i t e 

e a r l i e r
 <

*
>

, i t was upon what was t o be c a l l e d " L a g r a n g e ' s 

t h e o r e m " t h a t he f o u n d e d t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . " T h i s t h e o r e m 

was i n t r o d u c e d a s f o l l o w s : 

(12.1) A « u - (e - 1 ) V 

w h e r e n i n t e g r a l number [1774, 194; s e e a l s o 1,5] 

V a r i a t i o n a l p r i n c i p l e s a n d o p e r a t o r m e thods w e r e c o m b i n e d i n 

c e r t a i n i n s t a n c e s o f L a g r a n g e ' s m e c h a n i c s . F o r e x a m p l e he i n t r o 

d u c e d o p e r a t o r l a w s s u c h a s 

(12.2) Sdx - d 5 x 

[ F r a s e r 1985; G r a t t a n - G u i n n e s s 1979, 84]. 

One o f t h e t e s t w e l l - k n o w n o f L a g r a n g e ' s c o n t r i b u t i o n s t o 

m e c h a n i c s i s h i s e q u a t i o n s -now named a f t e r h i m - f o r t h e m o t i o n s 

o f a d y n a m i c a l s y s t e m . S t a r t i n g w i t h t h e b a s i c p r o b l e m i n t h e 

c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , t h a t i s t o d e t e r m i n e t h e c o n d i t i o n s t h a t 

r e n d e r t h e i n t e g r a l 

P~
2

 dy 

(12.3) J = f ( x . y . — ) d x 
J d x 

a maximum o r a minimum ( p r o v i d e d w i t h t h e p o s s i b i l i t y t o d i s t i n 

g u i s h b e t w e e n t h e t w o ) , he d e r i v e d t h e e q u a t i o n 

d f d ' D f 

(12.4) ( ) - 0 -
dy d x 0 ( d y / d x ) 

C a l l e d l a t e r a s t h e E u l e r - L a g r a n g e e q u a t i o n , (12.4) f o r m e d a 

n e c e s s a r y , t h o u g h n o t s u f f i c i e n t , c o n d i t i o n f o r t h e p r o b l e m 

(12.3). N e x t he d e d u c e d h i s m o t i o n - e q u a t i o n s , f i r s t i n r e c t a n 

g u l a r c o o r d i n a t e s , x , y , z , 

d T>T o V 

(12.5) — ( _ ) + _ = o ' e t c , 
d t O x O x 

and t h e n i n g e n e r a l i z e d o n e s , q i , q a , q
3 f 

d ^ T ^ T O V 
(12.6) — ( ) + - 0 

d t 0 ( d q i / d t ) O q± o q* 

where x - x t q x . q a - q a ) e t c , V t h e p o t e n t i a l f u n c t i o n a n d T t h e 

k i n e t i c e n e r g y g i v e n by 
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d x
3

 + d y
3

 + d z
a 

( 1 2 . 7 ) T -
 t 3 >

. 
2 d t

a 

L a g r a n g e a i m e d t o p r o v e , v i a h i s two m o t i o n e q u a t i o n s a n d 

h i s v a r i a t i o n a l m e t h o d s , t h e p r i n c i p l e o f t h e c o n s e r v a t i o n o f 

l i v i n g f o r c e s . 

( 1 2 . 8 ) T + V - c o n s t . 

a n d t h e l e a s t a c t i o n p r i n c i p l e 

( 1 2 . 9 )
 (

J
T d t

 "
 m a x o r m i n ) < > 5

J
2 T d t

 " 0<*>. 

I n j f a c t he managed t o p r o v i d e a v e r y l o n g a n d c o m p l i c a t e d p r o o f 

o n l y f o r (12.8) by means o f ( 1 2 . 5 ) . 

L a g r a n g e ' s t e r r e s t r i a l m e c h a n i c s was h i g h l y i n f l u e n t i a l o n 

h i s c o n t e m p o r a r i e s . H o w e v e r , h i s t o r i a n s a r e n o t s u r p r i s e d b y 

t h e d i f f i c u l t y e x p e r i e n c e d by h i s f o l l o w e r s i n g r a s p i n g h i s 

i d e a s . F o r L a g r a n g e e s p o u s e d t h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e s o f h i s 

w o r k w i t h o u t v e r i f i c a t i o n , a i m i n g m a i n l y t o v i n d i c a t e t hem by i l 

l u s t r a t i n g t h e i r f e r t i l e a p p l i c a t i o n s [Mach 1 9 0 2 , 4 3 6 ] . M o r e o v e r , 

h i s n o t a t i o n s w e r e d i f f i c u l t t o f o l l o w a n d f o r t h i s r e a s o n we 

h a v e a v o i d e d c i t a t i o n s f r o m h i s o r i g i n a l w o r k . 

What we want t o s t r e s s i s t h e a b s t r a c t n a t u r e o f h i s p r o 

c e d u r e s , h i s t e n d e n c y f o r g e n e r a l i z a t i o n a n d t h e s y m m e t r y o f h i s 

f o r m s . The i m p a c t o f L a g r a n g e ' s M e c h a n i q u e i n B r i t a i n was n o t i m 

m e d i a t e b u t c o n s i d e r a b l y i m p o r t a n t . I n 1841 B o o l e p r o v i d e d a 

s i m p l e a n d e l e g a n t p r o o f f o r ( 1 2 . 8 ) - ( 1 2 . 9 ) b a s e d upon t h e f o r 

m u l a e (12.6) [ B o o l e 1 8 4 1 b ] . I t i s i m p o r t a n t t o n o t i c e t h a t 

t h r o u g h t h e m o t i v a t i o n p r o v i d e d by L a g r a n g e ' s c o m b i n a t i o n o f 

v a r i a t i o n a l a n d o p e r a t i o n a l m e t h o d s , B o o l e c o n t r i b u t e d s u b s t a n 

t i a l l y i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s [ c h a p . 

4] . 

T h e " f i r s t r e a l l y c o m p e t e n t p r e s e n t a t i o n o f L a g r a n g e ' s 

i d e a " i s a t t r i b u t e d t o t h e I r i s h J . H . J e l l e t t [ s e e (7) b e l o w ) . I n 

h i s e l e m e n t a r y t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s [ 1 8 5 0 ] . 

J e l l e t t a d o p t e d c l o s e l y L a g r a n g e ' s s t y l e t r e a t i n g h i s s u b j e c t i n 

t h e c o n t e x t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . J e l l e t t ' s o p e r a t i o n a l 

m e t h o d s were o f c o n s i d e r a b l e i n f l u e n c e on h i s c o u n t r y - f e l l o w R. 
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C a r m i c h a e l . The l a t t e r i s a c k n o w l e d g e d f o r h i s o r i g i n a l a p 

p l i c a t i o n o f o p e r a t i o n a l c a l c u l u s on p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s [ c h a p . 5 J . 

1.3 L a p l a c e ' s M é c a n i q u e C e l e s t e ; t h e e q u a t i o n s o f L a p l a c e ' s 

c o e f f i c i e n t s a n d o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h . 

L a p l a c e ' s M é c a n i q u e c o n s i s t s o f 5 v o l u m e s . V o l u m e s 1 a n d 2, 

p u b l i s h e d i n 1 7 9 9 , d e a l r e s p e c t i v e l y w i t h t h e m o t i o n s o f h e a v e n l y 

b o d i e s i n g e n e r a l a n d w i t h t h e m a t h e m a t i c a l f o u n d a t i o n o f 

p l a n e t a r y p h y s i c s . V o l u m e s 3 and 4, p u b l i s h e d i n 1802 a n d 1805 

r e s p e c t i v e l y , f o c u s m a i n l y on p r o b l e m s r e g a r d i n g c o m e t s and p e r 

t u r b a t i o n s o f p l a n e t s . Volume 5, p u b l i s h e d i n p a r t s d u r i n g 1 8 2 3 -

1 8 2 5 , b e a r s a s t r o n g i n f l u e n c e f r o m F o u r i e r ' s t h e o r y o f h e a t . The 

t h e o r y o f a t t r a c t i o n s a n d o f t h e e a r t h ' s s h a p e a r e i n c l u d e d 

m a i n l y i n V o l u m e s 2 a n d 5 w h i c h we w i l l make u s e o f i n t h i s 

s e c t i o n
( l ł

. 

The c h a r a c t e r i s t i c f e a t u r e o f L a p l a c e ' s e a r l y work o n 

m e c h a n i c s i s h i s a d o p t i o n o f t h e v i e w t h a t a l l p h y s i c a l phenomena 

c o u l d be d e s c r i b e d i n t e r m s o f N e w t o n i a n , i n t e r - p a r t i c u l a r 

f o r c e s . He b e l i e v e d t h a t t h r o u g h t h i s a p p r o a c h t h e r e s u l t s w o u l d 

be c l e a r e r t h a n t h r o u g h L a g r a n g e ' s a l t e r n a t i v e a n a l y t i c a l a p 

p r o a c h . No d i a g r a m s a p p e a r i n h i s work e i t h e r , a n d t h e s t a t e o f 

e q u i l i b r i u m i s e q u a l l y e m p h a s i s e d as by L a g r a n g e <
2 >

. 

I n h i s a u t h o r a t i v e p r e s e n t a t i o n o f t h e t h e o r e t i c a l a s p e c t s 

o f m e c h a n i c s , L a p l a c e ' s m a t h e m a t i z a t i o n o f t h i s t o p i c was l e s s 

a b s t r a c t and g e n e r a l t h a n t h a t o f L a g r a n g e
< 3 >

. M o s t i m p o r t a n t 

p r o b l e m s i n p h y s i c a l a s t r o n o m y were p r e s e n t e d i n t h e f o r m o f a 

d i f f e r e n t i a l o r f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n . L a p l a c e ' s f a v o u r i t e 

m e t h o d , a d j u s t e d e a c h t i m e t o t h e s p e c i f i c p r o b l e m i n v o l v e d , was 

t h a t o f h i s " g e n e r a t i n g f u n c t i o n s " [ 1 . 5 1 . P a r t i c u l a r l y i n d e a l 

i n g w i t h t h e t h e o r y o f a t t r a c t i o n s , a s we s h a l l s e e , he a s s u m e d 

an unknown f u n c t i o n t o be e x p a n d a b l e i n i n f i n i t e s e r i e s 

( c o n v e r g e n c e t a k e n f o r g r a n t e d ) . T h e n , by i n v e s t i g a t i n g t h e 

p r o p e r t i e s o f t h e unknown c o e f f i c i e n t s i n v o l v e d , he a r r i v e d a t a n 

a p p r o x i m a t e s o l u t i o n o f a n e q u a t i o n . Q u i t e o f t e n he w o u l d 

p r o v i d e a s o l u t i o n w i t h o u t any e x p l a n a t i o n s . 
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G i v e n a s p h e r o i d o f d e n s i t y p a t p o i n t ( x , y , z ) and an e x t e r -

n a l p a r t i c l e o f c o o r d i n a t e s ( f , g , h ) , t h e a t t r a c t i o n V b e t w e e n 

them i s 

(13.1) V -

p d x d y d z 

[ ( f - x )
2

 + ( g - y )
2

 + ( h - z )
2

]
1

'
2 

I t i s e a s i l y shown t h a t V i s a s o l u t i o n o f 

d
2

V d
2

V d
2

V 

(13.2) + + - 0 
d f

2

 d g
2

 d h
2 

[ 1 7 9 9 a , Book 2, a r t 1 1 ) . T h i s é q u a t i o n , known b e f o r e L a p l a c e , was 

a n d s t i l l i s named a f t e r h i m . L a p l a c e c o m m i t t e d ^ t h o u g h , a s e r i o u s 

o v e r s i g h t i n r e g a r d i n g (13.2) t r u e a l s o f o r i n t e r n a i p a r t i c l e s . 

P o i s s o n p r o v i d e d t h e c o r r e c t é q u a t i o n f o r t h i s c a s e l a t e r , a s we 

s h a l l s e e b e l o w . 

L a p l a c e ' s v i r t u o s i t y l i e s i n h i s s t u d y o f ( 1 3 . 2 ) . By t r a n s 

f o r m a t i o n i n p o l a r c o o r d i n a t e s ( r , 8 , w ) a n d ( r i , 8 i , W i ) by means o f 

t h e r e l a t i o n s r
2

 - f
2

 + g
2

 + h
2

 , c o s 8 * h / r a n d t a n w = h / r , 

(13.1) a s s u m e s t h e f o r m 

f f f p r î d r i d u i d w± 

(13.3) V - j 
J J J [ r

2

 + r ^ - 2 r r i Y ]
1

'
2 

where c o s 8 - u , c o s 9 i » p i and Y " c o s 9 c o s 8 i + s i n S s i n S i C O S ( w - w * ) „ 

C o n s é q u e n t l y , L a p l a c e ' s é q u a t i o n ( 1 3 . 2 ) a p p e a r s i n t h e f o r m 

d
2

r V d
 r

 dV-. 1 d
2

V 

(13.4) r
2

 + — (1-M
2

) — + - 0, 
d r

2

 du L d
M
J i - p s dw

2 

[ 1 7 9 9 b , Book 3 , a r t 9] <-*> . 

The i n t é g r a t i o n o f (13.4) was f a r f r o m e a s y . L a p l a c e assumed 

V t o h a v e t h e f o r m 

U<o> u f l > 
(13.5) V - + + 

r r
2 

where U
4 1

> w e r e " r a t i o n a l and i n t e g r a l f u n c t i o n s " o f V ( 1 - u
2

) . 

c o s w , p a n d V ( l - p
a

) . s i n w . I f U
( 1 >

 c o u l d be o b t a i n e d , t h e n V w o u l d 

be a p p r o x i m a t e l y o b t a i n e d t o o . S u b s t i t u t i n g t h e e x p a n d e d f o r m o f 

V i n ( 1 3 . 4 ) he a r r i v e d a t a p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n i n 

o n l y two v a r i a b l e s : 
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d
 r

 d i t *
1

* - . . 1 d
a

U <
i J 

(13.6) — ( l - u
a

) + + i ( i + l ) U
( 1

ï = 0 . 

du L du -I 1-u
2

 dw
a 

A v e r y i m p o r t a n t o b s e r v a t i o n t h a t f o l l o w e d was t h a t ( 1 3 . 6 ) 

h e l d a l s o t r u e f o r t h e c o e f f i c i e n t s Q'
1

»- o f 

T = ( r
2

 + r i
2

 - 2 r r
a
. v ) -

1

'
a

, i f t h e l a t t e r was assumed t o be 

d e v e l o p e d i n a s é r i e s o f t h e f o r m 

Q<O>
 r i r

z 

(13.7) T = + Q<*> + Q<
2

> 

[1799 b. Book 3 , a r t . 9 ] . 

E q u a t i o n ( 1 3 . 6 ) i s a v e r y i m p o r t a n t one f o r i t s r ô l e i n 

o t h e r d o m a i n s o f p h y s i c s b e s i d e s t h a t o f a s t r o n o m y . Q
( i >

 became 

known a s t h e " L a p l a c e c o e f f i c i e n t s " , a n d a n y o t h e r f u n c t i o n t h a t 

s a t i s f i e s ( 1 3 . 6 ) was o f t e n c a l l e d a s a " L a p l a c e f u n c t i o n " . L a t e r 

a u t h o r s a t t r i b u t e t o them t h e name o f L e g e n d r e f o r he was t h e 

f i r s t t o i s o l a t e s u c h f u n c t i o n s and s t u d y t h e i r p r o p e r t i e s i n 

p u r e m a t h e m a t i c a l c o n t e x t
( S )

. 

L a p l a c e p r o v e d v a r i o u s r e l a t i o n s b e t w e e n t h e c o e f f i c i e n t s 

U
( 1 >

 and Q
( 1 >

 a n d t h e n i n t r o d u c e d t h e f o l l o w i n g t h e o r e m 

(13.8) - a ( d V / d r ) = 2 n a
a

/ 3 + 1/2 V, 

a s s u m i n g t h a t a s p h e r o i d o f r a d i u s r c a n be c l o s e l y a p p r o x i m a t e d 

by a c o n c e n t r i c s p h è r e o f r a d i u s a , ( d V / d r ) b e i n g E u l e r ' s n o t a 

t i o n f o r t h e p a r t i a l d i f f e r e n t i a l [ 1 7 9 9 b , Book 3, a r t 1 0 ] . 

L a p l a c e ' s d é m o n s t r a t i o n o f h i s f a v o u r i t e t h e o r e m ( 1 3 . 8 ) , named 

a f t e r h i m , was r e g a r d e d a s i n p l a u s i b l e . H o w e v e r , t h e r e s u i t i s 

r i g h t . a n d i t p r o v e d t o be v e r y i m p o r t a n t f o r i t s r ô l e i n t h e 

t h e o r y o f a t t r a c t i o n s , 

L a p l a c e t o o k t h e r a d i u s r o f t h e s p h e r o i d i n t h e f o r m 

(13.9) r = a ( l + a y ) , 

where a a v e r y s m a l l q u a n t i t y and y a f u n c t i o n o f u a n d w. Sub-

s t i t u t i n g V a n d ( d V / d r ) f r o m (13.5) i n (1 3 . 8 ) he d e d u c e d t h e f o r 

m u l a 

U<°> 3 U
C 1 )

 5U
t a

> 

(13.10) 4 a n a
a

y = + + + 

a a
a

 a
3 

C o n t e m p l a t i n g upon t h e f o r m o f ( 1 3 . l d ) L a p l a c e was l e d t o 

t h e c o n c l u s i o n t h a t y i s e x p a n d i b l e i n a s é r i e s o f L a p l a c e c o e f 

f i c i e n t s \J
<li

 . I n o t h e r w o r d s , he p r o v e d i n d i r e c t l y t h e g ê n e r a i 
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p r o p o s i t i o n t h a t any f u n c t i o n o f u and w c a n be e x p a n d e d i n a 

s é r i e s o f L a p l a c e c o e f f i c i e n t s . I t t h u s f o l l o w s t h a t y h a s t h e 

f o r m 

( 1 3 . 1 1 ) y - Y<°> + Y
( 1 >

 + Y<
2

> + . . . . 

w h e r e a i l Y
( 1 >

 s a t i s f y t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s 

( 1 3 . 6 )
c 7 >

. A n o t h e r i n t e r e s t i n g p r o p e r t y t h a t he p r o v e d was t h e 

o r t h o g o n a l i t y p r o p e r t y o f L a p l a c e f u n c t i o n s o f d i f f é r e n t o r d e r s 

[ 1 7 9 9 b , Book 3, a r t 11-12]<°> . The r e s t o f L a p l a c e ' s t h e o r y o f 

a t t r a c t i o n s a n d h i s p r é s e n t a t i o n o f t h e t h e o r y o f t h e f i g u r e o f 

t h e e a r t h depended upon a s k i l l f u l u s e o f t h e p r o p e r t i e s o f 

v a r i o u s c o e f f i c i e n t s , s u c h a s U
( 1 )

, Y
( 1 >

 e t c as g i v e n s o f a r i n 

t h i s b r i e f o u t l i n e . 

P r o c e e d i n g t o L a p l a c e ' s d é d u c t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a 

t i o n we w o u l d l i k e t o comment b r i e f l y on i t s i n t e r e s t i n g p r e h i s -

t o r y . I t was C l a i r a u t who p r o v i d e d f i r s t t h e d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n w h i c h l i n k s t h e e l l i p t i c i t y a n d d e n s i t y o f t h e e a r t h i n 

1 7 4 3 . He r e g a r d e d t h e e a r t h a s a r o t a t i n g , u n i v e r s a l l y g r a v i t â t -

i n g m a s s o f s t r a t a o f f l u i d s o f v a r y i n g d e n s i t i e s . Two c r u c i a l 

q u e s t i o n s p u z z l e d h i m : 1) w h a t i s t h e i d e a l s h a p e o f t h i s mass 

when e q u i l i b r i u m i s e f f e c t e d . j a n d 2) I f t h e a n s w e r t o t h e f i r s t 

q u e s t i o n i s " e l 1 i p t i c a l " , w h a t i s t h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n d e n -
7 

s i t i e s a n d e l 1 i p t i c i t i e s . 

C l a i r a u t f o u n d e d h i s s t u d y on t h e p l u m b - l i n e p r i n c i p l e . V i a 

g e o m e t r i c a l c o n s i d é r a t i o n s t h i s p r i n c i p l e l e d t o an i n t e g r o -

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n w h i c h e x p r e s s t h e r e l a t i o n b e t w e e n e l l i p -

t i c i t i e s p and d e n s i t i e s R o f t h e s t r a t a i n e q u i l i b r i u m : 

( 1 3 . 1 2 ) 5 r * p J R r = d r = ^ R d t r ^ p ) + F r
3

 + - Acpr
3

 - r
0

J R d ( p 

[ C l a i r a u t 1743, 262-275; s e e G r e e n b e r g 1 9 7 9 , 5 6 6 - 8 ] . 

G i v e n t h e e l l i p t i c i t y p , t h e d e n s i t y R c o u l d e a s i l y be o b -

t a i n e d [ C l a i r a u t 1 7 4 3 , 2 8 1 - 3 ; G r e e n b e r g 1 9 7 9 , 5 7 5 - 7 6 ] . H o w e v e r , 

t h e c o n v e r s e p r o b l e m p r o v e d much more d i f f i c u l t . A s s u m i n g d r a s 

c o n s t a n t , C l a i r a u t d i f f e r e n t i a t e d (13.12) a r r i v i n g a t t h e 

o r i g i n a l f o r m o f t h e s o - c a l l e d l a t e r " e a r t h f i g u r e é q u a t i o n " : 

d
a

p 6 p 2 p R r 2 R r
a

 dp 
( 1 3 . 1 3 ) -

d r
a

 r
2

 f R r
a

d r f R r
a

d r d r 
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By s u i t a b l e t r a n s f o r m a t i o n s , he r e d u c e d (13.13) t o a f i r s t -

o r d e r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n w h i c h he n o t i c e d t o be an i n s t a n c e o f 

t h e "famous R i c c a t ^ i é q u a t i o n " 

( 1 3 . 1 4 ) d y / d x +y
2

 - X ( x ) . 

B u t a s no method was known f o r t h e t r e a t m e n t o f (13.14) i n t h e 

g ê n e r a i c a s e , C l a i r a u t f u r t h e r s i m p l i f i e d t h e p r o b l e m by a s s u m i n g 

R ( r ) = r " . O n l y u n d e r t h i s a s s u m p t i o n he was a b l e t o p r o v i d e a 

s o l u t i o n o f (13.13) when d e n s i t y R i s g i v e n
< 9 )

. 

A c c o r d i n g t o G r e e n b e r g , C l a i r a u t ' s t r e a t m e n t c a n be r e g a r d e d 

a s s l i g h t l y a n t i c i p a t i n g t h e p o t e n t i a l t h e o r y i n t r o d u c e d 30 y e a r s 

l a t e r [ 1 9 7 9 , 6 0 8 - 9 ] . As f a r a s t h e f i g u r e o f t h e e a r t h i s c o n -

c e r n e d , C l a i r a u t was f o l l o w e d b y D' A l e m b e r t i n 1749 a n d L e g e n d r e 

i n 1793 [ T o d h u n t e r 1 8 7 3 a , 2 6 4 , 301; 1 8 7 3 b , 1 0 9 - 1 1 , 1 1 8 ] . L a p l a c e 

a n d L e g e n d r e h a d b e e n r i v a i s a n d t h e r e f o r e i t i s d i f f i c u l t t o 

j u d g e t h e d e g r e e o f t h e 1 a t t e r ' s i n f 1 u e n c e on t h e f o r m e r . 

H o w e v e r , i t was b a s i c a l l y L a p l a c e ' s p r o c é d u r e t h a t h a d a g r e a t 

i m p a c t on most B r i t i s h p h y s i c i s t s a n d s o we p r o v i d e a n o u t l i n e o f 

i t . 

A s s u m i n g , l i k e C l a i r a u t , t h a t t h e e a r t h i s an h e t e r o g e n e o u s 

r o t a t i n g mass o f n e a r l y s p h e r i c a l s t r a t a o f v a r y i n g d e n s i t i e s p , 

L a p l a c e assumed t h a t t h e f o l l o w i n g l a w i s o b e y e d 

( 1 3 . 1 5 ) dlï/p - F d f + F
x
d f i + 

wh e r e II s t a n d s f o r p r e s s u r e , F f o r f o r c e and d f f o r i t s d i r e c 

t i o n [ 1 7 9 9 b , Book 3 , a r t 22; P r a t t 1 8 3 6 , 5 4 1 ] . 

L a p l a c e u n d e r t o o k f i r s t t o p r o v e t h a t t h e s h a p e o f t h e e a r t h 

i s e l l i p t i c a l a n d c o n s e q u e n t l y t o d é t e r m i n e i t s e l l i p t i c i t y . 

B a s e d on ( 1 3 . 9 ) , ( 1 3 . 1 0 ) , t h e l a w (1 3 . 1 5 ) a n d t h e p r o p e r t i e s o f 

Y
C 1 >

 d e t e r m i n e d s o f a r i n t h e t h i r d B o o k , he was l e d t o t h e é q u a 

t i o n 

4 n a
1

f
l

 Y<*> 4 n P* 4 n P* 

(13.16) pd Y<*> pda
3

+ p d ( a 

2 i + lJ« a
1

-
1

 3a J
Q
 ( 2 i + l ) a

1

* i J
0 

i 
3

Y
C 1 >

) + a
1

Z
( 1 >

= 0 

f o r i>1 where Z< , d e t e r m i n e d v i a t h e c o e f f i c i e n t s o f T, 

s a t i s f i e s t h e é q u a t i o n (13.6) [1799 b , Book 3, a r t 2 9 ]
ï l o

> . 

B a s e d upon t h e p r o p e r t i e s o f Z
( 1 >

 [ s e e (10) a b o v e ] a n d b y 

d i f f e r e n t i a t i o n o f (13.16) u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s , he r e d u c e d 

t h e a b o v e é q u a t i o n t o a s i m p l e r f o r m d e v o i d o f Z
c l î

: 

d a y c u
 r

i ( i + l ) 6pa T 6 p a
a

 dY<*> 
Y<*> 

d a
2

 [_ a
2

 J p d a
3

 J p d a
3

 d a 
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Now, t h e i n t é g r a l o f t h i s é q u a t i o n , o b s e r v e d L a p l a c e , w i l l g i v e 

t h e v a l u e o f Y
( 1 >

 w i t h two a r b i t r a r y c o n s t a n t s w h i c h a r e r a t i o n a l 

a n d i n t é g r a l f u n c t i o n s o f o r d e r i o f u , V < l - p
a

) s i n w a n d 

Y ( l - u
a

) c o s w t h a t s a t i s f y é q u a t i o n (13.6) [ 1 7 9 9 b , Book 3 , a r t 3 0 ) . 

E q u a t i o n ( 1 3 . 1 7 ) i s t h e o r i g i n a l , g ê n e r a i f o r m , o f t h e e a r t h 

f i g u r e é q u a t i o n . N o t i c e t h a t i f i - 2 , a n d Y
< 3 >

, a a n d p a r e r e -

p l a c e d r e s p e c t i v e l y b y p, r and R, we g e t i n s t e a d C l a i r a u t ' s 

é q u a t i o n ( 1 3 . 1 3 ) m e n t i o n e d a b o v e . L e g e n d r e a n d L a p l a c e p r o v e d i n 

d i f f é r e n t ways t h a t i n t h e c o n t e x t o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h 

é q u a t i o n (13.17) h a s no a d m i s s i b l e s o l u t i o n , u n l e s s 

( 1 3 . 1 8 ) Y<*>-0. i t 0, 2 

h o l d s t r u e
c l l

> . 

A c c o r d i n g t o (1 3 . 1 8 ) t h e r a d i u s r , g i v e n b y (13.9) a n d 

( 1 3 . 1 1 ) , assumes t h e f o r m 

(13.19) r = a + aa(Y<°> + Y
< a )

) , 

h e n c e , g i v e n t h a t t h e s u r f a c e o f e v e r y s t r a t a i s e l l i p t i c a l , t h e n 

t h e e x t e r n a l s u r f a c e o f t h e s p h e r o i d i s e l 1 i p t i c a l t o o , as 

L a p l a c e r e m a r k e d . T h r o u g h a n o t h e r c o m p l i c a t e d p r o c e s s he p r o v e d 

t h a t 

( 1 3 . 2 0 ) Y<*> - hU<*>, 

h a f u n c t i o n o f a a n d U
( 1 >

 i n d e p e n d e n t o f i t [ 1 7 9 9 b , Book 3, a r t 

30; s e e a l s o ( 1 3 . 5 ) , ( 1 3 . 6 ) , (13.11) a b o v e ) . 

Now, i t s u f f i c e s t o d é t e r m i n e h , w h i c h L a p l a c e names l a t e r 

i n v o l u m e 5 " e l 1 i p t i c i t y " . S i n c e Y
< 0 >

 c a n be a r b i t r a r y [ see 

(10)1 i t s u f f i c e s t o d é t e r m i n e h and U
< 3 >

 . T h e n , by means o f 

(13.20) a n d ( 1 3 . 1 9 ) t h e r a d i u s o f t h e e a r t h c a n be d e t e r m i n e d . 

S u b s t i t u t i n g t h e v a l u e o f Y<*> f r o m (13.20) i n ( 1 3 . 1 7 ) , he a r -

r i v e d f o r t h e c a s e i - 2 t o t h e é q u a t i o n 

d
a

h 6h
 r
 p a

3

 y
 2 p a

a

 dh 
(13.21) 

t 1 " 3 j . d a
a

 a
3

 | 3 | p a
2

d a J p a
2

d a d a 

H a v i n g d e t e r m i n e d , f i r s t Z
ï a )

 and c o n s e q u e n t l y U
< 3 >

 t h r o u g h 

a c o m p l i c a t e d p r o c é d u r e , i t r e m a i n e d t o s o l v e t h e a b o v e é q u a t i o n . 

G i v e n h , t h e d e n s i t y p i s e a s i £ y o b t a i n e d , he o b s e r v e d . B u t , as 

w i t h C l a i r a u t ' s c a s e , t h e c o n v e r s e p r o b l e m c o u l d n o t be t r e a t e d 

b y known m e t h o d s , r e m a r k e d L a p l a c e . N o t i c e , o n c e more t h e é q u i v 

a l e n c e b e t w e e n ( 1 3 . 2 1 ) a n d ( 1 3 . 1 3 ) . 
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R e c o n s i d e r i n g t h i s p r o b l e m i n 1 8 2 5
J
L a p l a c e p r o v i d e d a f u r 

t h e r s i m p l i f i c a t i o n f o r t h e e q u a t i o n ( 1 3 . 2 1 ) . A3 t h e l a w o f d e n -

s i t i e s he t o o k 

( 1 3 . 2 2 ) du/dp * 2 k p . k c o n s t a n t . 

Now, t h e g e n e r a l i z e d e q u i l i b r i u m e q u a t i o n was o b t a i n e d i n t h e 

f o r m 

d u 
(13.23) — » - 4 n — [ p a

2

d a 
a

: 

d a f 

n J 1 

[ 1 8 2 5 , Book 1 1 , a r t 6 J . 

S o l v i n g t h e f o r m e r e q u a t i o n f o r n and s u b s t i t u t i n g i t s v a l u e 

i n ( 1 3.23) he o b t a i n e d 

dp n
2

 P 

— I 
d a a

2

 J 

(13.24) — - | p a
a

d a , n
a

= 2n/k 
d a 

F u r t h e r , b y p u t t i n g p i = ap a n d n e x t by d i f f e r e n t i a t i o n o f 

(13.24) , he a r r i v e d a t 

(13.25) d
2

p
x
/ d a

2

 + n
2

pa. = 0. 

S o l v i n g n e x t (13.25) f o r p i , he a r r i v e d a t 

(13.26) p - (A/a) s i n a n + (B/a) c o s a n . 

Now, s i n c e t h e d e n s i t y c a n n o t be i n f i n i t e i n t h e c e n t r e , w h e r e 

a=0, L a p l a c e c l a i m e d t h a t B h a s t o be 0. S o , t h e new l a w f o r d e n -

s i t i e s was s i m p l i f i e d i n 

(13.27) p - A/a s i n a n . 

By r e a r r a n g i n g t h e t e r m s o f (13.21) a t t h e r i g h t - h a n d s i d e 

and r e p l a c i n g d p / d a f r o m ( 1 3 . 2 7 ) , he a r r i v e d a t 

d
2

[ h f p
x
a d a ] 6

 r
 f

 1 r
 P -, 

(13.28) j h j p i a d a j + n
z

| h j p i a d a j = 0. 

" I t i s e a s y t o s e e " , he c l a i m e d ( a s u s u a l ) , t h a t ( 1 3 . 2 8 ) i s 

s a t i s f i e d by 

J 3 3H dpx 
P i a d a « H p i d ) + , 

n
2

a
a

 n
2

a d a 
w i t h H an a r b i t r a r y c o n s t a n t . M o r e o v e r , he r e m a r k e d , s i n c e 

( d
3

p i / d a
2

) » - n
2

p i
J
w e a r e p r o v i d e d by means o f ( 1 3 . 2 9 ) w i t h t h e 

v a l u e o f t h e e l l i p t i c i t y h : 

3 n
a

t a n g a n 
(13.30) h - -H ( — + ) , 

a
a

 a n - t a n g a n 

w i t h o u t g i v i n g any f u r t h e r e x p l a n a t i o n [ 1 8 2 5 , Book 1 1 , a r t 6 1 . 
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I n f a c t , i t w o u l d h a v e b e e n e a s y t o c a s t t h e s o l u t i o n 

( 1 3 . 2 9 ) o f (13.28) i n a more c o n v e n i e n t f o r m by r e p l a c i n g p* by 

A s i n ( a x + B ) w h i c h f o l l o w s f r o m . ( 1 3 . 2 6 ) . T h u s , t h e g ê n e r a i s o l u t i o n 

o f ( 1 3 . 2 8 ) w o u l d be g i v e n i n two a r b i t r a r y c o n s t a n t s , C and B, i n 

t h e f o r m 

( 1 3 . 3 1 ) h [ p
x
a d a - c [ " ( l ) s i n ( a n + B ) + c o s ( a n + B ) l , 

J L n
a

a
a

 na J 

[ T o d h u n t e r 1873b, 3 3 7 - 8 ] <
1 2

> . 

The u s u a l f o r m i n w h i c h t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n , ( 1 3 . 2 8 ) , 
(X 

was p r e s e n t e d few d é c a d e s l a t e r i n w o r k s o f m a t h e m a t i c a l c o n t e n t 

was 

d
a

y 6y 
( 1 3 . 3 2 ) + n

a

y = . where y » h | p i a d a a n d x=a. 
d x

a

 x
a 

I n f a c t , (13.32) i s a p a r t i c u l a r c a s e o f t h e g ê n e r a i é q u a t i o n i n -

v o l v e d i n t h e s h a p e o f t h e e a r t h , ( 1 3 . 1 7 ) . I f we assume d Y
< 4 >

/ d a 

t o be v e r y s m a l l a n d i f g i v e n t h e d e n s i t y p we r e p l a c e t h e known 

q u a n t i t y ( 6 p a ) / ( J p d a
3

) by n
a

, t h e n ( 1 3 . 1 7 ) assumes t h e f o r m 

d
a

y i ( i + l ) 
( 1 3 . 3 3 ) + n

a

y - y . 

d x
2

 x
a 

N o t i c e t h a t f o r i-=2 we h a v e ( 1 3 . 3 2 ) . 

I n v o l u m e 5 o f h i s M é c a n i q u e , w h i l e d e a l i n g w i t h t h e t h e o r y 

o f h e a t , L a p l a c e came a c r o s s t h e é q u a t i o n 

d
a

q i ( i + l ) 
( 1 3 . 3 4 ) +

 K
n

a

q -
 q

 , 
d z

2

 z
a 

w h e r e k , n c o n s t a n t s , w h i c h b e l o n g t t o t h e same c l a s s a s ( 1 3 . 3 3 ) . 

A c c o r d i n g t o h i s method o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , he assumed q t o 

h a v e t h e f o r m o f a n i n f i n i t é s é r i e s . By s u b s t i t u t i n g t h i s f o r m i n 

( 1 3 . 3 3 ) he o b t a i n e d r e c u r s i v e r e l a t i o n s b e t w e e n t h e c o e f f i c i e n t s 

i n v o l v e d i n t h e f o r m o f t h e s o l u t i o n '
1 3

* . 

I n f a c t , L e g e n d r e was t h e f i r s t t o d e a l w i t h t h e c l a s s 

( 1 3 . 3 3 ) i n 1 7 9 3 ^ p r o v i d i n g a s o l u t i o n d e v o i d o f any d é m o n s t r a t i o n 

I T o d h u n t e r 1 8 73b, 1 1 8 ] . E a r l i e r i n v o l u m e 5 ^ L a p l a c e v a g u e l y men-

t i o n e d L e g e n d r e i n c o n n e c t i o n w i t h t h e l a t t e r ' s r e s e a r c h on t h e 

f i g u r e o f t h e e a r t h [ 1 8 2 5 , Book 1 1 , a r t 6 1 . 
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L a p l a c e ' s t h e o r y o f a t t r a c t i o n s was c o n s i d e r a b l y e l a b o r a t e d 

a n d d e v e l o p e d by L a g r a n g e , L e g e n d r e , P o i s s o n and o t h e r s a n d h a d 

c o n s i d é r a b l e a p p l i c a t i o n w i t h i n f^Aui^ m a g n e t i s m a n d o t h e r 

d o m a i n s o f p h y s i c s b e à i d e s p h y s i c a l a s t r o n o m y
( 1 < >

. I n 1813 P o i s 

s o n p r o v e d t h a t when t h e p a r t i c l e i s i n s i d e t h e a t t r a c t i n g b o d y , 

L a p l a c e ' s é q u a t i o n (13.2) o b t a i n s t h e f o r m 

d
2

V d
a

V d
a

V 
( 1 3 . 3 5 ) + + - - 4 n p . 

d x
a

 d y
a

 d z
a 

He a l s o p r o v e d d i r e c t l y t h a t a n y f u n c t i o n o f u a n d w i s e x p a n -

d i b l e i n a s é r i e s o f L a p l a c e c o e f f i c i e n t s <
1 S )

. I n 1823 P o i s s o n 

s o l v e d i n f u n c t i o n a l d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m an é q u a t i o n w h i c h i n -

c l u d e s (13.33) as a p a r t i c u l a r c a s e [ s e e 1 . 7 ] , H o w e v e r . E n g l i s h 

a n a l y s t s w o r k e d i n d e p e n d e n t l y o f P o i s s o n ' s d e f i n i t e i n t é g r a l 

m e t h o d d u r i n g 1 8 3 7 - 1 8 5 0 . 

The d i f f u s i o n o f L a p l a c e ' s M é c a n i q u e i n e a r l y - 1 9
t h

- c e n t u r y 

B r i t a i n h a d a c o n s i d é r a b l e i m p a c t o n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e o r e t i -

c a l p h y s i c s as w e l l a s o n t h e g r o w t h o f m a t h e m a t i c a l m e t h o d s , 

p a r t i c u l a r l y o f s y m b o l i c a l m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f o r d i n a r y 

a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . I v o r y , B r i n k l e y , A i r y , 

W h e w e l l and Murphy c o n t r i b u t e d i n t h e d e v e l o p m e n t an d d i f f u s i o n 

o f L a p l a c e ' s t h e o r y o f a t t r a c t i o n s a n d o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h 

d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 0 0 - 1 8 4 0 . P r a t t ' s t r e a t i s e , w h i c h f o l l o w e d 

c l o s e l y L a p l a c e ' s p r o c é d u r e s , d e s e r v e s o f m e n t i o n t o o [ s e e 2 . 1 -

2 . 3 ; 3 . 1 - 3 . 3 ] . 

G a s k i n was a c k n o w l e d g e d a s t h e f i r s t t o p r o v i d e w i t h a s o l u 

t i o n o f (13.32) i n 1 8 3 9 . R . L . E l 1 i s t a c k l e d t h e g ê n e r a i f o r m 

( 1 3 . 3 3 ) i n 1841 f o l l o w e d by B o o l e i n 1 8 4 4 . The l a t t e r was f o l 

l o w e d by B r o n w i n , H a r g r e a v e a n d o t h e r s . A i l t h è s e a n a l y s t s a i m e d 

i n v e n t i n g s y m b o l i c a l m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f a w i d e r 

c l a s s o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , ( 1 3 . 3 3 ) b e i n g a p a r t i c u l a r c a s e , 

[ s e e c h a p t e r s 4 a n d 5 ] . The é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s 

p r e s e n t e d more d i f f i c u l t i e s a n d t h u s s u b t l e m e t h o d s f o r i t s 

i n t é g r a t i o n were s u g g e s t e d , H a r g r e a v e was t h e f i r s t t o p r o v i d e a 

s o l u t i o n i n f i n i t e f o r m i n 1 8 4 1 . B o o l e a p p l i e d s y m b o l i c a l m e t h o d s 

i n 1846-7 f o l l o w e d by H a r g r e a v e . D o n k i n , C a r m i c h a e l a n d o t h e r s 

[ s e e c h a p t e r 5 1 . 

Our r e s e a r c h on t h e m e t h o d s o f s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n s 

( 1 3 . 6 ) a n d (13.33) m a i n l y f o c u s e s o n t h e r e s p e c t i v e w o r k o f 
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E n g l i s h a n d I r i s h a n a l y s t e o f m i d - 1 9
t h i

A
 i n p u r e m a t h e m a t i c a l - i n 

f a c t s y m b o l i c a l - c o n t e x t . However, t h e s u c c e s s o f t h e s e m ethods 

c a n n o t i g n o r e t h e i r a c t u a l e f f i c i e n c y w i t h i n p h y s i c a l c o n t e x t . 

I m p r e s s e d by t h e o b s e s s i o n o f t h e s e a n a l y s t s t o f o c u s m a i n l y o n 

c l a s s e s o f é q u a t i o n s i m p o r t a n t f o r t h e i r r ô l e i n p h y s i c s , and 

p a r t i c u l a r l y on t h e t w o é q u a t i o n s e x a m i n e d i n t h i s s e c t i o n s , we 

f e i t i t n e c e s s a r y t o o f f e r a b r i e f b a c k g r o u n d o f t h e i r 

o r i g i n a l f o r m u l a t i o n a n d s t u d y . 

We w a n t e d t o s t r e s s t h e g r e a t d i f f i c u l t i e s w i t h w h i c h 

p h y s i C i s t s w ere c o n f r o n t e d i n t h e e a r l y s t a g e o f t h e i r s t u d y a s 

w e l l a s t h e l i n k i n v o l v e d i n t h e i r o r i g i n a l f o r m u l a t i o n . B o t h 

(13.6) a n d ( 1 3 . 3 3 ) s h a r e t h e f a c t o r i ( i + l ) i n common. We a l s o 

n o t e t h a t b o t h é q u a t i o n s a r e s a t i s f i e d by t h e c o e f f i c i e n t Y
( 1 >

. 

M o r e o v e r , t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n 

(13.13) o r (13.32) w i t h t h e R i c c a t i é q u a t i o n d e s e r v e s t o be 

n o t i c e d . 

1.4 D i f f e r e n t i a 1 a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n l a t e - 1 8
t n

_ c e n t u r y 

F r a n c e . 

By m i d 1 8
t h

 Century, o r d i n a r y d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s h a d 

f o r m e d a n i n d e p e n d e n t d i s c i p l i n e o f s t u d y . T h i s was m o s t l y due t o 

t h e a p p l i c a t i o n s o f t h e d i f f é r e n t i e l c a l c u l u s t o p h y s i c a l 

P r o b l e m s . The t h e o r y o f t i d e s and o f t h e e a r t h ' s s h a p e were among 

t h e e a r l i e s t s i g n i f i c a n t m o t i v a t i o n s f o r d e v e l o p m e n t o f t h e i n 

t e g r a l c a l c u l u s i n g ê n e r a i . R i c c a t i , C l a i r a u t a n d F o n t a i n e w e r e 

among t h e f i r s t c o n t r i b u t o r s i n t h e t h e o r y o f o r d i n a r y d i f f é r e n 

t i e l é q u a t i o n s
( i >

. S i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n s i n t h e s t u d y o f o r 

d i n a r y a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s were p r o v i d e d a l s o 

d u r i n g t h e p e r i o d 1730-1760 by E u l e r , D ' A l e m b e r t a n d t h e B e r -

n o u I i i b r o t h e r s <
a

 >. 

A r o u n d 1750 t h e f o c u s o f i n t e r e s t was s w i t c h e d f r o m o r d i n a r y 

t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , f
:
or t h e l a t t e r p r o v e d t o be 

more p r o m i n e n t i n p r o b l e m s o f m e c h a n i c s . M o r e o v e r , t h e f o r m e r 

é q u a t i o n s most o f t e n o c c u r e d a s b y - p r o d u c t s o f t h e l a t t e r
c 3 >

. 

L a g r a n g e , Monge a n d L a p l a c e c o n t r i b u t e d s u b s t a n t i a l l y i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s d u r i n g t h e p e r i o d 

1 7 6 0 - 1 7 9 0 . The i n t é g r a t i o n o f t h e s e é q u a t i o n s p r e s e n t e d new 

d i f f i c u l t i e s . A v i v i d e x a m p l e i s t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i -

c i e n t s ( 1 3 . 6 ) . 
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Our i n t e r e s t , h o w e v e r , l i e s n o t i n t h e t h e o r y o f t h e i n -

t e g r a t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , b u t i n t h e g é n e s i s 

o f a new b r a n c h o f a n a l y s i s w h i c h s p r a n g o u t o f t h e s t u d y o f t h e 

f o r r a o f t h e i r s o l u t i o n . The d e t e r m i n a t i o n o f t h e a r b i t r a r y f u n c -

t i o n s i n t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , a c c o r d -

i n g t o t h e i n i t i a l c o n d i t i o n a o f t h e p h y s i c a l p r o b l e m , was a m a i n 

m o t i v a t i o n f o r t h e s t u d y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . D ' A l e m b e r t a n d 

E u l e r were t h e m a i n f o u n d e r s o f t h i s new d i s c i p l i n e i n t h e 1740's 

and 1 7 5 0 ' s . T h e y w e r e s o o n f o l l o w e d b y L a g r a n g e , Monge and 

L a p l a c e i n t h e 1 7 6 0 ' s a n d 1 7 7 0 ' s . The two l a t t e r w e r e t o i n -

f l u e n c e s i g n i f i c a n t l y t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s by 

H e r s c h e l and Babbage i n t h e 1810's [ c h a p t e r 2 1 . 

I n what f o l l o w s i n t h i s s e c t i o n , we w i 1 1 f i r s t comment up o n 

t h e most common m e t h o d s w h i c h F r e n c h a n a l y s t s u s e d f o r t h e s o l u 

t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s a s w e l l a s up o n t h e f o r m o f s o l u -

t i o n s t h e y p r e f e r r e d . T h i s commentary, t o g e t h e r w i t h o u r r e v i e w 

o f t h e e a r t h - f i g u r e a n d t h e L a p l a c e e q u a t i o n s i n 1.3, w i 1 1 f o r m 

o u r m a i n b a c k g r o u n d i n t h e c l a s s i c a l t h e o r y o f d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s n e c e s s a r y f o r o u r s t u d y o f s y m b o l i c a l m e t h o d s i n c h a p t e r s 4 

and 5. We w i 1 1 n e x t f o c u s o n t h e t h e o r y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , 

a s s h a p e d p a r t i c u l a r l y b y Monge and L a p l a c e . We a r e v e r y s e l e c -

t i v e i n t h e t o p i c s d i s c u s s e d , f o r t h e s u b j e c t o f d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s i s t o o v a s t t o be c o v e r e d s a t i s f a c t o r i l y i n s o l i r a i t e d 

s p a c e . Above a l l , we w o u l d l i k e t o s t r e s s t h e f a c t t h a t l a r g e l j 

we w i 11 c o n c e t r a t e i n t h i s t h e s i s on d i f f e r e n t i a l a n d f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e . 

We s t a r t o u r h i s t o r i c a l a c c o u n C w i t h R i c c a t i , who was a c -

k n o w l e d g e d , a s we saw i n 1.3, by C l a i r a u t a s t h e p i o n e e r i n t h e 

r e d u c t i o n o f s e c o n d - o r d e r o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s t o 

f i r s t - o r d e r o n e s . W h i l e w o r k i n g i n t h e t h e o r y o f a c o u s t i c s i n 

1724, R i c c a t i r e d u c e d a c o m p l i c a t e d s e c o n d - o r d e r n o n - l i n e a r d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n t o an i n s t a n c e o f 

(1 4 . 1 ) d y / d x - a
Q
( x ) + a

x
( x ) y + a i ( x ) y

a

. 

T h i s e q u a t i o n was named a f t e r R i c c a t i by D ' A l e m b e r t i n 1 7 6 3 . The 

most c l a s s i c f o r m u n d e r w h i c h t h e " R i c c a t i e q u a t i o n " was s t u d i e d 

i s t h e f o l l o w i n g : 

( 1 4 . 2 ) d y / d x + a y
3

 - b x ~ . 

R i c c a t i s i m p l y p o i n t e d o u t t h a t t h e r e were i n t e g r a b l e c a s e s f o r 

( 1 4 . 2 ) . A f u r t h e r s t u d y was c a r r i e d o u t by D ' A l e m b e r t , E u l e r and 

16 



t h e B e r n o u l l i b r o t h e r s [ K l i n e 1 9 7 2 , 4 8 3 - 4 ; V e s s i o t 1910, 1 2 5 ] . 

A g r e a t i n t e r e s t was a r o u s e d i n 18*-* and 1 9
t h

 - c e n t u r y 

a n a l y s t s f o r t h e R i c c a t i e q u a t i o n . The m a i n r e a s o n f o r t h i s was 

t h e f a c t t h a t many p h y s i c a l p r o b l e m s l e d t o s e c o n d - o r d e r , p a r t i a l 

o r o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s r e d u c i b l e t o c a s e s e q u i v a l e n t 

t o ( 1 4 . 2 ) . We h a v e n o t i c e d C l a i r a u t ' s e a r l y o b s e r v a t i o n on t h e 

s i m i l a r i t y b e t w e e n t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n , i n t h e f o r m 

( 1 3 . 1 3 ) , a n d t h e R i c c a t i e q u a t i o n , a s i n ( 1 3 . 1 4 ) . T h i s s i m i l a r -

l i t y was e s t a b l i s h e d t o be a c t u a l l y a n e q u i v a l e n c e by L i o u v i l l e 

i n 1 8 4 1 . S i n c e t h e l a t t e r ' s s t u d y o c c u r e d a r o u n d t h e t i m e t h a t 

E n g l i s h a n a l y s t s a p p l i e d a b u n d a n t l y s y m b o l i c a l m e thods f o r t h e 

s o l u t i o n o f t h e e a r t h ^ f i g u r e e q u a t i o n , I w o u l d l i k e t o g i v e a 

b r i e f s k e t c h o f t h e e a r l y - 1 9
t t

i - c e n t u r y d e v e l o p m e n t o f t h e R i c c a t i 

e q u a t i o n i n F r a n c e . 

W i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , ( 1 4 . 2 ) c a n be w r i t t e n i n t h e 

f orm 

( 1 4 . 3 ) d y / d x + y » - x
1

*. 

I f y - {1/u) ( d u / d x ) , t h e n t h e R i c c a t i e q u a t i o n c a n be t r a n s f o r m e d 

t o a l i n e a r s e c o n d - o r d e r e q u a t i o n 

d
a

u 
( 1 4 . 4 ) x ™ u = 0. 

d x
3 

I n 1813 P o i s s o n p r o v i d e d a d e f i n i t e i n t e g r a l s o l u t i o n f o r 

( 1 4 . 4 ) . H i s i n v e s t i g a t i o n s l e d t o t h e r e m a r k t h a t (14.4) i s i n 

t e g r a b l e when m h a s t h e f o r m 

4i 
( 1 4 . 5 ) m - , i i n t e g e r > 0 

2 i ± l 

[De M o r g a n 1 8 4 2 c , 703-705; G l a i s h e r 1 8 7 1 ] . F i n a l l y , L i o u v i l l e 

t r a n s f o r m e d ( 1 4 . 4 ) i n t o 

d
a

y B 

( 1 4 . 6 ) - (A + — ) y , A^O 
d x

3

 x
2 

p r o v i n g t h a t t h e n e c e s s a r y and s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r (14.6) t o 

h a v e a s o l u t i o n i n f i n i t e f o r m i s : 

( 1 4 . 7 ) B - i ( i + 1 ) , i>0 

[ L i o u v i l l e 1 8 4 1 . 1 3 ] . 

Now. u n d e r c o n d i t i o n ( 1 4 . 7 ) , e q u a t i o n (14.6) i s e q u i v a l e n t 

t o t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n i n i t s g e n e r a l f o r m (13.33) o r 

d
2

y i ( i + 1 ) 
( 1 4 . 8 ) + n

3

y - y . 
d x

2

 x
2 
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T h u s , any s o l u t i o n t o be o b t a i n e d i n c h a p t e r s 4 and 5 f o r t h e 

s o l u t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n , ( 1 4 . 8 ) , c a n be t r a n s f o r m e d 

t o a s o l u t i o n o f t h e R i c c a t i é q u a t i o n i n e i t h e r o f t h e f o r m s 

( 1 4 . 4 ) or- (14.3) <
4

> . 

A n o t h e r h i s t o r i c a l l y i m p o r t a n t é q u a t i o n f o r i t s p r o m i n e n t 

r o l e i n p h y s i c a l a s t r o n o m y i s : 

E u l e r d e a l t w i t h ( 1 4 . 9 ) i n h i s memoir on t i d e s i n 1739, a p p l y i n g 

f o r i t s s o l u t i o n t h e m e t h o d o f " v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s " . He was 

f o l l o w e d by D a n i e l B e r n o u l l i i n 1741 [ K l i n e 1 9 7 2 , 4 9 7 - 8 ; V e s s i o t 

1 9 1 0 , 1 1 3 , f n 1 6 6 ] . The i n t é g r a t i o n o f ( 1 4 . 9 ) , a s w e l l a s o f a 

l a r g e f a m i l y o f s e c o n d - o r d e r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , d é p e n d s u p o n 

t h a t o f é q u a t i o n 

( 1 4 . 1 0 ) d
3

y / d x
a

 + k y - 0. 

The l a t t e r é q u a t i o n i s i d e n t i c a l w i t h ( 1 3 . 2 5 ) . 

F i n a l l y we r e f e r t o " C l a i r a u t ' s é q u a t i o n " , 

dy rdy-. 
( 1 4 . 1 1 ) y - — x + f — 

w h i c h by d i f f e r e n t i a t i o n l e a d s t o two f a c t o r s , one o f w h i c h g i v e s 

t h e s i n g u l a r s o l u t i o n a n d t h e o t h e r t h e c o m p l è t e s o l u t i o n . 

C l a i r a u t i n t e g r a t e d ( 1 4.11) i n 1 7 3 4 ^ b u t s i n g u l a r s o l u t i o n s h a d 

raade t h e i r a p p e a r a n c e e a r l i e r t h a n t h a t [ K l i n e 1 9 7 2 , 4 7 6 - 7 ] . 

C l a i r a u t and E u l e r i n d e p e n d e n t l y i n t r o d u c e d i n 1740 a n d 1734 

r e s p e c t i v e l y t h e c o n d i t i o n s u n d e r w h i c h an é q u a t i o n i s a t o t a l 

d i f f e r e n t i a l [ K l i n e 1 9 7 2 , 4 2 5 , 4 7 6 ] , T h i s method l e d t o t h e 

t h e o r y o f i n t e g r a t i n g f a c t o r s . A n o t h e r method w i d e l y u s e d a t t h a t 

t i m e was t h e m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f v a r i a b l e s e s t a b l i s h e d p r i n -

c i p a l l y by D' A l e m b e r t [Dhombres 198 6 , 1 3 2 ] . 

The p r o b l e m o f t h e d é d u c t i o n o f a s i n g u l a r s o l u t i o n f r o m a 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n was f i r s t c o n s i d e r e d i n i t s g e n e r a ł f o r m by 

L a p l a c e i n 1 7 7 2 . H o w e v e r , i t i s w i t h L a g r a n g e i n 1776 t h a t we 

h a v e a r e f o r m u l â t i o n o f E u l e r ' s c o n c e p t o f t h e " c o m p l è t e 

s o l u t i o n " o f a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n ^ a s w e l l a s t h e i n t e r p r é t a 

t i o n o f t h e s i n g u l a r s o l u t i o n a s t h e e n v e l o p e o f t h e c u r v e s c o n -

t a i n e d i n t h e f o r m e r o n e
c o >

, 

L a g r a n g e g e n e r a l i s e d C l a i r a u t ' s m e t h o d o f d i f f e r e n t i a t i o n i n 

o r d e r t o s o l v e t h e é q u a t i o n 

( 1 4 . 9 ) 
d

a

y 
+ k y - f ( x ) , k c o n s t a n t . 

d x
a 

dx 
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( 1 4 . 1 2 ) f (x,y,y') - 0 

o f w h i c h (14.11) i s a p a r t i c u l a r c a s e . A p p l y i n g t h e m e t h o d o f 

v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s i n 1 8 0 6 , L a g r a n g e o b t a i n e d t h e Singular 

s o l u t i o n o f ( 1 4 . 1 2 ) ( F r a s e r 1 9 8 7 , 4 5 - 4 7 ) . 

L a g r a n g e c o n t r i b u t e d v^^cV, \o t h e t h e o r y o f p a r t i a l d i f 

f é r e n t i e l é q u a t i o n s a p p l y i n g t o them t h e method o f t o t a l d i f -

f e r e n t i a l s . He a l s o e s t a b l i s h e d t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n o f c o n 

s t a n t s a s a s t a n d a r d m e t h o d i n 177 4 . S i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n s i n 

t h e s t u d y o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s and S y s t e m s o f d i f -

f e r e n t i a l é q u a t i o n s w e r e a l s o p r o v i d e d by Monge, L e g e n d r e a n d 

L a p l a c e i n t h e 1 7 7 0 ' s
t f i

> . 

A n o t h e r i m p o r t a n t m e t h o d i s t h e s é r i e s m e thod, w i d e l y u s e d 

by Newton i n l a t e 1 7
t n

 C e n t u r y . A s s u m i n g t h e s o l u t i o n o f t h e o r -

d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n t o be r e p r e s e n t e d as an i n f i n i t e 

p o w e r - s e r i e s , t h i s m e t h o d amounts t o d i f f e r e n t i a t i o n a n d s u b 

s t i t u t i o n o f t h i s f o r m i n t h e g i v e n é q u a t i o n and t h u s t o t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f i t s c o e f f i c i e n t s . E u l e r and L e i b n i z made u s e o f 

t h i s method s t r i c t l y i n c a s e s when t h e s o l u t i o n c o u l d n o t be 

p r o v i d e d i n f i n i t e f o r m [ G r e e n b e r g 1 9 7 9 , 7 2 - 7 3 , 152-155; K l i n e 

1 9 7 2 , 3 7 9 , 4 8 8 - 4 8 9 1 . 

I n l a t e 1 8 *
h

 Century i n f i n i t e s é r i e s were w i d e l y u s e d as 

m e t h o d s o f a p p r o x i m a t i o n , p a r t i c u l a r l y when p r o b l e m s o f i n t e r 

p o l a t i o n w ere i n v o l v e d . L a g r a n g e a n d L a p l a c e r e g a r d e d power 

s é r i e s a s an e x t e n s i o n o f a l g è b r a i c p o l y n o m i a l s and o f t e n t h e i r 

c o n v e r g e n c e was t a k e n f o r g r a n t e d . The m e t h o d o f power s é r i e s f o r 

t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s was t r e a t e d by L a p l a c e i n 

a s o p h i s t i c a t e d way, w h i c h g a v e r i s e t o h i s method o f " g e n e r a t i n g 

f u n c t i o n s " i n ^ e a r l y 1 780's [ s e e 1 . 5 ] . 

P a r t i c u l a r l y f o r t h e s t u d y o f p e r i o d i c p h y s i c a l phenomena, 

t r i g o n o m é t r i e s é r i e s were J ç p t y e d . E u l e r , D ' A l e m b e r t , L a g r a n g e 

a n d D a n i e l B e r n o u l l i w o r k e d i n t h i s a r e a , b u t , when t h e l a t t e r 

s u g g e s t e d t h e r e p r é s e n t a t i o n o f t h e f u n c t i o n a l s o l u t i o n o f t h e 

p a r t i a 1 d i f f e r e n t i a1 e q u a t i on (14.13) i n t h e f orm o f a 

t r i g o n o m é t r i e s é r i e s , t h e o t h e r s s t r o n g l y o b j e c t e d t o t h i s a p -

.-proach. I n f a c t , t h e r e p r é s e n t a t i o n o f an a r b i t r a r y f u n c t i o n i n 

t h e f o r m o f a n i n f i n i t e t r i g o n o m é t r i e s é r i e s was t o be e s t a b 

l i s h e d o n l y by F o u r i e r i n t h e 1810's [ s e e 1 . 7 ] . 

The é q u a t i o n w h i c h g a v e r i s e t o a l o n g d e b a t e b e t w e e n t h e 

a n a l y s t s m e n t i o n e d a b o v e was t h e v i b r a t i n g - s t r i n g é q u a t i o n 
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(14.13) 

d t
2

 d s
; 

one o f t h e e a r l i e s t p a r t i a l - d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w h i c h a p 

p e a r e d . D ' A l e m b e r t p r o v i d e d i n 1747 i t s g e n e r a l s o l u t i o n i n t h e 

f o r m : 

(14.14) y ( t . s ) - Y<t+s) + f ( t - s ) , 

w h e r e 41 a n d f a r e a r b i t r a r y f u n c t i o n s
 <7

> . 

T a k i n g u n d e r c o n s i d e r a t i o n t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s o f t h e 

p r o b l e m , t h e two a r b i t r a r y f u n c t i o n s were i n f a c t r e d u c e d t o o n e . 

D ' A l e m b e r t was c o n s e q u e n t l y l e d t o t h e f u n c t i o n a l e q u a t i o n 

(14.15) y ( t . s ) - v C t + s ) ~ V ( t - s ) = A ( t ) r ( s ) . 

I n 1750 he f o r m u l a t e d a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n w h i c h , s o l v e d by 

t h e method o f s e p a r a t i o n o f v a r i a b l e s , g a v e t h e f o r m s o f t h e 

f u n c t i o n s A a n d T, a n d t h u s o f t h e s o l u t i o n y ( t , s ) o f ( 1 4 . 1 3 ) , i n 

a r b i t r a r y c o n s t a n t s [Dhombres 1986 , 1 3 0 - 1 3 2 ] . 

E u l e r , m o t i v a t e d b y p r o b l e m s o f g e o m e t r i c a l o r i g i n , w o r k e d 

i n t h e 1760's o n f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e . The f u n c 

t i o n a l method was a l s o a p p l i e d by D ' A l e m b e r t , L a g r a n g e , Monge and 

L a p l a c e i n m e c h a n i c s i n c o n n e c t i o n w i t h t h e c o m p o s i t i o n o f f o r c e s 

a c c o r d i n g t o t h e l a w o f t h e p a r a l l e l o g r a m d u r i n g t h e p e r i o d 1 7 6 0 -

1790 [Dhombres 1 9 8 6 , 1 3 3 - 1 5 0 ] . 

One o f t h e s e p r o b l e m s i n m e c h a n i c s was r e d u c e d b y D ' A l e m b e r t 

i n 1769 t o t h e f u n c t i o n a l e q u a t i o n 

( 1 4.16) 2<p(x) = <p(x+z) + t p ( x - z ) . 

Once more by d i f f e r e n t i a t i o n he was l e d t o t h e i n t e g r a t i o n o f t h e 

e q u a t i o n 

(14.17) cp'^x), = 0 

w h i c h g i v e s t h e f o r m o f (p a s ax+b, a , b c o n s t a n t s . By means o f 

t h e same m e t h o d L a p l a c e t a c k l e d a n o t h e r e q u a t i o n c o n c e r n i n g t h e 

c o m p o s i t i o n o f f o r c e s 

(14.18) [ t p ( 9 ) ] = + (<p(n/2 - 3 ) ] = - 1 

[Dhombres 1 9 8 6 , 1 4 5 , 1 4 8 - 1 5 0 ] . 

E q u a t i o n s o f t h e f o r m (14.16) were a l s o t o be c o n s i d e r e d by 

P o i s s o n i n 1 8 0 6 . D ' A l e m b e r t ' s method o f d i f f e r e n t i a t i o n f o r t h e i r 

s o l u t i o n was u s e d i n c e r t a i n i n s t a n c e s i n E n g l a n d up t o t h e 

1 8 6 0 ' s
( a >

. W i t h L a g r a n g e we h a v e i n 1762 an i n v e s t i g a t i o n i n 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s whose t r e a t m e n t was b a s e d u p o n t h e e x p a n s i o n 

o f <p(a+ba
m

x) i n T a y l o r s e r i e s . L a g r a n g e ' s m e t h o d <Ji*J n o t *1°f^any 

c o n s i d e r a b l e i m p a c t
 < f f >

. 
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The f i r s t s y s t e m a t i c t r e a t m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s was 

c a r r i e d by Monge, m a i n l y i n h i s m e m o i r s [1773] and [1776] . I n 

c o n t r a s t w i t h L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c a p p r o a c h i n t h e c a l c u l u s , 

Monge i n t r o d u c e d i n t h e 1 7 7 0
1

s t h e l a n g u a g e o f g e o m e t r y . 

M o t i v a t e d by t h e c u r r e n t i n t e r e s t i n p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s , Monge r e a l i z e d t h a t t h e i n t r i c a c i e s i n v o l v e d i n t h e d e t e r 

m i n a t i o n o f a r b i t r a r y f u n c t i o n s i n t h e i r s o l u t i o n demanded f u r 

t h e r c o n s i d e r a t i o n . The t r e a t m e n t o f D ' A l e m b e r t , E u l e r a n d 

L a g r a n g e , he w r o t e , was i n a d e q u a t e [Monge 1 7 7 3 , 1 8 ] . 

I n t h e i n t r o d u c t i o n o f h i s f i r s t m e m o i r , Monge c l a i m e d t h a t 

h i s own t r e a t m e n t was b a s e d upon t h e a s s u m p t i o n o f t h e p e r f e c t i o n 

o f a n a l y s i s . T h a t i s , g i v e n Y(X) - y , t h e d e t e r m i n a t i o n o f f , s o 

t h a t x ~ f ( y ) , i s p o s s i b l e [Monge 1 7 7 3 , 1 9 ] . I n o t h e r w o r d s , 

Monge a s s u m e d t h e e x i s t e n c e o f t h e i n v e r s e f u n c t i o n o f w h i c h 

he i m p l i c i t l y a s sumed t o be u n i q u e . B u t he a v o i d e d m e n t i o n
A
a n y -

t h i n g m o r e on t h i s s u b j e c t . As we s h a l l n o t i c e l a t e r i t was e x 

a c t l y o n a s i m i l a r a s s u m p t i o n t h a t H e r s c h e l b u i l t h i s b r i e f 

t h e o r y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n 1 8 1 3 ^ m o t i v a t e d by M o n g e
1

s f o l 

l o w i n g p r o b l e m [ 2 . 4 ] . 

L e t V, A a n d ^ be known f u n c t i o n s ; i t i s r e q u i r e d t o d e t e r 

m i n e tp s o t h a t i f y •= A ( x ) i s s u b s t i t u t e d i n 

(14 . 1 9 ) z - < p [ V ( x , y ) ] , 

t h e n Z=M*(X) . The p r o b l e m i s t h u s r e d u c e d t o t h e s o l u t i o n o f t h e 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n 

( 1 4 . 2 0 ) MI(X) - <p[V ( x . a ( x ) ) ] , 

wh e r e V e q u a l s V a f t e r t h e s u b s t i t u t i o n o f y . Monge l e t 

( 1 4.21) V ( x , A ( x ) ) « u 

f r o m w h i c h a c c o r d i n g t o h i s i n t r o d u c t o r y s t a t e m e n t , f c a n be 

f o u n d s o t h a t x = f ( u ) . S u b s t i t u t i n g now x i n ( 1 4 . 2 0 ) , e q u a t i o n 

( p ( f ( u ) ) «* cp(u) i s o b t a i n e d f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t z = i ^ ( f ( v ) ) 

[Monge 1 7 7 3 , 1 9 - 2 0 ] . 

As a n e x a m p l e l e t z = c p ( x
a

+ y
a

) s o t h a t z = x
a

/ a when y=mx, where 

a , m a r e c o n s t a n t s . E q u a t i o n (14.20) g i v e s x
a

/ a - < p ( x
a

+ m
a

x
a

) . 

L e t t i n g x
2

+ m
a

x
a

 -= u , x
a

 c a n be d e t e r m i n e d i n r e s p e c t t o u a n d , i f 

s u b s t i t u t e d i n t h e a b o v e e q u a t i o n , t h e f o r m o f 2 i s r e a d i l y f o u n d 

t o be z = ( x
a

+ y
a

) / [ ( m
a

+ l ) a ] [ 1 7 7 3 , 2 0 - 2 1 ] , 

Monge c l a i m e d n e x t t h a t he c o u l d p r o v i d e a g e o m e t r i c a l c o n -

s t r u c t i o n o f p r o b l e m (14.20) i n ^ c a s e s t h a t ^ f u n c t i o n s 6 and i+i a r e 

c o n t i n u o u s o r d i s c o n t i n u o u s . A t t h a t t i m e a f u n c t i o n was r e g a r d e d 

a s " c o n t i n u o u s " i f i t was s p e c i f i e d by a s i n g l e a l g e b r a i c e x p r e s -
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s i o n o v e r i t s r a n g e o f d é f i n i t i o n . A n o t h e r mode o f s o l u t i o n f o r 

p r o b l e m ( 1 4 . 2 0 ) f o l l o w e d a s a c o n s é q u e n c e o f g e o m e t r i c a l c o n 

s i d é r a t i o n [ 1 7 7 3 , 21-231 -

Monge's g e o m e t r i c a l c o n s i d é r a t i o n s i n c o n n e c t i o n w i t h f u n c -

t i o n a l é q u a t i o n s w e r e n o t f o l l o w e d by L a g r a n g e and L a p l a c e a n d 

h a d no i m p a c t o n E n g l i s h a n a l y s t s . F o r t h i s r e a s o n we h a v e 

o m i t t e d any r é f é r e n c e t o them. H o w e v e r . t h e v e r y f i r s t p r o c e s s 

u p o n w h i c h p r o b l e m ( 1 4 . 2 0 ) was t a c k l e d i s a l g e b r a i c i n c h a r a c t e r . 

We now p r o c e e d t o m e n t i o n a f u n c t i o n a l é q u a t i o n w h i c h a p p e a r e d i n 

h i s [ 1 7 7 6 ] . I n t h i s meraoir Monge's t r e a t m e n t i s more g e n e r a l t h a n 

b e f o r e , b u t i n v o l v e s t h r o u g h o u t g e o m e t r i c a l c o n s t r u c t i o n s . The 

m a i n r e a s o n why we m e n t i o n t h i s m e m o i r , i s t h a t he r e d u c e s f u n c 

t i o n a l é q u a t i o n s t o f i n i t e d i f f é r e n c e o n e s , a m e t h o d w h i c h w e r e 

t o become v e r y p o p u l a r i n E n g l a n d . 

L e t (p a n d 4/ be d e t e r m i n e d by 

( 14.22) z = (p(u) + y ( v )
 ; 

u n d e r t h e c o n d i t i o n s 

( 1 4.23) z = f ( x ) , when y = F ( x ) a n d 

( 14.24) z - f x ( x ) , when y = F i ( x ) . 

w h ere u , v known f u n c t i o n s o f x a n d y , a n d F , F
x
, f . f i , a l s o 

known f u n c t i o n s o f x . S u b s t i t u t i n g y i n ( 1 4 . 2 2 ) . a c c o r d i n g t o t h e 

c o n d i t i o n s ( 1 4 . 2 3 - 2 4 ) , Monge e l i m i n a t e d 4*. V i a g e o m e t r i c a l c o n 

s i d é r a t i o n s , h e was l e d f i n a l l y t o a f i r s t - o r d e r f i n i t e 

d i f f é r e n c e é q u a t i o n i n (p w h i c h c o u l d e a s i l y be i n t e g r a t e d [ 1 7 7 6 , 

306-308] 

A t t h a t t i m e L a p l a c e was w o r k i n g on f i n i t e d i f f é r e n c e e q u a — 

t i o n s ^ t r a n s f o r m i n g v a r i a b l e d i f f e r e n c e s i v r h ) c o n s t a n t o n e s . Monge, 

r e a l i s i n g t h a t more c o m p l i c a t e d é q u a t i o n s l e d t o "un n o u v e a u 

g e n r e de c a l c u l i n t e g r a l r e f e i r e d t o L a p l a c e ' s m e m o i r , [ 1 7 7 6 a ] , 

a s a c o m p l é m e n t t o h i s own t r e a t m e n t o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a 

t i o n s [Monge 1 7 7 6 . 3 0 8 - 3 1 1 ] . 

I n a t h i r d m e m o i r , [ 1 7 8 0 1 , Monge f o c u s e d on t h e d é t e r m i n a 

t i o n o f t h e c o m p l e t e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f e r e n c e é q u a t i o n s . By 

e x p o n e n t i e l t r a n s f o r m a t i o n s he was l e d t o f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . 

Once more he was b a s e d u p o n c o m p l i c a t e d g e o m e t r i c a l c o n s i d é r a 

t i o n s . One o f t h e p r o b l e m s he t a c k l e d h a s a s f o l l o w s : " I n t é g r e r 

c o m p l è t e m e n t 1' é q u a t i o n Ay+Ay+B-0 [A, B c o n s t a n t s ] , d a n s l e c a s 

ou l a d i f f é r e n c e f i n i e d a l a v a r i a b l e p r i n c i p a l e s e r o i t I
o 

c o n s t a n t e - a , 2°=a+bx; 3° = a x
n

- x " . The t r a n s f o r m a t i o n upon w h i c h 

t h e s o l u t i o n was b a s e d was Ay+B-e
u

 [ 1 7 8 0 . 3 5 7 - 6 0 ] <
1 1 5

. 
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M o t i v a t e d b y p r o b l e m s s u g g e s t e d by Monge i n 1 7 7 2 , L a p l a c e 

d e a l t w i t h f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n t h e c o u r s e o f b i s memoir o n 

f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s w h i c h w e r e i n v o l v e d i n p r o b l e m s o f 

p r o b a b i l i t y ( 1 7 7 6 a J . The g ê n e r a i p r o b l e m s o l v e d was t h e d é t e r 

m i n a t i o n o f f s u c h t h a t 

( 1 4 . 2 5 ) f[<p(x)] - H x f l y ( x ) ] + X*, 

w h e r e tp, H
x
 and X>« a r e a i l g i v e n f u n c t i o n s o f x . 

L a p l a c e l e t a new f u n c t i o n u ( z ) be d e t e r m i n e d as f o l l o w s 

( 1 4 . 2 6 ) u « = 4»(x), u
ï + x

 = tp(x) . 

S o l v i n g t h e f i r s t o f ( 1 4 . 2 6 ) f o r x we b a v e 

( 1 4 . 2 7 ) x = TtUas) a n d (p(x) *= u
E
* i = n ( u

K
) , 

w h e r e T and n known f u n c t i o n s o f u
z
. The s e c o n d é q u a t i o n i n 

( 1 4 . 2 7 ) i s a f i n i t e d i f f é r e n c e one i n u , w i t h Az = 1. I t s i n 

t é g r a t i o n g i v e s u
z
 a s a f u n c t i o n o f z . M o r e o v e r , t h e f i r s t é q u a 

t i o n i n (14,27) w i l l g i v e x a s a f u n c t i o n o f z . 

C a l l i n g L « and Z
z
 t h e f u n c t i o n s H* and X

x
 r e s p e c t i v e l y a f t e r 

t h e s u b s t i t u t i o n o f x as a f u n c t i o n i n z , t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

( 1 4 . 2 5 ) o b t a i n s t h e f o r m 

( 1 4 . 2 8 ) f { u
E + 1

) = U f ( u x ) + Z*. 

F u r t h e r , d e n o t i n g f(Uas) by y
x
. (14.28) becomes 

(1 4 . 2 9 ) y
z + 1

 = L « y « + Z
x
 . 

I n o t h e r w o r d s , t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n (14.25) i s r e d u c e d t o a 

f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n i n y * ( 1 7 7 6 a , 1 0 3 - 1 0 4 ) . L a p l a c e f u r 

t h e r o b s e r v e d t h a t ( 1 4 . 2 9 ) c a n be s o l v e d e a s i l y a c c o r d i n g t o t h e 

m e t h o d p r o v i d e d e a r l i e r i n t h a t memoir [ 1 7 7 6 a , 7 4 - 7 5 ] . L a p l a c e 

i l l u s t r a t e d t h e m e t h o d g i v e n a b o v e f o r p r o b l e m (14.25) w i t h s o l v 

i n g t h e é q u a t i o n s f ( x * * ) = f ( m x ) + p a n d 

[ f ( x ) ]
2

 = f ( 2 x ) + 2, w h e r e q , m,p a r e c o n s t a n t s [ 1 7 7 6 a , 1 0 4 - 1 0 8 ] . 

I n s t e a d o f a p p l y i n g L a p l a c e ' s method f o r t h e s o l u t i o n o f 

t h è s e t w o é q u a t i o n s I c h o o s e é q u a t i o n (14.18) f o r i t s p r o m i n e n t 

r ô l e i n b o t h m e c h a n i c s and t h e d e v e l o p m e n t o f t h e s t u d y o f f u n c 

t i o n a l é q u a t i o n s . E q u a t i o n ( 1 4 . 1 8 ) w r i t t e n i n x becomes 

(1 4 . 3 0 ) [<p(x)]= + [<p(n/2 - x ) ]
3

 = 1 . 

I t was n e a r l y f o r m u l a t e d a s s u c h by L a p l a c e i n h i s [ 1 7 9 9 , Book 1, 

a r t 1 ] . Though h i s m e t h o d , a s i n h i s [1776a] was a p p l i c a b l e t o 

( 1 4 . 3 0 ) , L a p l a c e f o l l o w e d , a s we m e n t i o n e d a b o v e , D ' A l e m b e r t ' s 

m e t h o d . I n what f o l l o w s we s e e B o o l e ' s a p p l i c a t i o n o f L a p l a c e ' s 

b a s i c m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n ( 1 4 . 3 0 ) . 

L e t 

( 1 4 . 3 1 ) [(p(x)]= = 4J(X), x = u
t
 and n/2-x « u

t
+ i . 
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F u r t h e r d e n o t i n g 

( 1 4 . 3 2 ) v ( x ) = v
t
 a n d i p ( n / 2 - x ) = v

t
+ i , 

t h e p r o b l e m ( 1 4 . 3 0 ) i s r e d u c e d t o t h e s y s t e m 

( 1 4 . 3 3 ) u
t
* i + u * - n/2 and v

t
«-i + v

t
 = 1. 

The s o l u t i o n s o f e q u a t i o n s ( 1 4 . 3 3 ) a r e r e s p e c t i v e l y 

u
t
 = c i ( - l )

t

 + n/4 and v
t
 « c

a
( - l )

f c

 + 1/2. 

By r e a r r a n g i n g t h e i r t e r m s a n d by d i v i s i o n we f i n d 

v
t
= l / 2 + C ( u

t
- n / 4 ) o r y ( x ) = ( 1 / 2 + C ( x - n / 4 ) ] (see.. U 4 - 3 1 ) . 

( 1 4 . 3 2 ) ] . T h e r e f o r e , a c c o r d i n g t o ( 14.31) we h a v e 

<p(x) = [ l / 2 + C ( x - n / 4 ) ]
1

^
a

, i n w h i c h C must be i n t e r p r e t e d a s a 

f u n c t i o n o f x w h i c h d o e s n o t c h a n g e i f x becomes n/2-x ( B o o l e 

1 8 6 0 , 2 2 5 - 2 2 7 ] . 

L a p l a c e ' s m e t h o d , a s i n t r o d u c e d t h r o u g h t h e s o l u t i o n o f 

( 1 4 . 2 5 ) , was a d o p t e d by H e r s c h e l i n t h e 1810's w i t h o u t a n y 

m o d i f i c a t i o n a n d r e m a i n e d a s t a n d a r d method up t o t h e 1 8 6 0 ' s . The 

o n l y c o n t r i b u t i o n p r o v i d e d was a g e n e r a l i z a t i o n o f i t <
1 0

> . 

H o w e v e r , t h e m e t h o d t h a t m o t i v a t e d Babbage t o c o n t r i b u t e i n a n 

o r i g i n a l manner i n t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , was 

t h a t b y Monge i l l u s t r a t e d a b o ve by (14.20) [ c h a p t e r 2 1 . The w o r k 

o f Babbage and H e r s c h e l was f u r t h e r e x p l o r e d by De M o r g a n i n h i s 

[ 1836] [ c h a p t e r 3 ] . 

Monge's w o r k i s l a r g e l y i g n o r e d t o d a y . I t i s p a r t i c u l a r l y 

s t r a n g e t h a t Dhombresls e x t e n d e d h i s t o r i c a l s u r v e y on f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s [1986] o m i t s any r e p r o d u c t i o n o f e i t h e r Monge's
:
 p r 

L a p l a c e ' s t r e a t m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s *
1 1 3

. The r e a s o n we 

d i s c u s s e d Monge's work a m p l y was o n one hand t o r e s c u e i t f r o m 

o b l i v i o n and on t h e o t h e r t o show i t s i m p a c t on L a p l a c e a n d l a t 

t e r on H e r s c h e l , Babbage and De M o r g a n . To c o n c l u d e , I n o t e t h a t 

t h e most e x t e n d e d and u s e f u l h i s t o r i c a l a c c o u n t t h a t I h a v e f o u n d 

o n L a g r a n g e ' s , Monge's a n d L a p l a c e ' s t r e a t m e n t o f f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s , was p r o v i d e d i n De M o r g a n ' s a r t i c l e [ 1 8 3 6 , a r t 2 4 6 -

251] . 

1.5 L a g r a n g e ' s t h e o r e m a n d t h e g e n e s i s o f a new c a l c u l u s : 

1 7 7 4 - 1 8 0 0 . 

L a g r a n g e ' s t h e o r e m , 

n
d u 

( 1 5 . 1 ) Au - e ^ * - 1 , 

24 



w h e r e Au i s t h e i n c r e m e n t o f u ( x ) when x i s r e p l a c e d by x+h, 

i s b u t a s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n o f T a y l o r ' s t h e o r e m o f e x p a n s i o n . 

The f o r m u l a t i o n o f ( 1 5 . 1 ) i n 1774 i n v o l v e d c o m b i n a t o r i a l a n a l y s i s 

a n d s y m b o l i c a l a r g u m e n t s . B e s i d e s t h e n o v e l t y o f - t h e s y m b o l i c a l 

n o t a t i o n we n o t i c e a l s o L a g r a n g e ' s t e n d e c y f o r g e n e r a l i z a t i o n 

when he i n f e r r e d f r o m ( 1 5 . 1 ) t h a t 

hp 

( 1 5 . 2 ) fi"u - ( e
Q X

 - 1 ) « , 

n a n y i n t e g e r , h o l d s a l s o t r u e . T h i s i n f e r e n c e l a c k e d ^ a c c o r d i n g 

t o L a g r a n g e , a d i r e c t d e m o n s t r a t i o n . H o w e v er, s i n c e (15.2) l e d t o 

known f o r m u l a e o f e x p a n s i o n ^ h e d i d n o t b o t h e r t o f u r t h e r j u s t i f y 

i t s v a l i d i t y [ 1 7 7 4 , 1 9 5 ] . 

The a n a l o g y b e t w e e n i n d i c e s o f e x p o n e n t a t i o n a n d t h o s e o f 

d i f f e r e n t i a t i o n o r i n t e g r a t i o n h a d b e en p e r c e i v e d by L e i b n i z i n 

1695 [ K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 1 5 8 ] . T h r o u g h (15.2) t h i s a n a l o g y was f o r 

m a l l y e s t a b l i s h e d . One o f t h e r e s u l t s o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m was 

t h e p o s s i b i l i t y o l t r a n s f o n n ^ f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s ^ " d i f 

f e r e n t i a l o n e s . A t t h e e a r l y s t a g e , h o w e v e r , ( 1 5 . 2 ) and t h e 

r e s p e c t i v e f o r m u l a e d e d u c e d f r o m i t f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f n , 

w e r e u s e f u l m a i n l y i n p r o b l e m s o f i n t e r p o l a t i o n . 

I n f l a t e 1 7 7 0 ' s L a p l a c e i m p r o v e d c o n s i d e r a b l y on c e r t a i n 

a s p e c t s o f L a g r a n g e ' s " n o u v e a u c a l c u l " . A v o i d i n g L a g r a n g e ' s sym

b o l i c a r g u m e n t s , L a p l a c e p r o v i d e d a d i r e c t , a n a l y t i c a l p r o o f e f 

( 1 5 . 2 ) i n 1 7 7 6 . T h i s p r o o f was f u r t h e r s i m p l i f i e d i n 1 7 8 0 . I n 

t h e c o u r s e o f t h e s e d e m o n s t r a t i o n s L a p l a c e was l e d t o t h e d i s 

c o v e r y o f a new a n a l y t i c a l t o o l f o r d e m o n s t r a t i o n , h i s g e n e r a t i n g 

f u n c t i o n s . T h i s m e t h o d , i n t r o d u c e d i n 1782, was t o be w i d e l y u s e d 

by h i m f o r t h e i n t e g r a t i o n o f f i n i t e d i f f e r e n c e a n d d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s . H o w e v e r , t h e t h i r d d e m o n s t r a t i o n o f ( 1 5 . 2 ) , w h i c h he 

p r e s e n t e d i n h i s [1782) v i a h i s g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , l a c k e d 

e l e g a n c e as i t i n v o l v e d t h e p a s s a g e f r o m f i n i t e t o i n f i n i t e . 

Due t o t h e l i n k p r o v i d e d by (15.1) b e t w e e n f i n i t e and i n 

f i n i t e l y s m a l l d i f f e r e n c e s , L a g r a n g e ' s c a l c u l u s o f f e r e d a new 

a n g l e ^ o r v i e w ^ t h e f o u n d a t i o n s o f a n a l y s i s . T h a t i s , one c o u l d 

r e g a r d t h e t h e o r y o f f i n i t e d i f f e r e n c e s a s t h e f u n d a m e n t a l one 

a n d f r o m i t d e d u c e t h e o r e m s o f t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s
1 1 5

. An 

i n s t a n c e o f s u c h a s y s t e m a t i c a r r a n g e m e n t was L a p l a c e ' s method o f 

g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . A n o t h e r i n s t a n c e was A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f 
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d é r i v a t i o n s i n c o r p o r a t e d i n h i s [ 1 8 0 0 ] . I n t h e c o u r s e o f t h i s 

c a l c u l u s , by s e p a r a t i n g t h e s y m b o l s o f o p é r a t i o n f r o m t h o s e o f 

q u a n t i t y , A r b o g a s t g a v e e x p l i c i t e m p h a s i s o n o p e r a t i o n a l s y m b o l s . 

L a p l a c e c l a i m e d i n 1811 t h a t - h i s c a l c u l u s o f g e n e r a t i n g 

f u n c t i o n s e n c o m p a s s e d A r b o g a s t ' s method o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s 

[ 1 . 7 ] . I t i s t r u e i n d e e d t h a t t h e s e two m ethods l a r g e j y l e d t o 

t h e same r e s u l t s a n d i n t h i s s e n s é t h e y a r e é q u i v a l e n t . H o w e v e r , 

A r b o g a s t ' s n o t a t i o n a n d p r i n c i p l e s r e n d e r e d h i s m e t h o d more 

d i r e c t t h a n t h a t o f L a p l a c e , a n d e a s i e r i n a p p l i c a t i o n s . W i t h 

A r b o g a s t
f
 ( 1 5 . 2 ) c a n be w r i t t e n a s 

h — 
( 1 5 . 3 ) A

n

u = (e
 d x

 - l ) " u , 
a n d (15.3) c a n be f u r t h e r g e n e r a l i z e d i n t o 

( 1 5 . 4 ) F ( l + A ) u = F ( e
 X

) u . 

f o r any a l g e b r a i c o r t r a n s c e n d e n t a l f u n c t i o n F w h i c h a p p l i e s o n l y 

on t h e o p é r a t i o n s . 

Whereas L a p l a c e
1

 s method l e d t o t h e d e v e l o p m e n t o f t h e 

a n a l y t i c a l a s p e c t o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s - i n c l u d i n g h a p p y 

a p p l i c a t i o n s i n c o m b i n a t o r i a l p r o b l e m s o f p r o b a k i 1 i t y a n d i n t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s - A r b o g a s t ' s m e t h o d c o n -

t r i b u t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f i t s a l g e b r a i c a s p e c t . B o t h m e t h o d s 

w e r e a d m i r e d by e a r l y - 1 9 t h - c e n t u r y E n g l i s h a n a l y s t s , b u t i t was 

t h e l a t t e r t h a t d e t e r m i n e d t h e d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s i n t h e 1 8 1 0 ' s
 A

1 8 4 0 ' s . 

I n what f o l l o w s we w i 1 1 p r o v i d e f i r s t L a g r a n g e ' s own 

d é m o n s t r a t i o n o f ( 1 5 . 1 ) . N e x t we p r é s e n t L a p l a c e ' s a n a l y t i c a l 

p r o c é d u r e s t h a t l e d h i m t o ( 1 5 . 2 ) . F i n a l l y we w i l l r e f e r b r i e f l y 

t o A r b o g a s t [1800] - f o c u s i n g o n h i s t e c h n i q u e o f s é p a r a t i o n o f 

s y m b o l s . I n t h e c o u r s e o f t h i s s t u d y we w i l l n o t i c e r e m a r k a b l e 

d i f f é r e n c e s b e t w e e n t h e p r o c é d u r e s o f L a g r a n g e a n d L a p l a c e . T h i s 

s e c t i o n f o r m s t h e m a i n b a c k g r o u n d i n F r e n c h o p e r a t i o n a l c a l c u l u s 

f o r o u r s t u d y o f H e r s c h e l ' s work [ 2 . 3 ] . 

I n h i s memoir " S u r une n o u v e l l e e s p è c e de c a l c u l " [ 1 7 7 4 ] , 

L a g r a n g e [ o b t a ^ n e d j f i r s t T a y l o r ' s t h e o r e m o f e x p a n s i o n i n t h e f o l -

l o w i n g way: l e t u be a f u n c t i o n o f x . I f x i s r e p l a c e d by x + £ , 

t h e n by t h e known t h e o r y o f séries^, u w i l l o b t a i n t h e f o r m 

( 1 5 . 5 ) u + p £ + p ' S
a

 + p " Ç
3

 + 
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w h e r e p , p' , p", ... new f u n c t i o n s o f x " d é r i v é e s d" une c e r 

t a i n e m a n i è r e de l a f o n c t i o n u" [ 1 7 7 4 , 1 8 6 1 . I f i n (15.5) we r e 

p l a c e x b y x+w, t b e n e a c h o f t h e f u n c t i o n s u , p e t c w i l l r e c e i v e 

a d e v e l o p m e n t s i m i l a r t o ( 1 5 . 5 ) . L e t t h e e x p r e s s i o n r e p r e s e n t i n g 

t h è s e d e v e l o p m e n t s be c a l l e d S i . I f x i s r e p l a c e d f r o m t h e v e r y 

b e g i n n i n g i n u by x + ç + u , f o r m u l a (15.5) w i l l be a s a b o v e , t h e 

o n l y d i f f é r e n c e b e i n g t h a t i n s t e a d o f £
n

 we w i l l h â v e ( w + £ )
n

. 

L e t now a i l t h è s e b i n o m i a l s be e x p a n d e d a n d c a l l t h e f i n a l 

sum S » . S i n c e t h è s e d e v e l o p m e n t s must be t h e same, by c o m p a r i s o n 

o f t h e t e r m s o f £
n

 i n Sx and Sa i t f o l l o w s t h a t p=u', p'=u"/2, 

p"-u"'/2.3 e t c . [ 1 7 7 4 , 1 8 9 ] . The f i n a l s t e p i s t o r e g a r d £ i n 

( 1 5 . 5 ) a s i n f i n i t e l y s m a l l . As a r e s u i t £
a

« £
3

= . . . = 0 . The s e c o n d 

t e r m o f ( 1 5 . 3 ) , u ' Ç , h a s t o be t h e i n c r é m e n t o f u , d u . H e n c e , 

s i n c e X i s t h e i n c r é m e n t o f x , we h a v e d u ^ u ' d x . I n d u c t i v e l y i t 

f o l l o w s t h a t u
, e

=du/dx, u " = d
a

u / d x
a

 e t c , o r , T a y l o r ' s t h e o r e m 

d u 1 d
a

u 

( 1 5 . 6 ) u ( x + Ç ) = u + Ç — + — l
s

 + . . . 
dx 2 ! d x

a 

i n m o d e m n o t a t i o n [ 1 7 7 4 , 191]
 ï 3 >

 . 

L a g r a n g e ' s r e a s o n i n g , w h i c h l e a d s f r o m ( 1 5 . 6 ) t o ( 1 5 . 1 ) , 

c o n s i s t a o f t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n s . S u p p o s e we h a v e 

u-u ( x , y , z , . . . ) a n d x , y , z . . . a r e r e p l a c e d by x + £ , y+Y, z + Ç 

r e s p e c t i v e l y . T h e n , t h e i n c r é m e n t o f u , Au= u ( x + £ + ...-..)-u-, w i l l 

be g i v e n a c c o r d i n g l y f r o m ( 1 5 . 6 ) . I n f a c t , t h e g ê n e r a i t e r m i n 

t h e r i g h t - h a n d s i d e o f t h e d e v e l o p m e n t ( 1 5 . 6 ) w i l l be o f t h e f o r m 

^ V
v

Ç
n

. . . d
M + v + n +

 • • - u 
(15.7) — . , [ 1 7 7 4 , 1 9 2 ] . 

p ! v ! n ! . . . d x
M

d y
v

d z " . . . . 

1 M 
L a g r a n g e o b s e r v e s t h e n t h a t ^ — — e q u a l s , 

u ' v i n ! . . . (u+v+n+...)! 

w h e r e M i s t h e c o e f f i c i e n t o f x ^ y
v

z
n

. . . i n t h e e x p a n s i o n o f 
(x+y+z+. . . ) M+v+Ti-*-. . . [ i n d e e d , t a k e (x+y)^-*^ t h e n 

M+v 1 u+v 1 
M«=( ) , h e n c e » ( ) ] . A c c o r d i n g t o t h i s o b s e r v a -

v p i v i v (u+v)ï 

t i o n , t h e i n c r é m e n t A u , g i v e n p r i m a r i l y a s a s é r i e s w i t h (15.7) 

a s i t s g ê n e r a i t e r m , c a n a l s o be o b t a i n e d by t h e s é r i e s w i t h 

g ê n e r a i t e r m 

( x + y + z + . . . )
n 

( 1 5 . 8 ) 

nî 
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u n d e r c e r t a i n s y m b o l i c a l t r a n s f o r m a t i o n s . T h a t i s , a f t e r t h e 

d e v e l o p m e n t o f e a c h n o m i n a t o r , we ha v e t o change x i n t o Ç / d x , y 

i n t o ip/dy e t c . and t h e n m u l t i p l y e a c h t e r m by d
x

u , X b e i n g t h e 

sum o f t h e e x p o n e n t a t i o n i n d i c e s o f x , y , z . . . i n t h a t t e r m . 

Now, t h e s é r i e s w i t h g ê n e r a i t e r m (15.8) c a n be w r i t t e n a s 

e ^ * * * 1 - e
x

e y . . . -1 - ( l + x / l + x
2

/ 2 + . . ) ( l + y / l + y = / 2 + . . ) . . - 1 . 

So Au i s o b t a i n e d i f a f t e r t h e m u l t i p l i c a t i o n s we c h a n g e t h e 

t e r m s i n t h e way s u g g e s t e d above.. F i n a l l y , he c o n s i d e r s t h e e x 

p r e s s i o n [ 1 7 7 4 , 193-194] 

d u ~ . du 

( 1 5 . 9 )
 e

 ax ay _
 1 

D e v e l o p i n g ( 1 5 . 9 ) a c c o r d i n g t o t h e p o w e r s o f d u , i t o n l y r e m a i n s 

t o c h a n g e ( d u )
x

 i n t o d
x

u a n d t h e r e s u i t w i 1 1 be a c c o r d i n g t o t h e 

o b s e r v a t i o n s s t a t e d a b o v e , A u . H e n c e , we a r r i v e a t L a g a n g e ' s 

t h e o r e m 

d u - ^ d u 

( 1 5 . 1 0 ) Au =• e
 a y

 - 1 , 

[ 1 7 7 4 , 1 9 3 - 1 9 4 ] . 

T h u s , (15.10) was o b t a i n e d by means o f T a y l o r ' s t h e o r e m , 

c o m b i n a t o r i a l o b s e r v a t i o n s a n d s y m b o l i c a l a r g u m e n t s . The l a t t e r 

a m o u n t s t o s w i t c h i n g f r o m e x p o n e n t a t i o n t o d i f f e r e n t i a t i o n i n 

d i c e s and a s a r e s u i t T a y l o r ' s t h e o r e m i s c a s t i n s y m b o l i c f o r m . 

L a g r a n g e d i d n o t e x p r e s s a n y d o u b t w h a t s o e v e r a b o u t t h e 

d é m o n s t r a t i o n o f ( 1 5 . 1 0 ) . What he f e l t t o be n o t s o c l e a r a n d 

r i g o r o u s was h i s s t e p f r o m ( 1 5 . 1 0 ) - t a k e n i n one v a r i a b l e - t o t h e 

g ê n e r a i t h e o r e m 

d u ^ 

( 1 5 . 1 1 ) A
x

u - ( e ^ * - l )
x

, 

w h e r e X c a n be a p o s i t i v e o r n é g a t i v e i n t e g e r . I n t h e l a t t e r 

c a s e A
- 1

 i s r e p l a c e d b y 2 , d
- 1

 b y ^ and s o o n . L a g r a n g e was 

a f r a i d t h a t a " d i r e c t e e t a n a l y t i q u e " d é m o n s t r a t i o n o f ( 1 5 . 1 1 ) 

w o u l d be v e r y d i f f i c u l t . B u t , s i n c e a p o s t e r i o r i one c o u l d be 

r e a s s u r e d t h a t (15.11) l e d t o r i g h t r e s u l t s , he d i d n o t b o t h e r t o 

i n v e s t i g a t e t h i s m a t t e r any f u r t h e r [ 1 7 7 4 , 194-195] <"*> . 

M t h e c a s e t h a t X>0. t h e r i g h t - h a n d s i d e o f ( 1 5 . 1 1 ) c o u l d 

be o b t a i n e d d i r e c t l y a c c o r d i n g t o T a y l o r ' s t h e o r e m . E x p a n d i n g 

( e
w

- l )
x

, t a k i n g t h e l o g a r i t h m s o f b o t h s i d e s a n d d i f f e r e n t i a t i n g , 

he a r r i v e d a t t h e f o r m u l a 
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d
x

u d
x

*
1

u 
(1 5 . 1 2 ) A

x

u - i
x

 + A + 
d x

x

 d x
x

*
x 

w h e r e A, B,... a r e d e t e r m i n e d i n t e r m s o f X. I t i s i m p o r t a n t t o 

n o t e t h a t he d i d n o t b o t h e r t o d e t e r m i n e t h e c o e f f i c i e n t o f 

^x+n j
n
 t e r m s o f n

;
b u t o n l y p r o v i d e d t h e f i r s t 4 c o e f f i c i e n t s o f 

( 1 5 . 1 2 ) by means o f r e c u r s i v e r e l a t i o n s [ 1 7 7 4 , 1 9 5 - 1 9 7 ) . One o f 

L a p l a c e ' s i m p r o v e m e n t s w o u l d be t o f i n d t h e f o r m u l a t h a t g i v e s 

t h e g e n e r a l t e r m o f . s u c h e x p a n s i o n s . 

I n t h e c a s e o f n e g a t i v e i n d i c e s , L a g r a n g e c a s t f i r s t ( 1 5 . 1 1 ) 

i n t h e f o r m 

du 
( 1 5 . 1 3 ) ( — S )

x

 - [ l o g ( l + A u ) )
x

, 
dx 

w h e r e t h e d e v e l o p m e n t o f t h e r i g h t - h a n d s i d e o f ( 1 5 . 1 3 ) was 

d e t e r m i n e d on l i n e s s i m i l a r t o t h o s e t h a t h a d l e d t o ( 1 5 . 1 2 ) . 

R e p l a c i n g d
x

 b y ^
x

, A
x

 by 2
X

, i n t h e c a s e t h a t X was n e g a t i v e , he 

f o r m u l a t e d v a r i o u s e x p a n s i o n s . The s p e c i a l c a s e f o r X ~ - l was c o n 

s i d e r e d l e a d i n g t o a f o r m u l a i m p o r t a n t f o r t h e c a l c u l a t i o n o f 

a r e a s o f c u r v e s . He o b s e r v e d t h a t C o t e s , S t i r l i n g a n d o t h e r s h a d 

g i v e n r e s p e c t i v e f o r m u l a e o n l y f o r a f i n i t e number o f c o o r 

d i n a t e s . Now, L a g r a n g e p r o v i d e d a g e n e r a l f o r m u l a whose c o e f f i 

c i e n t s o b e y a c e r t a i n l a w [ 1 7 7 4 , 2 0 1 - 2 0 2 1 . B u t o n c e more t h e 

d i r e c t d e t e r m i n a t i o n o f t h e c o e f f i c i e n t o f t h e n
t h

 t e r m was 

m i s s i n g *
0 5

 . 

L a p l a c e u n d e r t o o k i n h i s [1776b] t o p r o v e d i r e c t l y (15.11) 

f o r a r b i t r a r y X. I n f a c t , he was t o a r r i v e f i r s t a t ( 1 5 . 1 2 ) a n d 

d e d u c e f r o m i t ( 1 5 . 1 1 ) by l e t t i n g u h a v e a s p e c i f i c v a l u e . 

L a p l a c e ' s p r o c e d u r e i s more g e n e r a l and o r t h o d o x i n i t s p r i n 

c i p l e s t h a n t h a t o f L a g r a n g e ' s . I n f a c t , t h e m a i n d i f f e r e n c e i s 

t h a t i t i s f a r l e s s a l g e b r a i c a n d more a n a l y t i c a l . I n d u c t i o n i s 

s t i l l a n e c e s s i t y t h o u g h , and t h e s t e p s o m i t t e d r e n d e r t h e p r o o f 

r a t h e r more o b s c u r e t h a n t h a t g i v e n b y L a g r a n g e . F i n a l l y , h i s 

t e c h n i q u e d o e s n o t r e l y upon t h e i n t e r p r e t a t i o n o f ( d u / d x )
n

 a s 

d
n

u / d x
n

, an . a n a l o g y n e c e s s a r y o n l y f o r t h e f i n a l s t e p f r o m 

( 1 5 . 1 2 ) t o ( 1 5 . 1 1 ) . 

L e t U i e q u a l u when x i s r e p l a c e d by x+a, u=u(x) a s a b o v e . 

Then u
á
= u ( x + a ) = u + s . By d i f f e r e n t i a t i o n r e l a t i v e t o a we h a v e 
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h e n c e s c a n be d e t e r m i n e d ^ a n d a c c o r d i n g l y we h a v e 

P ^>Ui 
( 1 5 . 1 4 ) Uo=u + d a 

( 1 7 7 6 b , 316; my own i n s e r t i o n s i n s q u a r e b r a c k e t s ]
< ô )

. 

F r o m (15.14) "we s e e " t h a t 

T > U i d u P 
( 1 5 . 1 5 ) - — + d a — 

-"E> x dx J ~D x
2 

I n o t h e r w o r d s , we d i f f e r e n t i a t e d ( 1 5.14) r e l a t i v e t o x . S u c h 

c l a r i f i c a t i o n s
/
a s w e l l a s t h e n e x t s t e p s ^ a r e o m i t t e d by L a p l a c e . 

P r e s s u m a b l y t h è s e a r e t o i n t e g r a t e ( 15.15) r e l a t i v e t o a , g i v i n g 

( 1 5 . 1 6 ) da î^l d a + f [ f d a ^ — ^ I d a ^ 

J d x J U ^ x
2

J 

s i n c e u i s i n d e p e n d e n t f r o m a ^ a n d a c c o r d i n g t o (15.14),,
:
. f o r m u l a 

« Dx J d x J U -"à 

S i l 

( 1 5 . 1 6 ) g i v e s 

( 1 5 . 1 7 ) u
x
 = u + a — + [ r f d a ^ — - I d a . 

dx J U Q x
a

J 

S o , by r e p e a t e d d i f f e r e n t i a t i o n r e l a t i v e t o x and i n t é g r a t i o n 

r e l a t i v e t o a , we c a n a r r i v e a t t h e f o r m u l a g i v e n b y L a p l a c e . : 

du d
2

u d
3

u 

(1 5 . 1 8 ) u t - u + a — + h a
2

 + h ' a
3

 + . . . . 
dx d x

2

 d x
3 

w h e r e h , h ' , ... a r e i n d e p e n d e n t o f a [ 1 7 7 6 b , 3 1 6 ) . 

What L a p l a c e p r o v e d t h u s was T a y l o r ' s t h e o r e m ( 1 5 . 1 8 ) . 

H o w e v e r , he n e i t h e r s a i d s o
;
n o r d i d he b o t h e r t o d é t e r m i n e h , h ' , 

... . H i s a i m b e i n g t o a r r i v e d i r e c t l y a t ( 1 5 . 1 2 ) , h e j r e a s o n e d a s 

f o l l o w s : s i n c e ( 1 5 . 1 8 ) p r o v i d e s us w i t h a f o r m u l a f o r A u * U i - u , 

t h e same f o r m u l a c a n be u s e d t o d é t e r m i n e û u i i f u i s r e p l a c e d 

by U i i n t h e r i g h t - h a n d s i d e . We t h u s h a v e 

> i du 
(1 5 . 1 9 ) A

2

u - A u
x
 - Au - a ( + — ) + . . . . 

~G>
x

 dx 

a n d by i n d u c t i o n a n d t h e same p r o c e s s f o l l o w e d a s w i t h ( 1 5 . 1 4 ) -

( 1 5 . 1 8 ) , we w i l l h a v e f o r m u l a ( 1 5 . 1 2 ) , o r , 

d
n

u d
n

*
1

u 
(15.20) A"u - a " + q a " -

1

 + . . . . 
d x

n

 d x " *
1 

[ 1 7 7 6 b . 3 1 7 ] . 
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L a p l a c e ' s p r o c e d u r e i s f a r more g e n e r a l t h a n t h a t o f 

L a g r a n g e ' s . I n none o f t h e f o r m u l a e ( 1 5 . 1 8 ) , ( 1 5 . 1 9 ) o r ( 1 5 . 2 0 ) 

d i d he t r y t o d e t e r m i n e t h e c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . F o r h i m i m p o r 

t a n c e l a y i n t h e f a c t t h a t q , q' e t c i n ( 1 5 . 2 0 ) a r e i n d e p e n d e n t 

o f u . T h u s any f u n c t i o n c a n be s u b s t i t u t e d f o r u w i t h o u t 

1 i m i t a t i o n o f t h e g e n e r a l i t y o f t h e r e s u l t . L e t t i n g u - e
x 

i n ( 1 5 . 2 0 ) we a r e l e d t o A
n

u - e » * ( e
a

- l )
n

. E x p a n d i n g t h e f a c t o r 

( e
a

- 1 ) " by ( 1 5 . 2 0 ) i n powers o f a , we w i l l h a v e f i n a l l y 

d u 

(15.21) A
n

u - (e
 a

 - 1)
 n

, 

u n d e r t h e c o n d i t i o n t h a t ^ a f t e r t h e d e v e l o p m e n t
 t

 ( d u / d x )
x

 i s r e 

p l a c e d b y ( d
x

u / d x
x

) . F o r n e g a t i v e i n d i c e s we h a v e a c c o r d i n g l y 

a~3— 

(15.22) 2"u - (e
 a x

 - 1 ) - " , [ 1 7 7 6 b , 3 1 8 ) . 

L a p l a c e ' s s e c o n d p r o o f o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m i n h i s [1780] 

i s a s l i g h t i m p r o v e m e n t upon h i s f i r s t . P a r t i a l d i f f e r e n t i a t i o n 

i s s t i l l p r o m i n e n t b u t t h e s w i t c h f r o m i t t o i n t e g r a t i o n i s a b 

s e n t t h i s t i m e . I t i s v e r y p r o b a b l e t h a t i n t h e c o u r s e o f t h i s 

d e m o n s t r a t i o n he p e r c e i v e d t h e germ o f h i s c o n c e p t o f " g e n e r a t i n g 

f u n c t i o n " w h i c h a p p e a r e d i n 1 7 8 2
c 7 >

. 

L e t u=u(a) d e v e l o p e d i n p^owers o f a : 

(15.23) u=v + a q
x
 + a

2

q
a
 + ... + a

n

q
n
 + . . . 

where u=v when a=*0. By d i f f e r e n t i a t i o n r e l a t i v e t o a a n d by c o n 

s e q u e n t r e p l a c e m e n t o f a by 0, he d e t e r m i n e d q
n
 by 

Q p u/Da") 
(15 . 2 4 ) q

n
 - . 

n! 

H e n c e , T a y l o r ' s t h e o r e m was p r o d u c e d i n a manner f a r more d i r e c t 

t h a n i n h i s e a r l i e r p r o o f o r i n L a g r a n g e ' s p r o o f [ 1 7 8 0 , 3 1 3 - 3 1 5 ] . 

S e t t i n g now u = u ( t ) , U i » u ( t + a ) , T a y l o r ' s t h e o r e m r e a d i l y 

g i v e s ( 1 5 . 1 8 ) w h e r e now we have t i n s t e a d o f x ^ a n d 1/2!, 1/3!,... 

i n s t e a d o f h , h e t c . F o r m u l a (15.18) g i v e s 

( 1 5 . 2 5 ) Au - a ( d u / d t ) + a
a

/ 2 ! ( d
2

u / d t
2

) + ... 

T a k i n g t h e s e c o n d f i n i t e d i f f e r e n c e we h a v e 

( 1 5 . 2 6 ) . A=u - a A ( d u / d t ) + a
2

/ 2 ! A ( d
a

u / d t
2

) + ... 

S u b s t i t u t i n g s u c c e s s i v e l y d u / d t , d
2

u / d t
2

, ... f o r u i n ( 1 5 . 2 5 ) we 

o b t a i n A ( d u / d t ) , A ( d
a

u / d t
a

) e t c . a n d r e p l a c i n g t h e s e v a l u e s i n 

(15.26) we o b t a i n A
2

u . I n d u c t i v e l y we a r r i v e once more a t 

(15.20) u n d e r a s l i g h t l y d i f f e r e n t p r o c e d u r e [ 1 7 8 0 , 3 1 6 - 1 8 ] . The 
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f i n a l s t e p i s e x a c t l y a s i n h i s [ 1 7 7 6 b ] . T h e f u n c t i o n u i s r e 

p l a c e d by e
f c

 a n d t h e o r e m s ( 1 5 . 2 1 ) - ( 1 5 . 2 2 ) r e a d i l y f o l l o w [ 1 7 8 0 , 

320] . 

L a p l a c e p r o c e e d s n e x t t o d e t e r m i n e t h e e x p a n s i o n s o f 

( 1 5 . 2 1 ) - ( 1 5 . 2 2 ) f o r s p e c i f i c v a l u e s o f n . Of most i m p o r t a n c e i s 

h i s d e d u c t i o n o f t h e d e v e l o p m e n t o f ( 1 5 . 2 2 ) f o r n - 1 . L a p l a c e ' s 

p r o c e d u r e f o r n-1 was l o n g a n d c o m p l i c a t e d a n d n o t t o b £ f o l l o w e d 

by t h e E n g l i s h . We o m i t i t s r e p r o d u c t i o n b u t o n l y m e n t i o n t h a t 

h i s i n g e n u i t y l a y i n t h e f o l l o w i n g t e c h n i q u e . I n s t e a d o f d e v e l o p 

i n g (
e
« - D - ^ h e t o o k a l e

8

- ! )
- 1

 n o t i c i n g t h a t 

( 1 5.27) a ( e - - l ) -
1

 - a / 2 ( e * '
2

- ! ) -
1

 - a / 2 ( e « '
a

+ l ) -
1

. 

By means o f ( 1 5 . 2 7 ) , L a p l a c e p r o c e e d e d by h i s u s u a l m e t h o d o f 

d i f f e r e n t i a t i o n a r r i v i n g a t 

f u d t 1 du d
3

u d°u 
( 1 5 . 2 8 ) Su u + a h i a

3

h
a
 + a

s

h
3
 + ... 

a 2 d t d t
3

 d t ° 

w h e r e t h e v a l u e o f h i was g i v e n now by a g e n e r a l f o r m u l a i n U i s 

[ 1 7 8 0 , 3 2 0 - 3 2 5 ] <
Q

> . 

L a p l a c e a c k n o w l e d g e d L a g r a n g e f o r h i s " e x c e l l e n t memoir" 

[ 1 7 7 4 ] ^ c l a i m i n g t h a t h i s own d e m o n s t r a t i o n was a s s i m p l e a n d a s 

d i r e c t a s one w o u l d d e s i r e . He a l s o a s s e r t e d t h a t by means o f i t 

one h a d t h e a d v a n t a g e o j - n o t i c i v g a p r i o r i t h e r e a s o n f o r t h e e x 

i s t e n c e o f t h e " a n a l o g i e s i n g u l i è r e " b e t w e e n i n d i c e s o f e x p o n e n -

t a t i o n and f i n i t e d i f f e r e n c e s [ 1 7 8 0 . 3 2 7 ] . 

The t h i r d a n d l a s t d e m o n s t r a t i o n o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m by 

L a p l a c e was b a s e d o n h i s p e c u l i a r m e t h o d o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . 

T h i s method f i r s t a p p e a r e d i n h i s memoir " S u i t e s s u i t e s " [ 1 7 8 2 ] . 

I n t h e i n t r o d u c t i o n he w r o t e t h a t t h i s m e t h o d was u s e f u l i n t h e 

i n t e r p o l a t i o n o f s e r i e s a s w e l l a s i n t h e i n t e g r a t i o n o f l i n e a r 

f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s . He a d d e d t h a t h i s r e s p e c t i v e r e 

s e a r c h e s l e d h i m t o t h e a p p l i c a t i o n o f d e f i n i t e i n t e g r a l s p a r 

t i c u l a r l y t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w h i c h d i d n o t a d m i t s o 

f a r o f known m e t h o d s o f i n t e g r a t i o n [ 1 7 8 2 . 2 0 7 - 2 0 9 ] . A more 

t h o r o u g h s t u d y o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s was p r e s e n t e d i n h i s book 

on t h e t h e o r y o f p r o b a b i l i t y [ 1 8 1 2 ] < » > . 

The b a s i c t h e o r y o f t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n S r u n s a s f o l l o w s : 

l e t y
x
 be a f u n c t i o n o f x . L e t ' n e x t t h e i n f i n i t e s e r i e s 

( 1 5 .29) y
Q
+ y x t + + y

x
t»« + ... +y

att
t**. 
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T h e n we c a n a l w a y s c o n ç o i v e a f u n c t i o n u ( t ) whose d e v e l o p m e n t 

e q u a l s ( 1 5 . 2 9 ) . We d e f i n e t h u s u ( t ) a s t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n o f 

y * . F o r c o n v e n i e n c e we w i 1 1 w r i t e 

( 1 5 . 3 0 ) u - Gy*. 

w h e r e s y m b o l G s t a n d s f o r t h e " g e n e r a t i n g f u n c t i o n "
ï l o >

. F r o m t h e 

d é f i n i t i o n o f G, by means o f ( 1 5 . 2 9 ) - ( 1 5 . 3 0 ) , i t f o l l o w s e a s i l y 

t h a t 

( 1 5 . 3 1 ) u / t
r

 - Gy
x
-*- and (15.32) u ( l / t - 1) - G A y

x 

[ 1 7 8 2 , 2 1 1 - 2 1 2 ; OC, 7-8; s e e (9) a b o v e ] . 

L a p l a c e l e t t h e e x p r e s s i o n ay>c+. . . +qy
K
+r> be d e n o t e d by 

By t h e d é f i n i t i o n o f G i t f o l l o w s e a s i l y t h a t 

( 1 5 . 3 3 ) u ( a + b / t + c / t
a

 + ... + q / t
n

) - G V y
x
 -

D e n o t i n g f u r t h e r V
2

y > < t h e e x p r e s s i o n ^ y
K
 where y

x
 i s r e p l a c e d by 

^ V x , h e i n f e r r e d i n d u c t i v e l y f r o m ( 1 5 . 3 3 ) and (15.32) t h a t : 

(15.3*f) u / t ' ( a + b / t + c / t
2

 + ... + q / t " ) " ( l / t - 1 ) * - G û ^ y * - » -

( 1 7 8 2 , 2 1 2 - 1 3 ; OC. 8 ] . 

The most common t e c h n i q u e t h a t L a p l a c e u s e d i n t h e c o u r s e o f 

h i s c a l c u l u s o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s was t o p r o v i d e i d e n t i t i e s 

i n t e r m s o f them and t h e n s w i t c h f r o m t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n s t o 

t h e i r r e s p e c t i v e c o e f f i c i e n t s . F o r e x a m p l e , c a s t i n g u / t
1

 i n t o 

u d + l / t - l )
1

 we have 

( 1 5 . 3 5 ) u / t
1

 = u [ l + i ( l / t - 1) + i ( i - l ) / 2 ( l / t - l ) = + ] • 

We n o t i c e t h e f o l l o w i n g 

u / t
1

 = G y
x
- i 

u - G y
x 

( 1 5 . 3 6 ) u ( l / t - 1) - G A y
x 

u ( l / t - l )
a

 - G A
2

y
x 

a c c o r d i n g t o ( 1 5 . 3 1 ) , (15.32) and ( 1 5 . 3 4 ) . Due t o ( 1 5 . 3 6 ) , f o r 

m u l a ( 1 5 . 3 5 ) i s an i d e n t i t y b e t w e e n g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . 

L a p l a c e , s w i t c h i n g t o t h e c o e f f i e n t s y
x
+ i , A y

x
 g i v e n by ( 1 5 . 3 6 ) ^ 

i s l e d a c c o r d i n g l y t o t h e i n t e r p o l a t i o n f o r m u l a 

( 1 5 . 3 7 ) y
x
* i <= y * + i A y

x
 + i ( i - 1 ) / 2 ! A

2

y
x
 + ... 

[ 1 7 8 2 , 2 1 6 ; OC, 11-12; s e e a l s o (10) a b o v e ] . F o r m u l a (15.37) h a s 

a n o t h e r i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n . A s s u m e t h e é q u a t i o n 

( 1 5 . 3 8 ) A"y* = 0 . 

T h e n ( 1 5 . 3 7 ) t e r m i n â t e s ' a n d Çe"fhng x=0 i t p r o v i d e s u s w i t h t h e 

c o m p l è t e i n t é g r a l o f (15.38) i n n a r b i t r a r y c o n s t a n t s [OC,12; s e e 

(9) a b o v e ] . 
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I n o r d e r t o d e d u c e L a g r a n g e ' s t h e o r e m , L a p l a c e c a s t 

u d / t M ) " i n t h e f o r m 

1 
( 1 5 . 3 9 ) u [ ( l + - - l )

1

 - 1 ] " . 
t 

Now, t h e c o e f f i c i e n t o f t
x

 i n u f l / t
1

 - l )
n

 i s t h e n
t n

 d i f f e r e n c e 

o f y
x
 when x i s i n c r e a s e d by i . D e n o t i n g t h i s d i f f e r e n c e by 

1

A
n

y
x
. o r 

( 1 5 . 4 0 )
 1

A
n

y
x
 - y

K + 1
 - y

x
, 

we h a v e 

1 
( 1 5 . 4 1 ) u( 1 ) « = G

 1

A " y
> <
. 

t
1 

A c c o r d i n g l y 
1 

( 1 5 . 4 2 ) u( 1 ) " =• G A
n

y
x
. 

t 

T a k i n g u n d e r c o n s i d e r a t i o n ( 1 5 . 3 9 ) - ( 1 5 . 4 2 ) , and by t h e same 

r e a s o n i n g i l l u s t r a t e d a b o v e f o r ( 1 5 . 3 7 )
y
w e h a v e t h e i d e n t i t y 

( 1 5 .43)
 l

A " y
K
 - [ ( l + A y x )

1

 - 1 ] « 

( 1 7 8 2 , 245; 1 8 1 2 , 39J . The f i n a l s t e p demands t h e p a s s a g e f r o m 

Ay* t o t h e d i f f e r e n t i a l d y
x
/ d x . L a p l a c e ' s p r o c e d u r e , n o n - r i g o r o u s 

f o r p o s t - C a u c h y s t a n d a r d s , i s t y p i c a l o f t h a t p e r i o d . I n b r i e f 

i t h a s a s f o l l o w s : L e t A y
x
 = d y

x
. I f i i s i n f i n i t e l y l a r g e , t h e n 

i d y
x
= a , " a " f i n i t e q u a n t i t y . Then 1 o g ( 1 + d y * )

1

 = i 1 o g ( 1 + d y
x
) = i d y

x 

- i d x ( d y
x
/ d x ) = a ( d y

x
/ d x ) . A c c o r d i n g t o t h i s r e s u l t

J
 (15.43) b e 

comes 

(15.44)
 1

A
r

» y
x
 - (e**r

x
 - l ) n , n>o, 

w i t h a r e s p e c t i v e f o r m u l a f o l l o w i n g f o r n<o [ 1 7 8 2 , 247; 1 8 1 2 , 

3 9 - 4 1 ] . 

L a p l a c e w i d e l y a p p l i e d h i s m e t h o d o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s 

f o r t h e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f f e r e n c e a n d d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . 

We w i l l s e e a n o t h e r i n s t a n c e o f t h i s a p p l i c a t i o n i n [ 1 . 7 ] . S e e 

a d d i t i o n a l l y [ 1 8 0 5 , Book 9, a r t 5; Book 1 0 , a r t 5 and G o l d s t i n e 

1 9 7 7 , 2 0 4 - 5 ] . L a p l a c e [1782] was o f c o n s i d e r a b l e i n f l u e n c e o n 

B r i s s o n [ s e e 1 . 6 ] . I n E n g l a n d L a p l a c e ' s g e n e r a t i n g f u n c t i o n s w e r e 
the-

a p p l i e d t o a d i v e r s i t y o f p r o b l e m s s u c h a s ^ s o l u t i o n o f d i f f e r e n 

t i a l e q u a t i o n s , p r o b l e m s o f p r o b a b i 1 i t y , d e f i n i t e i n t e g r a l s ^ a s 

w e l l a s a means f o r d e m o n s t r a t i o n o f t h e b a s i c t h e o r e m s o f t h e 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , b u t n o t a n y s i g n i f i c a n t d e v e l o p m e n t o f 

i t s t h e o r y was t o be n o t i c e d *
1 1 5

. 
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We now p r o c e e d t o a b r i e f r e v i e w o f A r b o g a s t [ 1 8 0 0 ] , The 

m a i n i d e a i n A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f d é r i v a t i o n s was t o f i n d a l g o -

r i t h m s f o r Converting a l g e b r a i c e x p r e s s i o n s i n t o s é r i e s o f t h e 

f o r m Za^x*" a n d c o n s e q u e n t l y t o d é t e r m i n e t h e c o e f f i c i e n t o f x
n 

i n t h e e x p a n s i o n o f $(a+bx+cx
2

+...) and i n o t h e r s i m i l a r e x p a n 

s i o n s . I n t h i s s e n s é A r b o g a s t ' s work was h i g h l y c o m b i n a t o r i a l a n d 

v e r y l a b o r i o u s a n d i t was f o l l o w e d by few E n g l i s h a n a l y s t s . 

What A r b o g a s t c a l l e d " d é r i v a t i o n " was t h e o p é r a t i o n D by 

w h i c h t h e c o e f f i c i e n t s o f F ( a + x ) were d e d u c e d f r o m F ( a ) . L e t 

F ( a + x ) be e x p a n d e d a s f o l l o w s : 

<15.45) F ( a + x ) = a + b x + c / 2 ! x
a

 + 

T hen a - F ( a ) , b » D F ( a ) , c « D * D F ( a ) - D
2

F ( a ) e t c [x i s t h e s y m b o l o f 

m u l t i p l i c a t i o n ] a n d ( 1 5 . 4 5 ) i s c a s t a c c o r d i n g l y i n t o 

(15.46) F ( a + x ) - D°F(a) + D * F ( a ) x + [ 1 8 0 0 , 2 - 3 ] . 

I f D i s t a k e n t o be d i f f e r e n t i a t i o n , t h e n ( 1 5 . 4 6 ) i s r e d u c e d 

t o T a y l o r ' s s é r i e s [ 1 8 0 0 , 3 0 5 - 3 2 4 ] . As he m e n t i o n e d i n t h e i n t r o 

d u c t i o n o f h i s b o o k , A r b o g a s t ' s a i m was t o c r e a t e a c a l c u l u s 

w h i c h w o u l d i n c l u d e t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s a s a p a r t i c u l a r i n 

s t a n c e [ 1 8 0 0 , i ] . He was a p p a r e n t l y t h e f i r s t t o d i s c u s s c-£ 

l e n g t h t h e a d v a n t a g e s o f a l g e b r a i c s y m b o l i c a l n o t a t i o n . B r e v i t y 

a n d e f f i c i e n c y i n o p é r a t i o n s was t a k e n u n d e r c o n s i d é r a t i o n . I n -

t r o d u c i n g new s y m b o l s he w r o t e : "Le s e c r e t de l a p o u i s s a n c e de 

1' A n a l y s e s e c o n s i s t e d a n s l e c h o i x e t 1' e m p l o i h e u r e u x de 

s i g n e s s i m p l e s e t c a r a c t é r i s t i q u e s de c h o s e qu ' i l s d o i v e n t 

r e p r é s e n t e r " [ 1 8 0 0 , i i ] . 

A k e y d o c t r i n e o f A r b o g a s t ' s s y m b o l i c a l p r o c é d u r e s i s t h a t 

o f t h e é q u i v a l e n t Operators a c h i e v e d - more c l e a r l y t h a n by 

L a g r a n g e o r L a p l a c e — t h r o u g h h i s method "de s é p a r a t i o n d e s 

é c h e l l e s d ' o p é r a t i o n s " . I n o t h e r w o r d s , he s e p a r a t e d t h e s y m b o l s 

o f o p é r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y g i v i n g e m p h a s i s t o t h e 

f o r m e r s y m b o l s . An e a r l y e x a m p l e o f é q u i v a l e n t o p é r a t i o n s i n h i s 

book i s t h e f o l l o w i n g : 

(15.47) d - d -
1

 + d
1

- , 

where d t h e o p é r a t i o n o f t o t a l d i f f e r e n t i a l o f t p ( x , y ) , d -
1

 t h e 

same o p é r a t i o n a p p l i e d t o y a n d d
1

* r e s p e c t i v e l y t o x . T h u s , one 

c a n w r i t e 

(15.48) d ( x y ) « ( d *
x

 + d
x

' ) x y « d - M x y ) + d
x

- ( x y ) = x d y + y d x 

I t f o l l o w s i n g ê n e r a i +hot 

(15.49) d " = ( d -
1

 + d
1

- ) " [ 1 8 0 0 , 3 1 9 ] . 
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A r b o g a s t a p p l i e d h i s t h e o r y o f e q u i v a l e n t o p e r a t i o n s f o r 

t h e d e v e l o p m e n t o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s i n r e s p e c t t o 

one o f t h e v a r i a b l e s . H i s p r o c e d u r e was f a r t o o l a b o r i o u s a n d 

a p p a r e n t l y u n s u c c e s f u l . E q u a l l y l o n g a n d c o m p l i c a t e d was h i s 

d e m o n s t r a t i o n o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m by means o f h i s c a l c u l u s o f 

d e r i v a t i o n s . H o w e v e r , A r b o g a s t s u g g e s t e d t h a t g r e a t s i m p l i c i t y 

c a n be a c h i e v e d by w r i t i n g d u / d x as 5 u a n d by a p p l y i n g h i s 

m e t h o d o f d e t a c h m e n t . T h u s , one a v o i d s t h e n e c e s s i t y t o c h a n g e 

t h e i n d i c e s o f e x p o n e n t a t i o n i n t o t h o s e o f d i f f e r e n t i a t i o n a f t e r 

t h e d e v e l o p m e n t o f ( 1 5 . 1 ) . He c o n s e q u e n t l y w r o t e 

(15.50) ( 1 + A ) u = ( l + Ç 6 + l / 2 ! £
a

6
a

 + . . . ) x u 

w h e r e u - u ( x ) , 5-Ax, Su-du/dx and x - i n t h e r i g h t - h a n d s i d e o f 

( 1 5.50) - t h e s y m b o l f o r m u l t i p l i c a t i o n ( n o t t o be c o n f o u n d e d w i t h 

t h e v a r i a b l e x ) . 

F o r m u l a ( 1 5 . 5 0 ) i s c a s t n e x t i n t o t h e f o r m ( l + A ) u =
a

e ^
B

x u ^ a n d 

L a g r a n g e ' s t h e o r e m i s o b t a i n e d a s 

(15.51) A"u - ( e *
s

- l ) " ^ u . 

By s e p a r a t i o n o f s y m b o l s he o b t a i n e d t h e o p e r a t i o n a l e q u a t i o n s 

( 1 5.52) A = e *
s

- l o r 1+A - e *
B

. 

By g e n e r a l i z a t i o n he i n f e r r e d f r o m (15.52) 

(15.53) F ( l + A ) x u - F ( e « ) x u . 

f o r a ny f u n c t i o n F w h i c h a p p l i e s o n l y t o t h e o p e r a t i o n s ( 1 8 0 0 , 

3 5 0 ] . A n o t h e r i n n o v a t i o n was h i s i n t r o d u c t i o n o f t h e o p e r a t o r E 

d e f i n e d by 

( 1 5.54) E<p(x) - <p(x + Ax) . 

By s e p a r a t i o n o f s y m b o l s he d e d u c e d t h e e q u i v a l e n t o p e r a t o r s 

( 1 5.55) E - 1+A and E" - (1+A)*V 

w h i c h , a p p l i e d t o any f u n c t i o n u , p r o v i d e u s w i t h a n o t h e r f o r m u l a 

u s e f u l i n i n t e r p o l a t i o n o f s e r i e s : 

( 1 5 .56) E
n

u - (1 + nA + n ( n - l ) / 2 ! A
a

 + . . . ) x u ( 1 8 0 0 , 3 7 5 -

3 7 7 ] <
i a

> . 

We w i l l now p r o c e e d t o a s t u d y o f t h e d e v e l o p m e n t o f 

L a g r a n g e ' s new c a l c u l u s i n F r a n c e d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 0 8 - 1 8 2 2 , 

1.6 B. B r i s s o n , J . F . a n d F . J . F r a n p a i s , F . S e r v o i s a n d 

F . S a r r u s o n a s p e c t s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s : 1 8 0 8 - 1 8 2 2 . 

B r i s s o n i s a c k n o w l e d g e d a s t h e " f i r s t t o i n t e r p r e t a d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n a s an o p e r a t o r on a f u n c t i o n a n d t o p r o c e e d t o 

i t s s o l u t i o n by s y m b o l i c a l t e c h n i q u e s . The o n l y w o r k t h a t was 
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p u b l i s h e d by h i m on t h i s s u b j e c t i e a memoir on p a r t i a l d i f f é r e n 

t i e l é q u a t i o n s [ 1 8 0 8 1
( X >

. He w r o t e t h r e e more p a p e r s on 1 8 2 1 , 

1823 a n d 1827 r e s p e c t i v e l y , w h i c h a r e l o s t and t h e o n l y a c c o u n t 

o f t h e m t h a t s u r v i v e s i s p r o v i d e d by Ca u c h y [ s e e 1.71. 

F o c u s i n g o n l y on h i s [ 1 8 0 8 ] , we n o t i c e a c o m b i n a t i o n o f a l -

g e b r a i c m a n i p u l a t i o n s o f s é r i e s \ l a L a g r a n g e and A r b o g a s t , 

t o g e t h e r w i t h a n a l y t i c a l t e c h n i q u e s a l a L a p l a c e . The m a i n 

m o t i v a t i o n f o r t h i s raemoir was L a p l a c e ' s a p p l i c a t i o n o f d e f i n i t e 

i n t é g r a i s f o r t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s . The 

l a t t e r ' s memoir [ 1 7 8 2 ] , i s t h e o n l y r é f é r e n c e p r o v i d e d by B r i s s o n 

i n h i s [ 1 8 0 8 , 191-2, 2 5 0 , 2 5 9 ] . 

B r i s s o n ' s p r i n c i p a l a i m i n t h i s memoir i s t o p r o v i d e m e thods 

f o r t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n f o r m o f 

s é r i e s w h i c h c a n be e a s i l y r e d u c e d c o n s e q u e n t l y i n d e f i n i t e i n 

t e g r a l f o r m . Among h i s c o n s i d é r a t i o n s , t h e c a s e o f é q u a t i o n s 

w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s d e s e r v e s o u r a t t e n t i o n . I f by c h a n g i n g 

t h e d i f f e r e n t i a l i n d i c e s i n e x p o n e n t s , t h e é q u a t i o n i s decom-

p o s e d i r i t f a c t o r s o f t h e f i r s t d e g r e e , t h e n i t s s o l u t i o n c a n f o l -

l o w e a s i l y . When f a c t o r i z a t i o n f a i l s , t h e n t h e s o l u t i o n c a n a l -

w a y s be p r o v i d e d i n t h e f o r m o f a d e f i n i t e i n t e g r a l [ 1 8 0 8 , 2 5 3 - 4 ] . 

L e t V be an " a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n " and 41, n a r b i t r a r y f u n c -

t i o n s i n u . Then t h e model o f B r i s s o n ' s g ê n e r a i f o r m u l a f o r e x 

p a n s i o n i n s é r i e s was t h e f o l l o w i n g : 

r V t uO-idn r
2

 r
V ( u 0 , d

2

n 

( 1 6 . 1 ) V ( i | i . n ) - V ( v ) .n+r — + + 
L u J d u 1.2L u

a

 -»du= 

i n w h i c h T i s d e f i n e d by 

r
V ( v ( u ) )-, 

( 1 6 . 2 ) T = V ( u u i ( u ) ) - u V ( m ( u ) ) and 

rV(Ml(u) )-| 
i s d e n o t e d b y T

2

1 

[ 1 8 0 8 , 1 9 4 - 1 9 7 ] . 

T h e a t t e m p t t o p r o v i d e t h e c o e f f i c i e n t s o f a d e v e l o p m e n t i n 

a u n i f o r m way by r e c u r s i v e r e l a t i o n s was p e c u l i a r t o A r b o g a s t and 

L a p l a c e . F u r t h e r i n f l u e n c e b y a n a l o g y f r o m a l g e b r a and f r o m 

L a p l a c e ' s methods c a n be s e e n i n B r i s s o n ' s p r o c é d u r e b e l o w . F o r 

m u l a ( 1 6 . 1 ) , n o t i c e d B r i s s o n , i s b u t an e x t e n s i o n o f T a y l o r ' s 

t h e o r e m f o r e x p a n s i o n o f f ( x + i ) i n s é r i e s . E x a c t l y a s t h e l a t t e r 

11 
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t h e o r e m a f f o r d s a m e t h o d f o r p r o v i d i n g e x p a n s i o n s a n a l o g o u s t o 

t h o s e o f ( x + i )
n

 f o r any n, h i s own f o r m u l a l e a d s t o e x p a n s i o n s o f 

f o r m s s u c h as d " ( 4 J ( u ) n ( u ) ) / d x
n

 i n p o w e r s o f n i n a n a l o g y w i t h t h e 

d e v e l o p m e n t o f a
n

 [ 1 8 0 8 . 1 9 8 - 1 9 9 ] . 

T h u s . s i n c e t h e d e v e l o p m e n t o f a " i n v o l v e s the" t r a n s f o r m a 

t i o n a
n

= ( 1 + a - l )
n

 . t h a t o f d " u / d x
n

 w o u l d a c c o r d i n g l y i n v o l v e t h e 

t r a n s f o r m a t i o n u = e
x

u e -
x

. T h u s , i f Z s t a n d s f o r d " u / d x
n

 , by p u t -

t i n g v-ue
-

**, t h e g i v e n e x p r e s s i o n whose d e v e l o p m e n t i s s o u g h t b e -

cornes Z
a

d
n

( e
x

v ) / d x
n

 a n d ( 1 6 . 1 ) c a n a c c o r d i n g l y be a p p l i e d w i t h 

u=x, i+j(u)=e
x

, n ( u ) = v ( x ) a n d V t h e n
t n

 d i f f e r e n t i a l [ 1 8 0 8 , 1 9 9 -

2 0 0 ] . 

B r i s s o n u s e d t o c a s t p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n t h e 

z - 0 , z ^ t h e f u n c t i o n o f x , y u n d e r d é t e r m i n a 

t i o n . T hen he w o u l d s e t z i n t h e f o r m o f s é r i e s . I n t h e c a s e 

w h e r e c o e f f i c i e n t s a r e p r o v e d t o be i n d e p e n d e n t o f t h e f o r m o f 

t h e unknown f u n c t i o n n ( u ) o f t h a t d e v e l o p m e n t , B r i s s o n w o u l d a s 

sume f o r c o n v e n i e n c e e
a u

, " a " c o n s t a n t , i n s t e a d o f n ( u ) . T h e n , 

l i k e L a p l a c e , he w o u l d p r o c e e d by d i f f e r e n t i a t i o n r e l a t i v e t o a 

and by p u t t i n g a f t e r w a r d s a=0 [ 1 8 0 8 , 2 5 4 - 2 6 1 ] . 

A n o t h e r c h a r a c t e r i s t i c o f B r i s s o n ' s w o r k was h i s s w i t c h i n g 

f r o m d i f f e r e n t i a l i n d i c e s t o e x p o n e n t s . P r o p o s i n g t h e s o l u t i o n o f 

( 1 6 . 3 ) Ç + V ç -

by i t é r a t i o n he a r r i v e d a t 

( 1 6 . 4 ) ~ ~ y
 = M M +

V
a M

 " V
3

M + 

P u t t i n g V'M i n s t e a d o f t o d é n o t e t h e change o f i n d i c e s , he 

was l e d t o t h e s o l u t i o n o f (16.3) i n t h e o p e r a t i o n a l f o r m 

1 
(16.5) S= 

1+\J'M 

[ 1 8 0 8 , 2 3 8 ] <
a

> . 

J . F . F r a n ç a i s s p o k e w i t h a d m i r a t i o n o f B r i s s o n ' s w o r k b u t d i d 

n o t r e g a r d i t a s s u f f i c i e n t l y r i g o r o u s [ 1 8 1 3 , 2 7 0 ] , H i s e l d e r 

b r o t h e r , F . J . F r a n ç a i s w r o t e a p a p e r on p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s i n 1795 a n d c o l l a b o r a t e d w i t h A r b o g a s t i n e l a b o r a t i n g h i s 

C a l c u l d e s d é r i v a t i o n s [ 1 8 0 0 ] . He p r o d u c e d f u r t h e r w o r k i n 

d e v e l o p i n g f u n c t i o n s i n s é r i e s b u t h i s work was n o t p u b l i s h e d . I t 

was by i n s p i r a t i o n f r o m A r b o g a s t ' s w o r k and by t h e s t u d y o f h i s 

b r o t h e r ' s p a p e r s t h a t J . F . F r a n ç a i s p r o d u c e d h i s memoir [ 1 8 1 3 ] 
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where he t r i e d t o j u s t i f y t h e method o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s 

and a p p l y i t c o n s e q u e n t l y t o t h e s o l u t i o n o f v a r i o u s k i n d s o f 

é q u a t i o n s . 

C o m p a r i n g s é r i e s o f é q u a t i o n s , a s a F ( x , y ) + b F ( x , y ) + . . . " 0 and 

(a+b+ ) F ( x , y )
 m

 0 , F r a n ç a i s was v e r y c l o s e t o t h e n o t i o n 

o f d i s t r i b u t i v i t y . w h i c h was i n t r o d u c e d by S e r v o i s i n 1 8 1 4 . 

D e s p i t e h i s c l a i m f o r e s t a b l i s h i n g r i g o u r i n h i s p r o c e s s e s . F r a n 

ç a i s was b a s e d i n f a c t s o l e l y upon a n a l o g y a n d i n d u c t i o n . F u r t h e r 

c o m p a r i n g t h e é q u a t i o n s m e n t i o n e d above w i t h d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s , s u c h a s O
n

F ( x , y ) + a i
n

-
1

F { x , y ) + ... =0, he c l a i m e d t h a t "on 

p e u t c o n s i d é r e r l e s c o n s t a n t s comme d e s é c h e l l e s . . . . e t t r a i t e r 

l e s échelles comme d e s c o n s t a n t s " [ 1 8 1 3 , 245-61 . 

T h u s , a c c o r d i n g t o t h e s p i r i t o f t h e t i m e s . F r a n ç a i s v i e w e d 

d i f f e r e n t i a l a n d f i n i t e d i f f é r e n c e Operators a s a l g e b r a i c e n -

t i t i e s . H i s p r o c é d u r e s w e r e p r i m a r i l y b a s e d u p o n t h e a p p l i c a t i o n 
îhe> 

o f y \ o p e r a t o r E d e f i n e d a s 1+A. D e n o t i n g d u / dx b y S u , he o b t a i n e d
k 

on l i n e s s i m i l a r t o A r b o g a s t , t h e r e l a t i o n s 

E = l+A=e
e

, E*=e*
s

 » ( 1 + A « ) 

(16.6) A * « E * - l « ( l + û ) * - l = e *
e

- l 

6 = l o g E = l o g ( l + A ) = l o g ( l + A * ) 

[ 1 8 1 3 , 2 5 0 ] . 

He c o n s e q u e n t l y p r o v i d e d e x a m p l e s o f d e v e l o p m e n t s i n w h i c h E 

c o u l d be c o n v e n i e n t l y a p p l i e d . The f o l l o w i n g e x a m p l e was a t -

t r i b u t e d t o h i s b r o t h e r . S t a r t i n g w i t h E u l e r ' s f o r m u l a 

n 1 1 

( 1 6 . 7 ) — a = s i n a - — s i n 3 a + — s i n 5 a - ... j 
2 3= 5

2 

he o b t a i n e d a much more g ê n e r a i r e s u i t . F i r s t ( 1 6 . 7 ) i s c a s t i n 

e x p o n e n t i a l f o r m 

n 1 

(16.8) - a ^ ( - l ) = ( e « -
r

< -
1 )

- e -
Ä

^
(

-
; L

> ) - — (
e
3 « < < - i > _

e
- s « < c-a. > ) + . . . 

2 3
2 

N e x t , a-J"(-l) i s r e p l a c e d by and according t o ( 1 6 . 6 ) , 

e
«^c-D=

e
B

=
E. T h u s ( 1 6 . 8 . ) i s w r i t t e n as 

(16.9) ( n / 2 ) 5 - ( E - E -
1

) - ( 1 / 3 = ) ( E
3

- E "
3

) + ... 

When a p p l i e d t o a n a r b i t r a r y f u n c t i o n <p(x) , f o r m u l a ( 1 6 . 9 ) y i e l d s 

(16.10) (n/2)5<p(x)= [<p(x+l)-cp(x-l) ] - ( 1/3
2

) [tp(x+3)-<p(x-3) ] + . . . 

[1 8 1 3 , 2 5 2 - 3 ] . 
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F o r m u l a £ 1 6 . 9 ) i s a r e m a r k a b l e r e s u i t i n t h e t h e o r y o f 

é q u i v a l e n t o p é r a t i o n s d i f f é r e n t f r o m t h o s e g i v e n i n ( 1 6 . 6 ) . Due 

t o t h e b o l d s t e p o f s u b s t i t u t i n g a c o n s t a n t w i t h a n o p é r a t i o n , he 

was l e d f r o m a s p e c i f i c f o r m u l a o f t r i g o n o m é t r i e e x p a n s i o n t o a 

g ê n e r a i d e v e l o p m e n t i n an a r b i t r a r y f u n c t i o n tpfx) . M o s t o f h i s 

p r o c é d u r e s a r e v e r y s i m i l a r i n n a t u r e t o t h o s e u s e d b y E n g l i s h 

a n a l y s t s i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s . 

F r a n ç a i s went o n t o a p p l y h i s method o f é q u i v a l e n t o p é r a 

t i o n s f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . B e f o r e d o i n g s o 

he made t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n s i n o r d e r t o d r a w a t t e n t i o n t o 

c e r t a i n r e s t r i c t i o n s t h a t h a d t o be c o n s i d e r e d . L e t F ( x , y ) = 0 be 

p u t i n t h e f o r m y=(p(x) . A p p l y i n g S-a on b o t h members we have 

( 1 6 . 1 1 ) ( S - a ) y = ( S - a ) <p(x) . 

I f t h e s e c o n d member o f (1 6 . 1 1 ) i s ^ 0 , t h e n 

( 1 6 . 1 2 ) ( S - a - b ) y =- ( 6 - a - b ) t p ( x ) 

c a n be d e d u c e d f r o m ( 1 6 . 1 1 ) b u t n o t o t h e r w i s e [ 1 8 1 3 , 2 5 5 ] . 

I f ( 6 - a ) < p ( x ) « 0 , t h e n i t h o l d s t h a t ( 6 - a ) y = 0 . T h i s l a t t e r 

é q u a t i o n e x p r e s s e s a r e l a t i o n b e t w e e n " l e s é c h e l l e s " . Hence S-a=0 

f o l l o w s , b u t n o t y=0. The f o r m e r r e l a t i o n i s u s e d f o r t h e d é t e r 

m i n a t i o n o f <p(x) a s f o l l o w s : 

S-
a
=0 — > S=a — > e

s

=e* 

(16.13) E=e* — > E
K

 = e
Ä K

 > 1 ««••*£-•* 

(p(x) =e
at<
<p(x-K) > tp(K)= e«~cp(0)= c e

a K 

a n d f i n a l l y <p(x)=ce"»« [ 1 8 1 3 , 2 5 5 - 6 ] . 

I n a s i m i l a r way he s o l v e d t h e m i x e d é q u a t i o n 

d<p(x) 

(16.14) cp(x) + Acp(x) - a bo>(x) = 0. 
d x 

By s e p a r a t i o n o f s y m b o l s and (16.6) we g e t an é q u a t i o n i n E: 

(16.15) E - a l o g E - b - 0 . 

L e t (16.15) be s o l v e d a l g e b r a i c a l l y f o r E and l e t i t s v a l u e 

be X. The s t e p s f o l l o w e d i n (1 6 . 1 3 ) w i l l l e a d u s t o 

(p(x)=X*E-"<p(x)= X ~ ( p ( x - x ) , a n d f i n a l l y t o <p(x)=cX
x

, c=<p(0). F r a n 

ç a i s a d d e d t h a t up t o t h a t t i m e é q u a t i o n ( 1 6 . 1 4 ) c o u l d be i n -

t e g r a t e d o n l y b y t h e s é r i e s m e t h o d [ 1 8 1 3 , 2 5 7 ] . 

By means o f f a c t o r i z a t i o n , he was a b l e t o d e a l w i t h l i n e a r 

é q u a t i o n s o f o r d e r >1 w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . H i s p r o c é d u r e 

i n t h e c a s e o f m u l t i p l e r o o t s i s w o r t h o f a t t e n t i o n . S u p p o s e we 

h a v e t o d é t e r m i n e (p(x) g i v e n by 

(16.16) ( S - a )
3

 cp(x)=0. 
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I t f o l l o w s t h a t ( 6 - a )
3

- 0 . L e t 5 - a - u . ( u
3

- 0 ) . T h e n e ^ - l +
M
+ ( 1 / 2 ) u

a 

and t h u s ^ 

E « e
e

= e * * ^ = e * e ^ = ( l + u + ( l / 2 ) u
a

) e
a

, s o <p(x)=(p(0) . ( l + p + ( l / 2 ) ( j
2

)
> t

e *
> <

, 

a c c o r d i n g t o t h e l a s t s t e p s i n ( 1 6 . 1 3 ) . S i n c e p
3

 =0, t h e d e v e l o p 

ment o f (l+u+1/2 u
a

) * * c a n be p u t i n t h e f o r m 

1 X x x-1 
1 + (p + - u

a

) - + M
2

-- • 1+UiX+UaX
2

. 
2 1 1 2 

I t f o l l o w s f i n a l l y t h a t <p(x)= ( c
1
+ c

2
x + c

3
x

2

) e °
> t

 [ 1 8 1 3 , 2 6 0 ] . 

J . F . F r a n ç a i s p r o d u c e d a summary o f A r b o g a s t ' s book [1800] i n 

h i s [ 1 8 1 5 ] . I n t h i s a c c o u n t he t r i e d t o make A r b o g a s t ' s c a l c u l u s 

more a c c e s s i b l e by c l a r i f y i n g h i s n o t a t i o n s , p r i n c i p l e s a n d 

p r o o f s [ 1 8 1 5 , 6 2 ] . I n t h e c o n c l u s i o n o f t h i s m emoir he made t h e 

f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n : t h e p a s s a g e f r o m T a y l o r ' s t h e o r e m t o 

t h o s e p r o v i d e d by A r b o g a s t f o r t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n s o f 

p o l y n o m i a l s o r f u n c t i o n s o f o t h e r f u n c t i o n s i s n o t h i n g more b u t 

t h e p a s s a g e f r o m t h e d i f f e r e n t i a t i o n o f a f u n c t i o n , r e g a r d i n g t h e 

d i f f e r e n t i a l o f t h e p r i n c i p l e v a r i a b l e a s a c o n s t a n t , t o t h e d i f 

f e r e n t i a t i o n o f t h a t f u n c t i o n w i t h o u t r e g a r d i n g a ny d i f f e r e n t i a l 

a s a c o n s t a n t [ 1 8 1 5 , 1 1 0 - 1 1 1 ]
( 3

> . 

W i t h S e r v o i s we h a v e t h e n e x t s t e p , a f t e r F r a n ç a i s , t o w a r d s 

r i g o u r i n t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . I n h i s " E s s a i s u r un 

n o u v e a u mode d ' e x p o s i t i o n d e s p r i n c i p l e s d u c a l c u l d i f f é r e n t i e l " 

[ 1 8 1 4 ] , he p r o v i d e d a f o u n d a t i o n a l s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f f u n c 

t i o n s a n d o f d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s . F i r s t he g a v e t h e d e f i n i t i o n 

o f t h e i n v e r s e f u n c t i o n f
- 1

 o f f g i v e n by t h e d o u b l e e q u a t i o n 

( 1 6.17) f n f - «
2
» f - n

f
»

2 = z 

[ 1 8 1 4 , 9 4 ] . As we s h a l l s e e b e l o w , S a r r u s p r o v e d w i t h c o u n t e r 

e x a m p l e s t h a t ( 1 6 . 1 7 ) i s i n f a c t e r r o n e o u s a s a d e f i n i t i o n . N e x t 

he i n t r o d u c e d t h e t e r m s " d i s t r i b u t i v e " and " c o m m u t a t i v e f u n c t i o n " 

a s f o l l o w s . D i s t r i b u t i v e i s a f u n c t i o n cp i f t h e e q u a t i o n 

(16.18) tp(x+y+. . . .) =<p(x) + tp(y) + . . . . 

h o l d s t r u e . Two f u n c t i o n s tp and f a r e c o m m u t a t i v e i f 

(16.19) (pfz= ftpz 

[ 1 8 1 4 , 9 8 ] . 

S e r v o i s p r o v i d e d w i t h v a r i o u s e x a m p l e s s u c h a s a E z = E a z , 

a s i n z 5* s i n a z , ^ w h e r e a i s a c o n s t a n t a n d s i n ( z + u ) ? s i n z + s i n u o r 

E ( x + y ) =Ex+Ey .4 *\ol l o w e d a l i s t o f t h e o r e m s s u c h a s 
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( 1 6 . 2 0 ) The c o m p o s i t i o n o f d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n s i s a d i s 

t r i b u t i v e f u n c t i o n 

( 1 6 . 2 1 ) I f a number o f f u n c t i o n s a r e c o m m u t a t i v e i n t w o s , t h e n 

t h e y a r e c o m m u t a t i v e t a k e n i n any number^ 

( 1 6 . 2 2 ) I f <p, f a r e c o m m u t a t i v e , t h e n f,<p
- 1

 a s w e l l a s f
- 1

, 

<p
- 1

, a r e c o m m u t a t i v e t o o 

( 1 8 1 4 , 9 9 - 1 0 2 ] . 

I w o u l d l i k e t o a d d few e x a m p l e s t h a t i l l u s t r a t e S e r v o i s ' s 

a p p l i c a t i o n s o f d é f i n i t i o n s ( 1 6 . 1 8 ) - (16.19) a n d t h e a c c o m p a n y i n g 

t h e o r e m s . L e t F(x)=<p
x

(z) . Then A F ( x ) = t p ~ *
a

( z ) - ( p ~ { z ) . I f tp' i s d i s 

t r i b u t i v e t h e n A F f x ) *
3

 <p
x

 [<p°(z)-zl. L e t f u r t h e r <p« ( z ) - z = f ( z ) a n d 

tp c o m m u t a t i v e . T h e n ( p * * ( f ( z ) ) - f ( z ) « f (<p
rt

(z) ) - f ( z ) =f ((p
a

 ( z ) - z ) = f
2 

( z ) . By i t é r a t i o n i t f o l l o w s i n d u c t i v e l y t h a t A " F £ x ) = c p ^ ( f
n

( z ) ) 

[ 1 8 1 4 , 1 1 1 - 1 1 2 ] . W i t h t h e f o l l o w i n g e x a m p l e , 

<p(z) - f ( z ) + f i ( z ) — > f ~
l

( p ( z ) = z + f
_ 1

f i ( z ) , he i m p l i e s t h e d i s -

t r i b u t i v i t y o f t h e i n v e r s e o f a d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n . H o w e v e r , 

t h i s p r o o f i s m i s s i n g f r o m h i s a c c o u n t ^ t o g e t h e r w i t h t h e t h e o r e m 

( f t p ) -
1

 =<p-i-f-i , f o r a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 1 4 , 115] <
4 Î

 . 

S e r v o i s was most p r o b a b l y i n f l u e n c e d by F r a n ç a i s ' s w o r k o n 

é q u i v a l e n t o p é r a t i o n s . The l a t t e r h a d b e e n v e r y c l o s e t o t h e n o 

t i o n s o f d i s t r i b u t i v i t y a n d c o m m u t a t i v i t y w h i c h w e r e i m p l i c i t l y 

t a k e n f o r g r a n t e d i n t o h i s p r o c é d u r e s . B o t h F r a n ç a i s a n d S e r v o i s 

h a d a c o n s i d é r a b l e i m p a c t on t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s i n E n g l a n d i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s and e a r l y 1 8 4 0 ' s . T h e y 

a l s o i n f l u e n c e d c e r t a i n l e s s known f i g u r e s s u c h as S a r r u s a n d 

S c h m i d t e n . The formera w o r k b e a r s a s t r o n g r e s e m b l a n c e t o M u r -

phy [ 1 8 3 7 ] . P r e s s u m i n g t h a t i t i s q u i t e p r o b a b l e t h a t M u r p h y d r e w 

f r o w S a r r u s [1822] we w i 11 d é v o t e t h e l a s t p a r t o f t h i s s e c t i o n 

t o t h e work o f S a r r u s a n d S c h m i d t e n
( S )

. 

L i k e F r a n ç a i s a n d S e r v o i s , S a r r u s
1

 s a n d S c h m i d t e n ' s p a p e r s 

w e r e p u b l i s h e d i n G e r g o n n e ' s A n n a l e s . The C a m b r i d g e M a t h e m a t i c a l 

J o u r n a l , f o u n d e d by G r e g o r y i n 1 8 3 9 , was r o u g h l y é q u i v a l e n t i n 

l e v e l w i t h t h e A n n a l e s d e s M a t h é m a t i q u e s P u r e s e t A p p l i q u e s . 

G e r g o n n e
1

 s j o u r n a l , l a u n c h e d i n 1 8 1 0 , i n c l u d e d a r t i c l e s o n u n u s u a l 

a p p l i c a t i o n s and a l g e b r a i c s p é c u l a t i o n s by p r o v i n c i a l f r i n g e 

f i g u r e s , w h e r e a s t h e J o u r n a l de 1' E c o l e p o l y t e c h n i q u e t o o k 

m a i n l y c o n t r i b u t i o n s f r o m P a r i s i a n a u t h o r i t i e s
< < 5 )

 . 

S a r r u s p u b l i s h e d d u r i n g t h e p e r i o d 1 819-1826 a r o u n d 17 

m e m o i r s i n t h e A n n a l e s . The t o p i c s of h i s r e s e a r c h i n c l u d e d num

b e r t h e o r y , d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , e x p a n s i o n s i n s é r i e s . 
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g e o m e t r i c a l c o n s t r u c t i o n s , t h e o r y o f f l u i d s a n d t h e c a l c u l u s o f 

v a r i a t i o n s . F o r h i s c o n t r i b u t i o n s on t h e l a t t e r i n 1848 he i s a c -

k n o w l e d g e d by [ J e l l e t t 1 8 5 0 , x i x ; K l i n e 1 9 7 2 , 5 8 4 ] . 

We w i l l f o c u s h e r e on h i s " E s s a i s u r l e d é v e l o p p e m e n t d e s 

f o n c t i o n s en s é r i e s " ( 1 8 2 2 ] . The a i m o f S a r r u s ' s memoir was t o 

p r o v i d e a s i m p l e , d i r e c t and u n i f o r m m e t h o d f o r t h e d e v e l o p m e n t 

o f f u n c t i o n s i n s é r i e s o t h e r t h a n t h e m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f 

Symbols a n d o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . T h i s m e t h o d w o u l d r e s t u p o n 

p r i n c i p l e s w h i c h w o u l d r e n d e r i t b e y o n d any o b j e c t i o n s , l e a d i n g 

t o an i n f i n i t e aoî f o r m u l a e u n a t t a i n a b l e by t h e two f o r m e r 

m e t h o d s . H i s p o i n t o f d e p a r t u r e was S e r v o i s [ 1 8 1 4 ] / w o u l d 

now be e n r i c h e d w i t h t h e o r e m s w h i c h h a d e s c a p e d h i s n o t i c e [ 1 8 2 2 , 

289] . 

The most i n t e r e s t i n g a s p e c t o f S a r r u s ' s w o r k i s h i s s t u d y o f 

i n v e r s e f u n c t i o n s . H i s p r o c é d u r e , ^ r e s t i n g on n o t a l t o g e t h e r 

f a u l t l e s s p r i n c i p l e s , i s f a r more r i g o r o u s t h a n t h a t f o l l o w e d by 

S e r v o i s . S a r r u s was a p p a r e n t l y t h e f i r s t t o d é t e r m i n e t h e i n v e r s e 

o f a d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n A by t h e a d d i t i o n o f i t s a p p l i c a t i o n 

t o 0, A ~
x

( 0 ) . He a l s o d e m o n s t r a t e d , i n a r a t h e r u n c l e a r way, t h a t 

t h e i n v e r s e o f e v e r y d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n i s a l s o d i s t r i b u t i v e . 

Many o f h i s r e s u l t s i n t h e f o u n d a t i o n s o f i n v e r s e o p é r a t i o n s a r e 

a t t r i b u t e d nowadays t o Murphy [1837] [ s e e P i n c h e r l e 1 9 1 2 , 5 - 9 ] . 

F r e n c h a n a l y s t s o f t h a t t i m e r e f e r r e d t o t h e 1 e t t e r s F o r D, 

w h i c h d é n o t e a f u n c t i o n o r an O p e r a t o r , a s " c h a r a c t e r i s t i q u e s " . 

The same t e r m was u s e d by S a r r u s f o r t h e s y m b o l \ ? w h i c h s t o o d 

f o r an a r b i t r a r y f u n c t i o n o r o p é r a t i o n . I f u i s a g i v e n f u n c t i o n , 

t h e n Vu i s c a l l e d t h e " r e s u i t " a n d u t h e " s u b j e c t " . The i n v e r s e 

o f V i s d e n o t e d by SJ [ 1 8 2 2 , 2 9 0 - 1 ] . 

(
 L e t \ / d é n o t e t h e f u n c t i o n t h a t c h a n g e s x i n t o l o g x . T h e n 

\7 d é n o t e s t h e f u n c t i o n t h a t c h a n g e s x i n t o e*, s i n c e l o g ( e
x

) =x. 

T h e r e f o r e , by d é f i n i t i o n , 

( 16.23) \ 7 V
_ 1

u = u , 

a n d by i t é r a t i o n , 

( 16.24) ^ 7
 n

V " " u - u 

[ 1 8 2 2 . 2 9 2 ] . W i t h a c o h t e i s e x a m p l e S a r r u s r e f u t e d t h e f o r m u l a 

(16.17) g i v e n by S e r v o i s . L e t V be a n o p é r a t i o n w h i c h a p p l i e d t o 

a n y f u n c t i o n u h a s a s r e s u i t t h e c h a n g e o f x i n t o x
n + 1

 a n d d i v i 

s i o n o f t h i s r e s u i t by u . I f u=ax, " a " a c o n s t a n t , t h e n 

y^^yu =V7~
i

— = v -
i

x
n

 = k x 

a x 
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f o r a n y k , s i n c e T h u s , i n g ê n e r a i 

( 1 6 . 25) XZ-
1

 V̂ /u 
A n o t h e r c o u n t e œ x a m p l e was w i t h u=2an+x and u . Once more 

(1 6 . 2 5 ) h o l d s t r u e ( 1 8 2 2 , 2 9 3 ) . 

S a r r u s i n t r o d u c e d t h e known c o n c e p t o f c o m m u t a t i v i t y and 

p r o v e d among o t h e r t h e o r e m s t h a t 

( 1 6 . 2 6 ) \/ -
x

r u = r ^ - i u a n d (16.27) X T - ^ r - ^ - u - r -
1

 V ~
l u

• 

o n l y u n d e r t h e r e s t r i c t i o n t h a t T and \ / a r e c o m m u t a t i v e ( 1 8 2 2 , 

2 9 4 - 2 9 5 ] . 

T h e n , he g a v e t h e d é f i n i t i o n o f d i s t r i b u t i v i t y a n d p r o v e d by 

i n d u c t i o n t h a t i f i s d i s t r i b u t i v e , \f
 n

 i s a l s o d i s t r i b u t i v e 

( 1 8 2 2 , 2 9 6 ] . C a u t i o u s w i t h t h e r e s t r i c t i o n s i m p l i e d i n t h e n o t i o n 

o f t h e i n v e r s e o p é r â t i o n \ / ~
x

» S a r r u s , b e f o r e p r o v i d i n g a n a n s w e r 

t o w h e t h e r \7
 _ 1

 *
3

 d i s t r i b u t i v e , ask3 t h e f o l l o w i n g q u e s t i o n 

" Q u e l l e s s o n t l e s d i v e r s v a l e u r s de l a d é r i v é e d ' o r d r e n é g a t i f 

Ç/^p ? " [ 1 8 2 2 , 297] . 

L e t u a p a r t i c u l a r v a l u e o f and u+t a n o t h e r v a l u e o f 

i t . T h e n , 

(1 6 . 2 8 ) V (u+t ) -Vu-p. 
A l s o , by t h e d i s t r i b u t i v i t y o f 7 , we have 

(16.29) ^ ( u + t J - Ç ^ u + V t =• p + V t . 

T h e r e f o r e , f r o m ( 1 6 . 2 8 ) a n d (16.29) i t f o l l o w s t h a t " ^ t = 0 a n d t h a t 

( 16.30) ^ - ^ p ^ u + t , Y^t=0. 

T h u s , \ / ~
x

 P i s d e f i n e d . A t t h i s p o i n t S a r r u s i n t r o d u c e s t h e 

c o n c e p t o f " f o n c t i o n s c o m p l é m e n t a i r e s " w h i c h , a s t , h a v e t o be 

adde d t o a p a r t i c u l a r v a l u e o f a " d é r i v é e d ' o r d r e n é g a t i f , p o u r 
A, ' " 

en d é d u i r e l e s a u t r e s v a l e u r s de l a m ê m e d é r i v é e " ( 1 8 2 2 , 

2 9 7 ] <
7

> . 

N e x t S a r r u s p r o v e s t h e d i s t r i b u t i v i t y o f i n a r a t h e r 

u n o r t h o d o x m a n n e r . The d i f f i c u l t y he i s c o n f r o n t e d w i t h , i s due 

t o t h e f a c t t h a t i n s t e a d o f s t a r t i n g w i t h t h e d i r e c t f o r m u l a (16 - ^ ) ) T-r V7 
p r o v i d e d by 4 he s t a r t 3 w i t h t h e f o r m u l a y

 _ 1

p + V
- 1

q
=

u - T h e n , 

a p p l y i n g " V -
 n e

 g e t s p+q-^/u o r (p+q) =^7"
1

^^u=u+t. O r , 

(16.31) V ~
x

 (p+q) -K7
ll

p+̂ '
1

q+t. 
t t h e c o m p l e m e n t a r y f u n c t i o n . I n o r d e r t o r e g a r d t h a t ( 1 6 . 3 1 ) c a n 

be d e v o i d o f t he w r o t e t h a t i t i s a l w a y s p o s s i b l e t o c h o o s e f o r 

e i t h e r o f V^
_1

p, \ /
- x

q t h e same c o m p l e m e n t a r y f u n c t i o n a s t h a t 

f o r ^
_ 1

( p + q ) . T h u s t c a n be r e g a r d e d a s e q u a l t o 0 [ 1 8 2 2 , 2 9 8 ) . 

The p r o o f w o u l d h a v e b e e n much s i m p l e r , w i t h o u t t h e i n t e r a c -

t i o n
A
o f t , i f S a r r u s h a d s t a r t e d w i t h 
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V í p + q J - ^ p + W p i + q i > V ~
1

( P i + q i ) " P + q - V ~
1

P i
+

V "
1

q i . 

The r e a s o n why S a r r u s was n o t a b l e t o f o r s e e t h i s way o f 

d é m o n s t r a t i o n was b e c a u s e h i s d é f i n i t i o n o f l a c k e d t h e 

n e c e s s a r y p r e c i s i ó n . F o r t h i s p r o o f , g i v e n b y Murphy [ 1 8 3 7 , 

1 8 8 ] , i s b a s e d t h r o u g h o u t on t h e f o l l o w i n g d é f i n i t i o n ( i n 

S a r r u s ' s n o t a t i o n ) : — » - | 

(16 . 3 2 ) V u - v > V
v
= u

 } 

f r o m w h i c h ^N7
-1

v=v f o l l o w s as a r e s u l t . S a r r u s was v e r y c l o s e 

t o ( 1 6 . 3 2 ) b u t i t was a f a i l u r e n o t t o e x p r e s s i t c l e a r l y . 

T h e n he g o e s on t o p r o v e a v e r y g e n e r a l t h e o r e m f o r t h e e x 

p a n s i o n o f a f u n c t i o n u i n a r b i t r a r y o p é r a t i o n s whose o n l y 

p r o p e r t y i s t h e i r d i s t r i b u t i v i t y . L e t =p+rui, V, p. r g i v e n . 

Then assume iUi-p2+r
a
ua e t c . From t h e f i r s t f o r m u l a we ha v e 

( 1 6 . 3 3 ) u«=V-
1

p+V~
i

rui a n d by i t é r a t i o n , 

By s u b s t i t u t i o n o f u
i f
 u

2
 e t c f r o m (16.34) i n (16.33) we h a v e t h e 

f o r m u l a 

( 1 6 . 3 5 ) u=V-
1

P+V~
ir

Vi
_1

Pi+Vr-irVl-ir1 V
r

a~
1

Pa+ ... 

w h i c h , r e g a r d i n g i — >° 0 , i s a s e r i e s d é p e n d e n t on p i p i . " I l e s t 

de p l u s é v i d e n t " , o b s e r v e d S a r r u s , "qu'en c h o i s s i s a n t c e s f o n c 

t i o n s , a i n s i que l e s c a r a c t é r i s t i q u e s d ' une 

m a n i e r e c o n v e n a b l e , c e t t e s e r i e p o u r r a t o u j o u r s ê t r e r e n d u e a u s s i 

c o n v e r g e n t e q u o n v o u d r a " [ 1 8 2 2 , 2 9 9 - 3 0 0 ] . 

I f we l e t V.-V and Ti -r, f o r a i l v a l u e s o f i , t h e n (16.35) 

becomes 

(16.36) u=V-!p+( V -
1

D ^
7

-
1

p + ... +(V"
i

r) i-a-V-^P+i^-'T) * U . 

T h i s f o r m u l a i s i d e n t i c a l w i t h t h a t g i v e n by M u r p h y , w h e r e 

s t a n d s f o r 6,T f o r and u f o r (e-OxJ-^p+Ui [Murphy 1 8 3 7 , 194; 

S a r r u s 1 8 2 2 , 3 0 1 ] <
e

> . 

As a n i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n o f ( 1 6 . 3 6 ) , he c h o s e t h e f o l 

l o w i n g . L e t 

(16.37) ¥(u)«p, 

an é q u a t i o n o f t h e f i r s t d e g r e e i n f i n i t e d i f f é r e n c e s o r d i f -

f e r e n t i a l s . The p r o b l e m i s t o d e t e r m i n e u on t h e b a s i s t h a t ¥ i s 

d i s t r i b u t i v e . L e t V be a n o t h e r d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n . Then 

Vu=p+Vu-*(u) . R e p l a c e 7 u - * ( u ) by T(u) . Then 

(16.38) "V u=p+Tu, T d i s t r i b u t i v e . 

The f u n c t i o n u c a n a c c o r d i n g l y be d e t e r m i n e d by f o r m u l a (16.36) 

[ 1 8 2 2 , 3 0 1 — 3 0 2 ] . The o p é r a t i o n 

V i s t o
 be c h o s e n s o t h a t 

e a s i l y d e t e r m i n e d and a l s o s o t h a t ( 1 6 . 3 6 ) c o n v e r g e s . T h i s p r o c e -
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d u r e r e m i n d s u s s t r o n g l y o f B r i s s o n ' s r e s p e c t i v e one i n ( 1 6 . 3 ) r -

( 1 6 . 5 ) , o n l y t h i s b y S a r r u s i s e v e n more g ê n e r a i and a b s t r a c t a n d 

more c o m p l i c a t e d . 

S a r r u s d r e w o n S e r v o i s ' s d é f i n i t i o n s 

£ 
—u-ty(x+1 . y ) , w h e r e u=i^(x,y) , and a p p l i e d b i s t h e o r e m ( 1 6 . 3 6 ) i n 

t o o b t a i n v a r i o u s i n t e r p o l a t i o n f o r m u l a e . T h è s e f o r m u l a e p r o v i d e 

f u r t h e r é v i d e n c e o n t h e a n a î o g y a l r e a d y r e m a r k e d b e t w e e n o r d i n a r y 

i n t e r p o l a t i o n s é r i e s a n d T a y l o r ' s t h e o r e m [ 1 8 2 2 , 3 0 2 - 3 0 6 ; S e r v o i s 

1 8 1 4 , 9 5 ] . 

F i n a l l y , I r e f e r t o H . G . S c h r a i d t e n whose " M é m o i r e s u r 

l ' i n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s l i n é a i r e s " [1821] i s a t y p i c a l o u t -

come o f t h e i n f l u e n c e o f B r i s s o n , S e r v o i s a n d F r a n ç a i s on t h e 

s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . S c h m i d t e n d é n o t e s 

a d i f f e r e n t i a l o r f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n i n t h e f o r m 

( 1 6 . 3 1 ) f z - M , 

w here z t h e f u n c t i o n s o u g h t , M known and f a " l i n e a r " ( i n t h e 

s e n s é o f d i s t r i b u t i v e ) f u n c t i o n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . By 

t h e p r i n c i p l e s o f S e r v o i s , he c l a i m e d , ( 1 6 . 3 7 ) i s i n t e g r a t e d a s 

1 
( 1 6 . 3 8 ) z-N + - M, w h e r e N a f u n c t i o n s u c h a s f N - 0 . 

f 

T h us ( 1 6 . 3 8 ) , " q u i a l a forme d'un p o l y n ô m e , p o u r r a ê t r e 

d é v e l o p p é e p a r t o u t e s l e s m é t h o d e s c o n n u e s p o u r l e d é v e l o p p e m e n t 

d e s f o n c t i o n s , p u r e m e n t a l g é b r i q u e s , e t l ' o n p a r v i e n d r a a i n s i 

d i r e c t e m e n t , d ' a p r è s c e s p r i n c i p e s , a t o u s l e s r é s u l t a t s de M. 

F r a n ç a i s " [ 1 8 2 1 . 304-5]<*>. 

1.7 S o l u t i o n s o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n d e f i n i t e 

i n t é g r a l a n d s y m b o l i c f o r m s : 1 8 0 0 - 1 8 3 0 . 

As we h a v e s e e n , t h e s t u d y o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

c o n t r i b u t e d t o t h e d e v e l o p m e n t o f o t h e r b r a n c h e s o f a n a l y s i s , 

s u c h as t h a t o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s , a n d t h e c a l c u l u s o f o p é r a 

t i o n s ( 1 . 4 ; 1.6] . A n o t h e r o f i t s o u t c o m e s was t h e d e v e l o p m e n t o f 

d e f i n i t e i n t é g r a l m e t h o d s i n t r o d u c e d b y E u l e r i n t h e 1 7 4 0 ' s a n d 
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t h e 1 7 5 0 ' s . L a n g r a n g e c o n t r i b u t e d a l s o i n t h i s f i e l d b e t w e e n 1750 

a n d 1770 f o l l o w e d by L a p l a c e i n t h e l a t e 1 7 70's [ D e a k i n 1 9 8 1 , 3 4 6 -

350] . 

A c c o r d i n g t o L a p l a c e , E u l e r was n o t happy w i t h h i s u s e o f 

i n t e g r a l f o r m s f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s c a l l i n g 

t h e m a s " f o n c t i o n s i n e x p l i c a b l e s " . L a p l a c e u n d e r t o o k t o c l a r i f y 

t h e s e f u n c t i o n s p r e s e n t i n g h i s f i r s t s y s t e m a t i c s t u d y o f d e f i n i t e 

i n t e g r a l m e t hods i n h i s [ 1 8 7 2 ] . I n t h i s memoir he f o u n d e d t h e s e 

m e t h o d s w i t h i n t h e w i d e r f r a m e w o r k o f h i s " c a l c u l d e s f o n c t i o n s 

g e n e r a t r i c e s " w h i c h p r o v i d e d , a c c o r d i n g t o h i m , an e x c e l l e n t mode 

o f d e m o n s t r a t i o n [ L a p l a c e 1 8 1 1 , 3 5 7 - 8 ] . 

L a p l a c e ' s memoir [1782] h a d a m a r k e d i m p a c t on B r i s s o n 

[ 1 . 6 ] . By t h e l a t e 1 8 0 0 ' s we n o t i c e an e x t e n s i v e d e v e l o p m e n t o f 

d e f i n i t e i n t e g r a l m e t h o d s , i n c l u d i n g e v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n 

t e g r á i s , by L a p l a c e , B r i s s o n , P o i s s o n , F o u r i e r and C a u c h y . A p a r t 

f r o m L a p l a c e , a l l t h e s e a n a l y s t s made some c o n t r i b u t i o n s a r o u n d 

t h e same t i m e a l s o t o t h e a p p l i c a t i o n o f o p e r a t o r m e t h o d s o f 

s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . I m p o r t a n t n o v e l t i e s 

Lú£re- mfa&WiUsuch a s t h e F o u r i e r t r a n s f o r m , e x t e n d e d by C a u c h y i n 

t h e 1 8 2 0 ' s . T h u s , t h e s t a r t i n g p o i n t o f t h i s s e c t i o n w i 11 be 

L a p l a c e ' s work d u r i n g t h e p e r i o d 1785-1811 on d e f i n i t e i n t e g r a l 

m e t h o d s . We f o c u s n e x t on F o u r i e r ' s i n n o v a t i o n s ^ c o m m e n t i n g a l s o 

o n P o i s s o n ' s w o r k . We e n d w i t h C a u c h y ' s r e f o r m u l a t i o n o f t h e c a l -

c u l u s o f o p e r a t i o n s i n t h e 1 8 2 0 ' s . 

One i n s t a n c e o f L a p l a c e ' s w o r k i n t h i s á r e a i s h i s m e t h o d o f 

s o l v i n g o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 1 7 . 1 ) V+sT=0, 

w h e r e V,T a r e l i n e a r f u n c t i o n s o f y ( s ) and i t s d i f f e r e n t i a l s 

- a n d / o r i t s d i f f e r e n c e s - a n d w h e r e t h e v a r i a b l e s e n t e r s o n l y i n 

t h e f i r s t d e g r e e . L a p l a c e assumed y ( s ) t o be o f t h e f o r m 

a n d u n d e r t h i s t r a n s f o r m , l a t e r c a l l e d a f t e r h i m , e q u a t i o n ( 1 7 . 1 ) 

a s s u m e s t h e f o r m 

( 1 7 . 2 ) y ( s ) 

( 1 7 . 3 ) 

w h e r e M, N f u n c t i o n s o f x [ 1 7 8 5 , 2 4 9 - 2 5 0 ] . 

From (17.3) he d e d u c e d t h e e q u a t i o n s 
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d(N(p(x) ) 

( 1 7 . 4 ) M<p(x) » 0, and 

d x 

( 1 7 . 5 ) C + e—~N<p<x) = 0. 

By i n t é g r a t i o n , ( 1 7 . 4 ) l e a d s t o t h e d é t e r m i n a t i o n o f f u n c t i o n 

q>(x) a s 

f M 
H - d x 

( 1 7 . 6 ) (p(x) = - e
j N 

N 

i n a n a r b i t r a r y c o n s t a n t . E q u a t i o n (17.5) r e l a t e s o n l y t o t h e 

l i m i t s o f t h e i n t é g r a l f o r m (17.2) [ 1 8 7 5 , 2 5 0 - 2 5 1 ]
( 1

> . 

I n t h e c a s e o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , t h e m e t h o d 

w h i c h f e a t u r e d p r o m i n e n t l y i n t h e 1800's l e d t o s é r i e s s o l u t i o n s 

c o n v e r t e d t o d e f i n i t e i n t é g r a i s . T h i s method was a p p l i e d i n
A
l a t e 

1 8 0 0's a l m o s t s i m u l t a n e o u s l y by P o i s s o n , L a p l a c e a n d F o u r i e r f o r 

t h e s o l u t i o n o f t h e h e a t - d i f f u s i o n é q u a t i o n . L a p l a c e ' s p r o c é d u r e 

i n 1809 m o t i v a t e d F o u r i e r t o e s t a b l i s h h i s own i n t é g r a l m e t h o d s 

i n 1811 w h i c h f o r m a n i m p o r t a n t aovowo* i n a n a l y s i s . O m i t t i n g 

P o i s s o n ' s p r o c é d u r e , we w i 11 f i r s t g i v e a s k e t c h o f L a p l a c e ' s 

s o l u t i o n o f t h i s é q u a t i o n i n h i s " M é m o i r e s u r d i v e r s p o i n t s 

d ' a n a l y s e " [ 1 8 0 9 ] . 

L a p l a c e f i r s t s o l v e d t h e é q u a t i o n 

( 1 7 . 7 ) û ^ y C x . X i J - û i y C x . x i ) . 

w h e r e A a n d A i a r e r e l a t i v e t o x a n d X i r e s p e c t i v e l y . F o r he 

b e l i e v e d t h a t "Dans l e s q u e s t i o n s d e l i c a t s de 1 ' A n a l y s e i n 

f i n i t é s i m a l e , i l e s t t r è s u t i l e de c o n s i d é r e r l e s c h o s e s r e l a 

t i v e m e n t aux d i f f é r e n c e s f i n i e s , e t de v o i r l e s m o d i f i c a t i o n 

q u ' e l l e s s u b i s s e n t d a n s l e p a s s a g e du f i n i s à 1 ' i n f i n i m e n t p e t i t " 

[ 1 8 0 9 , 1 8 7 ] . 

H e n c e , L a p l a c e r e g a r d e d u ( t , t i ) a s t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n 

o f y ( x , X i ) . A c c o r d i n g l y , by h i s t h e o r y as i n [1782] - s e e s e c t i o n 

1.5- t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n o f A
2

y < x , X i ) - A
x
y ( x , X i ) w i l l be 

u [ ( l / t - l )
2

 - ( 1 / t - 1 ) J . By d e v e l o p m e n t an d p a s s a g e f r o m t h e 

f u n c t i o n s t o t h e i r c o e f f i c i e n t s , he o b t a i n e d t h e s o l u t i o n o f 

(17.7) i n t h e s é r i e s f o r m 

X i ( X i - 1 ) 
(17.8) y ( x , x

1
) « y ( x , 0 ) + X i A

2

y ( x , 0 ) + A-*y(x,0) + . . . 
1.2 

[ 1 8 0 9 , 1 8 8 ] . 
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Now, s w i t c h i n g f r o m f i n i t e d i f f é r e n c e s t o d i f f e r e n t i a l s and 

p u t t i n g y ( x , 0 ) - < p ( x ) , é q u a t i o n (17.7) becomes 

(17.9) - , 
O x = - 7 ) X ! 

and i t s s o l u t i o n ( 17.6) r e s p e c t i v e l y , 

d
2

t p ( x ) x ? ' d*<p(x) 
(17.10) y = <p(x)+X! + 

dx^* 1.2 dx
M 

[ 1 8 0 9 , 1 8 9 ] . B a s e d upon known r e s u l t s , s u c h a s 

( 1 7 . 1 1 ) | e * d z -
 > 

he o b t a i n e d c o n s e q u e n t l y (17.10) i n t h e f u n c t i o n a l f o r m 

1 \ * 
( 1 7 . 1 2 ) y l e cp(x+2z>Txi ) d z . 

-Jn J 
P o i s s o n h a d g i v e n t h e s o l u t i o n o f (17.9) i n p o w e r - s e r i e s w i t h two 

a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ s e e ( 1 7 . 2 6 ) ] o b s e r v i n g t h a t t h e c o m p l è t e i n 

t e g r a l d é p e n d s Lonl_y_T
u

P
o n o n e

 a r b i t r a r y f u n c t i o n . So L a p l a c e went 

on t o show t h a t P o i s s o n ' s c l a i m was r i g h t a n d t h a t i n d e e d h i s own 

d e f i n i t e i n t e g r a l s o l u t i o n (17.12) was t h e c o m p l è t e i n t e g r a l o f 

t h e h e a t - d i f f u s i o n é q u a t i o n (17.9) [,1809,187,190-193] <
2 Î

 . 

Two y e a r s l a t e r L a p l a c e a p p l i e d h i s t r a n s f o r m ( 1 7 . 2 ) f o r t h e 

s o l u t i o n o f l i n e a r p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s r e l a t e d t o 

P r o b l e m s o f p r o b a b i l i t y . D e a l i n g w i t h t h e é q u a t i o n 

U ^ U " ~ à A U 
(17.13) - - 2U+2u + , 

r -̂ "b u D u
2 

he assumed t h e t r a n s f o r m 

( 1 7 . 1 4 ) U ( M ) = ( p ( t , r ) e - M t
d
t 

a n d a r r i v e d a t t h e c o m p l e x d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m 

(17.15) U ( u ) = e
1

* J e * F [ ( s - u i ) e
- 2 a

"] d s 

where T an a r b i t r a r y f u n c t i o n [ 1 8 1 1 . 3 7 7 - 3 7 9 ] <
3 Ï

. 

I n t h e i n t r o d u c t i o n o f t h i s p a p e r L a p l a c e c l a i m e d t h a t 

A r b o g a s t ' s m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s f o r m s p a r t o f h i s own 

" c a l c u l d e s f o n c t i o n s g é n é r a t r i c e s " . T h i s c a l c u l u s "donne a l a 

f o i s l a d é m o n s t r a t i o n e t l a v r a i e m é t a p h y s i q u e " o f A r b o g a s t ' s 

3

 r -s
3 
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method a s w e l l a s i l l u s t r â t e s " l ' a n a l o g i e s i n g u l i è r e d e s p u i s 

s a n c e s e t d e s d i f f é r e n c e s " o b s e r v e d by L e i b n i z [1811,358-360]<"*>. 

New m e t h o d s i n t h i s d i r e c t i o n w ere p r o p o s e d by F o u r i e r 

a r o u n d 1 8 1 1 . D e a l i n g w i t h t h e d i f f u s i o n o f b e a t , F o u r i e r c o n -

t r i b u t e d s u b s t a n t i e l l y i n b o t h t h e p h y s i c a l a n d m a t h e m a t i c a l 

a s p e c t s o f t h i s t h e o r y e s t a b l i s h i n g a new g e n e r a ł i n t é g r a l m e t h o d 

w h i c h i n v o l v e d t r i g o n o m é t r i e f u n c t i o n s . A c q u a i n t e d w i t h L a p l a c e ' s 

work o n t h e d i f f u s i o n é q u a t i o n , he was m o t i v a t e d t o f i n d an i n 

t é g r a l s o l u t i o n f o r t h i s é q u a t i o n . H i s m a j o r a c h i e v e m e n t s w e r e 

p r e s e n t e d i n a p a p e r p u b l i s h e d i n 1 8 1 1
< 0 )

. 

H i s r e s u l t s w e r e c o n s e q u e n t l y i n c o r p o r a t e d i n h i s T h é o r i e de 

l a • C h a l e u r [1822] w h e r e he p r e s e n t e d t h e a p p l i c a t i o n o f o p e r a t o r 

c a l e u l u s f o r t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . 

O p e r a t o r m e t h o d s w e r e f i r s t i n t r o d u c e d by F o u r i e r i n a p a p e r 

w r i t t e n i n 1818 [ G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 9 0 , a r t 1 0 . 4 . 2 ] . D e a l i n g w i t h 

d u d
2

u 
(17.16) — = 

d t d x
2 

i n a b o u n d a r y d o m a i n , he assumed i t s s o l u t i o n t o be i n t h e s é r i e s 

f o r m 

( 1 7 . 1 7 ) u - Za
n
e~**

H

 c o s q
n
x . 

n 

U n d e r some f u r t h e r a s s u m p t i o n s , (17.17) was c h a n g e d i n t o a n i n 

t é g r a l 

(17.18) u - [ Q ( q ) c o s q x e*^ dq 

w i t h t h e i n i t i a l c o n d i t i o n 

(17.19) v - f ( x ) , when t - 0 , 0<x<+<*> , 

U n d e r ( 1 7 . 1 9 ) we h a v e 
ö«

3 

(17.20) f ( x ) ~ | Q ( q ) c o s q x d q , 

an i n t é g r a l é q u a t i o n w h e r e Q(q) i s t o be d e t e r m i n e d . C o n v e r t i n g 

(17.20) b a c k t o s u m m a t i o n , F o u r i e r , i n t e g r a t i n g t h e s é r i e s t e r m 

by t e r m o v e r t h e i n t e r v a l [ 0 , n / d x ] , e v a l u a t e d i t s c o e f f i c i e n t s Q*, 

a r r i v i n g f i n a l l y a t t h e f o r m u l a 
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( 1 7 . 2 1 ) Q(q) - - f ( x ) c o s q x d x . 2

-ï 

n J, 
S u b s t i t u t i o n o f (17.21) b a c k i n t o ( 17.20) l e d t o t h e " F o u r i e r i n 

t é g r a l t h e o r e m " f o r t h e r e p r é s e n t a t i o n o f a n a r b i t r a r y f u n c t i o n 

f ( x ) i n t h e f o r m ^ 

n J 0 J « ( 1 7 . 2 2 ) f ( x ) j | f ( u ) c o s q u c o s q x d u d q 

( 1 8 2 2 , a r t . 3 4 2 - 3 5 9 ] . 

T h e r e f o r e , t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f ( 1 7 . 1 6 ) o f t h e f o r m 

( 1 7 . 1 8 ) becomes ^ 

u - - [ [f(u ( 1 7 . 2 3 ) u - - I | f ( u ) c o s q u c o s q x e"^ d u d q <
6 >

. 

F o u r i e r u s e d h i s t h e o r e m (17.22) f o r t h e d i r e c t é v a l u a t i o n o f 

d e f i n i t e i n t é g r a i s , s u c h a s (17.11) { 1 8 2 2 , a r t 3 5 8 - 3 7 0 ] . F i n a l l y 
- M 

ne c o m p a r e d t h e v a r i o u s f o r m s o f t h e s o l u t i o n o f (17.16) / he h a d 

o b t a i n e d s o f a r . 

T h è s e s o l u t i o n s i n c l u d e d (17.23) i n t h e f o r m 

1 * ^° 

( 1 7 . 2 4 ) u - — f ( u ) c o s ( q x - q u ) e"^
1

 d u d q 
2n J J

0
 ' 

L a p l a c e ' s f u n c t i o n a l f o r m ( 1 7 . 1 2 ) , as w e l l a s a t h i r d f o r m 

d u f ( u ) 
( 1 7 . 2 5 ) u -

.*J 2.<n.<t 

T h e f o r m (17.25) was d e d u c e d f r o m (17.24) by i n t é g r a t i o n r e l a t i v e 

t o q a n d f r o m h i s e a r l i e r é v a l u a t i o n o f t h e d e f i n i t e i n t é g r a l 

w h i c h t h u s é m e r g e s . I n f a c t , L a p l a c e ' s s o l u t i o n ( 17.12) was 

d e d u c e d f r o m (17.25) by l e t t i n g ( u - x ) / (2^Tt ) =z, t = X i a n d f(u)=(p(u) 

[ 1 8 2 2 , a r t 3 9 7 - 3 9 8 ] . 

I n t h e n e x t a r t i c l e o f [1822] he d e d u c e d L a p l a c e ' s s é r i e s 

f o r m ( 1 7 . 1 0 ) and P o i s s o n ' s r e s p e c t i v e s o l u t i o n 

x
2

 x
4

 x
3 

( 1 7 . 2 6 ) u-(p(t) + cp'(t) + — t p " ( t ) + . . . . + x v ( t ) + — m ' ( t ) + ... 
2! 41 3! 

a c k n o w l e d g i n g t h e l a t t e r f o r h i s r e m a r k t h a t t h e c o m p l è t e s o l u 

t i o n d é p e n d s upon one a r b i t r a r y f u n c t i o n . 

I n a r t i c l e 401 F o u r i e r o b s e r v e d t h a t t h e s é r i e s (17.10) c a n 

i n f a c t be w r i t t e n i n t h e f o r m 

( 1 7 . 2 7 ) u = e -
t D

> ( x ) , D = d/dx . 
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I n d e e d , by e x p a n s i o n , ( 1 7 . 2 7 ) assumes t h e f o r m 

d
2

 t
2

 d
4 

( 1 7 . 2 8 ) u = <p(x)+t tp(x) + — tp(x) + 
d x

2

 2! d x * 

w h i c h i s i d e n t i c a l t o ( 1 7 . 1 0 ) i f we r e g a r d t = x
x
. F u r t b e r , s i n c e 

we know t h a t 

X 2 X"* x
ö 

c o s x = 1- — + — - — + t h e f i r s t p a r t o f t h e f o r m u l a 
2! 4! 6! 

( 1 7 . 2 6 ) c a n be w r i t t e n s y m b o l i c a l l y i n t h e f o r m 

( 1 7 . 2 9 ) c o s ( x < ( - D ) ](p(t) . 

The s e c o n d p a r t o f ( 1 7 . 2 6 ) c a n be d e d u c e d f r o m ( 1 7 . 2 9 ) by i n 

t é g r a t i o n r e l a t i v e t o x a n d s u b s t i t u t i o n o f n> ( t ) f o r ( p ( t ) . H e n c e , 

t h e c o m p l è t e s o l u t i o n o f t h e h e a t - d i f f u s i o n é q u a t i o n c a n a l s o be 

w r i t t e n a s 

( 1 7 . 3 0 ) u = cos[x>T<-D) ] ( p ( t ) + Y ( t ) J c o s Cx<(-D) ) d x <
7 >

 . 

He went on t o v e r i f y t h è s e O p e r a t o r f o r m s by d i f f e r e n t i a -

t i o n . A s i m i l a r t r e a t m e n t was u n d e r t a k e n f o r t h e s o l u t i o n o f 

o t h e r é q u a t i o n s , s u c h a s : 

d
2

u d
2

u d
2

u 
( 1 7 . 3 1 ) « + . 

d t
2

 d x
2

 d y
2 

d
2

 d
2

 d
2

u 
F o r ( 1 7 . 3 1 ) he p u t D** + and s o l v e d t h e é q u a t i o n = Du 

d x
2

 d y
2

 d t
2 

[ 1 8 2 2 , a r t 4 0 1 - 4 0 3 ; s e e a l s o , G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 9 0 , c h a p t e r 1 0 , 

p a r t i c u l a r l y 1 0 . 4 . 2 ] . 

F o u r i e r ' s s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s a s i n 

h i s [1822] h a d a c o n s i d é r a b l e i m p a c t on E n g l i s h a n a l y s t s a r o u n d 

1 8 4 0 , p a r t i c u l a r l y R . L . E l l i s and D . F . G r e g o r y . H o w e v e r , t h e 

F o u r i e r t r a n s f o r m was n o t w i d e l y u s e d . I t was a c k n o w l e d g e d , 

h o w e v e r , by B o o l e i n 1859 t h a t F o u r i e r ' s t h e o r e m a f f o r d s t h e o n l y 

g ê n e r a i method known f o r t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s w i t h more t h a n two i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s
< e )

. Of c o n 

s i d é r a b l e i n f l u e n c e w ere a l s o P o i s s o n ' s raethods f o r t h e s o l u t i o n 

o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , i n c l u d i n g h i s o r i g i n a l w ork o n 

t h e é v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . P a r t i c u l a r l y , h i s s o l u t i o n 

f o r t h e 3 - d i m e n s i o n a l wave é q u a t i o n , ( 1 7 . 3 2 ) , was a c k n o w l e d g e d b y 

B o o l e as " e n t i r e l y s p e c i a l " [ s e e ( 8 ) ] . 
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A r o u n d 1616 P o i s s o n u s e d o p e r a t o r m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n 

o f t h e wave e q u a t i o n : 

d
a

u 
(17.32) " h

a 

d t
3

 k l x
a

 dy 

p d
a

u d
a

u d
a

u-i 

U x
a

 d y
3

 d z
a

J 

d
a

 d
a

 d
a 

h a c o n s t a n t . P u t t i n g S
a

 f o r + + he w r o t e (17.32) 
d x

2

 d y
2

 d z
a 

i n t h e f o r m 

d
a

u 
(17.33) - h

2

5
2

u . 
d t

3 

He t h e n p r o v i d e d a p o w e r - s e r i e s s o l u t i o n i n w h i c h t h e f a c t o r 

( 1 7.34) e*<»* 

a p p e a r e d where a = p c o i 0 a n d p
a

= S
2

. Thus (17.34) was a d i f f e r e n t i a l 

o p e r a t o r a n d by a p p l i c a t i o n o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m ( 1 5 . 1 ) and by 

p r o p e r t i e s o f d e f i n i t e i n t e g r a l s , he a r r i v e d a t t h e s o l u t i o n o f 

(17.32) i n f u n c t i o n a l t r i g o n o m e t r i c f o r m
t 9 >

. 

I n h i s (18231 P o i s s o n u n d e r t o o k a g e n e r a l s t u d y o f t h e e q u a 

t i o n 

d
a

z r d
2

z mz-i 
( 1 7 . 3 5 ) - a

2

 . 
d t

a

 L d x
2

 x
2

J 

P u t t i n g X i = x + a t , he r e g a r d e d z t o be a s e r i e s i n a s c e n d i n g p o w e r s 

o f x i n t h e f o r m 

dtpxx d 2 t p x i 
(17.36) z = x ^ p x + A i X * *

1

 + A j X * *
2

 +. . . . 
d x i d x i

2 

w h e r e k i s d e t e r m i n e d by 

(17.37) k ( k - l ) - m. 

He t h e n p r o v i d e d r e c u r s i v e r e l a t i o n s f o r t h e c o e f f i c i e n t s An and 

f i n a l l y f o u n d t h e c o m p l e t e s e r i e s s o l u t i o n o f ( 1 7 . 3 7 ) a s a s e r i e s 

i n two a r b i t r a r y f u n c t i o n s ( 1 8 2 3 , 2 1 6 - 8 ] . 

N e x t he n o t i c e d t h a t f o r m=0 (17.35) becomes t h e v i b r a t i n g -

s t r i n g e q u a t i o n ( 1 4 . 1 3 ) , and u n d e r t h e t r a n s f o r m a t i o n z - e ^
o t

y ( x ) 

we a r r i v e f r o m ( 1 7 . 3 5 ) a t t h e g e n e r a l i z e d f o r m o f t h e e a r t h 

f i g u r e e q u a t i o n ( 1 4 . 8 ) w i t h m assumed now t o be o f t h e f o r m 

i ( i + l ) . P o i s s o n m e n t i o n e d t h a t L e g e n d r e h a d i n t e g r a t e d t h e l a t t e r 
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é q u a t i o n i n f i n i t e f o r m when i i s an i n t e g e r [ 1 8 2 3 , 2 1 9 - 2 2 2 ] . 

T h e n , he went on t o p u t t h e c o m p l è t e s é r i e s s o l u t i o n o f ( 1 7 . 3 5 ) 

i n f i n i t e f o r m by means o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . P u t t i n g 

An « - r — and B
n
 = (Pp°dp, P a f ù n c t i o n o f p, he d e t e r m i n e d A

n
 a s 

n! J 

a s d e f i n i t e i n t é g r a i s a n d f i n a l l y , by means o f T a y l o r ' s t h e o r e m , 

he a r r i v e d a t t h e f o r m 

( 1 7 . 38) z=x* ( p ( x c o s w + a t ) s i n
2 J

* -
1

w d w + x
1

*
1

 tp(xcosw+at ) sin
3 }

*
a

'-
1

wdw 

where k , k i > t h e two v a l u e s o f k d e t e r m i n e d by ( 1 7 . 3 7 ) [ 1 8 2 3 , 2 2 2 -

2 2 5 ] . He t h e n g a v e s p e c i f i c v a l u e s t o k, k i a n d p r o v i d e d by 

(17.38) t h e s o l u t i o n s o f known é q u a t i o n s . P o i s s o n ' s p r o c é d u r e was 

r e s e m b l a n t t o t h a t o f B r i s s o n ' s i n h i s [1808] whom i n f a c t he 

m e n t i o n e d a t a c e r t a i n i n s t a n c e [ 1 8 2 3 , 2 2 8 ] . 

E n g l i s h a n a l y s t s , s u c h as E l l i s , G r e g o r y a n d B o o l e , t h o u g h 

aware o f P o i s s o n " s w o r k i n g ê n e r a i , seem t o h a v e i g n o r e d h i s 

t r e a t m e n t o f t h e e a r t h — f i g u r e e q u a t i o n <
1 0 )

. Aware a l s o of 

d e f i n i t e i n t e g r a l s o l u t i o n s , t h e y d i d n o t use them w i d e l y . What 

-the avjJ 
was f o r them a r o u t i n e m e t h o d i n ^ l a t e 1 8 3 0 ' s ^ e a r l y 1 8 4 0 ' s was 

t h e u s e o f s é r i e s m e t h o d o n u n e s s i m i l a r t o t h o s e o f P o i s s o n b u t 

most p r o b a b l y i n d e p e n d e n t f r o m h i m [ s e e c h a p t e r 4 ] . 

We end w i t h C a u c h y
1

 s w o r k on Operator c a l c u l u s p u b l i s h e d i n 

1 8 2 7 . I n t h e i n t r o d u c t i o n o f h i s p a p e r "Sur ^ ' a n a l o g i e d e s p u i s 

s a n c e s e t d e s d i f f é r e n c e s " [1827] C a u c h y m e n t i o n e d B r i s s o n ' s u n -

p u b l i s h e d m e m o i r s w r i t t e n i n 1821 and 1823. C a u c h y was i m p r e s s e d 

by B r i s s o n ' s s y m b o l i c a l m e t h o d s w h i c h he d e v e l o p e d i n h i s [1827] 

i n a m o d i f i e d , more g ê n e r a i and more r i g o r o u s w a y <
l x >

 . We w i l l 

n o t e h e r e some o f t h e most c h a r a c t e r i s t i c p r o c é d u r e s a n d r e s u l t s 

g i v e n by h i m i n t h a t m e m o i r . 

P u t t i n g D f o r d / d x , C a u c h y w r o t e s y m b o l i c a l l y t h e s o l u t i o n u 

o f t h e é q u a t i o n 

(17.39) F ( D ) u - f ( D ) f ( x ) 

i n t h e f o r m 
f (D) 

( 1 7 . 4 0 ) u •f ( x ) . 

F ( D ) 

One c a n e a s i l l y e s t a b l i s h , he w r o t e , t h e f o r m u l a e 
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( 1 7 . 4 1 ) F ( D, A ) [ f ( D , A ) f ( x ) ] - [ F ( D , A ) f ( D . A ) ] f ( x ) = f ( D , A ) [ F ( D , A ) ) f ( x ) , 

( 1 7 . 4 2 ) F(D)e
r

" « e ^ F ( r ) 

F ( D ) [ e ™ f ( x ) ] = e ™ F ( e + D ) f (x) , 

and o t h e r s o f s i m i l a r n a t u r e ( 1 8 2 7 , 2 0 0 - 2 0 1 ] . F o r m u l a e ( 1 7 . 4 1 ) -

( 1 7 . 4 2 ) w e r e t o be r e i n v e n t e d by G r e g o r y a n d B o o l e a r o u n d 1839-

1844 I c h a p t e r 4 ) . 

C a u c h y ' s i n n o v a t i o n was t o draw o n h i s own c o m p l e x - v a r i a b l e 

v e r s i o n o f F o u r i e r ' s i n t e g r a l t h e o r e m 

( 1 7 . 4 3 ) •-*-> * f ( X ) d a d X , 

where i*=<(-l) , i n o r d e r t o f i n d e x p r e s s i o n s f o r F ( D ) f ( x ) , 

F ( A ) f ( x ) e t c . A c c o r d i n g t o t h e t r a n s f o r m a t i o n (17.43)^ e a c h o f t b e 

e x p r e s s i o n s m e n t i o n e d above a c q u i r e d a d o u b l e i n t e g r a l f o r m w h i c h , 

he c l a i m e d , h a s v e r y i m p o r t a n t p r o p e r t i e s [ 1 8 2 7 . 202-208] <
1 2

>. 

He t h e n went o n t o i n t r o d u c e two m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f 

a l i n e a r é q u a t i o n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s w h i c h i s w r i t t e n 

s y m b o l i c a l l y i n t h e f o r m 

( 1 7 . 4 4 ) F ( D x , D y Ax ) u - f ( x , y ) . 

The p r i n c i p l e s o f t h e f i r s t m ethod s k e t c h e d b e l o w were a t t r i b u t e d 

t o B r i s s o n [ s e e a l s o 1 . 6 ] . L e t F be d e c o m p o s e d i n n i n t e g r a l 

f u n c t i o n s F i F
n
, t h e n é q u a t i o n ( 1 7 . 4 4 ) i s r e d u c e d t o t h e Sys

tem o f é q u a t i o n s 

F i ( D x ) u
n
- i = f ( x . y ) 

( 1 7 . 4 5 ) 

F
n
( D x . . . . ) U = U i . 

I f f u n c t i o n F i s o f d e g r e e n. t h e n t h e i n t é g r a t i o n o f (17.44) 

a m o u n t s , t o t h e i n t é g r a t i o n o f n é q u a t i o n s o f t h e f i r s t o r d e r . 

A c c o r d i n g t o t h i s m e t h o d , i n d e p e n d e n t l y i n t r o d u c e d by 

G r e g o r y i n 1 8 3 9 , t h e v a l u e s o f u . U i , u
2
, . . . a r e g i v e n i n t h e 

f o r m o f m u l t i p l e i n t é g r a i s w h i c h a r e r e d u c e d t o i n t é g r a i s o f a 

l o w e r o r d e r by i n t é g r a t i o n by p a r t s . C a u c h y o b t a i n e d f o r t h e c a s e 

o f a d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n o f o r d e r n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s 

a o . a i , . . , a
n
 t h e c h a r a c t e r i s t i c é q u a t i o n 

( 1 7 . 4 6 ) F ( r ) = a
0
r " + . . . .+ar,_ir+a

0
= 0 , 

and e x a m i n e d t h e c a s e s where t h e r o o t s o f ( 1 7 . 4 8 ) a r e d i s t i n c t o r 

m u l t i p l e , r e a l o r i m a g i n a r y [ 1 8 2 7 , 2 1 1 ] . 
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I n t h e c o u r s e o f h i s p a p e r he r e g a r d e d t h e I n t e g r a l s o f 

s i m p l e f i r s t - o r d e r é q u a t i o n s , s u c h a s , 

dy 
( 1 7 . 4 7 ) r y = f ( x ) o r ( D - r ) y = f ( x ) 

dx 

a s known. I t was o n l y i n t h e a d d i t i o n t o t h i s p a p e r t h a t h e a p 

p l i e d t h e s y m b o l i c f o r m u l a e (17.42) f o r t h e s o l u t i o n o f ( 1 7 . 4 7 ) . 

He p r o p o s e d two m e t h o d s . A c c o r d i n g t o t h e f i r s t he a s s u m e d 

f ( x ) = 0 , f o u n d y by i n t é g r a t i o n by p a r t s a n d t h e n , a c c o r d i n g t o 

t h e l a s t f o r m u l a o f (17.42) he d e d u c e d ( D - r ) ( e
r x

z ] = f ( x ) o r 

D z
n

e ~
r x

f ( x ) , h e n c e 

e - * - * f ( x ) r 
z= •» \e-

ry<

f ( x ) d x , a n d s i n c e y-e*"**z we g e t 
D J 

( 1 7 . 4 8 ) y- e ^ j e ^ x f ( x ) d x , 

a s i t i s known. 

— rx 
A c c o r d i n g t o t h e s e c o n d method he s u b s t i t u t e d e f ( x ) f o r 

f ( x ) i n t h e l a s t f o r m u l a o f (17.42) a n d a r r i v e d a t 

( 1 7 . 4 9 ) F ( D ) [ f ( x ) ] - e«-*F(D+r) [ e - ™ f (x) ] . 

F i n a l l y , a p p l y i n g ( 1 7 . 4 9 ) when F ( D ) = D - r we h a v e f r o m t h e s e c o n d 

f o r m u l a i n (17.47) t h a t 

f ( x ) 1 f 
y- -

 e

r x

- ( e -
r x

f ( x ) ] = e
r x

 e "
r x

f ( x ) d x . 

D-r D J 
T h i s l a s t o b s e r v a t i o n C a u c h y a t t r i b u t e d a g a i n t o B r i s s o n [ 1 8 2 7 , 

2 3 6 - 2 3 8 ] . 

As i t i s e v i d e n t f r o m t h e f o r m u l a e (17.41) C a u c h y was a w a r e 

o f t h e c o m m u t a t i v e l a w . O t h e r i n s t a n c e s show a l s o h i s a c q u a i n -

t a n c e w i t h t h e d i s t r i b u t i v e l a w [ 1 8 4 3 b , 3 1 ] , H o w e v e r , d e s p i t e a 

g ê n e r a i r é f é r e n c e t o " l e s g é o m è t r e s " who h a d a p p l i e d s y m b o l i c a l 

m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s s u c h a s ( 1 7 . 4 7 ) , C a u c h y d i d 

n o t r e f e r t o e i t h e r S e r v o i s o r F r a n ç a i s ( 1 8 2 7 , 2 3 6 ] . 

The s e c o n d m e t h o d s u g g e s t e d f o r t h e s o l u t i o n o f l i n e a r d i f -

f e r e n t i a l é q u a t i o n s o f o r d e r n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s was t h e 

e x p a n s i o n t h e o r e m ( 1 7 . 5 1 ) . I n t h e c a s e where t h e r o o t s o f ( 1 7 . 4 6 ) 

a r e u n e q u a l , t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n 

( 1 7 . 5 0 ) F ( D ) y = f ( x ) 

i s g i v e n by t h e t h e o r e m 
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2 
K

*
ł

 F ' (r„) ( D - r
K
) 

f ( x ) 
(17.51) y 

f (x) 
w h e r e e-*"*f ( x ) d x [ 1 8 2 7 , 2 2 8 1 . 

D-r 

He a l s o s t u d i e d t h e c a s e o f e q u a l r o o t s a n d p r o v i d e d e x a m p l e s o f 

t h e a p p l i c a t i o n o f t h e e x p a n s i o n t h e o r e m f o r t h e s o l u t i o n o f 

f i n i t e d i f f é r e n c e a n d m i x e d é q u a t i o n s [ 1 8 2 7 , 2 2 9 - 2 3 5 1 . 

C a u c h y was t h e f i r s t t o i n t r o d u c e t h e e x p a n s i o n t h e o r e m 

(17.51) , nowadays a t t r i b u t e d t o H e a v i s i d e [ P e t r o v a 1 9 8 7 , 4 , 8 - 1 1 ] . 

T h i s t h e o r e m was r e i n v e n t e d i n d e p e n d e n t l y by L o b a t t o i n 1837 and 

B o o l e i n 1841 ( D e a k i n 1 9 8 1 . 3 7 6 1 . I t i s somehow s u r p r i s i n g t h a t 

t h o u g h G r e g o r y was a c q u a i n t e d by 1839 w i t h C a u c h y ' s m e t h o d s , he 

p r o c e e d e d i n d e p e n d e n t l y f o l l o w i n g a m e t h o d w h i c h was a p p a r e n t l y 

l e s s " c o n f u s i n g " t h a n C a u c h y ' s an d c l o s e r t o t h a t by B r i s s o n 

[ c h a p t e r 4 ] . 

M o s t o f t h e r e s u l t s p u b l i s h e d i n C a u c h y (1827] were a l r e a d y 

p r e s e n t e d by h i m i n e a r l i e r w ork i n 1 8 2 1 - 1 8 2 5 , However, I h a v e 

q u o t e d f r o m [1827] a s i t i s b e t t e r k n o w n . He a l s o p r o d u c e d some 

w o r k on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

f ( x + y ) = f ( x ) f ( y ) 

( 1 7 .52) f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y ) 

f ( x y ) = f ( x ) + f ( y ) 

[ 1 8 2 1 , 9 8 - 1 1 3 ] . D e s p i t e h i s r i g o r o u s s t u d y , Cauchy d i d n o t 

d e v e l o p any g ê n e r a i m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a -

t i o n s ^ a n d t h o u g h h i s r e s p e c t i v e w o r k was known a r o u n d 1 8 3 6
y
 he 

was n o t f o l l o w e d by t h e E n g l i s h . E q u a t i o n s o f t h e f o r m ( 1 7 . 5 2 ) 

h a d b e e n s t u d i e d e a r l i e r b y L e g e n d r e a n d L a c r o i x [Dhombres 1 9 8 6 , 

1 5 7 - 1 6 4 ] . 

Ć a u c h y d i d n o t c a r r y h i s s y m b o l i c a l p r o c é d u r e s any f u r t h e r . 

C ommenting upon t h e s y m b o l i c f o r m o f T a y l o r ' s s e r i e s he w r o t e ; 

" T o u t e f o i s , c e s f o r m u l e s , a i n s i d é d u i t e s d'une é q u a t i o n sym-

b o l i q u e , ne p o u r r o n t e n c o r e ê t r e c o n s i d é r é e s comme r i g o u r e u s e m e n t 

é t a b l i e s , l a m é t h o d e q u i l e s a u r a f a i t d é c o u v r i r n ' é t a n t en 

r e a l i t e qu'une m é t h o d e d ' i n d u c t i o n " [ 1 8 4 3 a , 2 7 ] . T h u s , d e s p i t e 

h i s a t t e m p t t o g r o u n d h i s method i n F o u r i e r i n t é g r a i s , he d i d 

n o t t r u s t t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s a s a r i g o r o u s method i n 

g e n e r a ł and d i d n o t t r y t o j u s t i f y i t s p r i n c i p l e s any f u r t h e r . 

What he d i d t h o u g h , was t o f o c u s on p r o b l e m s o f c o n v e r g e n c e a n d 
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t o a p p l y h i s " R e s i d u a l c a l c u l u s " ]p t h e i n t e g r a t i o n o f d i f f e r e n 

t i a l and f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s [ 1 8 4 3 b ] . H o w e v e r , t h i s 

m e t h o d was n o t f o l l o w e d by h i s c o n t e m p o r a r i e s <
x 3

> . 

C l o s e l y 1 i n k e d w i t h t h e o p e r a t o r c a l c u l u s was a n o t h e r 

b r a n c h o f a n a l y s i s w h i c h f l o u r i s h e d i n t h e 1 8 2 0 ' s a n d 1 8 3 0 ' s , 

t h a t o f f r a c t i o n a l i n t e g r a t i o n . I t s p o s s i b i l i t y was c o n s i d e r e d b y 

E u l e r , A r b o g a s t a n d L a p l a c e . F o u r i e r ' s t h e o r e m ( 1 7 . 2 2 ) p r o v i d e d 

d * f ( x ) 

t h e v a l u e o f f o r any number i , b u t t h e a c t u a l t h e o r y o f 
d x

1 

f r a c t i o n a l i n d i c e s a p p e a r e d i n 1832 i n L i o u v i l i e ' s w o r k . T h i s 

b r a n c h o f a n a l y s i s was s t u d i e d by E n g l i s h a n a l y s t s , p a r t i c u l a r l y 

by G r e a t h e e d i n 1 8 3 9 , b u t i t w i l l n o t be d i s c u s s e d a n y f u r t h e r i n 

o u r t h e s i s *
1 4

* . 

As i t i s a r g u e d , C a u c h y ' s work was c o n s i d e r a b l y i n f l u e n c e d 

by L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s and one i m m e d i a t e e v i d e n c e f o r 

t h i s i s C a u c h y ' s d e s c r i p t i o n o f t h e c o n t e n t o f h i s C o u r s 

d ' a n a l y s e [1821] a s " a n a l y s e a l g e b r i q u e " [ G r a b i n e r 1 9 8 1 b , 1 5 - 1 8 ] . 

H o w e v e r , by t h e 1 8 2 0 ' s we h a v e g r a d u a l l y a d e c l i n e o f L a g r a n g i a n 

c a l c u l u s i n F r a n c e a n d a new f o u n d a t i o n o f t h e c a l c u l u s upon t h e 

n o t i o n o f l i m i t s . The E n g l i s h , t h o u g h , d e v e l o p e d t h e L a g r a n g i a n 

t r a d i t i o n d u r i n g t h e 1 9
t n

 c e n t u r y d e s p i t e t h e i r k n o w l e d g e o f 

C a u c h y ' s w o r k . 

The m e thods p r e s e n t e d i n t h i s s e c t i o n h a d n o t a s g r e a t a n 

i m p a c t on E n g l i s h a n a l y s t s a s t h o s e s k e t c h e d i n e a r l i e r s e c t i o n s , 

p a r t i c u l a r l y 1.4-1.6. H o w e v e r , s i n c e r e s u l t s by L a p l a c e , P o i s s o n , 

F o u r i e r and C a u c h y w e r e o f t e n r e f e r r e d t o i n t h e i r w r i t l h g s ^ w e 

t h o u g h t i t a p p r o p r i a t e t o i n c l u d e them s o as t o h a v e a c o m p l e t e 

b a c k g r o u n d on F r e n c h m a t h e m a t i c s . And now we p r o c e e d t o t h e f i n a l 

s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r w h e r e we w i l l i n t r o d u c e t h e m a i n i s s u e s 

t h a t f o r m t h e s k e l e t o n o f o u r s t u d y o f E n g l i s h s y m b o l i c a l 

m e t hods i n a n a l y s i s a n d l o g i c . 

58 



1.8 P h i l o s o p h i c a l and e d u c a t i o n a l i s s u e s o f F r e n c h m a t h e m a t i c s : 

1 7 8 0 - 1 8 2 0 ; s e m i o t i c s . 

Up t o t h i s p o i n t we have b r i e f l y c o v e r e d t h o s e a s p e c t s o f 

F r e n c h m a t h e m a t i c s w h i c h were t o p l a y a p r o m i n e n t r o l e i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l m e thods i n E n g l a n d f r o m t h e 1 800's up 

t o t h e 1 8 6 0 ' s . I n t h e c o u r s e o f b u r s t u d y we n o t i c e d two d i f 

f e r e n t b u t c o m p l e m e n t a r y a p p r o a c h s t o w a r d s l a t e - 1 8
t n

- c e n t u r y 

m a t h e m a t i z a t i o n o f m e c h a n i c s . W i t h L a p l a c e we h a v e t h e 

" a n a l y t i z a t i o n " o f m e c h a n i c s , w h e r e a s w i t h L a g r a n g e 

^ " a l g e b r a i z a t i o n " o f a n a l y s i s . The f o r m e r e l a b o r a t e d a n a l y s i s v i a 

h i s g e n e r a t i n g f u n c t i o n s and d e f i n i t e i n t e g r a l m e t h o d s , t h e l a t 

t e r p u t f o r w a r d h i s v a r i a t i o n a l and a l g e b r a i c o p e r a t o r c a l c u l u s 

[ 1 . 2 , 1.3, 1.5, 1.71. L a g r a n g e r e j e c t e d e m p h a t i c a l l y g e o m e t r i c a l 

i n t u i t i v e e l e m e n t s i n m e c h a n i c s and L a p l a c e f o l l o w e d o n h i s 

l i n e s . I n d i f f e r e n t w a y s , b o t h a n a l y s t s e s t a b l i s h e d f o r m a l i z a t i o n 

i n m a t h e m a t i c s
( 1 >

 and one o f t h e most o b v i o u s c a s e s where t h e i r 

c o m p l e m e n t a r y a p p r o a c h s become e v i d e n t i s i n t h e d e m o n s t r a t i o n 

and a p p l i c a t i o n s o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m [ 1 . 5 1 . L a p l a c e ' s w o r k h a d 

a c o n s i d e r a b l e i m p a c t on 1 9 * ^ - c e n t u r y E n g l i s h a n a l y s t s ; b u t i t 

was a b o v e a l l L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s , a s f u r t h e r d e v e l o p e d 

by A r b o g a s t and h i s f o l l o w e r s [ 1 . 6 ] , w h i c h i n f l u e n c e d t h e 

d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c m e t h o d s i n E n g l a n d . 

I n t h i s s e c t i o n o u r a i m i s t o d i s c u s s v a r i o u s a s p e c t s o f t h e 

L a g r a n g i a n c a l c u l u s i n t h e w i d e r p h i l o s o p h i c a l and e d u c a t i o n a l 

c l i m a t e i n F r a n c e a t t h e t u r n o f t h e c e n t u r y . F o r t h i s p u r p o s e we 

w i l l t o u c h u p o n t h e m a i n e p i s t e m o l o g i c a l i s s u e s o f t h e w o r k o f 

C a r n o t . C o n d i l l a c . D e g e r a n d o , C o n d o r c e t . L a c r o i x and G e r g o n n e
( 2 ) 

f o r t h e i r p r o m i n e n t r o l e i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e m a t h e m a t i c a l 

and p h y s i c a l s c i e n c e s o f t h a t t i m e . D e s p i t e t h e s u b s t a n t i a l d i f 

f e r e n c e s i n t h e work o f t h e s e men, we p e r c e i v e a common p r o f o u n d 

i n t e r e s t i n a l g e b r a - a s t h e l a n g u a g e o f p h i l o s o p h y and s c i e n c e 

p a r e x c e l l e n c e - a s w e l l a s i n t h e s o - c a l l e d method o f " a n a l y s i s " , 

t h e most c h a r a c t e r i s t i c method o f i n q u i r y o f ^ E n l i g h t e n m e n t 

t h o u g h t . 

The p r i n c i p a l f i g u r e u n d e r d i s c u s s i o n i s C o n d i l l a c . The l i n k 

b e t w e e n h i s s e m i o t i c p h i l o s o p h y and t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r i e s o f 

L a g r a n g e and L a p l a c e i s a v e r y s u b t l e o n e . I n f a c t , t h e r e i s 

h a r d l y a n y d i r e c t i n f l u e n c e p e r c e i v e d b e t w e e n h i s p h i l o s o p h y and 

L a g r a n g i a n a l g e b r a i c a n a l y s i s o f t h e l a t e 1 8
t n

 c e n t u r y . H o w e v e r , 
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i n s t a n c e s o f t h e e p i s t e m o l o g y o f C o n d i l l a c a n d b i s f o l l o w e r s h a d 

a c o n s i d e r a b l e i m p a c t on t h e s h a p i n g o f A r b o g a s t ' s w o r k a n d o n 

t h e t e x t - b o o k w r i t e r L a c r o i x , a s w e l l a s i n t h e d e v e l o p m e n t o f 

o t h e r b r a n c h e s o f s c i e n c e . M o r e o v e r , t h e s e t h e o r i e s w ere n o t t o -

t a l l y u n f a m i l i a r t o E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s , s u c h a s f o r e x a m p l e 

Babbage and De M o r g a n . 

Our d i s c u s s i o n w i l l f o c u s m a i n l y on t h o s e e p i s t e r a o l o g i c a l 

i s s u e s t h a t c o n c e r n 

1. The i m p o r t a n c e o f a l g e b r a a s a l a n g u a g e , 

2. The t e n d e n c y t o w a r d s u n i v e r s a l m e t h o d s and u n i t y , 

3. The f o r m - m a t t e r d i s t i n c t i o n , and f i n a l l y 

4 . The p r o p e r t i e s o f s i g n s and t h e i r i n f l u e n c e i n m a t h e m a t i c a l 

r e a s o n i n g . T h e s e p r o p e r t i e s a r e a s s o c i a t e d w i t h a n a l o g y , s y m m e t r y 

s u c c e s s i o n b e t w e e n i d e a s a n d power f o r i n v e n t i o n . 

I n v a r i o u s f o r m s , t h e s e i s s u e s a r e p r o m i n e n t i n a s p e c t s o f 

L a g r a n g e ' s a n d A r b o g a s t ' s c a l c u l u s , a s w e l l a s i n t h e t h e o r i e s o f 

t h e p h i 1 o s o p h e r s a n d m a t h e m a t i c i a n a m e n t i o n e d a b o v e . B o r r o w e d 

f r o m t h e F r e n e n , t h e s e i s s u e s were g r a d u a l l y r e f o r m u l a t e d a n d em-

p h a s i z e d by E n g l i s h a n a l y s t s o f t h e 1810's a n d 1 8 3 0 ' s
/
t o be f u r -

t h e r a p p l i e d s u c c e s s f u l l y t o t h e d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s w i t h i n m a t h e m a t i c s and l o g i c d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 0 - 1 8 6 0 . 

I n what f o l l o w s we w i l l p o i n t o u t i n s t a n c e s o f t h e s e i s s u e s 

w i t h i n F r e n c h m a t h e m a t i c s , p h i l o s o p h y a n d i n s t r u c t i o n o f m a t h e 

m a t i c s h i n t i n g a t t h e i r p r o b a b l e i n f l u e n c e i n t h e w o r k o f t h e 

m a i n E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s and l o g i c i a n s u n d e r s t u d y . I n f a c t , 

a p a r t f r o m c e r t a i n d i r e c t i n f l u e n c e s f r o m t h e L a g r a n g i a n s c h o o l , 

i t i s w o r t h o f a t t e n t i o n t o p e r c e i v e i n t e r e s t i n g i n d e p e n d e n t a p 

p l i c a t i o n s o f t h e s e i s s u e s by t h e E n g l i s h w e l l a f t e r t h e i m p a c t 

o f b o t h L a g r a n g i a n m a t h e m a t i c s and C o n d i l l a c ' s e p i s t e m o l o g y h a d 

f a d e d away i n F r a n c e . 

Our p o i n t o f d e p a r t u r e w i l l be C a r n o t and h i s f o r m u l a t i o n o f 

L a g r a n g e ' s i s s u e on t h e v a r i o u s d e g r e e s o f i n d e t e r m i n a t e n e s s 

w h i c h was t o p l a y an i m p o r t a n t r o l e i n De M o r g a n ' s w o r k . One o f 

t h e m a i n c o n c e r n s o f l a t e - 1 8
f c l

2 _ c e n t u r y m a t h e m a t i c i a n s was t h e 

f o u n d a t i o n s o f t h e c a l c u l u s . The " h o l y h o r r o r " o f t h e i n -

f i n i t e s i m a l s m o t i v a t e d l e n g t h y p h i l o s o p h i c a l d i s p u t e s a n d i n t e r 

e s t i n g i n q u i r i e s
< 3 í

. As we saw i n 1.5, L a g r a n g e d e f i n e d i n 1772 

t h e d e r i v a t i v o o f a f u n c t i o n a l g e b r a i c a l l y a s t h e c o e f f i c i e n t o f 

t h e s e c o n d t e r m i n t h e T a y l o r ' s s e r i e s e x p a n s i ó n [ ( 1 5 . 5 ) - ( 1 5 . 6 ) ] . 

H i s more e x t e n d e d t r e a t m e n t i n h i s T h e o r i e d e s f o n c t i o n s 
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a n a l y t i q u e s [1797] was on p u r p o s e d e v o i d o f l i m i t s o r 

i n f i n i t e s i m a l s . K e e n l y i n t e r e s t e d i n t h e m e t a p h y s i c s o f t h e c a l -

c u l u s . ne p r o p o s e d t h e p r o b l e m o f t h e i n f i n i t é i n m a t h e m a t i c s t o 

t h e Academy o f B e r l i n f o r t h e p r i z e c o n t e s t i n 1 7 8 6 . The w i n n e r 

was L ' H u i l i e r
>
 b u t i t i s C a r n o t ' s p a p e r w h i c h w i l l c o n c e r n u s 

h e r e
1

- *
1

 . 

L . C a r n o t ' s p a p e r was p u b l i s h e d a s a b o o k
A
t i t ł e d R e f 1 e x i o n s 

s u r l a m é t a p h y s i q u e d u c a l c u l i n f i n i t é s i m a l [ 1 7 9 7 ) . T h i s b ook saw 

a n e n l a r g e d m o d i f i e d é d i t i o n a s [ 1 8 1 3 ] <
5 )

- t r a n s l a t e d i n t o E n g l i s h 

a s [ 1 8 3 2 ] . C a r n o t d i d n o t d i s t i n g u i s h s h a r p l y b e t w e e n " a n a l y s i s " 

a n d " s y n t h e s i s " . By c o n v e n t i o n , t h e f o r m e r method assumed t h e 

s o l u t i o n known i n unknown t e r m s and was o f t e n l i n k e d w i t h a l 

g e b r a , w h e r e a s t h e l a t t e r moved f r o m t h e known t o t h e unknown and 

was r e g a r d e d a s p e c u l i a r t o g e o m e t r y . A c c o r d i n g t o C a r n o t , t h è s e 

t w o p r o c é d u r e s were e s s e n t i a l l y t h e s a m e - f o r , i n p r i n c i p l e , a i l 

a n a l y t i c r e s u l t s c o u l d be o b t a i n e d s y n t h e t i c a l l y [ C a r n o t 1 8 1 3 , 

199; s e e a l s o D a s t o n 1 9 8 6 , 274; G i l l i p s i e 1 9 7 1 , 1 4 3 ] . 

C a r n o t h a d a w i d e k n o w l e d g e o f a i l t h e known m e t h o d s o f t h e 

c a l e u l u s a n d showed a p a r t i e u l a r a d m i r a t i o n f o r " l ' a n a l y s e 

l e i b n i t z i e n n e " [ 1 8 1 3 . 2 0 5 ] . He compared a n c i e n t a n d m o d e m 

m e t h o d s o f t h e c a l c u l u s , h o l d i n g t h a t t h e l a t t e r , a s f o u n d e d upon 

a l g e b r a o r upon i n f i n i t é s i m a l a l g o r i t h m s , h a d immense a d v a n t a g e s 

o v e r t h e f o r m e r . H o w e v e r , he a r g u e d t h a t t h e p r i ne i p1 e s o f i n— 

f i n i t e s i m a l a n a l y s i s w e r e b e t t e r e s t a b l i s h e d t h a n t h o s e o f a l 

g e b r a [ 1 8 1 3 , 2 0 1 - 2 0 2 ] . The m a i n d i f f é r e n c e b e t w e e n t h o s e m e t h o d s 

was t h e f a c t t h a t by means o f i n f i n i t é s i m a l a n a l y s i s c e r t a i n 

a u x i l l i a r y , n o n - s e n s i c a l , " s e m i - a r b i t r a i r e s " q u a n t i t i e s w e r e 

e l i m i n a t e d d u r i n g t h e c o u r s e o f i t s p r o c é d u r e s , w h i l e t h i s was 

n o t s o w i t h t h e method o f a l g e b r a . 

C a r n o t , c o n t r a r y t o C o n d i 1 l a c , d i d n o t a c c e p t n é g a t i v e q u a n 

t i t i e s . Whi'c. t h e j u s t i f i c a t i o n o f n é g a t i v e o r i m a g i n a r y num-

b e r s w i l l n o t be p u r s u e d i n t h i s t h e s i s , l e t u s s e e an i n t e r e s t -

i n g p a s s a g e w h e r e a r b i t r a r y q u a n t i t i e s a r e d i s c u s s e d . R e f e r r i n g 

t o L a g r a n g e . whom he a d m i r e d a l o t , C a r n o t w r o t e i n [ 1 8 3 2 , 124-

5] : 

I t has been remarked many times by t h i s profound t h i n k e r , 

t h a t the r e a l s e c r e t o f a n a l y s i s c o n s i s t s i n the a r t of making 

one's s e l f acquainted w i t h the différent degrees of indétermina

t i o n , of which the q u a n t i t y i s capable; an idea which always s t r u c k 

us as f o r c i b l e , and which occasioned our regarding the method of 
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indeterminate q u a n t i t i e s of Descartes as the most important c o r o l -

l a r y t o the method o f exhaustion. 

I n a i l branches of a n a l y s i s taken gêneraily, we observe t h a t 

thèse opérations are always founded on the différent degré es o f i n 

détermination i n the q u a n t i t i e s compared by i t . An a b s t r a c t number 

i s l e s s determinate than a concrète, s i n c e the l a t t e r détermines 

not only the q u a n t i t y but the q u a l i t y of the o b j e c t s u t m i t t e d t o 

the c a l c u l u s . A l g e b r a i c q u a n t i t i e s are more indeterminate than 

a b s t r a c t numbers, because they do not s p e c i f y the q u a n t i t y . Amongst 

thèse l a s t , v a r i a b l e s are more indeterminate than constants, s i n c e 

the l a t t e r are considered f i x e d f o r a longer p e r i o d i n the c a l c u l a -

t i o n . Infinitésimal q u a n t i t i e s are more indeterminate than simple 

v a r i a b l e s , s i n c e they s t i l l continue s u s c e p t i b l e of change, even 

when i t has a l r e a d y been agreed on t o con s i d e r the o t h e r s as 

f i x e d . L a s t l y , the v a r i a t i o n s are more indeterminate than the 

simple d i f f e r e n t i a l s , s i n c e the l a t t e r are r e s t r i c t e d t o v a r y i n g 

according t o a g i v e n law, i n s t e a d o f which the law according t o 

which the others change i s a r b i t r a r y . I h i s g r a d a t i o n i n the d i f 

férent degrees of indétermination i s endless, and i t i s i n t h i s 

union of q u a n t i t i e s more o r l e s s d e f i n e d , more o r l e s s a r b i t r a r y , 

t h a t i s founded the f e r t i l e p r i n c i p l e of the gênerai method of i n 

determinate q u a n t i t i e s , of which the infinitésimal C a l c u l u s i s i n 

t r u t h but a f o r t u n a t e a p p l i c a t i o n . 

T h i s p a s s a g e , a s i n t h e F r e n c h é d i t i o n ( 1 8 1 3 , 2 0 7 - 9 ] , was 

q u o t e d w i t h a p p r o v a l by Babbage [ 1 8 2 7 . 343 f n ] . U n d e r t h e i n 

f l u e n c e o f B a b b a g e ' s and C a r n o t ' s w o r k on t h e e t y m o l o g y o f m a t h e -

m a t i c s . De M o r g a n d e l v e d i n t o t h e i s s u e o f t h e d e g r e e s o f i n 

d é t e r m i n a t i o n o f a l g e b r a i c s y m b o l s i n h i s [1836] a n d c o n s e q u e n t l y 

a p p l i e d i t t o h i s l o g i c u n d e r t h e name o f t h e f o r m - m a t t e r d i s 

t i n c t i o n ( s e e 2.9, 3.5, 6 . 4 - 6 . 7 ] . 

The f o r m - m a t t e r i s s u e i s a l s o e n c o m p a s s e d i n A r b o g a s t ' s 

m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s o f o p é r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n 

t i t y [ 1 . 5 ] . A p p l i e d by B r i s s o n a n d F r a n ç a i s t o t h e s o l u t i o n o f 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , A r b o g a s t ' s m e t h o d - p a r t l y j u s t i f i e d b y 

S e r v o i s and S a r r u s [ 1 . 6 1 - was f u r t h e r d e v e l o p e d by H e r s c h e l , M u r -

p h y , G r e g o r y and B o o l e and was o f c o n s i d é r a b l e i m p a c t on t h e 

l a t t e r ' s p h i l o s o p h i c a l a n d l o g i c a l e n q u i r i e s [ c h a p t e r s 2 - 8 ] . 

I n f a c t , A r b o g a s t was t h e f i r s t m a t h e m a t i c i a n t o d i s c u s s a t 

l e n g t h t h e i n f l u e n c e o f s i g n s i n m a t h e m a t i c a l t h i n k i n g . He h e l d 
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t h o t t h e s e c r e t o f a n a l y s i s 1 i e s i n t h e h a p p y c h o i c e o f s i g n s 

w h i c h h a v e t o be s i m p l e a n d " c a r a c t é r i s t i q u e s de c h o s e q u ' i l s 

d o i v e n t r e p r é s e n t e r " [ 1 8 0 0 , i i ; 1 . 5 ] . On s i m i l a r l i n e s L a p l a c e 

c l a i m e d t h a t s i g n s c a n s e r v e a s a s o u r c e o f i n v e n t i o n : " L a l a n g u e 

de l ' A n a l y s e , l a p l u s p a r f a i t e de t o u t e s , é t a n t p a r e l l e - m ê m e un 

p u i s s a n t i n s t r u m e n t de d é c o u v e r t e s , s e n o t a t i o n s , l o r s q u ' e l l e s 

s o n t ne c e s s a i r e s e t h e u r e ".sesement i m a g i n n e e s , s o n t l e s germes de 

n o u v e a u x c a l c u l s " [ 1 8 1 1 , 3 6 0 ] . 

F o l l o w i n g L a g r a n g e ' s o b s e r v a t i o n , b o t h L a p l a c e a n d A r b o g a s t 

p a i d p a r t i c u l a r a t t e n t i o n t o t h e r e m a r k a b l e a n a l o g y b e t w e e n e x -

p o n e n t a t i o n a n d d i f f e r e n t i a t i o n i n d i c e s . A n a l o g y , i l l u s t r a t e d 

e i t h e r by means o f t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n s o r t h e s é p a r a t i o n o f 

s y m b o l s , was a p o w e r f u l t o o l f o r g e n e r a l i z a t i o n [ 1 . 5 - 1 . 6 ] . Happy 

n o t a t i o n , c l e a r n e s s o f s i g n s , b r e v i t y o f c o m p u t a t i o n a n d i n d u c -

t i v e g e n e r a 1 i z a t i o n v i a a n a l o g y were i n t h e c o r e o f F r e n c h 

" s e m i o t i c s " w h i c h f l o u r i s h e d i n C o n d i l l a c ' s w o r k i n t h e l a t e 1 8
t H 

c e n t u r y . L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s f o u n d a c o n g e n i a l c l i m a t e 

i n C o n d i l l a c ' s t h é o r i e s . T o g e t h e r w i t h L a p l a c e , b o t h a n a l y s t s 

p a i d much r e s p e c t t o C o n d i l l a c i n t h e S é a n c e s o f t h e E c o l e N o r 

ma l e i n 1 7 9 5 . A t t h a t t i m e a i l s t u d e n t s o f t h i s s c h o o 1 w e r e g i v e n 

a c o p y o f C o n d i l l a c ' s L o g i q u e [ 1 7 8 0 ] , p u b l i s h e d s h o r t l y a f t e r h i s 

d e a t h . W h i l e L a g r a n g e ' s work was s h a p e d w e l l b e f o r e h i s a c q u a i n -

t a n c e w i t h C o n d i l l a c ' s w o r k . t h a t o f A r b o g a s t ' s shows o b v i o u s 

t r a c e s o f t h e s e m i o t i c i m p o r t o f L o g i q u e
( 6

 > , I n t h e r e s t o f t h i s 

s e c t i o n we w i 1 1 s t u d y t h e m a i n i s s u e s o f C o n d i l l a c ' s w o r k , i t s 

i m p a c t a s w e l l a s i t s c r i t i c a l r é c e p t i o n . 

F o l l o w i n g L o c k e ' s e m p i r i c a l p h i l o s o p h y , C o n d i l l a c p u t f o r -

w a r d h i s own p o s i t i o n a c c o r d i n g t o w h i c h o u r s e n s é s a r e t h e m a i n 

s o u r c e f o r k n o w l e d g e
< 7 >

. The h i g h ^ l i g h t s o f h i s s o - c a l l e d l a t e r 

" g e n e t i c e p i s t e m o l o g y " a r e é v i d e n t above a i l i n h i s L o g i g u e and 

i n h i s u n f i n i s h e d L a l a n g u e d e s c a l c u l s w h i c h was p o s t h u m o u s l y 

p u b l i s h e d i n 1 7 9 8 . The f o r m e r book i s t o t a l l y d e v o i d o f any e x 

a m p l e s f r o m A r i s t o t e l i a n l o g i c , a s he was a f e r v e n t enemy o f 

t r a d i t i o n a l s y l l o g i s t i c
i e )

. The book i s d i v i d e d i n two p a r t s . I n 

t h e f i r s t p a r t C o n d i l l a c i l l u s t r a t e d w i t h s i m p l e e x a m p l e s how n a 

t u r e t e a c h e s u s t h e m e t h o d o f a n a l y s i s . A c c o r d i n g t o t h i s m e t h o d , 

we a c q u i r e k n o w i e d g e by t r a c i n g o u r i d e a s b a c k t o t h e i r o r i g i n , 

o b s e r v i n g t h e i r g é n é r a t i o n and f i n a l l y by c o m p a r i n g them u n d e r 

a i l p o s s i b l e r e l a t i o n s . A i l i d e a s a r e o f i n d i v i d u a l t h i n g s a t 

f i r s t , f o r e x a m p l e a p a r t i c u l a r t r e e . G r a d u a l l y , a c h i l d c a n d i s -
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t i n g u i s h b e t w e e n k i n d s o f t r e e s a n d h e n c e , v i a a n a l y s i s , we a p -

p r o a c h t h e c o n c e p t o f c l a s s i f i c a t i o n [ 1 9 8 0 , 8 7 - 1 1 2 ] . 

I n t h e s e c o n d p a r t o f h i s L o g i q u e , d r a w i n g on P o r t - R o y a l 

l o g ï c
( 9 )

, C o n d i l l a c p r o c e e d e d t o show how a n a l y s i s i s l i n k e d w i t h 

t h e i s s u e o f e l u c i d a t i o n o f l a n g u a g e . I n b r i e f , he h e l d t h a t 

e v e r y l a n g u a g e i s a t o o l o f a n a l y s i s , and t h e more s i m p l e a n d 

p e r f e c t t h e l a n g u a g e , t h e more p r é c i s e o u r r e a s o n i n g . He a r g u e d 

t h a t t h e r e i s a u n i q u e method o f a n a l y s i s , e q u a l i y a p p l i c a b l e t o 

l o g i c , m e t a p h y s i c s a n d raathematics, w h i c h l e a d s " f r o m t h e known 

t o t h e unknown b y means o f r e a s o n i n g , t h a t i s , by a s é r i e s o f 

j u d g m e n t s w h i c h a r e c o n t a i n e d one w i t h i n t h e o t h e r " [ 1 9 8 0 , 2 8 6 -

7 ] . W i t h a n e x a m p l e o f s i m p l e c a l c u l a t i o n , f i r s t t r a n s l a t e d i n 

o r d i n a r y l a n g u a g e a n d f i n a l l y r e d u c e d t o t h a t o f a l g e b r a [ 1 9 8 0 , 

2 8 7 - 2 9 7 ] , he was l e d t o t h e c o n c l u s i o n t h a t a l g e b r a i s a w e l l -

made l a n g u a g e p a r e x c e l l e n c e
( Ł O )

. I n [ 1 9 8 0 . 305] he w r o t e : 

Algebra i s , i n f a c t , an a n a l y t i c method: but i t i s no l e s s a 

1anguage f car t h a t , i f a i l 1anguages are themse1ves ana1yt i c 

methods. Now the f a c t i s , I re p e a t , t h a t they are a n a l y t i c methods. 

But algebra i s a very strikïng proof t h a t the prcgress of the 

s c i e n c e s dépends s o l e l y upon the prcgress of t h e i r languages; and 

t h a t well-made languages alone c o u l d g i v e t o a n a l y s i s the degree of 

s i m p l i c i t y and précision of which i t i s capable i n each area o f our 

s t u d i e s . 

Well-made languages could do t h i s , I say: f o r i n the a r t of 

reasoning as i n the a r t of calculâting, e v e r y ^ t h i n g i s reduced t o 

compositions and décompositions; and i t must not be thought t h a t 

thèse are two différent a r t s . 

C o n d i l l a c o b s e r v e d t h a t among m a t h é m a t i c i e n s , who a s a r u l e 

make u s e o f t h e m e t h o d o f s y n t h e s i s s t a r t i n g f r o m a b s t r a c t p r i n -

c i p l e s a n d g ê n e r a i d é f i n i t i o n s , t h e r e a r e some r a r e e x c e p t i o n s , 

s u c h a s E u l e r a n d L a g r a n g e who make use o f a n a l y t i c m e t h o d s . 

T h è s e a n a l y s t s , he w r o t e , " w r . i t e s u p e r b a l g e b r a - t h e l a n g u a g e i n 

w h i c h g o o d w r i t e r s a r e t h e r a r e s t b e c a u s e i t i s t h e b e s t - m a d e 

l a n g u a g e o f a i l " [ 1 9 8 0 , 279].. A t t h i s p o i n t I w o u l d l i k e t o a d d 

t h a t C o n d i l l a c ' s n a t u r a l way o f d i s c o v e r y h a d i n f l u e n c e d E u l e r ' s 

p r é s e n t a t i o n o f h i s m a t e r i a ł , p a r t i c u l a r l y i n h i s I n s t i t u t i o n u m 

C a l c u l i P i f f e r e n t i a l i s , p u b l i s h e d i n 1755, w h i c h , a c c o r d i n g t o 

Dhombres. i s b u i l t a c c o r d i n g t o a " C o n d i l l a c p a t t e r n " <
Ł 1

> . 

E u l e r ' s own way o f e x p o s i n g h i s m a t e r i a ł f r o m s i m p l e , p a r t i c u l a r 
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c a s e s t o more g ê n e r a i o n e s was i m m e n s e l y o d m i r e d by Babbage [2.9] 

b u t c r i t i c i z e d by H e r s c h e l [ 2 . 9 , ( 3 ) ] , 

B u t , d e s p i t e h i s a p p a r e n t k n o w l e d g e o f t h e w o r k o f E u l e r and 

L a g r a n g e , C o n d i l l a c ' s m a t h e m a t i c a l tvioooleiçje and c.Uil'kj was i n 

a d é q u a t e . H i s m e t h o d o f n a t u r a l g ê n e r a i i z a t i o n , s u c c e s s f u l i n 

p r e s e n t i n g e l e m e n t a r y a r i t h m e t i c and a l g e b r a i n h i s L a l a n g u e de 

c a l c u l s , f a i l e d t o e x p l a i n t h e d i f f i c u l t i e s i n v o l v e d i n more corn-

p l i c a t e d p r o b l e m s , s u c h a s : t h e l o g a r i t h m o f a c o m p l e x number 

t h e u s e o f d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s o r t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s 

o f d e g r e e h i g h e r t h a n 4. A c c o r d i n g t o D hombres, L a l a n g u e was n o t 

f i n i s h e d f o r good r e a s o n s , f o r C o n d i l l a c must h a d f e l t t h e i n -

a d e q u a c y o f h i s t h e o r y
( 1 2 >

. H i s p o o r m a t h e m a t i c a l k n o w l e d g e was 

t o be p a r t i c u l a r l y c r i t i c i z e d by C o n d o r c e t , a s we s h a l l s e e 

be1ow. 

H o w e v e r , t h i s b o ok h a d a c o n s i d é r a b l e e d u c a t i o n a l a n d s e m i -

o t i c i m p o r t . C o n d i l l a c p r e s e n t e d a p h i l o s o p h y o f e l e m e n t a r y a l 

g e b r a f o c u s i n g on t h e c l a r i t y and c e r t a i n t y o f f o r m a i a l g e b r a i c 

t h é o r i e s . Above a i 1 he t r i e d t o show t h a t h i s a n a l o g i c a l d é r i v a 

t i o n f r o m f i n g e r - l a n g u a g e t o w o r d s and f r o m w o r d s t o n u m e r a l s and 

l e t t e r s s h o u l d be t h e model f o r t h e f o r m a t i o n o f a i l l a n g u a g e s 

w h i c h w o u l d t h u s become p r é c i s e i n s t r u m e n t s o f r e a s o n i n g [ 1 9 4 8 . 

4 1 9 - 4 2 1 , 4 2 6 - 3 1 , 4 6 4 - 6 9 ) . The i s s u e s o f a n a l o g y a n d o f c l a r i t y o f 

s i g n s he p u t f o r w a r d a r e é v i d e n t i n t h e f o l l o w i n g c i t a t i o n s : "Un 

mot d e v i e n t n a t u r e l l e m e n t l e s i g n e d'une i d é e , l o r s q u e c e t t e i d é e 

e s t a n a l o g u e a l a p r e m i è r e q u ' i l a s i g n i f i é e , e t a l o r s on d i t 

q u ' i l e s t e m p l o y é p a r e x t e n s i o n " [ 1 9 4 8 , 4 2 8 ] . M o r e o v e r , a t page 

468 we r e a d : 

Or s i l e s opérations, quand on c a l c u l e , se font sur l e s 

idées, ce sera dans l' a n a l o g i e des idées mêmes q u ' i l faudra cher-

cher l e s méthodes: au c o n t r a i r e , i f faudra chercher l e s méthodes 

dans l ' a n a l o g i e des s i g n e s , s i c'est sur l e s s i g n e s que se font l e s 

opérât ions \-i Certainement c a l c u l e r c'est r a i s o n n e r , et r a i s o n n e r 

c'est c a l c u l e r : s i ce s o n t - l a deux noms, ce ne sont pas deux opéra

t i o n s . Avec des s i g n e s algébriques, l e c a l c u l e t l e raisonnement ne 

demandent presque point de mémoire: l e s s i g n e s sont sous l e s yeux, 

l ' e s p r i t conduit l a plume, et l a s o l u t i o n se trouve mécaniquement. 

T h è s e a r e i n s t a n c e s where we s e e some o f t h e i s s u e s t h a t 

c h a r a c t e r i s e d t h e s e m i o t i c p h i l o s o p h y o f C o n d i 1 l a c
c 1 3 î

, w h i c h was 

f u r t h e r d e v e l o p e d by t h e I d é o l o g u e s . B u t b e f o r e we p r o c e e d t o h i s 
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f o l l o w e r s , a few w o r d s on C o n d i l l a c ' s p e d a g o g i c a l i s s u e s . He a r -

d e n t l y b e l i e v e d t h a t a c h i l d o r s t u d e n t s h o u l d d e a l f i r s t w i t h 

p a r t i c u l a r c a s e s and a c q u i r e t h e m e c h a n i c a l h a b i t o f c a l c u l a t i n g 

a n d r e a s o n i n g i n o r d i n a r y a l g e b r a w e l l b e f o r e he i s c o n f r o n t e d 

w i t h g ê n e r a i d é f i n i t i o n s and c o m p l i c a t e d p r i n c i p l e s
c 1 4 5

£ A s we 

s h a l l s e e i n 3.4 h i s t h e o r y h a d a s t r o n g a p p e a l t o De M o r g a n who 

w o u l d recommend La l a n g u e t o f i r s t - y e a r s t u d e n t s i n 1 8 3 l j . T h e 

same ï><^£ , é v i d e n t e s m e n t i o n e d a b o v e ) a l s o i n E u l e r , was t o 

be f o l l o w e d by L a c r o i x . M ost p r o b a b l y i n d e p e n d e n t l y o f e i t h e r 

C o n d i l l a c o r L a c r o i x ^ a s i m i l a r f a s h i o n f o r t h e p r é s e n t a t i o n o f 

s c i e n t i f i c m a t e r i a l c h a r a c t e r i z e d B o o l e , p a r t i c u l a r l y e v i d e n t i n 

h i s [1859] [see 8.8] . 

C o n d i l l a c ' s t h é o r i e s w e r e w i d e l y a p p l i e d i n c h e m i s t r y , c r y s -

t a l l o g r a p h y . a n atomy, t h e n a t u r a l s c i e n c e s , a s w e l l as t o t h e 

p o l i t i c a l and s o c i a l s c i e n c e s
< 1 S >

. S u c c e s s f u l n o t a t i o n a n d t h e 

t e n d e n c y f o r c l a s s i f i c a t i o n v i a m a t h e m a t i z a t i o n were among h i s 

m ost i m p o r t a n t i s s u e s c l o s e l y l i n k e d w i t h t h e method o f a n a l y s i s 

a n d t h e c o n s t r u c t i o n o f a w e l l - m a d e l a n g u a g e . D e s t u t t de T r a c y 

f o u n d e d i n 1796 t h e " I d e o l o g i e " a f t e r C o n d i l l a c ' s s e m i o t i c 

p h i l o s o p h y . F o l l o w i n g C o n d i l l a c , he r e j e c t e d A r i s t o t e l i a n s y l -

l o g i s t i c and f o r t h i s r e a s o n h i s w o r k on " l o g i q u e " was r e g a r d e d 

by e a r l y E n g l i s h l o g i c i a n s , s u c h a s K i r w a n , W h a t e l y a n d G.Bentham 

a s o f no p r a c t i c a l i m p o r t [ 6 . 2 - 6 . 3 ] <
1 0 3

. 

Among T r a c y ' s f o l l o w e r s , c a l l e d o f t e n as " I d é o l o g u e s " we 

n o t i c e L a r o m i g u i e r e , G a r â t , C a b a n i s , D e g e r a n d o a n d o t h e r s
< 1 7 >

. 

The l a t t e r d i s c u s s e d a m p l y t h e q u e s t i o n o f t h e n a t u r e and e p i s -

t e m o l o g i c a l f u n c t i o n o f s i g n s i s h i s f o u r - v o l u m e b o o k Des s i g n e s 

e t de l ' a r t de p e n s e r [ 1 8 0 0 ] , w r i t t e n a f t e r T r a c y ' s p r i z e c o n t e s t 

on t h e i s s u e s o f I d e o l o g y . D e g e r a n d o s t r e s s e d among t h e a d v a n -

t a g e s o f a l g e b r a i c n o t a t i o n i t s b r e v i t y a n d r a p i d i t y i n r e a s o n i n g 

f o r , t h i s has a s a r e s u i t t h e c l o s e s u c c e s s i o n b e t w e e n two i d e a s 

i n t h e m i n d as r e p r e s e n t e d by t h e a l g e b r a i c s i g n s . He w r o t e : 

La rapidité d'une opération i n t e l l e c t u e l l e e s t t o u j o u r s en 

r a i s o n inverse des e f f o r t s qu'on demande a l ' a t t e n t i o n e t a l a 

memoire. Cette opération qui c o n s i s t e a f i x e r l e s r a p p o r t s de ses 

idées pour l e u r a p p l i q u e r l e s mêmes judgements s'exécutera donc 

autant plus prompteroent q u ' i l nous s e r a f a c i l e de nous r a p p e l e r e t 

de remarquer ces r a p p o r t s
< i a )

. 

T h i s p a s s a g e , f o l l o w i n g D e g e r a n d o s c o m p a r i s o n o f d é c i m a l a r i t h -
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m e t i c w i t h t h e n u m e r i c a l R o m á n s y s t e m , was to be q u o t e d w i t h a d -

m i r a t i o n by Babbage i n h i s [ 1 8 2 7 , 332; s e e a l s o 2 . 9 ] . 

B u t nowhere i s C o n d i l l a c ' s c l a s s i f i c a t i o n i n t o method 

r e v e a l e d w i t h more Buccess t h a n i n the work of C o n d o r c e t . C o n d o r -

, c e t , w h i l e c o n s i d e r a b l y i n f l u e n c e d by C o n d i l l a c ' s t h e o r i e s , was 

one o f h i s most b i t t e r c r i t i c s . A much b e t t e r m a t h e m a t i c i a n t h a n 

C o n d i l l a c - t h o u g h i n f e r i o r t o L a g r a n g e and h e l d i n c o n t e m p t by 

h i m - C o n d o r c e t f o l l o w e d a d i f f e r e n t d i r e c t i o n . He c o n t r i b u t e d i n 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , p r o b a b i l i t y t h e o r y a n d , m a t h e m a t i c i z i n g 

t h e p o l i t i c a l and s o c i a l s c i e n c e s , he i n t r o d u c e d a new b r a n c h o f 

s c i e n c e , t h a t o f " s o c i a l m a t h e m a t i c s " . 

C o n d o r c e t ' s own e p i s t e m o l o g y i s a b ove a l 1 e v i d e n t i n h i s 

T a b l e a u h i s t o r i q u e . p u b l i s h e d i n 1794. t h e y e a r o f h i s s u i c i d e . 

F i r m l y b e l i e v i n g t h a t t h e h i s t o r i c a l t a s k o f t h e 18*-° c e n t u r y was 

t o c o d i f y t h e s c i e n t i f i c m e t h o d , he i n t r o d u c e d a d e c i m a l s y s t e m 

f o r t h e n u m e r i c a l c l a s s i f i c a t i o n o f s c i e n c e . D i v e r g i n g f r o m 

C o n d i l l a c ' s m e t h o d o f a n a l y s i s - w h i c h he s e v e r a l l y c r i t i c i z e d - he 

c h o s e t h e c o m b i n a t o r i a l a n a l y s i s o f m a t h e m a t i c s a s t h e e s s e n t i a l 

model f o r s c i e n t i f i c r e a s o n i n g . He m a i n t a i n e d t h a t t h e r e i s no 

r e a l d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e a n a l y t i c method o f a l g e b r a a n d t h e 

s y n t h e t i c method o f g e o m e t r y [ B a k e r 1 9 7 5 , 1 1 5 - 1 2 4 ] . H o w e v e r , h i s 

w ork was s t r o n g l y a l g e b r a i c and i n 1789 he d i s m i s s e d c l a s s i c a l 

g e o m e t r y as an i n t e l l e c t u a l a n t i q u e w h i c h had b e e n " a b a n d o n e d by 

a l m o s t a l l m a t h e m a t i c i a n s i n f a v o r o f modern a n a l y t i c m e t h o d s " 

[ D a s t o n 1986. 2 7 0 ] . 

B e s i d e h i s m e t h o d o f c l a s s i f i c a t i o n , a n o t h e r o f C o n d o r c e t ' s 

n o v e l t i e s was h i s p r o j e c t o f a u n i v e r s a l l a n g u a g e o f t h e 

s c i e n c e s . I n b o t h t h e s e p r o j e c t s he i s c o m p a r e d w i t h L e i b n i z who 

had i n t r o d u c e d a c e n t u r y ago h i s " a r t e c o m b i n a t o r i a " and 

c r i a r a c t e r i s t i c a u n i v e r s a l i s "
 < 1 S > )

 . F r a g m e n t s o f C o n d o r c e t ' s l a t t e r 

p r o j e c t a r e i n c l u d e d i n h i s T a b l e a u . H i s u n p u b l i s h e d m a n u s c r i p t 

e s s a y i s e d i t e d by G r a n g e r t o g e t h e r w i t h a commentary [ 1 9 5 4 ] . I n 

t h i s e s s a y C o n d o r c e t s e t o u t a k i n d o f s y m b o l i c l o g i c a p p r o p r i a t e 

t o a u n i v e r s a l l a n g u a g e ; a l g e b r a was t o f e a t u r e p r o m i n e n t l y i n 

h i s p l a n . "Je c o m m e n c e r a i " , he w r o t e i n t h e i n t r o d u c t i o n , " p a r l a 

s c i e n c e p o u r l a q u e l l e i l e s t l e p l u s a i s e de f o r m e r une l a n q u e 

u n i v e r s e l l e , p a r 1 ' a l g e b r e " [ G r a n g e r 1 9 5 4 , 2 0 4 1 . H i s p r o j e c t had 

n o t any i m p a c t . H o w e v e r , t h e p u r s u i t o f g e n e r a l m e t h o d s i n m a t h 

e m a t i c s and l o g i c , a s b a s e d upon t h e f o r m a l l a n g u a g e o f d i f f e r e n 

t i a l - o p e r a t o r a l g e b r a s , was t o be t h e p r o j e c t p a r e x c e l l e n c e 
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f o r B o o l e [ c h a p s 4 , 7, 8 ] . 

T h e r e i s a n o t h e r i n t e r e s t i n g l i n k t o be n o t i c e d ; b e -

t w e e n C o n d o r c e t s p r o b a b i l i t y t h e o r y and t h a t o f L a p l a c e . W h i l e 

d i s c u s s i n g t h e p o o r l y s t u d i e d h i s t o r i c a l l y c o n n e c t i o n s b e t w e e n 

l o g i c ( s ) a n d p r o b a b i l i t y t h e o r y , G r a t t a n - G u i n n e s s w r o t e : " W i t h 

C o n d o r c e t and L a p l a c e t h e r e was a c o n n e c t i o n o f a s e m i o t i c k i n d ; 

t h a t j u s t a s l o a i q u e e m p h a s i z e d t h e i m p o r t a n c e o f s i g n s i n 

d e v e l o p i n g i d e o l o q i e , s o p r o b a b i l i t y v a l ú e s i n d i c a t e d t h e 

s t r e n g t h o r w e a k n e s s o f t h e s i g n s o f e v i d e n c e c o n c e r n i n g t h e 

s t r u c t u r e o f t h e ( p h y s i c a l o r s o c i a l ) w o r l d ( o r , i n t h e s u b j e c -

t i v e i n t e r p r e t a t i o n o f p r o b a b i l i t y , o f o u r d e g r e e s o f b e l i e f 

a b o u t t h a t s t r u c t u r e ) . I t i s w o r t h n o t i n g t h a t t h e s t u d e n t s a t 

t h e E c o l e N ó r m a l e i n 1 7 9 5 , armed w i t h t h e o b l i g a t o r y c o p y o f 

C o n d i l l a c ' s L o g i q u e , h e a r d L a p l a c e d i s c u s s q u e s t i o n s o f p r o b a b i l 

i t y i n t h e l a s t o f h i s l e c t u r e s [ . . . ] , a t a l k w h i c h i n t h e 1 8 1 0 ' s 

was t o b l o s s o m i n t o h i s i n f l u é n t i a l E s s a i p h i l o s o p h i q u e s u r l e s 

p r o b a b i l i t e s , ( 1 9 8 8 b , 75-6] 

C o n d o r c e t p l a y e d an i m p o r t a n t r o l e i n t h e e d u c a t i o n a l 

p r o g r a m s o f P a r i s i a n i n s t i t u t i o n s a n d u n i v e r s i t i e s a t t h e t u r n o f 

t h e c e n t u r y [ H o d g k i n 1 9 8 1 , 5 9 ] . The work o f S . F . L a c r o i x was 

l a r g e l t j i n s p i r e d f r o m t h e e p i s t e m o l o g i c a l t h e o r i e s o f b o t h C o n d o r -

c e t and C o n d i l l a c . L a c r o i x p u b l i s h e d h i s 3 - v o l u m e T r a i t e du c a l -

c u l i n 1 7 9 7 - 1 8 0 0 . He h a d s t a r t e d g a t h e r i n g m a t e r i a l i n 1 7 8 7 , a n d 

d u r i n g t h e s e y e a r s he was s u b s t a n t i a l l y e n c o u r a g e d b y L a p l a c e . A 

d i s c i p l e o f C o n d o r c e t , L a c r o i x p r e s e n t e d i n h i s w o r k a l l t h e 

p r e v a i l i n g 1 8
t

^ _ c e n t u r y C o n t i n e n t a l methods o f t h e c a l c u l u s . I n -

c l u d i n g d e r i v e d f u n c t i o n s , d i f f e r e n t i a l s and l i r a i t s , he sum-

m a r i z e d a l l t h e m a j o r w o r k by l e a d i n g m a t h e m a t i c i a n s s u c h a s 

L a g r a n g e , L a p l a c e , L e g e n d r e , E u l e r and D ' A l e m b e r t . F o r , t h e 

e d u c a t i o n a l p r o g r a m s u g g e s t e d by C o n d o r c e t a n d f o l l o w e d .by 

L a c r o i x p a i d e m p h a s i s o n t h e c o n s t r u c t i o n o f e l e m e n t a r y t e x t -

b o o k s w h i c h w o u l d e n a b l e s t u d e n t s t o p r o c e e d t o t h e s t u d y o f a d -

v a n c e d t r e a t i s e s a n d r e s e a r c h p a p e r s
< a i 1

-

L a c r o i x ' s T r a i t e d u c a l c u l saw an e n l a r g e d e d i t i o n i n 1810-

1 8 1 9 . Now, t h e t h i r d v o l u m e w o u l d i n c l u d e i n s t a n c e s o f t h e w o r k 

o f A r b o g a s t , F r a n c a i s and S e r v o i s on d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r c a l 

c u l u s . At t h e same t i m e D ' A l e m b e r t ' s l i m i t s w o u l d f e a t u r e more 

p r o m i n e n t l y t h a n i n t h e f i r s t e d i t i o n . Though s p e c i f i c r e f e r e n c e s 

a r e m i s s i n g , a r i c h b i b l i o g r a p h y i s t o be f o u n d i n h i s T r a i t e . 

D e s p i t e t h e p l u r a l i t y o f t h e o r i e s o f f e r e d , one c o u l d s a y t h a t 
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L a g r a n g e ' s a n d L a p l a c e ' e m ethods w e r e t h o s e t o w h i c h he p a i d t h e 

m o s t a t t e n t i o n . I n 1802 a T r a i t e e1 e m e n t a i r e was p u b l i s h e d on 

t h e c a l c u l u s . I t was i t s s e c o n d é d i t i o n i n 1806 w h i c h was t r a n s -

l a t e d by B a b b a g e , H e r s c h e l and P e a c o c k i n 1 8 1 6 . The E n g l i s h w e r e 

t o c r i t i c i z e L a c r o i x f o r i n c l u d i n g D ' A l e m b e r t
1

 s 1 i m i t - b a s e d 

m e t h o d and a s a r e s u i t t h e t r a n s l a t i o n was e n r i c h e d - m a i n l y by 

H e r s c h e l - w i t h i n s t a n c e s o f L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s . 

N e v e r t h e l e s s . L a c r o i x ' s b i g T r a i t e - p a r t i c u l a r l y v o l u m e 3- f o r m e d 

t h é m a i n b a c k g r o u n d i n F r e n c h m a t h e m a t i c s f o r Babbage and 

H e r s c h e l i n 1 8 1 3
< 2 2 ï

. A c c o r d i n g t o G r a b i n e r , L a c r o i x ' s T r a i t e 

p l a y e d a c o n s i d e r a b l e r o l e i n t h e s h a p i n g o f C a u c h y ' s w o r k 

[ 1 9 8 1 b , 7 9 - 8 0 ] . 

L a c r o i x ' s e d u c a t i o n a l and e p i s t e m o l o g i c a l c o n c e r n s a r e b e s t 

i l l u s t r a t e d i n b i s i n f l ù e n t i a l E s s a i s s u r l ' e n s e i g n e m e n t , f i r s t 

p u b l i s h e d i n 1 8 0 5 , w i t h a t h i r d e n l a r g e d é d i t i o n i n 1 8 2 8
i 2 3

> . 

C o n d o r c e t ' s t a b l e a u f o r c l a s s i f i c a t i o n i s a c k n o w i e d g e d [ 1 8 2 8 , 20] 

a n d C o n d i l l a c ' s method o f a n a l y s i s a n d i t s a p p l i c a t i o n s i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f s c i e n c e s s t r e s s e d [ 1 8 2 8 , 2 2 - 2 4 . 1 4 9 - 1 5 7 ) . The e n -

c y c l o p e d i s t i c t r a d i t i o n o f t h e I d é o l o g u e s i s a p p a r e n t when he 

w r i t e s t h a t " l e r a p p r o c h e m e n t d e s d i v e r s s c i e n c e s e s t l e moyen l e 

p l u s p r o p r e a d e c o u v r i e r l a m é t h o d e g e n é r a l e q u i d o i t d i r i g e r 

l ' e s p r i t h u m a i n d a n s l a r e c h e r c h e de l a v é r i t é " [ 1 8 2 8 , 2 4 ] . I n d e -

p e n d e n t l y f r o m L a c r o i x , t h e L e i b n i z i a n i s s u e o f t h e " c o m p a r a t i v e 

s c i e n c e " — a s e n c a p s u l a t e d i n t h e a b o v e q u o t a t i o n — w i 1 1 be f u r t h e r 

d i s c u s s e d i n c o n n e c t i o n w i t h B o o l e and G r a t r y [ s e e 8 . 9 ] . 

L a c r o i x o b s e r v e d t h a t t h e m e t h o d o f a n a l y s i s c a n be t r a c e d 

b a c k t o t h e o r i g i n s o f g e o m e t r y . I t i s w r o n g , he h e l d , t o r e g a r d 

t h a t " l ' A l g è b r e c o n s t i t u e e x c l u s i v e m e n t l ' a n a l y s e " . A l g e b r a c a n 

be a l s o u s e d i n s y n t h e t i c t y p e o f d e m o n s t r a t i o n s s i n c e i t i s 

"qu'une é c r i t u r e a b r é g é e e t r é g u l i è r e , p a r l e moyen de l a q u e l l e 

on r e p r e s e n t e t o u t e s l e s r e 1 a t i o n s que 1 e s g r a n d e u r s p e u v e n t 

a v o i r e n t r e e l l e s " [ 1 8 2 8 , 2 0 4 - 5 ] . From t h i s a n d o t h e r p a s s a g e s i t 

i s é v i d e n t t h a t l i k e C a r n o t and C o n d o r c e t , L a c r o i x d i d n o t d i s -

t i n g u i s h s h a r p l y b e t w e e n a n a l y s i s a n d s y n t h e s i s . He s a i d , i n 

f a c t , t h a t t h e m a i n i m p o r t o f what came t o be c a l l e d " m é t h o d e 

a n a l y t i q u e " i s d i s t i n g u i s h e d i n t h e e x p o s i t i o n o f s c i e n t i f i c d i s -

c o v e r i e s [ 1 8 2 8 . 2 1 3 ] . 

S l i g h t l y c r i t i c a l t o w a r d s C o n d i l l a c he w r o t e t h a t t h e 

l a t t e r ' s a i m t o show i n h i s L o g i g u e t h a t a l g e b r a i s b u t a l a n -

g u a g e was n o t f a r f r o m C l a i r a u t ' s l u c i d a n d p r e c i s e n o t a t i o n s i n 
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1748 i s b i s E l e m e n s d ' A l g è b r e [ 1 8 2 8 , 205] . E x a m i n i n g L o g i q u e , 

L a c r o i x r e m a r k e d t h a t he had t r a c e d i n i t a s y n t h e t i c a p p r o a c h . 

And f u r t h e r , d r a w i n g on M a c l a u r i n ' s w o r k o n t h e a t t r a c t i o n o f 

s p h e r o i d s , he c o n c l u d e d t h a t s y n t h e s i s l e a d s a t t i m e s t o a r e s u i t 

i n a more s i m p l e manner t h a n a n a l y s i s d o e s [ 1 8 2 8 , 2 1 7 ] ; The 

p r o g r e s s o f t h e m e t a p h y s i c s o f L o c k e a n d C o n d i l l a c , c l a i m e d 

L a c r o i x , was n o t due t o t h e a n a l y t i c m e t h o d b u t " p a r c e q u ' i l s o n t 

p u i s e l e u r s p r e m i è r e s n o t i o n s d a n s l a n a t u r e , e t non pas d a n s 

l e u r i m a g i n a t i o n : c ' e s t p a r c e q u ' i l s s o n t r e m o n t e s a l a v é r i t a b l e 

o r i g i n e d e s c o n n a i s s a n c e s a u l i e u d'en c r é e r une a l e u r f a ç o n " 

[ 1 8 2 8 , 2 1 7 - 8 ] . 

A s s o c i a t i o n o f i d e a s , a b s t r a c t i o n , g ê n e r a i i z a t i o n , c l a s s 

i f i c a t i o n , s i m p l i c i t y o f p r i n c i p l e s w e r e a i l m a t h e m a t i c a l i s s u e s 

w h i c h were d i s c u s s e d amply i n h i s E s s a i s [ 1 8 2 8 , 2 2 3 - 7 , 3 0 5 ] . A f t e r 

L a p l a c e , he s u g g e s t e d t h a t we a l w a y s c h o o s e "1 e s m é t h o d e s 1 e s 

p l u s g é n é r a l e s " [ 1 8 2 8 , 1 7 8 ] . The p e d a g o g i c a l i m p o r t o f L a c r o i x ' s 

w o r k was m o s t l y i n f l u e n t i a l i n t h e e a r l y s h a p i n g o f De M o r g a n ' s 

v i e w s on t h e i n s t r u c t i o n o f raathematics; t o g e t h e r w i t h La l a n g u e , 

t h e E s s a i s was recommended t o b o t h t e a c h e r s a n d s t u d e n t s o f m a t h -

e m a t i c s [ 3 . 4 ] . 

B u t t h e raost s e v e r e c r i t i c o f " l a s e c t e C o n d i 1 l a c i e n n e " was 

G e r g o n n e . I n 1813 he w r o t e an e s s a y o n t h e " m é t h o d e s de l a s y n -

t h è s e e t de l ' a n a l y s e m a t h é m a t i q u e " f o r t h e p r i z e c o n t e s t o f t h e 

Academy o f B o r d e a u x . The e s s a y - e x t r a c t s o f w h i c h a r e i n c l u d e d i n 

[Dahan 1986]-was r e j e c t e d b e c a u s e i t s a u t h o r h i m s e l f h a d r e j e c t e d 

t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h è s e two m ethods [Dahan 1 9 8 6 , 9 7 - 1 0 3 ] . 

G e r g o n n e ' s v i e w s on m a t h e m a t i c s - a s i n t h i s . p o l e m i c e s s a y - a r e 

p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t i n g a s an é p i l o g u e t o t h i s s e c t i o n - a n d i n 

f a c t t o t h e w h o l e c h a p t e r - a s t h e y c o i n c i d e w i t h t h o s e 

o f t h e E n g l i s h a n a l y s t s u n d e r s t u d y . 

I n t h e e d u c a t i o n a l d o m a i n i t was a b o v e a i l i n t h e i n s t r u c 

t i o n o f a l g e b r a , n o t i c e d G e r g o n n e , t h a t C o n d i l l a c ' s i n f l u e n c e was 

m o s t l y i r r i t a t i n g . He r e j e c t e d L a c r o i x ' s s t y l e o f i n t r o d u c i n g i n 

h i s E l é m e n t s d ' A l g è b r e i n 1799 t h e o r e t i c a l e x p l a n a t i o n s o n l y a t 

t h e moment, t h e y a r e n e e d e d i n t e r r u p t i n g " s a n s c e s s e l e r a i s o n n e 

ment p a r d e s r e c h e r c h e s i n c i d e n t e s " a n d r e n d e r i n g t h e m a t e r i a l 

d i f f i c u l t f o r t h e r e a d e r [Dahan 1 9 8 6 , 1 2 1 - 2 ] . A v e r y s i m i l a r 

c r i t i c i s m i s n o t i c e d i n H e r s c h e l ' s m a n u s c r i p t s f o r E u l e r ' s w o r k 

[s e e 2.9, ( 3 ) ] . 

On l i n e s s i m i l a r t o t h o s e i n L a c r o i x ' s E s s a i s , G e r g o n n e 

70 



a r g u e d a g a i n s t C o n d i l l a c ' s s h a r p d i s t i n c t i o n b e t w e e n a n a l y s i s a n d 

s y n t h e s i s a n d c l a i m e d t h a t n e i t h e r
A
 human l a n g u a g e i m p e r f e c t , 

A 
n o r d é f i n i t i o n s u s e l e s s . He a d d e d t h a t "De m ê m e que l e s sym-

b o l e s a l g é b r i q u e s ne c o n s t i t u e n t p a s s e u l s l ' a l g è b r e , j e ne p e n s e 

p a s non p l u s que l ' o n p u i s s e d i r e a v e c C o n d i l l a c que l ' a r t de 

r a i s o n n e r s e r é d u i t a une l a n g u e b i e n f a i t e " [Dahan 1 9 8 6 , 1 0 9 ] . 

M a t h e m a t i c s was f o r Gergonne t h e " s e u l m o d è l e p a r a d i g m a t i c " o f 

s c i e n c e . An a d m i r e r o f L a g r a n g e , he r e g a r d e d h i m a s r e s p o n s i b l e 

f o r t h e p e r f e c t i o n o f m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n and o f r e n d e r i n g a l -

g e b r a "une l a n q u e t o u t e n o u v e l l e " (Dahan 198 6 , 105, 1 1 3 ] . 

Gergc?he s t r e s s e d p a r t i c u l a r l y t h e a n a l o g y b e t w e e n i n d i c e s o f 

e x p o n e n t a t i o n and d i f f e r e n t i a t i o n p r o m i n e n t i n L a g r a n g e ' s t h e o r e m 

( 1 5 . 1 ) . He w r o t e 

Le j e u des accents et des i n d i c e s a en e f f e t de lui-même f a i t 

découvrir par une s o r t e d ' i n t u i t i o n , une multitude d'importantes 
/ , a s y ^ 

vérités qui peut-être s e r a i e n t demeurées éternellement cachées, 
pour l a p l u p a r t , sans l e u r u t i l e s ecours, et r i e n ne me semble p l u s 

propre a montrer toute l ' i n f l u e n c e des signes sur l e s idées. 

T h i s p a s s a g e i s q u o t e d f r o m [Dahan 1 9 8 6 , 1 1 3 - 1 4 ] . I t s l a s t 

p h r a s e , n o t e d Dahan, i s t h e k e y f o r u n d e r s t a n d i n g G e r g o n n e ' s 

r e a s o n i n g . By " s i g n e " Ss- a l s o means " f o r m " as o p p o s e d t o 

" m a t t e r " . 

I t was i n f a c t i n G e r g o n n e
1

 s j o u r n a l A n n a l e s t h a t t h e f o r -

m a l i s t i c a l g e b r a i c t h é o r i e s o f L a g r a n g e and A r b o g a s t f l o u r i s h e d 

i n t h e w o r k s o f F r a n ç a i s , S e r v o i s , S a r r u s and o t h e r s i n t h e y e a r s 

1 810's a n d 1820's [ 1 . 6 ] . G e r g o n n e h ï m s e l f c o n t r i b u t e d s e v e r a l 

a r t i c l e s i n h i s j o u r n a l , some o f them i n t h e p h i l o s o p h y o f 

m a t h e m a t i c s
< 2 5 )

. W o r t h y o f a t t e n t i o n i s a l s o t h e f a c t t h a t he 

t r a n s l a t e d p a r t o f B a b b a g e ' s w o r k o n f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n h i s 

[1822; s e e 2 . 5 , ( 1 ) ] . Nowadays he i s b e s t remembered f o r h i s e n -

q u i r i e s i n t h e l o g i c o f t h e E u l e r d i a g r a m s and h i s i m p l i c i t 

d é f i n i t i o n s i n t h e l a t e 1 8 1 0 ' s <
2 6

> . 

Summing u p , w i t h G e r g o n n e we h a v e i n t h e 1810's and e a r l y 

1 8 20's t h a t i t was t h e a l g e b r a i c l a n g u a g e o f d i f f e r e n t i a l a n d 

f i n i t e d i f f é r e n c e o p e r a t o r s t h a t c o n s t i t u t e d t h e l a n g u a g e p a r j e x -

c e l l e n c e i n a d v a n c e d F r e n c h m a t h e m a t i c s a n d n o t t h e v a g u e l y i l -

l u s t r a t e d l a n g u a g e o f a l g e b r a by C o n d i l l a c and h i s f o l l o w e r s i n 

l a t e 1 8
t h

 c e n t u r y . The e t y m o l o g y o f m a t h e m a t i c s and t h e " f o u n d a -

t i o n o f t h e c a l c u l u s was t o move i n a n o t h e r d i r e c t i o n i n t h e 

*7 1 



i ö 2 C ' s w i t h C a u c h y
< 2 7 >

. H o w e v e r , a s we s t r e s s e d i n 1. i and i . ' /
/ 

t h e E n g l i s h w e r e r e l u c t a n t t o f o l i o w Cauchy a n d f o c u s e d s o l e i y o n 

a s p e c t s o f L a g r a n g i an a 1 g e b r a s . F a r f r o m a d o p t i ng t h e e n -

c y c l o p e d i s t i c t e n d e n c y o f t h e E n i i g h t e n m e n t p e r i o d , and o n l y 

s l i g h t l y u n d e r t h e e d u c a t i o n a l t h e o r i e s o f C o n d i l l a c , t h e E n g l i s h 

w o u l d a d v o c a t e t h e f o r m a l i s t i c i s s u e s o f L a g r a n g e , A r b o g a s t a n d 

( i m p l i c i t l y ) G e r g o n n e a p p l y i n g them t o t h e d o m a i n o f a n a l y s i s a n d 

l o g i c . 
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C h a p t e r 2 

H e r s c h e 1 a n d B a b b a g e on t h e c a l c u l i o f o p e r a t i o n s and 

f u n c t i o n s : 1 8 1 2 - 1 8 2 2 . 

2.1 I n t r o d u c t i o n -

A f t e r o l o n g p e r i o d o f i s o l a t i o n , v a r i o u s r e f o r m s t o o k p l a c e 

i n B r i t i s h u n i v e r s i t i e s a n d i n s t i t u t i o n s i n an a t t e m p t t o d ^ p ^ y 

C o n t i n e n t a l c a l c u l u s a n d m e c h a n i c s . The m a i n s t i m u l i f o r t h e 

r e f o r m e r s came f r o m L a p l a c e ' s M e c a n i q u e a n d L a g r a n g e ' s o p e r a t o r 

c a l c u l u s [ 1 . 3 , 1 . 5 ] . I n s e c t i o n 2.2 we w i l l d i s c u s s b r i e f l y t h e 

c o n t r i b u t i o n s o f W o o d h o u s e , P l a y f a i r , W a l l a c e , S p e n c e , I v o r y and 

B r i n k l e y i n t h e 1 8 0 0 ' s a n d t h e 1 8 1 0 ' s . P a r t i c u l a r e m p h a s i s w i l l 

be p a i d on t h e l e t t e r ' s d e m o n s t r a t i o n o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m i n 

18 0 7 . 

Woodhouse. t o g e t h e r w i t h t h e members o f t h e A n a l y t i c a l 

S o c i e t y , were t h e m a i n p r e c u r s o r s o f t h e r e f o r m a t C a m b r i d g e 

U n i v e r s i t y a r o u n d 1 8 1 6 . The A n a l y t i c a l S o c i e t y , f o r m e d m a i n l y by 

t h e u n d e r g r a d u a t e s H e r s c h e l , Babbage and P e a c o c k i n 1 8 1 2 , l a s t e d 

f o r h a r d l y t w o y e a r s . The m a i n outcome o f t h i s S o c i e t y was a 

s i n g l e v o l u m e o f i t s M e m o i r s p u b l i s h e d i n 1 8 1 3 . H e r s c h e l and Bab

bage w e r e i n f a c t t h e o n l y c o n t r i b u t o r s to t h i s j o u r n a l 

T o g e t h e r w i t h P e a c o c k t h e y a l s o t r a n s l a t e d t h e a b r i d g e d t e x t b o o k 

o f L a c r o i x on t h e c a l c u l u s i n 1816 [1.8] w h i c h t h e y e n r i c h e d w i t h 

a c o l l e c t i o n o f E x a m p l e s i n 1820. By means o f t h e s e p u b l i c a t i o n s 

C o n t i n e n t a l n o t a t i o n a n d L a g r a n g i a n a l g e b r a i c c a l c u l u s w ere 

g r a d u a l l y a d o p t e d i n t h e U n i v e r s i t y i n t h e l a t e 1 8 1 0 ' s
t 2 )

. T h e s e 

two t e x t b o o k s w e r e p a r t i c u l a r l y u s e f u l f o r c e r t a i n C a m b r i d g e 

a n a l y s t s up t o t h e 1 8 4 0 ' s [ c h a p t e r s 3 , 4 ] . 

D u r i n g t h e p e r i o d 1813-1822 H e r s c h e l a n d B a b b a g e c o n t r i b u t e d 

m a t h e m a t i c a l p a p e r s £p t h e P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s o f t h e 

R o y a l S o c i e t y . I n 2.3 we w i l l f o c u s on H e r s c h e l ' s w o r k on t h e 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s a r o u n d 1813-1814, p a r t i c u l a r l y on h i s 

t h e o r e m f o r t h e d e v e l o p m e n t o f e x p o n e n t i a l f u n c t i o n s o f t h e f o r m 

f(e*). I n 2.4 we w i l l d i s c u s s B abbage' s and H e r s c h e l ' s e a r l y w ork 

on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . Aware by 1813 o f t h e w o r k o f L a g r a n g e , 

Monge a n d L a p l a c e on t h i s b r a n c h [ 1 . 4 ] , t h e t w o a n a l y s t s c o l 

l a b o r a t e d f e r v e n t l y a n d a p p l i e d m a i n l y L a p l a c e ' s m e t h o d w h i c h 

t h e y t r i e d t o g e n e r a l i z e w i t h l i t t l e s u c c e s s . T h e i r f r e q u e n t 
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c o r r e s p o n d e n c e d u r i n g t h e p e r i o d 1812-1817 w i l l s h e d . , f u r t h e r 

l i g h t on t h e i r w o r k . 

I n 1814 B a b b a g e s e t o u t h i s own a p p r o a c h t o w a r d s f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s . D e s p i t e t h e o r i g i n a l i t y o f h i s g e n e r a l p r o c e d u r e s , h e 

was s u b s t a n t i a l l y i n s p i r e d and h e l p e d by h i s f r i e n d s , H e r s c h e l , 

Bromhead and W.H. M a u l e ; a s u b t l e i n f l u e n c e f r o m Monge i s a l s o 

a p p a r e n t i n h i s w o r k . B a b b a g e ' s work c o n s i s t s m a i n l y o f t w o 

l e n g t h y p a p e r s [ 1 8 1 5 ] and [1816] d e v o t e d t o e q u a t i o n s i n on'e 

v a r i a b l e a n d two v a r i a b l e s r e s p e c t i v e l y . D r a w i n g m a i n l y o n t h e s e 

t w o p a p e r s , we w i l l s t u d y r e p r e s e n t a t i v e c a s e s o f f i r s t — o r d e r 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e i n 2.5 and o f e q u a t i o n s o f 

o r d e r h i g h e r t h a n one i n 2.6. S e c t i o n 2.7 w i l l c o v e r h i s p a p e r o n 

a n a l o g y b e t w e e n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a n d o t h e r b r a n c h e s o f 

a n a l y s i s p u b l i s h e d i n 1 8 1 7 . 

P e a c o c k d i d n o t p a r t i c i p a t e i n t h e i n t e r e s t o f B a b b a g e a n d 

H e r s c h e l i n L a g r a n g i a n a l g e b r a s . H i s work on t h e p r i n c i p l e s o f 

a l g e b r a , p u b l i s h e d i n 1 8 3 0 . w i l l be b r i e f l y d i s c u s s e d i n c h a p t e r 

3 i n c o n n e c t i o n w i t h De M o r g a n ' s m a t h e m a t i c a l w o r k . I n t h e l a t e 

1 8 1 0's b o t h B a b b a g e a n d H e r s c h e l were d i s c o u r a g e d t o c o n t i n u e 

t h e i r m a t h e m a t i c a l r e s e a r c h w h i c h s o u n d e d t o o a b s t r a c t a n d i m 

p r a c t i c a l t o most o f t h e i r c o n t e m p o r a r i e s [ E n r o s 1 9 7 9 , 1 8 2 . 2 0 9 ] . 

H o w e v e r , we n o t i c e H e r s c h e 1 ' s work on c i r e u 1 a t i n g f u n c t i o n g 

[ 1818] and f u n c t i o n a l e q u a t i o n s [ 1 8 2 2 ] , w h i c h w i l 1 be d i s c u s s e d 

i n 2.8, a s w e l l a s B a b b a g e ' s p a p e r s o n f u n c t i o n a l a n d a l g e b r a i c 

n o t a t i o n , [ 1 8 2 2 ] a n d [ 1 8 2 7 ] , w i t h w h i c h we w i l l c o n c l u d e o u r 

s t u d y i n 2.9. 

T h r o u g h o u r d i s c u s s i o n i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s we w i l l 

n o t i c e t h e g e n e s i s o f H e r s c h e l ' s and B a b b a g e ' s t h e o r i e s on t h e 

o p e r a t i o n a l a n d f u n c t i o n a l c a l c u l i a s w e l l a s t h e i r k e e n i n t e r e s t 

i n t h e e s t a b l i s h m e n t o f s u c c e s s f u l n o t a t i o n . D r a w i n g o n L a g r a n g e , 

A r b o g a s t a n d L a p l a c e , t h e s e two a n a l y s t s w o r k e d i n d i f f e r e n t 

w a y s . F o r H e r s c h e l t h e b a s i s wa3 f i n i t e - d i f f e r e n c e e q u a t i o n s a n d 

e x p a n s i o n s i n s e r i e s , w h e r e a s f o r Babbage f u n c t i o n a l m e t h o d s 

b a s e d on a n a l o g y f r o m a l g e b r a . H o w e v er, a t e n d e n c y f o r a b s t r a c 

t i o n and g e n e r a l i z a t i o n i n t h e i r p r o c e d u r e s and f o r b r e v i t y a n d 

symmetry i n n o t a t i o n was t o c h a r a c t e r i z e t h e work o f b o t h o f 

t h e m . A s e m i o t i c i n f l u e n c e i s o n l y s i i g h t l y ^ o i l e v > f i
n
 B a b b a g e 

[ 1827] ; i t i s a b o v e a l l t h e L a g r a n g i a n i n f l u e n c e w h i c h i s 

p r o r a i n e n t i n t h e i r w o r k t o g e t h e r w i t h a c o n s i d e r a b l e L a p l a c i a n 

i n f l u e n c e , p a r t i c u l a r l y e v i d e n t i n H e r s c h e l ' s w o r k . 
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2.2 R e f o r m s i n e o r l y ^ i ç * * ? c e n t u r y B r i t a i n ; B r i n k l e y on L a g r a n g e ' s 

t h e o r e m . 

I n E n g l a n d some m i n o r r e f o r m s t o o k p l a c e a t t h e R o y a l 

M i l i t a r y C o l l e g e a t G r e a t Mar low and t h e R o y a l M i l i t a r y Academy 

i n W o o l w i c h
1 1

* . Of more s i g n i f i c a n c e , h o w e v e r . was t h e r e f o r m a t 

C a m b r i d g e U n i v e r s i t y whose f i r s t p r e c u r s o r was R. Woodhouse. V i a 

h i s P r i n c i p l e s o f a n a l y t i c a l c a l c u l a t i o n s [ 1 8 0 3 Î , L a g r a n g e ' s and 

A r b o g a s t ' s c a l c u l i w ere i n t r o d u c e d i n a c r i t i c a l m a n n e r . T h i s 

b o o k , r e a d by t h e members o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y , c a l l e d a t 

t e n t i o n t o p r o b l e m s o f c o n v e r g e n c e f o r t h e f i r s t t i m e i n 

E n g l a n d <
2 >

. 

H o w e v e r , more i n f l u e n t i a l was Woodhouse's T r i g o n o m e t r y 

11809] w h i c h c i r c u l a t e d much more w i d e l y t h a n h i s [ 1 8 0 3 ] <
3 )

. 

L a t e r t h i s b o ok [ l S O g j ^ w a s a c k n o w l e d g e d a s h a v i n g c o n t r i b u t e d 

more t h a n any o t h e r work " i n r e v o l u t i o n i z i n g t h e m a t h e m a t i c a l 

s t u d i e s i n E n g l a n d " [ P e a c o c k 1 8 3 3 , 2 9 5 ] . B u t P e a c o c k ' s r e m a r k was 

c e r t a i n l y an e x a g g e r a t i o n f o r o t h e r c o n t r i b u t i o n s h a d a s i m i l a r 

e f f e c t -{;<=• t h o s e by Woodhouse [ P a n t e k i 1 9 8 7 , 120-6] . I n f a c t 

W o odhouse's own w o r k e x t e n d e d f u r t h e r t h a n h i s [1803] an d h i s 

[ 1809] . He w r o t e a s h o r t h i s t o r y on t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s 

[ 1 8 1 0 ] , c h a r a c t e r i z e d a s r a t h e r " c o n f u s e d " a n d " u n f i t " f o r s t u 

d e n t s [ A i r y 1 8 2 6 , v i i ] , b u t , n o n t h e l e s s s i g n i f i c a n t f o r t h e 

e v o l u t i o n o f t h e s u b j e c t [ J e l l e t t 1 8 5 0 , x i x - x x ] . 

W oodhouse's c o n t r i b u t i o n s i n t h e d i f f u s i o n and i n s t r u c t i o n 

o f p h y s i c a l a s t r o n o m y a r e a l s o w o r t h o f n o t i c e . H i s t r e a t m e n t o f 

t h e p r o b l e m o f t h e t h r e e b o d i e s i n h i s [1818] was p a r 

t i c u l a r l y p r a i s e d by A i r y [ 1 8 2 6 , i v ] . I n t h i s t r e a t i s e he t a c k l e d 

t h o r o u g h l y t h e s o l u t i o n o f t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 

d
2

u 

( 2 2 . 1 ) + k
2

u + n - 0. 
dx= 

w h e r e n i s a c o n s t a n t o r a s u i t a b l e f u n c t i o n o f x , i m p o r t a n t i n 

many p r o b l e m s o f a s t r o n o m y i n c l u d i n g t h a t o f t h e t h r e e b o d i e s and 

t h a t o f t h e t i d e s [.see (14.9) ) . E q u a t i o n ( 2 2 . 1 ) was s o l v e d by 

t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n s o f c o n s t a n t s a n d was r e d u c e d t o t h e 

s i m p l e f o r m 

d
2

s 
( 2 2 . 2 ) + s - 0 

dv= 
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m e n t i o n e d b e f o r e a s (14.10) [ 1 8 1 8 , 2 3 , 9 2 - 1 0 5 ) . Woodhouse f o l 

l o w e d L a p l a c e ' s p r o c e d u r e s i n v e r y f e w c a s e s ^ t r y i n g t o r e n d e r h i s 

t e x t b o o k c o m p r e h e n s i b l e by s t u d e n t s . T h e r e i s no t r a c e , f o r e x 

a m p l e , o f t h e e a r t h - f i g u r e o r t h e L a p l a c e e q u a t i o n s i n h i s b o o k . 

H o w e v e r , he w o u l d r e f e r v e r y o f t e n " i n a f o o t n o t e t o L a p l a c e ' s 

p r o c e d u r e s i n e v e r y c a s e t h a t an a l t e r n a t i v e , e a s i e r m e t h o d was 

u s e d
( 4 >

. 

Among t h e S c o t t i s h m a t h e m a t i c i a n s who c o n t r i b u t e d i n t h e 

d i f f u s i o n o f F r e n c h m a t h e m a t i c s and p h y s i c a l a s t r o n o m y i n t h e i r 

c o u n t r y , we n o t i c e P l a y f a i r . W a l l a c e , S p e n c e an d I v o r y . I n f a c t , 

t h e S c o t t i s h h a d n o t b e e n i s o l a t e d f r o m t h e C o n t i n e n t i n t h e same 

d e g r e e a s t h e E n g l i s h . As e a r l y a s 1790 J . P l a y f a i r c a l l e d a t t e n 

t i o n a t L a p l a c e ' s a n d L a g r a n g e ' s w o r k i n h i s p a p e r "On t h e 

a s t r o n o m y o f t h e B r a h m i n " . Of most s i g n i f i c a n c e w a s , h o w e v e r , h i s 

r e v i e w o f L a p l a c e ' s M é c a n i q u e i n 1 8 0 9 , m e n t i o n e d w i t h a d m i r a t i o n 

i n t h e " P r e f a c e " t o t h e M e m o i r s [ 1 8 1 3 , i i j . T h i s r e v i e w was t o 

h a v e i m p o r t a n t i m p a c t on I v o r y ' s o r i g i n a l r e s e a r c h e s i n t h e 

1810's w h i c h we s h a l l m e n t i o n b e l o w [ E n r o s 1 9 8 1 , 1 3 6 . 140; G u i c -

c i a r d i n i 1 9 8 9 , 1 0 2 - 3 ] . 

Of g r e a t i m p o r t a n c e were a l s o t h e t r a n s l a t i o n s o f J . T o p l i s , 

a s c h o o l m a s t e r f r o m N o t t i n g h a m s h i r e . I n 1804 he t r a n s l a t e d 

L a c r o i x ' s E s s a i s , [ 1 . 8 ; G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 9 0 . a r t . 3.2.5] a n d i n 

1814 t h e f i r s t t w o b o o k s o f L a p l a c e ' s M é c a n i q u e ( E n r o s 1 9 8 1 , 1 3 6 , 

140; G u i c c i a r d i n i 1 9 8 9 , 1 1 6 - 1 1 8 ] . T o p l i s r i g h t l y s t r e s s e d i n t h e 

p r e f a c e o f h i s l a t t e r t r a n s l a t i o n t h a t " . . . o b s t a c l e s i n b o t h 

M é c a n i q u e C e l e s t e a n d M é c a n i q u e A n a l y t i q u e p r i n c i p a l l y a r i s e f r o m 

t h e d i f f i c u l t y o f i n t e g r a t i n g t h e e q u a t i o n s o f w h i c h t h e i r 

a u t h o r s made u s e " ( L a p l a c e 1814, i i i - v i i ] . 

The a s t r o n o m e r W. W a l l a c e , f a i t h f u l t o t h e S c o t t i s h t r a d i 

t i o n , was m a i n l y i n t e r e s t e d i n g e o m e t r i c a l p r o b l e m s . He a l s o 

p o s s e s s e d a r e m a r k a b l e a n a l y t i c a l s k i l l e v i d e n t i n h i s [18U5] o n 

t h e r e c t i f i c a t i o n o f t h e e l l i p s e . T h i s w o r k d r e w on I v o r y ' s 

r e s p e c t i v e p a p e r [ 1 7 9 8 ] . H o w e v er, i t was a d m i r e d f o r i t s 

o r i g i n a l i t y b y B r i n k l e y [ 1 8 0 3 , 1 4 8 ] , Woodhouse [ 1 8 0 4 , 2 2 9 - 3 0 , 

2 3 1 , 244-5] a n d H e r s c h e l [ 1 8 2 0 , 5 9 - 6 1 ] . W a l l a c e c o n t r i b u t e d s u b 

s t a n t i a l l y i n t h e d i f f u s i o n o f C o n t i n e n t a l m a t h e m a t i c s by t r a n s 

l a t i n g m e m o i r s o f L a g r a n g e and L e g e n d r e f o r t h e M a t h e m a t i c a l 

R e p o s i t o r y a n d by c o m p o s i n g numerous a r t i c l e s f o r E n c y c l o p e d i a 

B r i t a n n i c a a n d t h e E d i n b u r g h E n c y c l o p e d i a . Of most i m p o r t a n c e was 

h i s " F l u x i o n s " i n t h e l a t t e r E n c y c l o p e d i a i n 1815 p a r t l y d e v o t e d 
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t o t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s . M o r e o v e r , t o g e t h e r w i t h I v o r y t h e y 

i n t r o d u c e d t h e d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n i n t h e l a t e 1600'e i n t h e 

R e p o s i t o r y . R e a l i z i n g t h a t h i s c o n t r i b u t i o n s h a d b e e n p a s s e d o v e r 

i n P e a c o c k ' s R e p o r t i n 1 8 3 3 . W a l l a c e f e l t d e e p l y d i s a p p o i n t e d
ï D >

. 

A n o t h e r i n t e r e s t i n g f i g u r e i s W. S p e n c e f o r h i s w o r k on 

f i n i t e d i f f é r e n c e , a l g e b r a i c a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . B u t a b ove 

a i l , o f most i m p a c t was h i s w o r k on l o g a r i t h m i c t r a n s c e n d e n t s ^ 

w h i c h w e r e d e f i n e d by 

n X X a X 3 

( 2 5 % ) L(l±x) - ± ± — -
1 ° 2

n

 3 " 

and w h i c h s a t i s f i e d t h e p r o p e r t y 

[ S p e n c e 1809, 1 - 4 ) . S p e n c e d e v e l o p e d i n h i s
A
[ 1 8 0 9 ] a t h e o r y o f 

t h e s e t r a n s c e n d e n t s a n d t h e i r p r o p e r t i e s a n d t h e n a p p l i e d h i s 

r e s u l t s t o t h e i n t e g r a t i o n o f d i f f e r e n t i a l e x p r e s s i o n s and t o t h e 

s u m m a t i o n o f s e r i e s . I n t h e same p a p e r he s o l v e d s i m p l e f u n c 

t i o n a l e q u a t i o n s , s u c h a s 

( 2 2 . 5 ) <p(l+x)+(p(l+y)- <p(l+x+y+xy)
y
' 

by L a g r a n g e ' s m e t h o d [ 1 . 4 , ( 9 ) ] . T h a t i s , he d e v e l o p e d e a c h f u n c 

t i o n i n s e r i e s o f a s c e n d i n g p o w e r s o f x , y and t h e n d e t e r m i n e d tp 

by c o m p a r i n g t h e t e r m s on t h e l e f t and r i g h t - h a n d s i d e o f (22.5) 

[ 1 8 0 9 , i v - i x ) . 

S p e n c e ' s e s s a y [1809] i s d e s c r i b e d by G u i c c i a r d i n i a s "a 

b o l d a t t e m p t f o r an unknown and p r o v i n c i a l m a t h e m a t i c i a n t o b r e a k 

w i t h t h e f l u x i o n a l t r a d i t i o n a n d t o e m p l o y t h e n e w i s h s y m b o l i c a l 

t e c h n i q u e s o f t h e L a g r a n g i a n s c h o o l " [ 1 9 8 9 , 1 0 6 ] . T h i s s t a t e m e n t 

i s t r u e . b u t i n l a t e r w r i t i n g s S p e n c e showed an a m b i v a l e n c e be

t w e e n f l u x i o n a l a n d d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n . We q u o t e f r o m a p a p e r 

on a l g e b r a i c a l a n d d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n S o f 1814: 

... .betwixt the two n o t a t i o n s o f Newton and L e i b n i z [....] we are 

l e f t t o choose, and having no prepossession i n favour of e i t h e r o f 

them , i t may be remarked t h a t the system adopted by L e i b n i z i s 

more d i s t i n c t capable of d i v e r s i f i e d a p p l i c a t i o n s , and more e a s i l y 

w r i t t e n than t h a t o f Newton. T h i s , however, i s merely s t a t e d as 

o p i n i o n
< e >

. 

S p e n c e l e f t many u n f i n i s h e d e s s a y s w h i c h H e r s c h e l d i s -

( 2 2 . 4 ) 
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c o v e r e d i n 1 8 1 4 . Above a i l H e r s c h e l was a t t r a c t e d by S p e n c e ' s 

w ork o n l o g a r i t h m i c t r a n s c e n d a n t s w h i c h he e x t e n d e d i n h i s [ 1 8 1 4 ] 

[^ee 2 . 3 ] . B a b b a g e , on t h e o t h e r h a n d . a d m i r e d S p e n c e ' s m e t h o d 

f o r t h e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s and h i s way t o 

r é s o l v e a c o m p l i c a t e d e x p r e s s i o n i h s e p a r a t e p a r t s [ 1 8 2 7 , 3 3 3 - 4 ] . 

H e r s c h e l e d i t e d S p e n c e ' s M a t h e m a t i c a l e s s a y a i n 1820 [ 2 . 8 ] . 

The l a s t S c o t t i s h m a t h é m a t i c i e n we w i 1 1 m e n t i o n i s J . I v o r y . 

A v e r y c l o s e f r i e n d o f W a l l a c e , I v o r y w o r k e d m a i n l y i n E n g l a n d . 

He i s m o s t l y known t h o u g h f o r h i s o r i g i n a l r e s e a r c h i n p h y s i c a l 

a s t r o n o m y , a c k n o w l e d g e d by L a p l a c e a n d P o i s s o n [ A n o n . 1 8 4 2 , 4 0 9 ] . 

H i s f i r s t p a p e r o n t h e a t t r a c t i o n o f e l l i p s o i d s , [ 1 8 0 9 ] . c o n t a i n -

i n g a t h e o r e m l a t e r named a f t e r h i m , i s r e g a r d e d a s t h e m o s t i m 

p o r t a n t o f t h e s é r i e s [ T o d h u n t e r 1 8 7 3 b , 222]'. I v o r y i n c l u d e s i n 

h i s e a r l y p a p e r s a c o m p r e h e n s i v e h i s t o r i c a l a c c o u n t o f t h e k n o w n 

r e s e a r c h e s i n p o t e n t i e l t h e o r y . I n h i s [ 1 8 1 2 a , 23] he d e f i n e d t h e 

c o n d i t i o n s s o t h a t L a p l a c e ' s t h e o r e m ( 1 3 . 8 ) h o l d s t r u e ( T o d h u n t e r 

1 8 7 3b, 2 5 7 1 . A n o t h e r i n t e r e s t i n g r e s u i t was the- d é d u c t i o n o f t h e 

é q u a t i o n 

d ( 1 - Y 2 ) " V 1 - 1 

(22.6) (n-m) (n+m+1) ( 1 - Y
a

ï + • = O 

dy
m

 dy 

where U
n
 a r e a s i n ( 1 3 . 5 ) - ( 1 3 . 6 ) [ 1 8 1 2 b . 5 5 - 6 1 . E q u a t i o n ( 2 2 . 6 ) , 

c l o s e l y r e l a t e d t o t h a t o f t h e " L a p l a c e c o e f f i c i e n t s " , was nafwed 

a f t e r I v o r y by W h e w e l l [ 1 8 3 0 , 1 4 6 ] . 

I v o r y was k e e n l y i n t e r e s t e d i n t h e e x p a n s i o n o f (e**-!)™, f o r 

n>0, i n p o w e r s o f x . I n t h e c o u r s e o f t h e d é m o n s t r a t i o n o f 

n ( n - l ) 
( 22.7) n

r a

 - n ( n - l )
m

 + ( n - 2 )
r a

 - . . . + ( - l ) " -
l

n » 0 
2 

f o r m<n, he d e t e r r a i n e d , by means o f t h e b i n o m i a l t h e o r e m , t h e 

c o e f f i c i e n t A
m
 o f x

m

 i n t h e e x p a n s i o n o f ( e * * - l )
n

 t o be 

1 
(22.8) A

m
 - — [ n

r a

 - n ( n - l ) ™ + . . . •»- (-1 ) " -
l

n ]
 /

 vr» :>v, 
ml 

( 1 8 0 6 , 1 2 7 - 9 1
< 7 Ï

. E x p a n s i o n s o f e x p o n e n t i e l f u n c t i o n s w e r e n e e d e d 

i n t h e t r e a t m e n t o f p r o b l e m s o f i n t e r p o l a t i o n , s u m m a t i o n o f 

s é r i e s a n d d é f i n i t e i n t é g r a i s i n p h y s i c a l a s t r o n o m y . L a p l a c e 

d e a l t s a t i s f e c t o r i l y o n l y w i t h p a r t i c u l a r c a s e s [ 1 . 5 ] . B u t t h e 

f i r s t s y s t e m a t i c a p p r o a c h was t a k e n by B r i n k l e y i n 1 8 0 7 , f o l -

l o w e d by H e r s c h e l i n 1 8 1 4 . 
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A C a m b r i d g e g r a d u a t e , J . B r i n k l e y became p r o f e s s o r o f 

a s t r o n o m y a t D u b l i n U n i v e r s i t y i n 1790 . o n d B. 

L l o y d b r o u g h t i n a r e f o r m i n t h e e a r l y 1 8 1 0 ' s
( O >

. U n d e r t h e 

i n f l u e n c e o f L a p l a c e , B r i n k l e y p r o d u c e d v a r i o u s p a p e r s and t e x t 

b o o k s o n p h y s i c a l a s t r o n o m y , s u c h a s h i s [1803 a , b ] , [1813] a n d 

[ 1 8 2 0 ] . He a l s o p r o d u c e d c o n s i d e r a b l e w o r k on a n a l y s i s . I n h i s 

[1800] he i n t r o d u c e d h i s method o f " f l u x i o n s p e r s a l t u m " by means 

o f w h i c h one c a n r e a d i l y d e t e r m i n e t h e n
t h

 f l u x i o n o f a g i v e n 

f u n c t i o n . I n 1803 he c l a i m e d t h a t t h i s m e t h o d was d i s c o v e r e d i n 

d e p e n d e n t l y f r o m A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f d e r i v a t i o n s w i t h w h i c h i t 

r e s e m b l e d . R e g a r d i n g i n f a c t h i s own m e t h o d as s u p e r i o r t o t h a t 

o f d e r i v a t i o n s , he a n n o u n c e d h i s i n t e n t i o n t o i n c o r p o r a t e i t i n a 

b ook t o g e t h e r w i t h i t s a p p l i c a t i o n s [ 1 8 0 3 a , 8 4 , f n ] . 

B u t B r i n k l e y d e l a y e d t h e p u b l i c a t i o n o f t h e book - w r i t t e n i n 

h i s own p e c u l i a r n o t a t i o n - u n w i l l i n g " t o o f f e r a f l u x i o n a l 

n o t a t i o n d i f f e r e n t f r o m e i t h e r t h a t o f N e w t o n o r L e i b n i z , e a c h o f 

w h i c h i s v e r y i n c o n v e n i e n t a s f a r a s r e g a r d s t h e a p p l i c a t i o n o f 

t h e t h e o r e m s f o r f i n d i n g f l u x i o n s " p e r s a l t u m " " [ 1 8 0 7 , 1 2 0 1 . I t 

was i n f a c t o n l y i n 1818 t h a t he d e c i d e d t o s w i t c h t o t h e d i f 

f e r e n t i a l n o t a t i o n ; h o w e v e r , t h e book was a p p a r e n t l y n e v e r ¿ 0 ^ -

f i e J - e c ! [ s - e h i s 1 8 2 0 , 40] <*> . 

L a g r a n g e ' s a n d L a p l a c e ' s i n f l u e n c e b l e n d t o g e t h e r i n h i s 

p a p e r o n " An i n v e s t i g a t i o n o f t h e g e n e r a l t e r m o f an i m p o r t a n t 

s e r i e s i n t h e i n v e r s e method o f f i n i t e d i f f e r e n c e s " [ 1 8 0 7 ] . T h i s 

" i m p o r t a n t s e r i e s " i s no o t h e r t h a n t h e e x p a n s i o n o f ( e * — l )
n

. 

w h e r e t - h d / d x , when n<0. B r i n k l e y i n t r o d u c e d f i r s t L a g r a n g e ' s 

t h e o r e m i n f l u x i o n a l n o t a t i o n , t h e n d e n o t e d t h e n
t h

 d i f f e r e n c e s 

o f z e r o by A " 0
m

 a n d n e x t p r o c e e d e d t o p r o v e L a g r a n g e ' s t h e o r e m . 

We w i l l p r e s e n t B r i n k l e y ' s p r o c e d u r e a s s l i g h t l y m o d i f i e d by 

H e r s c h e l i n h i s N o t e s i n L a c r o i x [ 1 8 1 6 ] , a p p e n d i n g t h e o r i g i n a l 

p r o o f t o an e n d n o t e [£ee (10) b e l o w ] . The p r o o f o f L a g r a n g e ' s 

t h e o r e m d e p e n d s u p o n T a y l o r ' s t h e o r e m , w r i t t e n by H e r s c h e l i n t h e 

s y m b o l i c a l f o r m 

( 2 2 . 9 ) u (x+n) - e
 w

 u ( x )
f 

and t h e f o r m u l a 

n 

( 2 2 . 1 0 ) A ^ u ( x ) = u ( x + n ) u ( x + n - l ) + . . . + n ( - 1 )
n

~
1

u ( x + 1)+ ( - l ) " u ( x ) 
1 
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e a s i l y d e r i v e d f r o m t h e d e f i n i t i o n 

( 2 2 . 1 1 ) û u ( x ) - u ( x + h ) - u ( x ) . 

H e r s c h e l f o r s i m p l i c i t y assumed h-1 i n (22.11) a n d i t i s f o r t h i s 

r e a s o n t h a t h i s m i s s i n g i n t h e r i g h t - h a n d s i d e o f ( 2 2 . 9 ) . P u t 

t i n g n = n - l , n - 2 , . . . . 0 i n ( 2 2 . 9 ) we o b t a i n t h e v a l u e s o f u ( x + n ) 

w h i c h we s u b s t i t u t e i n ( 2 2 . 1 0 ) . T h e n , by s e p a r a t i n g t h e s y m b o l s 

o f o p e r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y i t f o l l o w s f r o m ( 2 2 . 1 0 ) a f t e r 

t h e s u b s t i t u t i o n s t h a t 

d 
( 2 2 . 1 2 ) A " u ( x ) = (e* - l ) " u ( x ) 

( L a c r o i x 1 8 1 6 4 8 7 - 8 ] < * < » , 

F o r t h e p r o o f o f t h e e x p a n s i o n f o r m u l a o f t h e r i g h t - h a n d 

s i d e o f ( 2 2 . 1 2 ) , B r i n k l e y t o o k f o r g r a n t e d t h e p r o p e r t i e s o f t h e 

A
n

0
m

 numbers d e f i n e d a s t h e n
t h

 d i f f e r e n c e s o f t h e s e r i e s 0
m

, 1
M

, 

2
m

 ... ( 1 8 0 7 . 1 1 6 ] . From ( 2 2 . 1 1 ) i t f o l l o w s t h a t a"x
ra

=-0, f o r m<n, 

a n d A
n

x
n

 - n ! H e n c e 

(22.13) u
n

0
n

=-n! a n d A " *
m

0
n

= 0 , m>0. 

The v a l u e o f A
n

0
m

 f o r m>M i s d e d u c e d f r o m (22,10) when u ( x ) = x
m 

and x i s r e p l a c e d by 0 a f t e r t h e e x p a n s i o n . T h u s , 

n n ( n - l ) 
( 2 2.14) û

n

0
m

 - n
m

 (n-1 )
m

 + ( n - 2 )
m

 - ... + < - l )
r t

~
l

n . 
1 1.2 

B a s e d u p o n t h e p r o p e r t i e s o f A " 0
m

 a n d L a g r a n g e ' s t h e o r e m , 

where A u ( x ) i s g i v e n by ( 2 2 . 1 1 ) w i t h h > l , B r i n k l e y p r o v e d t h e 

f ormu 1 a 

d
n

u ( x ) A ^ O ™ -
1

 d " *
x

u ( x ) 
(22.15) A

n

u ( x ) - h
n

 + h
n + 1

 + . . . . 

d x
n

 ( n + 1 ) ! d x
n + 1 

T h i s f o r m u l a i s t h e same a s L a g r a n g e ' s (15.12) a n d L a p l a c e ' s 

( 1 5 . 2 0 ) . B u t B r i n k l e y h a s now d i r e c t l y d e t e r m i n e d t h e l a t t e r ' s 

c o e f f i c i e n t s q , q i , ... by means o f hi3 d i f f e r e n c e s o f z e r o . I n 

f a c t , t h e m
t n

 c o e f f i c i e n t i n t h e e x p a n s i o n o f t h e r i g h t - h a n d o f 

(22.15) i s A"0
m

/m!. o r , due t o ( 2 2 . 1 4 ) , t h i s c o e f f i c i e n t i s i d e n 

t i c a l w i t h A
m
 d e f i n e d i n ( 2 2 . 8 ) ( 1 8 0 7 , 1 1 8 ] . 

B r i n k l e y ' s s t e p f r o m ( 2 2 . 1 2 ) t o (22.15) was e s s e n t i a l i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . H i s p r o c e d u r e , v i a t h e 

A
n

0
m

 n u m b e r s , r e n d e r s r e d u n d a n t t h e d e f i n i t i o n o f t h e c o e f f i 

c i e n t s o f v a r i o u s e x p a n s i o n s by means o f c o m p l i c a t e d r e c u r s i v e 

r e l a t i o n s . L e t u s r e g a r d d / d x - t i n ( 2 2 . 1 2 ) . T h e n , b y means o f 

(22.15) we h a v e 
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( 2 2 . 1 6 ) ( e * - l )
n

 - A
n

0 + 1 + t
a

 + 
1 2! 

f o r n>0 [ H e r s c h e l 1820, 80) . B r i n k l e y s e t o f f n e x t t o p r o v i d e t h e 

e x p a n s i o n o f t h e r i g h t - h a n d s i d e o f (22.12) f o r n<0. H i s p r o c e 

d u r e , b a s e d upon h i s " f l u x i o n s p e r s a l t u m ' ) i s q u i t e l e n g t h y a n d 

c o m p l i c a t e d . We w i l l p r e s e n t , t h o u g h , h i s m a i n r e s u l t . I f we e x 

p a n d t
n

( e
t

- l ) "
n

, where t s t a n d s f o r h d / d x , o r , i n B r i n k l e y ' s 

n o t a t i o n , f o r h u / x , and w h e r e n>0, t h e n t h e c o e f f i c i e n t A
x
 of. t

K 

i s f o u n d t o be 

(n+2) . . (n+x) 1 A^-O**
1

 (n+3) . . (n+x) 1 A=0*-
2 

(22 .17) A x — n . - . + n ( n + l ) . . +••• 
( x - l ) i 1 ( x + 1 ) ! ( x - 2 ) ! 1.2 ( x + 2 ) i 

[ 1 8 0 7 , 1 2 5 - 1 2 7 ] . 

B r i n k l e y a c k n o w l e d g e d L a p l a c e ' s " i n g e n i o u s " t e c h n i q u e f o r 

t h e d e v e l o p m e n t o f t
n

( e * - l ) - " , f o r n=l [ 1 8 0 7 , 1 2 9 ) . O n l y now, by 

means o f (22.17) L a p l a c e ' s f o r m u l a (15.28) i s r e a d i l y o b t a i n e d 

w i t h o u t n e e d t o d e p e n d u p o n a r e c u r s i v e d e f i n i t i o n o f i t s c o e f f i 

c i e n t s . The p a p e r e n d e d w i t h f u r t h e r i l l u s t r a t i o n s o f t h e 

f a c i l i t i e s o f f e r e d by t h e d i f f e r e n c e s o f z e r o i n t h e c o m p u t a t i o n 

o f e x p a n s i o n s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s [ 1 8 0 7 , 1 2 9 - 1 3 2 ) . 

B r i n k l e y
1

s e l e g a n t p r o o f o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m i m p r e s s e d 

H e r s c h e l who, c ommenting u p o n i t , w r o t e t o Babbage i n 1 8 1 3 ; " I do 

n o t t h i n k f o r c l e a r n e s s a n d s h o r t n e s s t h a t t h i s c a n e a s i l y be 

s u r p a s s e d " . H e r s c h e l i m p r o v e d c o n s i d e r a b l y upon B r i n k l e y ' s 

m e t h o d a n d r e s u l t s . F o r e x a m p l e , he showed t h a t (22.16) h o l d s 

t r u e a l s o f o r n<0; t h u s 

A
n

0
n

 A
n

0
n + 1 

( 2 2 . 18) ( e M ) " = t
n

 + 1"*
1

 + . . . 
n! ( n + 1 ) ! 

[ 1 8 2 0 , 8 2 ]
t l 2 )

. The A " 0
m

 n u m b e r s w e r e t o p r o v e v e r y u s e f u l , p a r 

t i c u l a r l y i n t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e B e r n o u l l i numbers o f d i f 

f e r e n t o r d e r s
< 1 3 >

. I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n we w i l l s t u d y 

H e r s c h e l ' s d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , as m a i n l y 

m o t i v a t e d by L a p l a c e [ 1 7 8 2 ] , A r b o g a s t [1800] and B r i n k l e y [ 1 8 0 7 ] . 

We w i l l f o c u s w i o i v t l y o n h i s own t h e o r e m i n t r o d u c e d f o r t h e 

d e v e l o p m e n t o f any f u n c t i o n o f t h e f o r m fie*) f r o m w h i c h ( 2 2 . 1 6 ) 

a n d ( 2 2 . 1 8 ) f o l l o w a s s p e c i a l c a s e s . 
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2.3 H e r s c h e l on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s : 1813-1816; o r i g i n s 

a n d a p p l i c a t i o n s o f H e r s c h e l ' s t h e o r e m . 

D ü r i n g t h e p e r i o d 1813-1816 H e r s c h e l c o n t r i b u t e d i n v a r i o n s 

a s p e c t s o f t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s , b i s m a t h e m a t i c a 1 

r e s e a r c h t o p i c p a r e x c e l l e n c e . He s t u d i e d t r i g o n o m é t r i e s é r i e s , 

g é n é r â t i n g f u n e t i o n s , S p e n c e ' s l o g a r i t h m i c t r a n s c e n d e n t s , 

B r i n k l e y ' s f o r m u l a e f o r e x p a n s i o n , t h e d é t e r m i n a t i o n o f t h e B e r -

n o u l l i n u m b e r s , f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s and f u n c t i o n a l é q u a 

t i o n s . I n t h i s s e c t i o n we w i l l f o c u s m a i n l y on h i s t h e o r e m f o r 

t h e d e v e l o p m e n t o f e x p o n e n t i a l f u n e t i o n s w h i c h was a c t u a l l y f o r -

m u l a t e d and p r o v e d i n h i s p a p e r "On t h e d e v e l o p m e n t o f e x p o n e n 

t i a l f u n e t i o n s ; t o g e t h e r w i t h s e v e r a l new t h e o r e m s r e l a t i n g t o 

f i n i t e d i f f é r e n c e s " [ 1 8 1 6 ] . 

I n f a c t , t h e germs o f H e r s c h e l ' s t h e o r e m f o r t h e e x p a n s i o n 

o f f ( e
f c

) a p p e a r e d i n h i s v e r y f i r s t p a p e r "On t r i g o n o m é t r i e 

s é r i e s " [1813a] i n w h i c h he e n q u i r e d i n t o t h e d e v e l o p m e n t o f e
e

 . 

He c o n s i d e r e d f u r t h e r d e v e l o p m e n t s o f e x p o n e n t i a l f u n e t i o n s , 

o t h e r t h a n e
e

 , i n h i s p a p e r o n " C o n s i d é r a t i o n o f v a r i o u s p o i n t s 

o f a n a l y s i s " [ 1 8 1 4 ] , I n t h i s p a p e r he i n t r o d u c e d f o r t h e f i r s t 

t i m e O p e r a t o r m e t h o d s , o n l i n e s s i m i l a r t o t h o s e by A r b o g a s t , a s 

w e l l a s L a p l a c e ' s g e n e r a t i n g f u n e t i o n s . C e r t a i n i n s t a n c e s o f h i s 

w o r k o n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s and on g e n e r a t i n g f u n e t i o n s 

w e r e a p p e n d e d a t t h e e n d o f L a c r o i x [ 1 8 1 6 1 . M o r e o v e r , a r e v i s e d 

v e r s i o n o f t h e p r o o f o f h i s t h e o r e m on f ( e
f c

) , t o g e t h e r w i t h a 

v a r i e t y o f i t s a p p l i c a t i o n s , w e r e i n c l u d e d f o u r y e a r s l a t e r i n 

h i s E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ] . The c o n s u l t a t i o n o f t h e s e two b o o k s w i l l b e 

h e l p f u l i n o u r s t u d y o f h i s e a r l y p a p e r s . 

B e f o r e we p r o e e e d t o s t u d y H e r s c h e l ' s e a r l y w ork a s p u b -

l i s h e d i n t h e M e m o i r s [ 1 8 1 3 ] , l e t u s comment upon t h e now r a r e 

J o u r n a l p u b l i s h e d i n a s i n g l e v o l u m e by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y . 

To t h e g r e a t d i s a p p o i n t m e n t o f i t s a u t h o r s . t h e M e m o i r s w e r e n o t 

r e v i e w e d and were v e r y u n s u c c e s s f u l i n t h e i r c i r c u l a t i o n *
x

> .. B u t 

t h i s p r o v e d l a t e r t o be r a t h e r an a d v a n t a g e t h a n a m i s f o r t u n e . 

f o r , a s we s h a l 1 s e e , s e r i o u s e r r o r s w ere s p o t t e d i n i t 

[ 2 , 4 . ( 6 ) ] . As a r e s u i t , t h e p a p e r s o f Babbage and H e r s c h e l w h i c h 

w e r e p u b l i s h e d i n t h i s j o u r n a l w e r e n o t t o be r e f e r r e d t o 

l a t e r w o r k
< a o

 . a n d i n f a c t t h e M e m o i r s r e m a i n e d b a s i c a l l y u n r e a d 

up t o o u r d a y s
< 3 >

. 

H o w e v e r , t h e r e was One E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n who was t o g o 
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t h r o u g h t h e o b s c u r e m a t e r i a l o f t h e M e m o i r s and t o r e f e r t o i t i n 

h i s w o r k - De M o r g a n . On t h e f i r s t page o f h i s own c o p y o f t h e 

M e m o i r s we r e a d h i s p r o p h e t i c i n s c r i p t i o n : 

The time w i l l come when t h i s work w i l l be sought a f t e r by the 

c u r i o u s , as the e a r l i e s t i n d i c a t i o n of the change which was t a k i n g 

p l a c e i n B r g l i s h mathematics. I think i t i s a l l w r i t t e n by Herschel 

and Babbage: the p r e f a c e by Hersche]. No more was published under 

t h i s name. Sept. 11, lSSe'"
1 5

. 

The " P r e f a c e " t o t h e M e m o i r s , w r i t t e n ^ b y Babbage i n c o l 

l a b o r a t i o n w i t h H e r s c h e l , c o n s i s t s o f a b r i e f a c c o u n t o f t h e 

s t a t e o f 1 8 ^ * 2 - c e n t u r y C o n t i n e n t a l a n a l y s i s *
5

* . A p r e f e r e n c e f o r 

L a g r a n g e ' s and A r b o g a s t ' s a l g e b r a i c a p p r o a c h i s n o t i c e d , a s w e l l 

a s an e m p h a s i s on n o t a t i o n , w h i c h , by i t s b r e v i t y and c l a r i t y , 

w o u l d e n a b l e t h e p r o c e s s o f d i s c o v e r y . M o r e o v e r , t h e a n a l o g y b e 

t w e e n i n d i c e s o f r e p e a t e d f u n c t i o n a l o p e r a t i o n s a n d t h o s e o f e x -

p o n e n t a t i o n was s t r e s s e d . The d i r e c t i o n e n g r a v e d i n t h i s j o u r n a l 

was d e c i s i v e i n t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a 1 and o p e r a t o r 

m e t h o d s i n m i d - 1 9
t h

- c e n t u r y E n g l a n d *
6

* . 

A n o t h e r u s e f u l s o u r c e o f i n f o r m a t i o n on t h e e v o l u t i o n o f 

B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s m a t h e m a t i c a l w o r k i s t h e i r v o l u m i n o u s 

c o r r e s p o n d e n c e *
7 )

. D u r i n g t h e p e r i o d 1812-1816 a t l e a s t one 

h u n d r e d l e t t e r s w e r e e x c h a n g e d b e t w e e n t h e s e two a n a l y s t s i n c l u d 

i n g i n f o r m a t i o n on t h e c o m p o s i t i o n o f t h e M e m o i r s
i & >

 , t h e t r a n s 

l a t i o n o f L a c r o i x , t h e d e s i r e f o r a r e v i v a l o f t h e S o c i e t y * ® * 

a n d , a b o v e a i l , t h e d i f f i c u l t i e s t h e y were c o n f r o n t e d w i t h i n t h e 

c o u r s e o f t h e i r r e s e a r c h [ 2 . 4 - 2 . 7 ] . T h e s e l e t t e r s f o r m e d a most 

c h a l l e n g i n g g r o u n d f o r i n s p i r a t i o n and c r e a t i v i t y t h r o u g h m u t u a l 

i n f l u e n c e and a s s i s t a n c e . I t was H e r s c h e l who h a d i n s i s t e d on t h e 

a n o n y m i t y o f t h e M e m o i r s , b u t he had o b j e c t i o n s t o t h e 

a n o n y m i t y o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y as s u c h and i t s a i m s *
1 0

* . 

F o r b o t h a n a l y s t s t h e summation o f t r i g o n o m e t r i c and 

l o g a r i t h m i c s e r i e s was t h e f i r s t a r e a f o r s y s t e m a t i c i n v e s t i g a 

t i o n [ E n r o s 1 9 8 3 . 34; 2 . 4 ] . H e r s c h e l opened h i s f i r s t p a p e r w i t h 

t h e p r o p e r t y 

( 2 3 . 1 ) f
m

 f " ( x ) = f
m

* " ( x ) . 

C o n s i d e r i n g f°(x)=x a s a n e c e s s a r y a s s u m p t i o n . he i n t r o d u c e d t h e 

r e v e r s e o p e r a t i o n f
_ m

 by p u t t i n g i n (23.1) n=-m. Thus 

(2 3 . 2 ) f
m

f - ™ ( x ) = x . 

I t was i m p l i c i t l y a s sumed t h a t t h e v a l u e o f f
- 1

 i s u n i q u e . O t h e r 
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n o v e l n o t a t i o n s w e r e i n t r o d u c e d , s u c h a s " l o g
_ r î

x " w h i c h s t o o d f o r 

C 

l
C

 ^ [ 1 8 1 3 a , 

( 2 3 . 3 ) e 

F o r n - 3 , (23.3) d é n o t e s e
K

~ ' [ 1 8 1 3 a , 3 3 , 47; 1 8 1 4 , 4 4 1 - 2 ] . 

Among h i s c o n c e r n s was t h e summation o f t h e s é r i e s u
n
- g i v e n 

by 

2" 3" 4 ° 

(2 3 . 4 ) u
n
= l

n

+ — + — + — + .... 
1! 2! 3! 

T h r e e methods were s u g g e s t e d . The f i r s t t wo, b a s e d o n t h e f i n i t e 

d i f f é r e n c e s o f u
n
, l e d t o f o r m u l a e f r o m w h i c h i t f o l l o w e d t h a t 

( 2 3 . 5 ) U i - 2 e , u
a
= 5 e , u

3
= 1 5 e , e t c 

[ 1 8 1 3 a , 6 1 - 2 ] W e a r e , h o w e v e r , i n t e r e s t e d i n t h e t h i r d 

raethod by means o f w h i c h t h e v a l u e o f u
n
 was d e t e r m i n e d v i a t h e 

c o e f f i c i e n t s o f t h e e x p a n s i o n o f e * . T h i s i d e a h a d o c c u r r e d . t o 

H e r s c h e l i n A u g u s t 1 8 1 2 . We s h a l l b r i e f l y compare t h e m e t h o d 

s k e t c h e d i n t h e l e t t e r , w h e r e i t f i r s t a p p e a r e d , w i t h i t s l a t e r 

p r é s e n t a t i o n i n t h e M é m o i r s , f o r a c u r i o u s e r r o r i s t o be n o t i c e d 

i n t h e l a t t e r . 

1 « 2" 3" 

H e r s c h e l h a d i n i t i a l l y u s e d t h e s é r i e s — + + +. . . . 
1 1.2 1.2.3 

o r U n - i . He w r o t e t o B a b b a g e : " I w i l l now g i v e y o u my s u m m a t i o n 

1" 2
n

 3" 
o f — + + — — — + . . . . , a n d i f I f i n d t h a t t h i s h a s b e e n 

1 1.2 1.2.3 

a l r e a d y d o n e , I s h a l l c e r t a i n l y h a n g m y s e l f . I f y o u know o f i t , 

k e e p me i n happy i g n o r a n c e " [H.S, 2 0 : 2 , 12 A u g . 1 8 1 2 ] . The p r o c e -

d u r e i n t h i s l e t t e r r u n s a s f o l l o w s : L e t e
c

 = A
0
+A

r
x+...+A

n
x". 

tf

x

 e* e
2

~ 
T h e n , s i n c e e - 1 + — + + 

1 1.2 

i f we r e p l a c e e a c h e
nyc

 by i t s d e v e l o p m e n t i n p o w e r s o f x , i t i s 

e a s i l y d e r i v e d t h a t 

( 2 3 . 6 ) A
n
 - — u „ -

Ł
 = — D

0
" e

c 

n! n! 

te 

w h e r e D - d / d x
< 1 2 >

. The f i n a l s t e p was t o d é t e r m i n e D
n

e ° by a 

" t o l e r a b l y l a b o r i o u s p r o c e s s " w h i c h amounted t o t h e é q u a t i o n 

n ( n - l ) n . . . ( n - 3 ) n . . . ( n - 2 ) 

( 2 3 . 7 ) U n - i - ïl + + + + . . . ] e 
2 2.4 1.2.3 

f r o m w h i c h ( 2 3 . 5 ) f o l l o w a s p a r t i a l r é s u l t a . 
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I n t h e M e m o i r s H e r s c h e l f o l l o w e d e x a c t l y t h e eame p r o c é d u r e 

u p t o ( 2 3 . 6 ) , b u t he * rJ._ a n e r r o r i n t h e c o m p u t a t i o n o f t h e c o e f 

f i c i e n t o f t
a

 i n t h e r i g h t - h a n d a i d e o f e
e

 T h u s . i n s t e a d o f 

t h e r i g h t r e s u l t ( 2 3 . 6 ) he a r r i v e d a t t h e e r r o n e o u s one 
„ t 

d
n

e
c 

( 2 3 . 8 ) u
n
 " 

d t " t - 0 

w h e r e t e q u a l s 0 a f t e r t h e d i f f e r e n t i a t i o n ( 1 8 1 3 a , 6 2 ]
( 1 3 >

. 

I n r e p l y t o H e r s c h e l ' s l e t t e r Babbage w r o t e 'Tour e x p r e s s i o n 

1" 2" 
f o r — + + . . . . i s s t r ä n g e I c e r t a i n l y n e v e r met w i t h i t b e -

1 1.2 

f o r e n o r do I f e e l q u i t e c o n f i d e n t o f t h e l a w f o l l o w e d b y i t " 

[ H . S , 2: 5, 2 2 ( ? ) D e c . 1 8 1 2 ) . The f a c t i s t h a t t h e p r o c é d u r e f o l 

l o w e d i n H e r s c h e l ' s l e t t e r was r i g h t . By means o f h i s t h e o r e m f o r 

t h e e x p a n s i o n o f f ( e M - s e e ( 2 3 . 1 8 ) - t h e d e v e l o p m e n t o f e was 

i n c l u d e d as an e x a m p l e i n ( 1 8 2 0 , 8 2 - 3 ] . I t was shown t h a t 

e
* t t

2

 t
3 

e « e + e- + 2e + 5e + ... 
1 1.2 1.2.3 

w h e r e e - u
0
, 2e=ui e t c . ( a s i n (23.5) ) . I n o t h e r w o r d s , (23.6) 

h o l d s t r u e , w h i l e ( 2 3 . 8 ) i s o b v i o u s l y wrong ( ee (23.27) b e l o w ] . 

I n May 1813 H e r s c h e l s e t ^ w o r k on L a p l a c e ' s M é c a n i q u e ^ 

s u g g e s t i n g i t s s t u d y t o B a b b a g e
( 1 4 >

. I n r e p l y t h e l a t t e r i n f o r m e d 

h i m o f L a p l a c e ' s p a p e r " S u r d i v e r s p o i n t s d ' a n a l y s e " [1809] and 

o f v a r i o u s p a p e r s by L a g r a n g e
( 1 S >

. I n 1814 H e r s c h e l became a c -

q u a i n t e d w i t h S p e n c e ' s w o r k . The r e s u l t o f h i s new s t u d i e s was 

h i s p a p e r ' t i t l e d " C o n s i d é r a t i o n o f v a r i o u s p o i n t s o f a n a l y s i s " 

[ 1 8 1 4 ] , q u i t e p r o b a b l y a f t e r L a p l a c e [ 1 8 0 9 ] . Babbage was o u t r a g e d 

w i t h t h e t i t l e , b u t t h a t was a s f a r as he h a d r e a d h i s f r i e n d ' s 

p a p e r
( 1 S )

. F o r , when i n 1817 he p r o p o s e d a c e r t a i n p r i n c i p l e o f 

n o t a t i o n , H e r s c h e l ^ d i s a p p o i n t e d
 y
 w r o t e a t t h e end o f Babbage ' s 

l e t t e r : " I f Babbage h a d e v e r r e a d my p a p e r [ [ 1 8 1 4 ] ...] he w o u l d 

n o t h a v e t h o u g h t i t n e c e s s a r y now t o r e m a r k t h i s . I h a v e a l l 

a l o n g g o n e on t h a t p r i n c i p l e " [H.S, 2: 7 6 , 29 M a r c h 1 8 1 7 ] . 

What Babbage h a d s u g g e s t e d was t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e h a 

c h a r a c t e r i s t i c w h i c h o p é r â t e s on q u a n t i t y , l i k e a n f , and a n o t h e r 

w h i c h o p é r â t e s on o t h e r s y m b o l s o f o p é r a t i o n , l i k e D - d/dx. T h i s 

d i s t i n c t i o n i s e v i d e n t i n t h e p r i n c i p l e s o f n o t a t i o n g i v e n by 

H e r s c h e l i n h i s [ 1 8 1 4 ] . H i s r a t h e r c o m p l i c a t e d n o t a t i o n h a s a s 

f o l l o w s . M u l t i p l i c a t i o n o f two f u n c t i o n s was d e n o t e d by ( p . i ^ ( x ) . 

85 



w h e r e a s t h e i r c o m b i n a t i o n by (pip(x) . The s u c c e s s i v e o f f ( x ) was* 

d e n o t e d by f
2

( x ) , w h i l e t h e p r o d u c t f ( x ) . f ( x ) b y ( f ) 2 : X . F u r t h e r , 

i f F ( x ) s t o o d f o r 

( 2 3 . 9 ) a x
a

+ b x
s

+ 

t h e n a(p° (x)> . . . . was d e n o t e d by (F:<p) : x , w h e r e a s , i f x was r e p l a c e d 

by <p(x) i n (23.9) t h e r e s u i t w o u l d be (F{<p>):x ( 1 8 1 4 , 4 4 2 - 3 ] . 

N e x t H e r s c h e l i n t r o d u c e d t h e s i g n o f d é r i v a t i o n D a c c o r d i n g 

t o t h e r u l e 

( 2 3 . 1 0 ) D<pf ( x ) - (D<p) : f (x) , 

i n o t h e r words D a f f e c t s o n l y t h e c h a r a c t e r i s t i c w h i c h f o l l o w s i t 

i m m e d i a t e l y . I f D was i n t e n d e d t o a f f e c t a c o m b i n a t i o n , i t h a d t o 

be w r i t t e n as D((pf ) : x . T h i s d e s c r i p t i o n a n d r u l e h e l d t r u e a l s o 

f o r d . A, S, _J* a n d 2 . The l a s t r u l e s on n o t a t i o n w e r e : " E v e r y 

f u n c t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c i s a f f e c t e d by a i l t h e c h a r a c t e r i s t i c s 

p r e c e d i n g i t , i n t h e same manner as i f i t were a s y m b o l o f 

q u a n t i t y " and " e v e r y c h a r a c t e r i s t i c o f o p é r a t i o n p e r f o r m e d o n 

q u a n t i t y a f f e c t s a i l w h i c h f o l l o w i t , a s i f i t were one s y m b o l " 

[ 1 8 1 4 , 4 4 3 ] . T h u s , a c c o r d i n g t o t h e l a s t r u l e , i f f ( x ) s t a n d s f o r 

t h e q u a n t i t y i n ( 2 3 . 9 ) , t h e n fD<p(x)= a(D<p(x) . . . b u t t h i s 

w o u l d n o t h o l d t r u e f o r D i n s t e a d o f f b e c a u s e o f ( 2 3 . 1 0 ) ( 1 8 1 4 , 

443-4] <"> . 

By t h a t t i m e H e r s c h e l was a c q u a i n t e d w i t h A r b o g a s t [ 1 8 0 0 ] 

[ j e e (17) a b o v e l a n d h i s i n t r o d u c t i o n o f s y m b o l "D" a n d i t s p r i n -

c i p l e s i s an o b v i o u s i n f l u e n c e f r o m t h e l a t t e r . M o r e o v e r , he b o r -

r o w e d A r b o g a s t ' s m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s w h i c h he c l a i m e d 

t o h a v e e x t e n d e d i n h i s p a p e r f u r t h e r t h a n h a d b e e n c u s t o m a r y 

[ 1 8 1 4 , 4 4 1 ] . I n f a c t , he p r o v i d e d an o r i g i n a l a p p l i c a t i o n o f t h i s 

m ethod t o t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s t h a t f o l l o w s 

b e l o w . 

C a s t i n g a 1 i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r 

w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s *A,
2

A i n t h e f o r m 

(23.11) u +
 1

ADu +
 3

A D
2

u + .. +
n

AD
n

u- 0. 

he s o l v e d i t by f a c t o r i z a t i o n : 

( 23.12) ( D - p ) ( D - q ) : u - 0. 

He e x a m i n e d f i r s t t h e c a s e o f d i s t i n c t r o o t s a n d e n d e d w i t h t h a t 

o f m u l t i p l e o n e s [ 1 8 1 4 , 4 6 7 - 8 ; s e e al3o K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 1 8 5 ] . 

H e r s c h e l was t h e f i r s t B r i t i s h m a t h e m a t i c i a n t o s o l v e a d i f f e r e n 

t i a l é q u a t i o n by s y m b o l i c a l m e t h o d s . H i s m e t h o d r e m i n d s u s o f 

F r a n ç a i s ' s ( 1 . 6 J b u t he was t o t a l l y unaware o f e i t h e r F r a n c a i s ' s 

o r B r i s s o n ' a w o r k o n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s [ G r a t t a n - G u i n n e s s 
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1978, 8 5 ) . 

A p a r t f r o m a s m a l l s e c t i o n on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s l ^ e e 

2 . 4 1 , t h e r e s t o f [ 1 8 1 4 ] was d e v o t e d t o t h e t h e o r y o f L a p l o c e ' s 

g e n e r a t i n g f u n c t i o n s a n d i t s a p p l i c a t i o n t o S p e n c e ' s t h e o r y o f 

l o g a r i t h m i c t r a n s c e n d e n t s i n an a t t e m p t t o sum t r i g o n o m é t r i e 

s é r i e s i n f i n i t e f o r m . The p r o c é d u r e s e x h i b i t e d i n t h i s p a p e r a r e 

r a t h e r w i l d a n d w e r e n o t u s e d i n h i s more m a t u r e w o r k . Of i n t e r -

e s t , t h o u g h , i s t o n o t i c e o n c e more t h e m o t i v a t i o n f o r a g ê n e r a i 

t h e o r e m w h i c h w o u l d a f f o r d t h e e x p a n s i o n o f a n y f u n c t i o n f i e * - ) . 

L a p l a c e ' s g e n e r a t i n g f u n c t i o n s were r e g a r d e d as a " f e r t i l e 

s o u r c e o f new d i s c o v e r y " and as a "most c o m p r e h e n s i v e and 

u n i f o r m " medium f o r e x h i b i t i n g known r e s u l t s . T h i s c a l c u l u s , he 

a d d e d , "commands a w i d e r and more m a g n i f i c e n t p r o s p e c t t h a n any 

w h i c h h a s y e t b e e n o p e n e d t o t h e v i e w o f t h e s p é c u l a t i v e 

p h i l o s o p h e r " [ 1 8 1 4 , 4 4 0 ] . I f A* i s t h e c o e f f i c i e n t o f t
K

 i n t h e 

e x p a n s i o n o f <p(t) t h e n t h i s was d e n o t e d by : 

(23.13) <p(t) - G
t
( A * > , 

where t was o m i t t e d i n G*, i f o b v i o u s f r o m t h e c o n t e n t o f t h e 

d i s c u s s i o n *
1 0

* . 

Among H e r s c h e l ' s r e s u l t s were t h e f o l l o w i n g . L e t 

aAx*oi+bAx-»-o
+

• . • • be d e n o t e d by ^ A * . T h e n , a c c o r d i n g t o t h e 

d é f i n i t i o n o f G i t was p r o v e d t h a t 

(23.14) G ( V A x ) - <p(t) . f ( 1 / t ) j 

w h e r e f ( t ) - a t ° + b t
e

 + . . . . A n o t h e r t h e o r e m was 

d 

( 2 3 . 1 5 ) G ( X 1 A K ) - ( t — ) * d < p ( t ) 
d t 

[ 1 8 1 4 , 4 4 4 - 4 4 7 ) . F u r t h e r s u b s t i t u t i n g l / ( d l o g t ) f o r t / d t i n 

( 2 3 . 1 5 ) , a n d l e t t i n g <p a n d f be as i n ( 2 3 . 1 3 ) a n d ( 2 3 . 1 4 ) . he o b -

t a i n e d a r a t h e r a w k w a r d t h e o r e m [see ( 3 3 . 4 ) 1 w h i c h a f f o r d e d t h e 

s u m m a t i o n o f t r i g o n o m é t r i e s é r i e s i n f i n i t e f o r m [ 1 8 1 4 , 447-

9] '
1 9

 > 

T h u s H e r s c h e l w e n t o n t o p r o v e t h e u t i l i t y o f t h e c a l c u l u s 

o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s by m a k i n g f r e e u s e o f h i s l a t t e r t h e o r e m 

i n o r d e r t o o b t a i n r e l a t i o n s b e t w e e n S p e n c e ' s t r a n s c e n d e n t s and 

t h e B e r n o u l l i n u m b e r s . Among h i s c o n c e r n s was o n c e more t o d é t e r 

m i n e t h e c o e f f i c i e n t s o f p a r t i c u l a r f u n c t i o n s o f e*-, e.g o f 

- l / ( < - l + e
t

) [ 1 8 1 4 , 4 5 0 - 2 ] . H i s p r o c é d u r e - d e v o i d o f any c o n 

s i d é r â t i o n s o n c o n v e r g e n c e -was f a r more g ê n e r a 1 and s y s t e m a t i c 

t h a n i n h i s [ 1 8 1 3 a ] o f f e r i n g a w i d e r r a n g e o f a p p l i c a t i o n s . 
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H o w e v e r . i t was s o o n t o be s u p e r s e d e d by t h e t h e o r y p r e s e n t e d i n 

h i s [ 1 8 1 6 ] . 

T h i s p a p e r o p e n e d w i t h a b r i e f r e v i e w o f t h e d é m o n s t r a t i o n s 

p r o v i d e d by L a p 1 a c e , A r b o g a s t a n d B r i n k 1 e y f o r L a g r a n g e ' s 

t h e o r e m , w h i c h he w r o t e i n t h e f o r m 

(23.16) A"u>< - ( e
Ä

~ -
D

- l )
n

 u « , 

where D - d / d x . L a p l a c e ' s method l a c k e d é l é g a n c e , a c c o r d i n g t o 

H e r s c h e l , a s i t i n v o l v e d t h e p a s s a g e f r o m f i n i t e t o i n f i n i t e . 

B u t , l i k e B r i n k l e y , he p r a i s e d L a p l a c e ' s t r e a t m e n t f o r t h e i m p o r 

t a n t c a s e o f n - - 1 . A r b o g a s t was m e n t i o n e d i n c o n n e c t i o n w i t h 

h i s g ê n e r a i i z a t i o n o f (23.16) f o r any f u n c t i o n f, 

( 2 3 . 1 7 ) f < l + A ) u * - f ( e
Ä K

-
D

) u
K 

[ 1 8 1 6 , 2 5 - 2 6 ] . 

H e r s c h e l t o o k t h è s e two t h e o r e m s f o r g r a n t e d s a t i s f i e d w i t h 

t h e i r d é m o n s t r a t i o n s by B r i n k l e y and A r b o g a s t [.jee 2 . 2 ] . C l a i m i n g 

n e x t t h a t B r i n k l e y ' s m e t h o d f o r t h e e x p a n s i o n o f t h e r i g h t - h a n d 

s i d e o f ( 2 3 . 1 6 ) l e d t o complica*'"* s , he w e n t on t o p r o v i d e t h e 

e x p a n s i o n o f t h e more g ê n e r a i e x p r e s s i o n f ( e
A > c D

) i n ( 2 3 . 1 7 ) , 

r e p l a c i n g Ax.D f o r c o n v e n i e n c e by t . H i s t h e o r e m a mounts t o t h e 

f o l l o w i n g s y m b o l i c a l f o r m u l a : 

t t
a 

(23.18) f ( e * ) - f < l ) + - f <1+A)(M f ( l + A ) O
a

+ 
1 1.2 

w h e r e , g i v e n f . t h e d e v e l o p m e n t a t t h e r i g h t - h a n d s i d e i s r e a d i l y 

d e t e r m i n e d by means o f t h e A
n

0
m

 numbers [ 1 8 1 6 , 27-28; 3 0 ] , 

The p r o o f g i v e n i n t h a t p a p e r was b a s e d on a f i n i t e 

d i f f é r e n c e é q u a t i o n w h i c h was r a t h e r o b s c u r e l y d e r i v e d a n d f a r 

f r o m l u c i d l y i n t e g r a t e d [ 1 8 1 6 , 2 8 - 2 9 ] , B u t , f e w months a f t e r t h e 

p u b l i c a t i o n o f h i s p a p e r , he d i s c o v e r e d a much s i m p l e r p r o o f , 

w h i c h w i t h d e l i g h t he s e n t t o Babbage i n a l e t t e r [H.S, 2 0 : 3 6 , 10 

O c t . 1 8 1 6 ] . The same d é m o n s t r a t i o n was i n c l u d e d i n h i s E x a m p l e s 

[1820] e n r i c h e d w i t h numerous a p p l i c a t i o n s . Q u o t i n g f r o m h i s 

[1820] t h e p r o o f o f (23.18) h a s as f o l l o w s . 

A c c o r d i n g t o T a y l o r ' s t h e o r e m we h a v e 

f ' d ) f " ( l ) 
(23.19) f ( e

f c

) ~ f d + e M ) - f ( l ) + ( 6 ^ - 1 ) + < e * - l )
a

+ 
1 1.2 

I n o r d e r t o d é t e r m i n e t h e c o e f f i c i e n t o f t " i n t h e r i g h t - h a n d 

s i d e o f ( 2 3 , 1 9 ) he r e a s o n e d a s f o l l o w s . L e t x j * 0 , t h e n t h e c o e f f i 

c i e n t o f t * i n t h e f i r s t t e r m f ( l ) i s O a n d , i f x - 0 , t h e n i t i s 

f ( 1 ) . T h u s , i n b o t h c a s e s , t h i s c o e f f i c i e n t c a n be w r i t t e n a s 
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f < 1 > . O**. A c c o r d i n g l y , t h e c o e f f i c i e n t o f t
M

 i n t h e s e c o n d t e r m 
was f o u n d t o be f ' ( 1 ï . < l ^ - O " ) / x ! w r i t t e n a s f ' ( 1 ) . A O * / x ! and o f 
t h e t h i r d t e r m ( f " ( 1 ) / l . 2) . ( A

a

0 * / x ! ) and s o o n . A d d i n g t h è s e 
r e s u l t s , t h e c o e f f i c i e n t A* o f t * i n t h e e x p a n s i o n o f f ( e M was 
d e t e r m i n e d r e a d i l y a s 

1 f ' d ) 
( 2 3 . 2 0 ) Ax- — [ f (1)0*+ A0~+ ] . 

x! 1 

S e p a r a t i n g n e x t t h e s y m b o l s o f o p é r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y , 

( 2 3 . 2 0 ) was r e d u c e d t o 

1 f ' ( l ) f ' d ) f ( l + A ) 
Ax - — [ f ( l ) + A+ A

2

+... J 0
X

 - 0* , 
x! 1 1.2 x! 

h e n c e , t h e o r e m ( 2 3 . 1 8 ) , was o b t a i n e d [ 1 8 2 0 , 6 6 - 8 ) . 

H e r s c h e l o b t a i n e d two more s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n s é q u i v a l e n t 

t o ( 2 3 . 1 8 ) , n a m e l y 

( 2 3 . 2 1 ) f ( e * ) - f ( l + A ) e
o t

 and f ( e * ) - e
A

 • *>*° •
 fc

 f ( 1 ) 

[ 1 8 1 6 , 3 0 ] . H i s n e x t t a s k was t o d é t e r m i n e t h e d e v e l o p m e n t o f 

( e
f c

- 1 ) - " , n>0. L i k e L a p l a c e and B r i n k l e y , he w r o t e t h e l a t t e r 

f u n c t i o n i n t h e more c o n v e n i e n t f o r m t
- n

. t
n

/ ( e * - l )
n

 w h i c h e q u a l s 

t ~
n

f ( e * ) , w h e r e f i s d e f i n e d by 

l o g e * 

( 2 3 . 2 2 ) f ( e * ) - ( ) " 

e * - l 

He t h e n a p p l i e d h i s t h e o r e m ( 2 3 . 1 8 ) t o t h e f u n c t i o n (23.22) ob-

t a i n i n g 

t t l o g ( l + A ) t
2

 l o g ( l + A ) 
( 2 3 . 2 3 ) ( ) " - 1+ - [ ] » 0 + l ]"0

2

+ 

e
f c

- l 1 A 1.2 A 

Th"S t h e c o e f f i c i e n t C* o f t»* i n ( 2 3 . 2 3 ) i s 

1 l o g ( l + A ) 
( 2 3 . 2 4 ) C* = — [ ] -

x! A 
[ 1 8 1 6 , 3 1 ; 1 8 2 0 , 82] . 

As we saw i n 2.2 B r i n k l e y h a d a l s o p r o v i d e d a d i r e c t f o r m u l a 

f o r t h e d é t e r m i n a t i o n o f t h e c o e f f i c i e n t A
x
 o f t

x

 f o r t h e same 

d e v e l o p m e n t by ( 2 2 . 1 7 ) . Though b o t h e x p r e s s i o n s (A* and C*) l e d 

t o t h e same r e s u l t s , t h e y d i f f e r i n t h e i r f o r m . I t was o n l y i n 

1860 t h a t H e r s c h e l was a b l e t o p r o v e t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n C>-, 

a s i n ( 2 3 . 2 4 ) a n d A x , as i n ( 2 2 . 1 7 ) [_ee h i s 1 8 6 0 ] . As we men-

t i o n e d i n 2.2, H e r s c h e l p r o v e d i n h i s [ 1 8 2 0 , 82] t h a t t h e e x p r e s 

s i o n g i v e n by B r i n k l e y f o r n>0 h o l d s a l s o f o r n e g a t i v e powers 
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[lee (22.18) a n d 2.2, ( 1 2 ) ] . 

H e r s c h e l ' s n e x t c o n c e r n was t h e d i r e c t c o m p u t a t i o n o f t h e 

B e r n o u l l i n u m b e r s . L e t B
x
 and

 n

B
x
 s t a n d f o r t h e B e r n o u l l i n u m b e r s 

o f t h e f i r s t a n d t h e n
t h

 o r d e r , d e f i n e d a s t h e c o e f f i c i e n t s o f 

t
x

/ x ! i n t h e d e v e l o p m e n t o f f ( e M g i v e n by ( 2 3 . 2 2 ) . I t f o l l o w s , 

t h u s , t h a t 

(23.25)
 n

B x - x!C
x
> 

C
x
 as i n ( 2 3 . 2 4 ) . He t h e n went o n t o p r o v i d e t h e d e v e l o p m e n t o f 

(23.24) i n p o w e r s o f A d e t e r m i n i n g t h u s , v i a ( 2 3 . 2 5 ) , t h e v a l u e s 

o f
 n

B
x
 ( 1 8 1 6 , 3 1 - 3 5 ] . T h i s was t h e f i r s t d i r e c t , s i m p l e m e t h o d 

f o r t h e d e t e r m i n a t i o n o f "B*. P r o u d o f h i s t h e o r e m he w r o t e t o 

Babbage: i t i s a s t o n i s h i n g how f e r t i l e t h i s t h e o r e m i s o f 

c u r i o u s r e s u l t s a n d p a r t i c u l a r l y o f t h e v a r i e t y o f f o r m s t h e y a f 

f o r d f o r t h e numbers o f B e r n o u l l i " [H.S, 20: 3 6 , 10 O c t . 1 8 1 6 ] . 

N e x t , b a s e d on L a g r a n g e ' s t h e o r e m ( 1 5 . 1 0 ) , he p r o c e e d e d t o 

d e v e l o p any f u n c t i o n f ( e
f e

, e
f c

', ...) w i t h more t h a n one i n d e p e n 

d e n t v a r i a b l e s t , t ' , . . . . [ 1 8 1 6 , 4 0 - 4 3 ] . The p a p e r e n d e d w i t h a 

r a t h e r c o r a p l i c a t e d f o r m u l a f o r t h e d e v e l o p m e n t o f f ^
n

( t ) i n 

powers o f t . M a k i n g i»j(t) - l o g ~
l

( t ) , H e r s c h e l was now a b l e t o 

d e v e l o p f ( l o g
_ r i

( t ) ) where l o g - " ( t ) s t a n d s f o r ( 2 3 . 3 ) [ 1 8 1 6 , 4 3 -

5] . T h i s r e s u l t was s e n t i n a l e t t e r t o B a b b a g e [H.S, 20: 2 6 , 2 4 

S e p t . 1 8 1 5 1 . T h i s t h e o r e m was h o w e v e r o m i t t e d i n t h e E x a m p l e s d u e 

t o i t s o u t m o s t a b s t r a c t n e s s a n d g e n e r a l i t y . O n l y i n s t a n c e s o f i t , 

d e d u c e d d i r e c t l y f r o m t h e t h e o r e m ( 2 3 . 1 8 ) w e r e p r e s e n t e d , s u c h a s 

t h e d i r e c t c o m p u t a t i o n o f e
e

 g i v e n b e l o w . 

By means o f (23.18) i t f o l l o w s t h a t e
e

 - e
1

-
A

0
x

=- e . e
A

0 * . O r , 

by means o f ( 2 3 . 2 0 ) we have t h a t t h e c o e f f i c i e n t Ax o f t** i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f e
 fi

 i s d e t e r m i n e d as 

e e AO** A
2

0** A^O** 

(23.26) A
x
- — e

Ä

0 * - — [0*+ — + + .'..+ ] , 
x! x! 1 2! x! 

t h u s Ao - e , A
a
 - 2 e / 2 ! , A

3
 - 5 e / 3 ! ^ o r 

t t t
2

 t
3 

(23.27) e
e

 - e + e - + 2e — +• 5e — + . . . 
1 2! 3! 

[ 1 8 2 0 , 8 2 - 3 ] . I n a s e p a r a t e e x a m p l e he p r o v i d e d t h e sum o f t h e 

s e r i e s S g i v e n b y : 

2
n

h 3 " h
a

 4 " h
3 

(23.28) S- 1"+ — + H + 
1 1.2 1.2.3 

w h i c h , f o r h-1 i s t h e s e r i e s u
n
 s t u d i e d a s ( 2 3 . 4 ) i n h i s ( 1 8 1 3 a ) . 
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S was w r i t t e n i n t h e f o r m : 

S - 0
n

*
l

+ — h + h
a

 + . . . . - e *
< 1

*
A >

0
n

*
1

 -

1 1.2 

AO"*
1

 A " *
1

0
n

*
1 

- e ^ l O " *
1

* h +...+ h
n + 1

l . 
1 (n+1)! 

We o m i t d e t a i l s on t h e c o m p u t a t i o n s w h i c h were b a s e d upon r e s u l t s 

o f t h e a p p l i c a t i o n o f ( 2 3 . 1 6 ) . The i m p o r t a n c e l i e s i n t h a t t h e 

l a t t e r s e r i e s i s a t e r m i n a t i n g one due t o t h e p r o p e r t i e s o f t h e 

A
n

0
m

 numbers (_-ee ( 2 2 . 1 3 ) ] . S u p p o s i n g f i n a l l y h-1 H e r s c h e l c o u l d 

d e t e r m i n e t h e v a l u e s o f u
n
 f o r n - 1, 2. 3, . . . . [ 1 8 2 0 . 9 0 - 1 ; s e e 

a l s o ( 2 3 . 5 ) ) . 

I n f a c t a l l t h e s e l a s t r e s u l t s h a d b e e n d e d u c e d i n t h e l e t 

t e r he w r o t e t o Babbage i n 1812 q u o t e d i n t h e b e g i n n i n g o f o u r 

s e c t i o n . B u t , t h e new method e s t a b l i s h e d i n 1816 was f a r more 

c o n v e n i e n t , d i r e c t and g e n e r a l . The f i r s t t o n o t i c e H e r s c h e l ' s 

t h e o r e m was L a c r o i x i n 1 8 1 9 <
a o

> . B u t f r o m 1820 up t o t h e m i d 

1 8 3 0 ' s no r e s e a r c h was c a r r i e d i n E n g l a n d on H e r s c h e l ' s l i n e s . I t 

was W.R. H a m i l t o n who d i s c o v e r e d t h e i m p o r t a n t t h e o r e m ( 2 3 . 1 8 ) 

n a m i n g i t a f t e r H e r s c h e l [ 1 8 3 7 , 2 3 5 ] . I n t h i s p a p e r H a m i l t o n 

p r o v e d a g e n e r a l i z a t i o n o f (23.18) w h i c h h a s a s f o l l o w s : 

( 2 3 . 2 9 ) < p ( l + A ) f
V
( 0 ) - f (1+A')<p(l+A) ( I M ( 0 ) )

0

' , 

w h e r e f , cp, a r e a r b i t r a r y f u n c t i o n s a n d A' r e f e r s t o t h e v a r i 

a b l e 0 ' . H o w e v e r , a s " H a m i l t o n ' s t h e o r e m " was l a t e r named h i s 

c o n c i s e s y m b o l i c f o r m o f M a c l a u r i n ' s t h e o r e m 

( 2 3 . 3 0 ) f ( x ) - f ( 1 + A ) x ° 

w h i c h , i n f a c t , i s (23.21) i f we r e p l a c e x by e* [ H a m i l t o n 1 8 3 7 . 

2 3 5 - 6 ; B r o n w i n 1 8 4 7 d , 137-8; 5 . 2 ] . 

Up t o 1 8 4 0 . L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s - a s d e v e l o p e d f u r 

t h e r by B r i n k l e y a n d H e r s c h e l - was m a i n l y d i f f u s e d i n E n g l a n d 

v i a L a c r o i x [ 1 8 1 6 ] a n d H e r s c h e l ' s E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ) . T h e s e two 

w o r k s were g r a d u a l l y r e p l a c e d by r e v i s e d p r e s e n t a t i o n s o f t h e i r 

m a t e r i a l e n r i c h e d w i t h f u r t h e r a p p l i c a t i o n s , s u c h as
 ;

 1 G r e g o r y ' s 

E x a m p l e s [1841] a n d De M o r g a n ' s t e x t b o o k [ 1 8 4 2 c ] . From t h a t t i m e 

o n w a r d s , H e r s c h e l ' s t h e o r e m - i n c l u d e d i n many t e x t b o o k s on 

f i n i t e d i f f e r e n c e s
( 2 1

 * - f o r m e d a c o r n e r s t o n e i n t h e r e s e a r c h on 

o p e r a t o r m e t h o d s . T h i s t h e o r e m was t o be a c k n o w l e d g e d i n F r a n c e 

l a t e i n t h e 19
fc

*» c e n t u r y by [ L a u r e n t 1 8 9 0 , 8 6 ) . 
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2.4 Babbage and H e r s c h e l on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s : 1 8 1 3 - 1 8 1 4 ; a p 

p l i c a t i o n s o f L a p l a c e ' s m e t h o d . 

Babbage became i n v o l v e d w i t h f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n 1809 

b u t s t a r t e d p r o d u c i n g work a r o u n d 1811 [Dubbey 1 9 7 8 , 5 2 ] . He i n -

i t i a t e d H e r s c h e l i n t h i s s u b j e c t i n 1 8 1 2 . I n h i s f i r s t l e t t e r t o 

h i m he a s k e d w h e t h e r t h e r e a r e f u n c t i o n s ^ w h i c h s a t i s f y t h e é q u a 

t i o n "ipx.(px- <pfx" [H.S, 2 : 1 , 20 J u n é 1 8 1 2 ] . T h i s l e t t e r m o t i v a t e d 

H e r s c h e l t o d e l v e i n t o a s t u d y o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . E n -

t h u s i a s t i c a l l y he a n s w e r e d " A l a s , . . . I was 3tringing one f u n c 

t i o n a l é q u a t i o n a f t e r a n o t h e r w i t h uncramraing d e l i g h t " [ H . S , 

2 0 : 1 , 1 J u l y 1 8 1 2 ] . And, w h e r e a s Babbage d e a l t w i t h f u n c t i o n a l 

é q u a t i o n s i n L a p l a c e ' 3 way o n l y i n t h e p a p e r "On c o n t i n u e d 

p r o d u c t s " (1813] he c o n t r i b u t e d i n t h e M e m o i r s , H e r s c h e l a p p l i e d 

L a p l a c e ' s m e t h o d on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n t h r e e p a p e r s 

( 1 8 1 3 a , b ; 1814] p r o v i d i n g h i s f r i e n d w i t h f u r t h e r i n s p i r a t i o n f o r 

t h e o r i g i n a l w o r k he was s o o n t o p r o d u c e i n 1815-1816 [ 2 . 5 - 2 . 6 ] . 

A t t h i s e a r l y s t a g e , L a p l a c e ' s method - a s s t u d i e d i n 1.4-

was t h e o n l y g ê n e r a i method a v a i l a b l e f o r t h e t r e a t m e n t o f f u n c 

t i o n a l é q u a t i o n s . The m a i n d r a w b a c k o f t h i s m e t h o d , h o w e v e r , was 

i t s d e p e n d e n c e upon t h e i n t é g r a t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a 

t i o n s w h i c h were "above t h e p o w e r s o f a n a l y s i s i n t h e p r é s e n t 

s t a t e " [Babbage 1 8 1 3 , 1 1 ] . U n d e r t h e i n f l u e n c e o f L a p l a c e ' s w o r k 

o n f i n i t e d i f f é r e n c e s , a s i n h i s M é c a n i q u e [.ee 2 . 3 , ( 1 4 ) ] , 

H e r s c h e l s e t o f f t o p r o v i d e a g ê n e r a i t h e o r y o f f i n i t e d i f f é r e n c e 

é q u a t i o n s o f t h e f i r s t d e g r e e i n one v a r i a b l e [ 1 8 1 3 b , 6 5 - 8 3 ) . I n 

t h e same p a p e r he s t u d i e d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s r e d u c i n g t h e m à l a 

L a p l a c e t o f i n i t e d i f f é r e n c e o n e s [ 1 8 1 3 b , 9 6 - 1 0 2 ] . I n o u r p r é s e n t 

s t u d y we w i l l f o c u s on t h e e a r l y t r e a t m e n t o f f u n c t i o n a l é q u a 

t i o n s by Babbage and H e r s c h e l p a y i n g a t t e n t i o n t o t h e 

i n t r i c a c i e s i n v o l v e d i n t h e p r o c é d u r e s a n d t o t h e é v a l u a t i o n o f 

t h e i r r é s u l t a . F i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s w i l l n o t be d e a l t w i t h 

i n d é t a i l , t h o u g h . 

I n h i s f i r s t p a p e r , [ 1 8 1 3 ] , B a b b a g e was i n t e r e s t e d i n d e t e r -

m i n i n g v a r i o u s t r i g o n o m é t r i e p r o d u c t s
y
 b a s e d u p o n t h e f o r 

m u l a 

< p ( f " * M x ) ) 
( 2 4 . 1 ) v ( f ( x ) ) y(f

n

ix)) 

<p(f ( x ) ) 

d e r i v e d f r o m t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n 
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( 2 4 . 2 ) i p ( x ) -<P(x) - <p(f ( x ) ) 

b y s u c c e s s i v e s u b s t i t u t i o n o f f ( x ) , f
a

( x ) , . . . , f
n
( x ) . f o r x . G i v e n 

t h e f u n c t i o n s f and v , Babbage w o u l d s o l v e (24.2) f o r (p a n d t h e n 

s u b s t i t u t e t h e v a l u e s o f f , i p , <p i n ( 2 4 . 1 ) . F i n a l l y , r e p l a c i n g 

q u a n t i t i e s i n x by t r i g o n o m é t r i e f u n c t i o n s i n (24.1) he w o u l d ob-

t a i n t h e p r o d u c t s s o u g h t . The l e f t - h a n d s i d e o f (24.1) was 

n 

c a l l e d a c o n t i n u e d p r o d u c t and was d e n o t e d by P ( i p f
n

x ) [ 1 8 1 3 , 1-

3]
 (1

> . 

L e t u s i l l u s t r a t e h i s p r o c é d u r e w i t h ' t h e f o l l o w i n g e x a m p l e . 

L e t ip a n d f be g i v e n a s 

( 2 4 . 3 ) i p ( x ) = l + x
2

+ . . . + x « , f ( x ) - X o - 1 

F o r m u l a ( 2 4 . 2 ) i s t h u s r e d u c e d t o 

( 2 4 . 4 ) <p(x) - c p ( x
B

*
1

) . 

x-1 

A c c o r d i n g t o L a p l a c e ' s m e t h o d , é q u a t i o n (24.4) i s s o l v e d by 

r e p l a c i n g f i r s t x and X a * 1 by y ( z ) a n d y ( z + l ) r e s p e c t i v e l y , and 

n e x t b y t h e s u b s t i t u t i o n o f u ( z ) , u ( z + l ) f o r <p(x) and < p ( x "
+ 1

) . 

T h u s , t h e f i r s t s t e p amounts t o t h e s o l u t i o n o f t h e f i n i t e 

d i f f e r e n c e é q u a t i o n 

( 2 4 . 5 ) y*»*
1

 ( z ) - y ( z + l ) 

w h i c h g i v e s r e a d i l y 

( 2 4 . 6 ) y ( z )
 E

c
i a

*
1 ) Z

 (-x by d é f i n i t i o n ) . 

Due t o t h e s e c o n d t r a n s f o r m a t i o n and t h e r e s u i t ( 2 4 . 6 ) , é q u a t i o n 

( 2 4 . 4 ) i s r e d u c e d t o t h e f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n 

( 2 4 . 7 ) (c<«*i>*
+ <

 - l ) u ( z ) « ( c i » *
1

»
2

 - l ) u ( z + l ) . 

S o l v i n g ( 2 4 . 7 ) f o r u ( z ) t h e v a l u e o f (p(x) i s r e a d i l y o b t a i n e d . 

B a b b a g e o b s e r v e d t h a t t h e é q u a t i o n (24.7) i s o f t h e f o r m 

( 2 4 . 8 ) Q ( z + l ) . u ( z ) - Q ( z ) . u i z + l )
 ; 

whose s o l u t i o n i s known t o be 

( 2 4 . 9 ) u ( z ) - b . Q ( z ) , 

b c o n s t a n t . From (24.7) a n d (24.9) i t f o l l o w s c o n s e q u e n t l y t h a t 

( 2 4 . 1 0 ) (p(x) - u ( z ) - b ( c < « - *
1 > 2

 -1) - b ( x - l ) . 

R e p l a c i n g t h e c o n s t a n t b by 1, Babbage o b t a i n e d f r o m (24.10) a 

p a r t i c u l a r s o l u t i o n < p ( x ) = x - l o f ( 2 4 . 4 ) . S u b s t i t u t i n g f , ip f r o m 

( 2 4 . 3 ) a n d < p ( x ) - x - l i n ( 2 4 . 1 ) , he was a b l e t o o b t a i n d i f f é r e n t 

c o n t i n u e d p r o d u c t s f o r d i f f é r e n t v a l u e s o f " a " [ 1 8 1 3 , 3-5] . 

R e p l a c i n g n e x t t h e q u a n t i t i e s x + x
- 1

, x - x
- 1

, w h i c h t h u s a p p e a r e d , 

b y 2c o s 6 a n d 2 > T ( - l ) s i n 8 r e s p e c t i v e l y , he w o u l d o b t a i n t h e 
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t r i g o n o m e t r i c p r o d u c t s he h a d s o u g h t [ 1 8 1 3 , 6 - 1 2 ] . 

I n May 1 8 1 3 , H e r s c h e l a n n o u n c e d t o h i m t h a t he h a d f o u n d a 

t e c h n i q u e f o r d e t e r m i n i n g t h e z
t f t

 s u c c e s s i v e f u n c t i o n o f f ( x ) 

[H.S, 20:8, 4 May 1 8 1 3 ] . H i s r e s u l t was p u b l i s h e d i n [ 1 8 1 3 a , 4 7 -

5 1 ] . The p r o c e d u r e f o l l o w e d i s t h e f o l l o w i n g : l e t u ( z ) - f
x

( x ) . 

T h e n f * -
l

( x ) - u ( z + l ) - f ( u ( z ) ) , t h u s 

( 2 4 . 1 1 ) f ( u ( z ) ) - u ( z + l ) - 0. 

The s o l u t i o n o f ( 2 4 . 1 1 ) i s o f t h e f o r m 

( 2 4 . 1 2 ) u ( z ) - F ( z , c ) , 

c c o n s t a n t . S i n c e u ( 0 ) * f°(x) - x , t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t c i n 

( 2 4 . 1 2 ) w i l l be d e t e r m i n e d i f z i s r e p l a c e d by 0 i n ( 2 4 . 1 2 ) . C o n 

s e q u e n t l y f * ( x ) w i l l be g i v e n by ( 2 4 . 1 2 ) . 

F o r e x a m p l e , l e t f ( x ) - 2 x
a

- l a n d f = ( x ) =-u(z) . E q u a t i o n ( 2 4 . 1 1 ) 

g i v e s by s o l u t i o n 

( 2 4 . 1 3 ) u ( z ) - - ( c
a

 +c~
a

 ) . 

2 

L e t z - 0. T h e n (24.13) i s r e d u c e d t o x » l / 2 ( c + l / c ) a n d o n e o f 

t h e v a l u e s o f c i s f o u n d t o be x + < ( x
a

- l ) . H e r s c h e l , s u b s t i t u t i n g 

t h i s v a l u e i n ( 2 4 . 1 3 ) , o b t a i n e d t h e z**
1

 s u c c e s s i v e v a l u e o f f a s 

1 * * 
( 2 4 . 1 4 ) f * ( x ) - - { ( x + > f ( x

a

- l ) )
a

 + ( x - < ( x
3

- l ) )
a

l • 
2 

The same exampl e was t o be p r e s e n t e d i n h i s [ 1 8 1 4 , 4 5 8 - 9 ] . 

I n h i s s e c o n d p a p e r , H e r s c h e l u n d e r t o o k t o s t u d y t h e f i r s t -

o r d e r f u n c t i o n a l e q u a t i o n 

( 2 4 . 1 5 ) F ( x , < p ( F i ( x ) ) <p(F„*a.(x))) - 0, 

F , F i , . . . , F n + i g i v e n and n > l . He c o m m u n i c a t e d h i s g e n e r a l t h e o r y 

f o r t h e s o l u t i o n o f ( 24.15) i n a l e n g t h y l e t t e r t o Babbage [H . S , 

2 0 : 1 0 , 25 J u l y 1 8 1 3 ] . I n t h i s l e t t e r H e r s c h e l s o u n d e d v e r y c o n f i 

d e n t o f h i s p r o c e d u r e s and p r o u d o f e x t e n d i n g L a p l a c e ' s m e t h o d 

w h i c h a f f o r d s t h e s o l u t i o n o f ( 2 4 . 1 5 ) o n l y f o r n i l . N o n e - t h e l e s s 

H e r s c h e l a s k e d Babbage t o p r o v i d e h i m w i t h any r e l e v a n t w o r k by 

L a g r a n g e on t h e i n t e g r a t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n c e e q u a t i o n s w h i c h 

w e r e i n v o l v e d i n t h e c a s e o f n > l . B a b b a g e , i n r e p l y , i n f o r m e d h i m 

a b o u t L a p l a c e ' s , M o n g e
1

s and L a g r a n g e ' s r e s p e c t i v e work a v a i l a b l e 

a n d a l s o s u g g e s t e d an a l t e r n a t i v e m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , t h a t o f e x p a n d i n g t h e f u n c t i o n s i n s e r i e s 

L e e 2.3, ( 1 5 ) ] . T h i s m e t h o d was due t o L a g r a n g e [1766] a n d was 

f o l l o w e d a l s o by S p e n c e [1809] [. ee 1 . 4 , ( 9 ) ; ( 2 2 . 5 ) ; ( 2 6 . 1 ) 1 . 
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H e r s c h e l t h a n k e d B a b b a g e f o r h i s h e l p f u l i n f o r m a t i o n a n d 

w r o t e : " I n t h e t o t a l w a n t o f any g e n e r a l method y o u r way o f i n 

f i n i t e s e r i e s v a l u e s " [ H.S, 2 0 : 1 1 , 1 6 A u g u s t 1 8 1 3 ] . H o w e v e r . i t 

w a s o n l y w i t h i n t h e i r c o r r e s p o n d e n c e t h a t L a g r a n g e ' s m e t h o d was 

d i s c u s s e d [^ee 2.6, ( 2 ) ] . By t h a t t i m e b o t h a n a l y s t s w e r e a c 

q u a i n t e d w i t h t h e m a i n w o r k o f L a g r a n g e , Monge and L a p l a c e on 

f i n i t e d i f f e r e n c e and f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . The i n f l u e n c e o f t h e 

l a t t e r two i s a p p a r e n t i n H e r s c h e l [1813b]
 < 2 )

. As h i s p r o c e d u r e 

f o r n > l i s v e r y c o m p l i c a t e d , and as H e r s c h e l l a t e r d i s c o v e r e d 

t h a t i t i n v o l v e d c o n t r a d i c t i o n s , we w i l l p r e s e n t i t i n b r i e f . 

H e r s c h e l b u i l t h i s g e n e r a l t h e o r y s t a r t i n g w i t h M o n g e
1

s 

s i m p l e s t c a s e ( 1 4 . 2 0 ) , o r 

( 2 4 . 1 6 ) <p(F(x)) ~ A ( x ) - 0, 

w h e r e <p i s t o be d e t e r m i n e d . On 1 i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d 

b y Monge [ 1 . 4 ] , he was b a s e d on t h e " a b s o l u t e p e r f e c t i o n o f 

a n a l y s i s " , t h a t i s , he assumed t h e e x i s t e n c e o f F ~
l

, when F i s 

g i v e n , and r e p l a c i n g x by F -
1

( x ) he d e r i v e d f r o m ( 2 4 . 1 6 ) 

( p ( x ) - A ( F
_ 1

 ( x ) ) . He a r g u e d t h e n on t h e s u p e r i o r i t y o f h i s n o t a t i o n 

" F
_ 1

" f o r t h e i n v e r s e f u n c t i o n and c l a i m e d t h a t b y g e n e r a l i z a t i o n 

o f t h e p r o c e s s m e n t i o n e d a b o v e one c a n d e d u c e t h e f o l l o w i n g 

r e s u l t : 

( 2 4 . 1 7 ) I f c p A i A a . . . A
n
( x ) - B ( x ) t h e n <p(x) = B A r »

- 1

. - - A i ~ M x ) . 

C a l l i n g (24.17) a " t h e o r e m " he c l a i m e d t h a t i t " s e t s i n c l e a r 

l i g h t t h e a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l and e x p o n e n t i a l i n d i c e s " 

[ 1 8 1 3 b , 9 8 ]
t 3 >

. 

H e r s c h e l was t o s t r e s s o f t e n i n h i s l e t t e r s t o Babbage t h e 

a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l a n d e x p o n e n t i a l i n d i c e s a s w e l l a s t h e 

m e t h o d o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s o f o p e r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n -

t i t y . C e r t a i n i n s t a n c e s o f t h e outcome o f t h e i r c o r r e s p o n d e n c e on 

a n a l o g y w i l l be d i s c u s s e d i n 2.7. What i n f a c t H e r s c h e l im

p l i c i t l y p r o v e d by h i s ( 2 4 . 1 7 ) was t h e p r o p e r t y 

( 2 4 . 1 8 ) ( f , . f „ ) - i - f
n

- i f i - i 

w h i c h , o v e r l o o k e d by S e r v o i s and S a r r u s . was t o be i n t r o d u c e d by 

M u r p h y [1837] [^ee 3 . 3 ] . S o , H e r s c h e l i s t o be a c k n o w l e d g e d f o r 

h i s c o m i n g c l o s e t o ( 2 4 . 1 8 ) . However, he d i d n o t d e l v e a ny f u r 

t h e r i n t h e p r o p e r t i e s o f i n v e r s e f u n c t i o n s . I n f a c t , up t o t h e 

1 8 1 5 ' s , b o t h a n a l y s t s i m p l i c i t l y assumed t h e u n i q u e n e s s o f t h e 

i n v e r s e f u n c t i o n [ E n r o s 1 9 7 9 , 176; ;ee a l s o 2.6, (6) J . 

H e r s c h e l ' s n e x t s t e p was t h e s o l u t i o n o f 

( 2 4 . 1 9 ) F ( x . < p ( F
x
( x ) ) , < p ( F

a
( x ) ) = 0. 
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where F , F i , F
a
 a r e g i v e n . E q u a t i o n (24.19) i s a s l i g h t e x t e n s i ó n 

o f L a p l a c e ' s ( 14.25) and i t i s s o l v e d i n e x a c t l y t h e same way. 

F i ( x ) and F
a
( x ) a r e r e p l a c e d by u ( z ) and u ( z + l ) r e s p e c t i v e l y . 

S o l v i n g f o r x we have a c c o r d i n g l y x - F
i
-

1

( u ( z ) ) , x - F a
- 1

( u ( z + l ) ) 

and e l i m i n a t i n g x f r o m t h e s e two e q u a t i o n s we h a v e a s a r e s u l t 

u ( z + l ) - F
a
F i

_ 1

( u ( z ) ) = > 0 . The l a t t e r i n t e g r a t e d p r o v i d e s t h e v a l u é 

o f u ( z ) . C o n s e q u e n t l y , <p(u(z)) and <p(u(z+l)) a r e r e p l a c e d by w ( z ) 

a n d w ( z + l ) r e s p e c t i v e l y ' a n d t h u s ( 24.19) i s r e d u c e d t o a f i n i t e 

d i f f e r e n c e e q u a t i o n i n w ( z ) w h i c h , i n t h e o r y , c a n be s o l v e d 

( 1 8 1 3 b , 9 8 - 9 ] . 

W i t h t h i s p r o c e d u r e , f u r t h e r i l l u s t r a t e d i n v a r i o u s o t h e r 

p a p e r s a s w e l l a s i n h i s E x a m p l e s ( 1 8 2 0 ] , H e r s c h e l . i n t r o d u c e d i n 

E n g l a n d L a p l a c e ' s method f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a 

t i o n s . T h i s m e t h o d r e m a i n e d s t a n d a r d a n d was r e p r o d u c e d u n c h a n g e d 

i n B o o l e ' s t r e a t i s e o n f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s ( 1 8 6 0 , 2 1 9 -

2 2 1 ] . H o w e v e r , a s De M o r g a n was t o p o i n t o u t i n h i s ( 1 8 3 6 ] - s e e 

(7) b e l o w - L a p l a c e ' s method c o u l d n o t be c o n v e n i e n t l y a p p l i e d f o r 

more t h a n two t e r m s , t h a t i s f o r n > l . H e r s c h e l a t t e m p t e d t o do s o 

t h o u g h , b a s e d on t h e i n t e g r a t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n c e e q u a t i o n s 

w h i c h p r e s e n t e d u n e x p e c t e d d i f f i c u l t i e s
< 4 )

. H i s p r o c e s s f o r t h e 

s o l u t i o n o f ( 24.15) f o l l o w s b e l o w i n b r i e f : 

N o t i c i n g t h a t t h e r e c a n be no g u a r a n t e e f o r more t h a n t w o 

f o r m u l a e F i ( x ) - u ( z ) . F
a
( x ) - u ( z + l ) , t o h o l d s i m u l t a n e o u s l y , 

H e r s c h e l made use o f a f u n c t i o n u w i t h n v a r i a b l e s z
l (
 z

3
, . . , z

n
, 

e a c h a f u n c t i o n o f x . He t h u s o b t a i n e d a s y s t e m o f n+1 e q u a t i o n s 

F i ( x ) - U ( Z i Z n ) 

(24.20) F i ( x ) - u ( Z i Z i - i - l z
n
) 

F n - ^ ( X ) » U ( Z * Z n - l , Z n - U 

d i v e r t i n g f r o m t h e s t a n d a r d p r o c e d u r e f o l l o w e d f o r ( 2 4 . 1 9 ) . Now, 

e l i m i n a t i n g x f r o m ( 2 4 . 2 0 ) , he o b t a i n e d n+1 p a r t i a l d i f f e r e n c e 

e q u a t i o n s whose i n t e g r á i s w o u l d g i v e Z i z
n
 i n t e r m s o f 

F i ( x ) . I n o t h e r w o r d s . t h e e q u a t i o n C24.15) u n d e r s o l u t i o n w o u l d 

be r e d u c e d t o a p a r t i a l d i f f e r e n c e e q u a t i o n i n < p ( F i ( x ) ) . A c c o r d -

i n g t o H e r s c h e l , t h e o p e r a t i o n s r e q u i r e d t o t h i s p o i n t w e r e " f o r 

t h e g r e a t e r number o f c a s e s i m p r a c t i c a b l e i n t h e p r e s e n t s t a t e o f 

A n a l y s i s " ( 1 8 1 3 b , 1 0 2 ] <
3

> . 

I n h i s r e p l y t o H e r s c h e l ' s l e t t e r o f 25 J u l y 1813 [ c i t e d i n 

(5) a b o v e ] , Babbage s a i d t h a t he was p l e a s e d t o r e a d h i s f r i e n d ' a 

t r e a t m e n t w h i c h he f o u n d t o be " T h e o r e t i c a l l y c o m p l e t e b u t , a l a s . 
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how p r a c t i c a l l y i m p o s s i b l e a n d w i l l I'm a f r a i d . e v e r r e m a i n . T h i s 

h o w e v e r must n o t d e t e r y o u f r o m p r o c e e d i n g o n w a r d s ; t h e t h e o r y o f 

F u n c t i o n s w i l l I am c o n f i d e n t a t some f u t u r e p e r i o d meet w i t h 

t h a t a t t e n t i o n w h i c h i t s d i f f i c u l t y and i m p o r t a n c e j u s t l y m e r i t " 

[<r-ee 2 . 3 , ( 1 5 ) ) . I n d e e d , Babbage's comments p r o v e d t o be r i g h t . 

H e r s c h e l was t o d i s c o v e r t h r e e y e a r s l a t e r t h a t h i s p r o c é d u r e was 

e r r o n e o u s . " I f o u n d t h a t I have c o m m i t t e d one o f t h e most 

e g r e g i o u s b l u n d e r s t h a t e v e r g r i n n e d i n a man's f a c e f r o m a 

p r i n t e d book [ - . • • ] • T h e s e é q u a t i o n s ( ( 2 4 . 2 0 ) 3 w i t h shame t o 

m y s e l f I c o n f e s s i t , n e v e r p e r c e i v e d t o be c o n t r a d i c t o r y . . . " he 

w r o t e t o Babbage i n h i s [H.S, 20:36, 10 O c t . 1 8 1 6 ] < « > . 

H e r s c h e l ' s e x t e n s i o n o f L a p l a c e ' s method w a s ^ n o t i c e d by De 

M o r g a n , who amended i t s t r e s s i n g t h a t i t " c a n o n l y a p p l y , w i t h 

p e r f e c t g ê n e r a i i t y , t o c a s e s i n w h i c h t h e unknown f u n c t i o n has 

n o t m o r e t h a n two s u b j e c t s "
( 7 )

. I n f a c t , f r o m 1836 onwards 

L a p l a c e ' s m e t h o d was t o be a p p l i e d o n l y f o r t h e c a s e ( 2 4 . 1 9 ) and 

t h u s , w i t h t h e e x c e p t i o n o f De M o r g a n ' s a r t i c l e [1836] ,. 

H e r s c h e 1 ' s OLOY» w o r k r e m a i n e d w i t h o u t any i m p a c t what-

s o e v e r . 

H e r s c h e l h a d i n f a c t t a c k l e d i n h i s l e t t e r t h e l i n e a r é q u a 

t i o n 

( i ) "
l

fFq>cx> ( x ) + . . . +"A,
e
«+*fFq>

€
„*

1
> (x) + B x " 

a n d n o t é q u a t i o n ( 2 4 . 1 5 ) a s he had done i n h i s [ 1 8 1 3 b ] . I n t h e 

e n d o f h i s [H. S, 2 0 : 1 0 , 25 J u l y 1 8 1 3 ] , where he h a d c o m m u n i c a t e d 

h i s g ê n e r a i m e t h o d t o B a b b a g e , he w r o t e t h a t one c a n n o t c o n c e i v e 

a more g ê n e r a i é q u a t i o n t h a n ( i ) w i t h o u t i n t r o d u c i n g " t h i n g s o f 

t h e f o r m 

f { A x F ( c p ( 1 > ( x ) ) + B x . F
2
( p ( 2 î (x) + } o r F(<p(x) + a ^ F ( v ( x ) + . . . ) ) 

B u t s u c h t h i n g s h a v e n o t y e t b een i m a q i n e d , a n d i t i s e v e n some-

t h i n g t o h a v e a r r i v e d a t a p o i n t f r o m whence we c a n l o o k onward 

t o s u c h d i f f i c u l t i e s . P e r h a p s é q u a t i o n s i n v o l v i n g F
z

, F
3

, m i g h t 

w i t h m o r e p r o p r i e t y be c a l l e d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s o f t h e s e c o n d , 

t h i r d . . . .Order, Do y o u t h i n k a few words more m i g h t n o t be i n -

s e r t e d i n t h e p r é f a c e r e g a r d i n g t h i s ? I f y o u h a v e n o t e n t e r e d 

d e e p l y i n t o t h e s u b j e c t o r a r e i d l e , I w i 11 u n d e r t a k e t o s a y 

s o m e t h i n g p r e t t y p r o f o u n d on i t . B u t t h e n I must h a v e b e f o r e me 

an a b s t r a c t o f w h a t h a s b e e n p r e v i o u s l y i n s e r t e d "
t e >

 . 

T h u s , m o t i v a t e d by B a b b a g e ' s e a r l y e n q u i r i e s , H e r s c h e l g o t 

s e r i o u s l y e n g a g e d w i t h t h e s u b j e c t o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s and 

i n t r o d u c e d i n h i s [ 1 8 1 3 b , 111-113] é q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n 
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t h e f i r s t , a s w e l l a s t h e r e c u r s i v e d é f i n i t i o n f o r " p a r t i a l " 

f u n c t i o n s 

( 2 4 . 2 1 ) <p*-
x

(x,y) ' cp(cp
m

~
1

 •
1

 ( x , y ) .y)
 y 

w h i c h r e a p p e a r e d i n h i s [ 1 8 1 4 , 459] a n d were f o l l o w e d by B a b b a g e 

i n h i s l a t e r w ork ( ee 2 . 6 ]
i 9 i

 . B u t o f o u t m o s t i m p o r t a n c e i n t h e 

s u b s é q u e n t d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s was h i s t r e a t m e n t 

o f é q u a t i o n s 

( 2 4 . 2 2 ) <p
n

(x) - f ( x ) 

a n d 

( 2 4 . 2 3 ) <p
3

(x) - x . 

We w i 11 c o n c l u d e o u r s e c t i o n w i t h H e r s c h e l ' s w o r k on t h è s e t w o 

é q u a t i o n s a s i n h i s [ 1 8 1 4 ] . 

D e a l i n g w i t h t h e f o r r a ( 2 4.22) he a p p l i e d h i s f a v o u r i t e 

raethod o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s , r e a s o n i n g a s f o l l o w s : 

c p
n

( x ) - f ( x ) > <p
n

-f > ( p - f
1

' " . T h u s , i f f ( x ) - 2 x
2

- l , t h e n b y 

( 2 4 . 1 4 ) - p u t t i n g n i n s t e a d o f z - we o b t a i n a s a t i s f a c t o r y p a r -

t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 4 . 2 2 ) a s 

( 2 4 . 2 4 ) <p(x) - f
l

' « ( x ) =» -Ex+>T(x
2

-l) J
5

*"
2

 + ( x-<(x
z

-l ) ) ] . 

2 

"We may h e r e o b s e r v e " , he w r o t e , " t h a t any one o f t h e n v a l u e s o f 

\2 w i l l e q u a l l y a f f o r d a s a t i s f a c t o r y v a l u e o f <p(x)" [ 1 8 1 4 , 

4 6 3 ] . I n f a c t , H e r s c h e l h a d c o n c e i v e d t h e p o s s i b i l i t y t o d é t e r 

m i n e t h e i t e r a t e d v a l u e s f * ( x ) f o r z f r a c t i o n a l o r i m a g i n a r y i n 

h i s [ 1 8 1 3 a ] . T h i s was an i m m é d i a t e c o n s é q u e n c e o f t h e f o r m u l a 

( 2 4 . 1 4 ) f o r t h e p a r t i c u l a r e x a m p l e u n d e r c o n s i d é r a t i o n *
1 0

' . 

Two methods w e r e g i v e n f o r t h e s o l u t i o n o f (24.23) i n h i s 

[ 1 8 1 4 ] . B o t h methods w e r e p r i m a r i l y b a s e d upon t h e s u b s t i t u t i o n 

(24.25) x - U x , <p(x) - U21+.1. 

A c c o r d i n g t o t h e f i r s t m e t h o d , i t f o l l o w s f r o r a ( 2 4 . 2 3 ) a n d 

( 2 4 . 2 5 ) t h a t 

( 2 4.26) <p(u,îï - u a + i a n d <P(U»*:L) - u
s
 - x . 

From ( 2 4 , 2 6 ) , by s u b t r a c t i o n , we h a v e t h a t A (<p(u*)+u
s
)-G . T h i s 

i n t e g r a t e d g i v e s 

( 2 4.27) <p(u
x
) + u , + c - 0, 

w h e r e c an a r b i t r a r y f u n c t i o n . C r o s s - m u l t i p l i c a t i o n o f t h e f o r -

m u l a e (24.26) g i v e s a d d i t i o n a l l y 

( 2 4 . 2 8 ) u»*i<p(u»+i.) - u
a
(p(u>) . 

F o r m u l a (24.28) c o n v e y s t h a t t h e f u n c t i o n u».cp(u») d o e s n o t v a r y 

when z v a r i e s . As a r e s u i t , c i n ( 2 4 . 2 7 ) may be a n y f u n c t i o n o f 

u*.<p(u
v
), t h u s , t h e s o l u t i o n <j>(x) o f (24.23) i s g i v e n i m p l i c i t l y 
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by means o f (24.27) as 

(24.29) x + <p(x> + f ( x < p ( x ) ) - 0 , 

f o r a ny a s s i g n e d f o r m o f f [1814, 4 6 1 ) . 

A c c o r d i n g t o t h e s e c o n d method we o b t a i n f r o m (24.23) and 

(24.25) t h e r e l a t i o n 

( 24.30) <p(u«*i) - U r - < p ( u
e
- i ) . 

T a k i n g t h e i n v e r s e f u n c t i o n <p
_1

 we deduce f r o m (24.30) t h a t 

( 24.31) - u
z
_ i , 

By s o l u t i o n o f t h e f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n ( 2 4 . 3 1 ) we g e t t h e 

v a l u e o f u * i n two a r b i t r a r y f u n c t i o n s C, C 

(24.32) u
Ä
 •= C ( c o s 2 n z ) + ( - 1 ) * C ' ( c o s 2 n z ) . 

R e g a r d i n g n e x t z as a f u n c t i o n o f x , he d e d u c e d f r o m (24.32) t h e 

v a l u e o f (p(x) . " T h i s m e t h o d " , he w r o t e , " a p p l i e s a l s o t o t h e more 

g ê n e r a i é q u a t i o n <p
2

(x) = f ( x ) , by t h e s u b s t i t u t i o n s f ( x ) = u
x
, 

i 

( p ( x ) » u
z
* i , b u t , o w i n g t o t h e t r a n s c e n d e n t a l é q u a t i o n s i t i n t r o -

d u c e s , must be r e g a r d e d as t o t a l l y i n e f f e c t u a i and u s e l e s s " 

[ 1 8 1 4 , 4 6 2 - 3 ] . 

The f i r s t o f t h è s e m e t h o d s , as b a s e d u p o n t h e o b s e r v a t i o n 

t h a t f o l l o w s f r o m ( 2 4 . 2 8 ) , was i n f a c t m o t i v a t e d by B a b b a g e ' s 

r e a s o n i n g i n a p a p e r o n m i x e d d i f f é r e n c e é q u a t i o n s p r e s e n t e d t o 

t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y i n 1 8 1 2
< l l )

. H e r s c h e l a c k n o w l e d g e d Babbage 

f o r t h e p r o c é d u r e b a s e d o n (24.28) i n h i s [H.S, 2 0 : 2 8 , 6 Nov. 

1 8 1 5 ] . B u t a p a r t f r o m t h i s i m p l i c i t i n f l u e n c e , B abbage's m a i n 

a s s i s t a n c e t o H e r s c h e l d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 1 3 - 1 8 1 4 was i n t h e 

f o r m o f b i b l i o g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n a n d e n c o u r a g i n g comments 

b l e n d e d w i t h c r i t i c i s m . 

On t h e c o n t r a r y , H e r s c h e l was c r i t i c a l e n o u g h t o p e r c e i v e 

s e r i o u s e r r o r s i n B a b b a g e ' s d r a f t s a n d q u i t e o f t e n h e l p e d by 

c l a r i f y i n g c e r t a i n p a r a d o x e s h i s f r i e n d was c o n f r o n t e d w i t h . H i s 

e n c o u r a g i n g comments t h o u g h w o u l d o f t e n t u r n t o a h a r s h c r i t i c i s m 

[ 2 . 5 - 2 . 6 ] . B u t , when a t a c e r t a i n p o i n t h a d had enough o f 

h i s f r i e n d ' s b i t t e r r e m a r k s , ^ a p o l o g i s e d a d d i n g ; 

You would t h i n k the c a l eu lus of f u n c t i o n s much more wonderful 

i f I had never mentioned a word about them and I were now t o send 

a l 1 my papers on'the s u b j e c t . 

[H.S, 2 : 4 5 , 9 Nov. 1815; on t h i s l e t t e r s e e a l s o 2.6, ( 1 2 ) ] , H e 

t h u s c l a i m e d , i n a way, p r i o r i t y i n t h i s b r a n c h o f a n a l y s i s . 

B u t c o u l d Babbage hav'C. c o m p l e t e d a n d p u b l i s h e d h i s work 

w i t h o u t f i r s t C o n s u l t i n g H e r s c h e l ? To what e x t e n t d i d he b e n e f i t 
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f r o m h i s f r i e n d ' s e n c o u r a g i n g and c r i t i c a l r e m a r k s ? As w i l l be 

e v i d e n t i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s ( 2 . 5 - 2 . 7 ] Babbage was c o n 

s i d e r a b l y i n f l u e n c e d a n d h e l p e d by H e r s c h e l i n many w a y s . B u t l e t 

a 
us s e e f i r s t H e r s c h e l ' s a n s w e r t o B a b b a g e . f e w y e a r s l a t e r when 

t h e l a t t e r d e c i d e d t o w r i t e a t r e a t i s e o n t h e h i s t o r y ' o f t h e c a l 

c u l u s o f f u n c t i o n s a n d a s k e d t e m p o r a r i l y / h i s l e t t e r s b a c k
c i a >

. 

H e r s c h e l f o u n d t h e r i g h t o p p o r t u n i t y t o r e m i n d h i m o f h i s f i r s t 

p a p e r s - s t u d i e d a b o v e - c l a i m i n g , i n h i s t u r n , h i s own p r i o r i t y 

o v e r B a b b a g e ' s w o r k . I n h i s [H.S, 2 0 : 4 0 . 31 M a r c h 1817] he w r o t e : 

As t o any share I may have had i n the theory o f f u n c t . equa

t i o n s , my papers i n the A n a l . Soc. and P h i l . Trans, can speak f o r 

me. I am not conscious o f having advanced a n y t h i n g on t h a t s u b j e c t 

v
 i n those papers good, bad o r i n d i f f e r e n t t h a t I cannot s t r i c t l y l a y 

c l a i m t o , not e x c e p t i n g the o r i g i n a l s o l u t i o n o f (^x-x con s i d e r e d 

as a f u n c t i o n a l equation of th a t form. I t was I t h i n k a f t e r the 

date of those papers t h a t you began t o a p p l y w i t h such g r e a t 

success t o the s u b j e c t . The Idea of p a r t i a l f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , 

the n o t a t i o n I used t o express them -the theory (with a l l i t s im

p e r f e c t i o n s on i t s head) of the e l i m i n a t i o n o f a r b i t r a r y c o n s t a n t s 

from f u n c t i o n a l equations-the theory of n**» f u n c t i o n s i n g e n e r a l -

these I c e r t a i n l y am indebted f o r t o no o n e
< x 3 >

. 

S o , H e r s c h e l p r o v i d e s us w i t h a q u i t e s a t i s f a c t o r y a n s w e r a s 

t o t h e e x t e n t o f h i s own p r i o r i t y o v e r t h e d e v e l o p m e n t o f t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . M o r e o v e r , t h e t e n d e n c y f o r g e n e r a l i z a t i o n 

- m o s t l y e v i d e n t i n h i s e a r l y w o r k ( »ee (8) a b o v e ] - was a c h a r a c 

t e r i s t i c p e c u l i a r t o H e r s c h e l and h a d a d i r e c t i m p a c t c o n 

s e q u e n t l y on B a b b a g e . T h u s , i t i s r a t h e r a f a c t t o s a y t h a t 

H e r s c h e l , v i a h i s e a r l y p a p e r s and l e t t e r s , p r e p a r e d t h e g r o u n d 

f o r B a b b a g e ' s o r i g i n a l c o n t r i b u t i o n s i n 1815 w h i c h we p r o c e e d t o 

s t u d y i n t h e n e x t 3 s e c t i o n s . 

2.5 Babbage o n f u n c t i o n a l e q u a t i o n s o f t h e f i r s t o r d e r i n one 

v a r i a b l e : 1 8 1 5 - 1 8 1 6 . 

The c o r e o f B a b b a g e ' s work on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i s 

p r e s e n t e d i n two l e n g t h y p a p e r s ( 1 8 1 5 ] , [ 1 8 1 6 ] , w h e r e a s f u r t h e r 

i l l u s t r a t i o n s o f h i s t h e o r y a r e e x p o s e d i n h i s ( 1 8 1 7 ] a n d i n h i s 

Examp1 e s [ 1 8 2 0 ] . From t h e e a r l y 1820's up t o o u r c e n t u r y , h i s 

name was l i n k e d m a i n l y w i t h t h e f o l l o w i n g t e c h n i q u e s . T h e one 
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c o n c e r n s t h e t r a n s f o r m a t i o n 

( 2 5 . 1 ) ip(x) - <p-*f<p(x). 

where <p, f i n i t i a l l y a r e r e g a r d e d as a r b i t r a r y f u n c t i o n s , a s u s e d 

f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n one 

i n i+i [ 2 . 6 ] . The o t h e r , c o n c e r n i n g e q u a t i o n s o f t h e f o r m 

(25.2) F ( x , <p(x), <p(a(x)) <p(a"(x)) ) - 0 

where F , a a r e known a n d a s u c h t h a t a
n

*
x

( x ) - x , amounts t o s u c 

c e s s i v e s u b s t i t u t i o n o f a ( x ) , , . . , a
n

( x ) f o r x a n d t o c o n s e q u e n t 

e l i m i n a t i o n o f t h e q u a n t i t i e s < p ( a ( x ) ) , . . . <p(a
n

 ( x ) )
 C 1 1

 • 

W i t h t h e e x c e p t i o n o f ( 2 5 . 2 ) , i n a l l t h e c a s e s he d e a l t w i t h , 

t h e g e n e r a l s o l u t i o n was b a s e d on t h e e x i s t e n c e o f a p a r t i c u l a r 

one g i v e n e i t h e r f r o m t h e b e g i n n i n g o r e a s i l y f o u n d by s p e c u l a 

t i o n o v e r t h e f u n c t i o n a l e q u a t i o n u n d e r s o l u t i o n . 

I n t h i s s e c t i o n we w i l l f o c u s o n l y on f i r s t - o r d e r f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e as p r e s e n t e d i n h i s [1815] i n c l u d i n g 

t h e c a s e (25.2) w h i c h , t h o u g h p u b l i s h e d i n h i s [1816] , was 

t a c k l e d e a r l i e r t h a n 1816 [cee h i s 1 8 1 5 , 4 2 3 ] . B u t b e f o r e we 

p r o c e e d t o d i s c u s s B a b b a g e ' s m e t h o d o l o g y , l e t us h a v e a b r i e f 

l o o k a t t h e o r i g i n s a n d e a r l y s t i m u l a t i o n s o f h i s r e s e a r c h . Our 

m a i n s o u r c e o f i n f o r m a t i o n w i l l be t h e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n h i m 

and H e r s c h e l d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 1 3 - 1 8 1 5 . I n t e r e s t e d a t t h i s 

s t a g e p r i n c i p a l l y i n B a b b a g e ' s pub! i s h e d m a t e r i a l , we w i 11 

p o s t p o n e few i n t e r e s t i n g m a t t e r s d i s c u s s e d i n t h i s c o r r e s p o n d e n c e 

( w h i c h h a d no d i r e c t i m p a c t on t h e s h a p i n g o f B a b b a g e ' s work as 

p r e s e n t e d h e r e ) f o r 2 . 6 - 2 . 7 . 

T h e f i r s t t i m e when Babbage ^ i n v o l v e d w i t h t h e s o l u t i o n 

o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s was d u r i n g h i s a t t e m p t t o s o l v e a p r o b l e m 

o f a g e o m e t r i c a l n a t u r e a r o u n d 1 8 1 1 . T h i s p r o b l e m , m e n t i o n e d by 

P a p p u s , r e l a t e d t o t h e i n s c r i p t i o n o f c i r c l e s i n a s e m i c i r c l e . 

M o t i v a t e d by t h i s p r o b l e m , he s e t o f f t o i n v e s t i g a t e a n o t h e r o f a 

s i m i l a r n a t u r e i n v o l v i n g t h e i n s c r i p t i o n o f c i r c l e s b e t w e e n an 

h y p e r b o l a a n d i t s a s y m p t o t e s . As he r e c a l l e d l a t e r , p e r c e i v i n g 

t h e d i f f i c u l t y o f t h e l a t e r p r o b l e m , he p u t a s i d e t h e s u b j e c t f o r 

a b o u t t w o y e a r s [ 1 8 1 5 , 3 9 1 - 2 ] . 

I n 1812 B a b b a g e c o n s u l t e d H e r s c h e l on t h e e q u a t i o n (24.2) 

w h i c h was t a c k l e d i n h i s [1813] by means o f L a p l a c e ' s method 

[ 2 . 4 ] . G r a d u a l l y he became a c q u a i n t e d w i t h L a g r a n g e ' s and Monge's 

f u n c t i o n a l m e t h o d s w h i c h he r e a d i l y c o m m u n i c a t e d t o H e r s c h e l i n a 

l e t t e r [see 2.3, ( 1 5 ) ] . H e r s c h e l was a d d i t i o n a l l y c o n s u l t e d on 

t h e p r o b l e m o f t h e h y p e r b o l a w h i c h he t r i e d t o s o l v e by means o f 
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h i s f a v o u r i t e method o f f i n i t e d i f f é r e n c e s - a b r a n c h o f 

a n a l y s i s t h a t was a l s o among Babbage* s e a r l y m a t h e m a t i c a l c o n -

c e r n s [$ee 2.4, ( 1 1 ) 1 . The outcome o f H e r s c h e l ' s e n q u i r i e s was 

r a t h e r p e s s i m i s t i c and i n t h e l e t t e r r e g a r d i n g t h e p r o b l e m o f t h e 

h y p e r b o l a he w r o t e : 

I would advise t h a t y ou have some r e g a r d f o r the short nesa o f 

human l i f e i n your problems f o r the f u t u r e . There are r e a l l y d r e a d -

fu'l c a l c u l a t i o n s . The hyperbola i s one o f the most complicated I 

have met w i t h a long t i m e
< 2 )

. 

D ü r i n g t h ç p e r i o d f r o m O c t o b e r 1813 up t o May 1814 h a r d l y 

any l e t t e r s o f m a t h e m a t i c a l c o n t e x t w e r e e x c h a n g e d b e t w e e n t h e m . 

P u t o f f by t h e d i f f i c u l t i e s i n v o l v e d i n h i s e a r l y r e s e a r c h e s 

- i n c l u d i n g t h o s e r e l a t e d t o t h e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e 

é q u a t i o n s - Babbage was m a i n l y e n g a g e d w i t h c h e m i s t r y . H i s i n t e r -

e s t i n f u n c t i o n a l é q u a t i o n s was r e v i v e d i n May 1814 by M a u l e ' s 

l e t t e r i n w h i c h t h e f i r s t g ê n e r a i s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

(25.3)
 v

« ( y ) = y 

was i n t r o d u c e d , n a m e l y 

( 2 5 . 4 ) Y ( y ) - < p -
1

( ( - D
3

'
/

" < P ( y ) ) 

w here <p i s a r b i t r a r y
( 3 )

 . 

I n s p i r e d by M a u l e ' s s o l u t i o n ( 2 5 . 4 ) , B a b b a g e s e t o f f t o w o r k 

on é q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n one a n d t o a p p l y g r a d u a i l y t h e 

t r a n s f o r m £ 2 5 . 1 ) . Anxious,,be s e n t t o H e r s c h e l h i s f i r s t r e s u l t s . 

I n h i s (H.S, 2:24. 4 J u l y 1814] he a n n o u n c e d t o h i m t h a t he h a d 

s o l v e d t h e é q u a t i o n s 

" y2y = y
f
 ^ny » y

 j
 ^ r i y » £ y yQlpß ( y ) » UJ < V ) " 

and f i n a l l y 

" A ( i p
n

y , i p
n

~
1

y y y , y ) - 0". 

Babbage d i d n o t p r é s e n t any s k e t c h o f t h e i r s o l u t i o n . The s c o p e 

o f h i s b r i e f l e t t e r was o n l y t o a s k H e r s c h e l t o e x p l a i n a 

" p a r a d o x " he was c o n f r o n t e d w i t h w h i l e t r y i n g t o s o l v e t h e é q u a 

t i o n " i p
n

y - Ay" (i"ee ( 2 6 . 3 ) ] (where A, a , 0, . . . w e r e a i l known 

f u n c t i o n s ) . A n o t h e r , r a t h e r p a t h e t i c , l e t t e r f o l l o w e d i n c l u d i n g 

p e r s o n a l c o m p l a i n t s a n d a b r i e f s t a t e m e n t on t h e l a s t o f t h e 

é q u a t i o n s m e n t i o n e d a b o v e [H.S, 2:25. 1 A u g . 1 8 1 4 ] . 

H e r s c h e l s o u n d e d q u i t e p e s s i m i s t i c i n h i s a n s w e r [ H . S , 

2 0 : 1 7 , 4 A u g . 1 8 1 4 ] . "And i n y o u r c a s e " , he w r o t e , "what i s t h e 

r e s u i t ? a heap o f f u s t y o l d f u n c t i o n s , f i s h e d up i n n i g h t a n d 

s o l i t u d e , o u t o f L e t h e ( m e t a p h o r ) o r f r o m t h e S l o u g h o f D e s p o n d 
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[....) b u t w h e r e t h e D e v i l am I g o t t o ? - F r o m y
3

( y ) - y t o t h e 

Dead S e a , v i a H e l l ! [ . . . . ] . I h a v e h o w e v e r l o o k e d a t y o u r f u n c -

t i o n a î -
M

 i p
a

( y ) - y , y o u remember g i v e s 0 - v t y )
+

y + f ( y v ( y ) ) 

[ ( 2 4 . 2 9 ) ] f b e i n g an a r b i t r a r y f ^ of Y
n

( y ) - f ( y ) a p a r t i c u l a r 

s o l . c a n a l w a y s be o b t a i n e d , and f r e q u e n t l y n s u c h . I s h o u l d l i k e 

t o s e e how y o u g e t an a r b . f u n c t i o n i n t o y o u r solfî o f v
n

( y ) - A ( y ) 

- a n d I t h i n k y o u c a n h a r d l y , as y o u s a y , h a v e r e a l l y f o u n d a 

s o l u t i o n o f A ( M
n

( y ) y ) - 0". H e r s c h e l went on t o c l a r i f y 

B a b b a g e ' s " p a r a d o x " [2.61 and a s k e d h i m f o r a way t o d é t e r m i n e a 

s o l u t i o n o f ( 2 5 . 2 4 ) [ S e e (10) b e l o w j . 

B a b b a g e ' s somehow d e l a y e d r e p l y i n S e p t e m b e r 1814 was r e a l l y 

g e n e r o u s . I n + h i s l e n g t h y l e t t e r he p r e s e n t e d b i s mode o f s o l u t i o n 

o f t h e p r e v i o u s é q u a t i o n s ^ m a k i n g a s y s t e m a t i c a p p l i c a t i o n o f t h e 

t r a n s f o r m ( 2 5 . 1 ) [ s e e 2 . 6 ) . M o r e o v e r , he i n c l u d e d t h e f i r s t t r a c e s 

o f b i s m e t h o d o l o g y f o r t h e s o l u t i o n o f f i r s t — o r d e r é q u a t i o n s , 

s u c h a s ( 2 5 . 5 ) , t o g e t h e r w i t h f e w e x a m p l e s . E n c o u r a g e d by h i s 

f r i e n d ' s i n t e r e s t he w r o t e ; " Y o u r l e t t e r s g e n e r a l l y b r i n g on a 

p a r o x i s m o f my A n a l y t i c a l o r C h e m i c a l m a n i a ; b u t I r e a l l y b e l i e v e 

o x y g e n a n d f u n c t i o n s a r e a s n e c e s s a r y f o r t h e m i n d a s b r e a d and 

meat a r e f o r t h e b o d y "
c < )

. 

H e r s c h e l was d e l i g h t e d t o go t h r o u g h h i s f r i e n d ' s r e s e a r c h 

a n d r e s p o n d e d w i t h e n t h u s i a s m : "You h a v e i n d e e d i n my o p i n i o n 

l a i d t h e f o u n d a t i o n s o f a c a l c u l u s t o t a l l y new and i m m e n s e l y 

p o w e r f u l " [H.S, 2 0 : 2 0 , 25 O c t . 1 8 1 4 1 . I n t h i s l e t t e r he p o i n t e d 

o u t t o B a b b a g e t h e a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l , a s i n f
1

^
n

( x ) , and 

e x p o n e n t i a l i n d i c e s , a s i n ^ T x . From t h a t p o i n t onwards p l e n t y o f 

d i s c u s s i o n s w e r e t o f o l l o w c o n c e r n i n g p r i n c i p a l l y t h e t r a n s f o r m 

( 2 5 . 1 ) , t h e i n t r i c a c i e s i n v o l v e d i n i t s a p p l i c a t i o n a n d m a t t e r s 

o f a n a l o g y . I n f a c t H e r s c h e l became s o i n t e r e s t e d i n t h i s t r a n s 

f o r m t h a t he a t t e m p t e d t o a p p l y i t b e y o n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s 

[ 2 . 8 , ( 6 ) ] . F r o m O c t o b e r 1814 up t o December 1816 t h e two men 

h e l d a m o s t ^ i e f ^ ^ t
| V >

3 c o r r e s p o n d e n c e on m a t h e m a t i c s ^ h e l p i n g and 

c h a l l e n g i n g one a n o t h e r w i t h e n t h u s i a s t i c o r c r i t i c a l comments 

[ 2 . 7 ] . 

B a b b a g e o p e n e d h i s f i r s t e s s a y o n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

[18151 w i t h a d i s t i n c t i o n b e t w e e n d i r e c t a n d i n v e r s e c a l c u l a t i o n S j 

s t r e s s i n g t h a t t h e l a t t e r a r e more d i f f i c u l t b u t a l s o o f t e n more 

u s e f u l t h a n t h e f o r m e r [ 1 8 1 5 , 3 8 9 - 3 9 0 ] . He i n t r o d u c e d n e x t t h e 

b a s i c p r i n c i p l e s o f n o t a t i o n o f h i s own i n v e r s e method o f f u n c 

t i o n s - s u c h a s n o t a t i o n ( 2 4 . 2 1 ) f o r m = 2 - a d d i n g t h a t 
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" E q u a t i o n s o f t h e s e c o n d and h i g h e r order3 h a v e n e v e r b e e n e v e n 

m e n t i o n e d " ^ t o t a l l y o m i t t i n g any r é f é r e n c e t o H e r s c h e l ' s r e s p e c 

t i v e w ork ( s e e 2.4, £ 1 3 ) ] . C y i V ï v ^ a few w o r d s o n 

t h e o r i g i n s o f h i s r e s e a r c h e s w h i c h c o n c e r n e d p r o b l e m s o f 

g é o m é t r i e n a t u r e , he went on t o a c k n o w l e d g e t h e f i r s t a u t h o r i -

t i e s i n t h e b r a n c h o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s , t h a t i s D ' A l e m b e r t , 

E u l e r a n d L a g r a n g e ; " b u t i t i s t o Monge", he a d d e d , " t h a t we a r e 

i n d e b t e d f o r t h e most g ê n e r a i v i e w o f t h e s u b j e c t " ( 1 8 1 5 , 

3 9 3 )
c 5 >

. He m e n t i o n e d Monge's memoir [1776] a d d i n g t h a t i n t h e 

same v o l u m e w i t h Monge's memoir t h e r e was a p a p e r o f L a p l a c e o n 

t h a t s u b j e c t . W i t h o u t p r o v i d i n g a n y r é f é r e n c e , he m e n t i o n e d 

H e r s c h e l ' s e x t e n s i o n o f L a p l a c e ' s m e t h o d w h i c h " l e a v e s n o t h i n g t o 

be r e g r e t t e d , b u t t h e n a r r o w l i m i t s o f o u r k n o w l e d g e r e s p e c t i n g 

t h e i n t é g r a t i o n o f é q u a t i o n s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s " [ 1 8 1 5 , 394] . 

"From t h i s a n d o t h e r c a u s e s " , he w e n t o n , " I am s t i l l i n c l i n e d t o 

t h i n k t h a t t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s must be s o u g h t b y 

methods p e c u l i a r l y t h e i r own" ( 1 8 1 5 , 3 9 4 - 5 ] . 

Thus L a g r a n g e h a d f u r n i s h e d B a b b a g e w i t h a f i r s t m e t h o d f o r 

t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s by means o f s é r i e s [ 2 . 4 , 

2 . 6 ] , f o l l o w e d L a p l a c e w i t h t h e r é d u c t i o n t o f i n i t e d i f f é r e n c e s , 

H e r s c h e l ' s e x t e n s i o n o f L a p l a c e ' s m e t h o d [ 2 . 4 ] , a n d f i n a l l y 

M a u l e ' s h i n t s o n t h e (25.1) t r a n s f o r m on one h a n d a n d Monge's 

g ê n e r a i a l g e b r a i c methods on t h e o t h e r . M o s t p r o b a b l y B a b b a g e ' s 

t e c h n i q u e o f é l i m i n a t i o n i n c o n n e c t i o n w i t h ( 2 5 . 2 ) was i n s p i r e d 

by Monge [ 1 7 7 6 ] where t h e l a t t e r i n t r o d u c e d f o r t h e f i r s t t i m e 

t h i s t e c h n i q u e i n ( 1 4 . 2 2 ) . A c c o r d i n g t o E n r o s [ 1 9 7 9 , 176] Babbage 

h i m s e l f c l a i m e d t h a t h i s n o t a t i o n was t h e p r o d u c t o f h i s d i s c u s 

s i o n s w i t h H e r s c h e l and Bromhead. B u t d e s p i t e a n y i n f l u e n c e s f r o m 

t h e a b o v e m e n t i o n e d a n a l y s t s , B a b b a g e ' s w o r k was l a r g e f y 

o r i g i n a l a s H e r s c h e l h i m s e l f a d m i t t e d l a t e r [See 2 . 6 ] . 

Babbage d e f i n e d a f u n c t i o n t o be t h e r e s u i t o f e v e r y o p é r a 

t i o n t h a t c a n be p e r f o r m e d on a q u a n t i t y o m i t t i n g a t t h i s s t a g e 

t o m e n t i o n a n y t h i n g w h a t s o e v e r on t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n 

[ 1 8 1 5 , 3 8 9 ] . Any s o l u t i o n c o n t a i n i n g a r b i t r a r y c o n s t a n t s , w o u l d be 

c a l l e d a " p a r t i c u l a r s o l u t i o n " o f t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n u n d e r 

s t u d y , s a i d B a b b a g e , w h e r e a s , " F o r t h e s a k e o f c o n v e n i e n c e " , i f 

i t c o n t a i n s one o r more a r b i t r a r y f u n c t i o n s i t w o u l d be c a l l e d a 

" g ê n e r a i s o l u t i o n " . I n h i s f i r s t t w o e s s a y a t h e r e i s h a r d l y a n y 

d i s t i n c t i o n b e t w e e n "a g ê n e r a i " a n d " t h e g ê n e r a i " s o l u t i o n o f a n 

é q u a t i o n . T h i s i n t r i c a t e m a t t e r was f i r s t s t u d i e d by H e r s c h e l 
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f o l l o w e d b y B a b b a g e . T h i s m a t t e r w i l l n o t be p u r s u e d i n o u r 

s t u d y
< Ä >

. F o l l o w i n g Babbage we w i 1 1 i n d i f f e r e n t l y u s e " t h e 

s o l u t i o n " o r " t h e g ê n e r a i s o l u t i o n " i n what f o l l o w s . 

B a b b a g e b u i l t h i s t h e o r y o f f i r s t - o r d e r é q u a t i o n s s t a r t i n g 

i t e r a t i v e l y f r o m t h e c a s e 

( 2 5 . 5 ) ip(x) - i p ( a ( x ) ) 

up t o t h e c a s e 

( 2 5 . 6 ) F ( x , i p ( x ) ,tp(a(x) ) i p ( v ( x ) ) ) « 0 . 

L e t t h e é q u a t i o n (25.5) a n d assume f t o be a p a r t i c u l a r s o l u t i o n 

o f i t . T h e n , " i t i s e v i d e n t " t h a t 

( 2 5 . 7 ) "ip - (pf" 

w h e r e tp i s a r b i t r a r y , w i l l s a t i s f y ( 2 5 . 5 ) [ 1 8 1 5 , 395; on n o t a t i o n 

s e e a l s o ( 1 1 ) b e l o w ] . 

N e x t t h e n o t i o n o f a s y m m e t r i c a l f u n c t i o n tp(x,y) was i n t r o -

d u c e d a s p o s s e s s i n g t h e p r o p e r t y 

( 2 5 . 8 ) t p ( x , y ) - 5(y.x) 
w h e r e a b a r was o m i t t e d a t t h e l e f t - h a n d s i d e o f ( 2 5 . 8 ) . W i t h t h e 

n o t a t i o n 

( 2 5 . 9 ) <p(x,y,z,v) 

i t was i m p l i e d t h a t tp i s s y m m e t r i c a l r e l a t i v e t o z and v [ 1 8 1 5 , 

3 9 6 ) . Now, t h e g r o u n d was r e a d y t o s o l v e (25.5) u n d e r t h e f u r t h e r 

a s s u m p t i o n t h a t we a r e g i v e n a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f 

( 2 5 . 1 0 ) f(xî - f ( a
2

( x ) ) . 

B a b b a g e assumed »p t o be s y m m e t r i c a l r e l a t i v e t o two f u n c -

t i o n s f , îx, o r t h a t 

( 2 5 . 1 1 ) v ( x ) - (p(f ( x ) . f i ( x ) ) . 

w h e r e <p a r b i t r a r y and f , f i t o be d e t e r m i n e d . S u b s t i t u t i n g tp i n 

( 2 5 . 5 ) he d e d u c e d 

( 2 5 . 1 2 ) 5(f ( x ) . f x ( x ) ) = * p ( f ( a ( x ) ) . f i ( Q ( x ) ) ) 

w h i c h g i v e s 

( 2 5 . 1 3 ) f ( x ) - f i ( a ( x ) ) and f
x
( x ) - f ( a ( x ) ) . 

F r o m ( 2 5 . 1 3 ) i t f o l l o w s r e a d i l y t h a t 

f ( a
2

( x ) ) - f i ( a ( x ) ) - f ( x ) . 

T h e r e f o r e , i f f i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 5 . 1 0 ) , é q u a t i o n s 

(25'. 13) a r e s a t i s f i e d i f f i ( x ) » f ( a ( x ) ) . H e n c e , a c -

c o r d i n g t o (25.11) t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f (25.5) w i l l be i n t h i s 

c a s e 

( 2 5 . 1 4 ) ip(x) - < p ( f ( x ) . f ( c r ( x ) ) ) 

[ 1 8 1 5 , 3 9 6 - 7 ] . 

I t was r e m a r k e d c o n s e q u e n t l y t h a t i f a
2

( x ) = x , t h e n f ( x ) - x 
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i n ( 2 5 . 1 4 ) . A p p a r e n t l y t h i s was a n outcorne o f t h e f a c t t h a t , u n — 

d e r t h e l a t t e r c o n d i t i o n , ( 2 5 . 1 0 ) i s s a t i s f i e d by any f u n c t i o n , 

t h u s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f i t c o u l d be f ( x ) - x . C o n s i d e r f o r 

e x a m p l e , t h e é q u a t i o n ip(x) - i p ( a
2

/ * ) w h i c h i s o f t h e t y p e ( 2 5 . 5 ) 

w h e r e a ( x ) = a
2

/ x , " a " a c o n s t a n t . I t f o l l o w s r e a d i l y t h à t a
a

( x ) = x . 

h e n c e , a c c o r d i n g t o t h e a bove r e m a r k s t h e s o l u t i o n o f t h e g i v e n 

é q u a t i o n f o l l o w s f r o m ( 2 5 . 1 4 ) a s tp(x) =° < p ( x , a
2

/ x ) , cp a r b i t r a r y 

a n d s y m m e t r i c a l ( 1 8 1 5 , 3 9 7 - 8 ] <
7 Ï

. 

The s e c o n d p r o b l e m t a c k l e d was t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

( 2 5 . 1 5 ) ip(x) - A ( x ) . i p ( a ( x ) ) 

g i v e n a p a r t i c u l a r s o l u t i o n f o f ( 2 5 . 1 5 ) a s w e l l a s a n o t h e r , f i , 

o f t h e é q u a t i o n 

( 2 5 . 1 6 ) ip(x) - i p ( a
3

( x ) ) . 

E x a c t l y a s i n t h e p r e v i o u s c a s e t h e s o l u t i o n o f ( 2 5 . 1 5 ) was 

d e t e r m i n e d t o be 

( 2 5 . 1 7 ) ip(x) f ( x ) . 5 ( f
t
( x ) . f i ( a ( x ) ) ) . 

A s e c o n d method was a l s o p r o p o s e d w h i c h we o m i t ( 1 8 1 5 , 3 9 8 - 9 ] . 

A p a r t f r o m v e r y r a r e c a s e s , most o f t h e e x a m p l e s p r o v i d e d by 

B a b b a g e were c o n s t r u c t e d on p u r p o s e f o r t h e i 1 l u s t r â t i o n o f t h e 

é q u a t i o n s u n d e r s t u d y . I n f a c t , t h e e x a m p l e s w e r e few i n number 

a n d a l w a y s f o l l o w e d a f t e r t h e g ê n e r a i t h e o r y
c e )

. F o r t h e c a s e o f 

( 2 5 . 1 5 ) he f o r m u l a t e d t h e é q u a t i o n 

l - x
a

 x 
( 2 5 . 1 8 ) ip(x) • .tp( ) . 

l - 2 x x-1 

Now a ( x ) - x / ( x - l ) a n d (25.16) becomes 

x 
( 2 5 . 1 9 ) y ( x ) - ip< ) . 

2 x - l 

By o b s e r v a t i o n f ( x ) = l + x and f i ( x ) = x
2

/ ( x - 1 ) a r e p a r t i c u l a r s o l u 

t i o n s o f ( 2 5 . 1 8 ) and (25.19) r e s p e c t i v e l y . S i n c e 

f i ( a ( x ) = . . . = x
2

/ ( x - 1 ) - f i ( x ) we h a v e t h a t 

< p ( f i ( x ) . f i ( o t ( x ) ) ) - < p ( x
2

/ ( x - l ) ï o r t h e s o l u t i o n o f ( 2 5 . 1 8 ) i s 

; 
X 2 

( 2 5 . 2 0 ) ip(x) - ( l + x ) ( p ( ) . 
x-1 

( 1 8 1 5 , 3 9 9 ] . 

The n e x t p r o b l e m s t u d i e d was t o d é t e r m i n e ip f r o m 

( 2 5 . 2 1 ) v ( x ) - A ( x ) . i p ( a ( x ) ) + B ( x ) 

g i v e n a p a r t i c u l a r s o l u t i o n f . By a n a l o g y a p p a r e n t l y f r o r a i t s 

f o r m * *
3

 , Babbage assumed t h e s o l u t i o n o f ( 2 5 . 2 1 ) t o be o f t h e 
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f o r m 

( 2 5 . 2 2 ) v ( x ) - f (x) + <p(x) . 

D e t e r m i n i n g ipCaEx)) f r o m (25.22) and s u b s t i t u t i n g t h e v a l u e s o f 

^ i ( x ) a n d u>(a(x)) i n ( 2 5 . 2 1 ) he o b t a i n e d an é q u a t i o n f r o m w h i c h 

s u b t r a c t i n g (25.21) f o r i p - f , he was l e d t o t h e é q u a t i o n 

( 2 5 . 2 3 ) <p(x) - A ( x ) . c p ( o ( x ) ) . 

Now, (25.23) i s o f t h e f o r m (25.15) and a p p a r e n t l y c a n be s o l v e d 

a n d t h u s t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f (25.21) c a n be f i n a l l y o b t a i n e d 

f r o m ( 2 5 . 2 2 ) . B u t , a s i t was t y p i c a l o f B a b b a g e , t h e f a c t t h a t 

( 2 5 . 1 5 ) c o u l d be s o l v e d - i n h i s e s s a y - o n l y u n d e r t h e a d d i t i o n a l 

c o n d i t i o n ( 2 5 . 1 6 ) , was a t r i v i a l m a t t e r w h i c h was t o t a l l y o v e r -

l o o k e d ( 1 8 1 5 , 4 0 0 ) . 

T h i s t i m e t h e i l l u s t r a t i o n w h i c h f o l l o w e d c o n c e r n e d an é q u a 

t i o n d e d u c e d by H e r s c h e l w h i l e w o r k i n g on S p e n c e ' s t r a n s c e n d e n t s 

f o r h i s [ 1 8 1 4 ] . T h i s é q u a t i o n i s 

( 2 5 . 2 4 ) v(e>-) + y f e - ^ ) - A ( y ) , 

w h e r e A a r a t i o n a l a n d i n t e g r a l f u n c t i o n o f y . I t was a l s o 

g i v e n t h a t îî(l+y) , *l
łJ

 (1+y) [ d e f i n e d by ( 2 2 . 3 ) ] a r e p a r t i c u l a r 

s o l u t i o n s o f ( 2 5 . 2 4 ) . A c c o r d i n g t o t h e p r o b l e m (25.21) i t was 

e a s i l y f o u n d t h a t t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f (25.24) was 

V ( y ) * f ( y ) + < p ( ( l o g y )
2

" *
1

) , vv»+H f
 a

 p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f 

( 2 5 . 2 4 ) and <p a r b i t r a r y [ 1 8 1 5 , 400-401] <
10

> . 

L e t t i n g o n c e more \p(x) t o be as i n ( 2 5 . 2 2 ) , Babbage r e d u c e d 

t h e é q u a t i o n 

( 2 5 . 2 5 ) v ( x ) + A ( x ) . i p ( o ( x ) ) + + N ( x ) . i * i ( v ( x ) ) + X - 0 

t o 

( 2 5 . 2 6 ) <p(x) + A ( x ) . t p ( a ( x ) ) +....+ N ( x ) < p ( v ( x ) ) = 0. 

E q u a t i o n (25.25) i s b u t a g e n e r a ł i z a t i o n o f ( 2 5 . 2 1 ) . The r e d u c e d 

f o r m (25.26) was s o l v e d u n d e r c e r t a i n f u r t h e r c o n s i d é r a t i o n s 

- o m i t t e d a s we saw i n t h e s t u d y o f ( 2 5 . 2 1 ) - on l i n e s " s i m i l a r t o 

t h o s e o f p r o b l e m ( 2 5 . 1 5 ) . I n t h e c o u r s e o f t h e p r o c é d u r e w h i c h 

f o l l o w s b e l o w we n o t i c e t h e germs o f h i s t e c h n i q u e a p p l i e d i n h i s 

[ 1 8 1 6 ] t o t h e é q u a t i o n ( 2 5 . 2 ) o r ( 2 5 . 3 8 ) . 

B abbage assumed t h a t t h e known f u n c t i o n s a ( x ) , v ( x ) i n 

( 2 5 . 2 6 ) a r e o f t h e f o r m a , a
2

 a
n _ 1

 s u c h t h a t 

( 2 5 . 2 7 ) a " ( x ) - x . 

A s s u m i n g f u r t h e r t h a t , u n d e r t h i s c o n d i t i o n , we a r e g i v e n - a p a r 

t i c u l a r s o l u t i o n f o f t h e é q u a t i o n ( 2 5 . 2 6 ) , i t f o l l o w e d a s i n 

( 2 5 . 1 7 ) t h a t t h e s o l u t i o n o f (25.26) i s 
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(25.28) <p(x) = f (x) . x ( x , a ( x ) a°"
l

( x ) ) 

( 1 8 1 5 , 402-3; see a l s o t h e o b s e r v a t i o n f o l l o w i n g t h e c a s e ( 2 5 . 5 ) 

u n d e r t h e a s s u m p t i o n ( 2 5 . 1 0 ) a n d (25.27) - f o r n = 2] . 

Of a d i f f é r e n t n a t u r e was t h e p r o b l e m w h i c h r e q u i r e d t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f an <p s u c h t h a t 

( 2 5 . 2 9 ) cp(x) - <p(a(x)) - . . . . « < p ( v ( x ) > 

h o l d s t r u e . The p r o c é d u r e w h i c h f o l l o w e d a m o u nted t o t h e d é t e r 

m i n a t i o n o f a p a r t i c u l a r v a l u e f s u c h t h a t f ( x ) * f ( a ( x ) ) , 

a n o t h e r f i , s u c h as f
x
( f ( x ) ) «• - f i ( f ( ß ( x ) ) ) a n d s o o n , a p -

p a r e n t l y by s p é c u l a t i o n a s i n t h e i n i t i a l p r o b l e m ( 2 5 . 5 ) . T h u s , 

a c c o r d i n g t o t h e p r i n c i p l e s a p p l i e d t o t h a t p r o b l e m he was l e d t o 

(25.30) < p ( f
n
( . ( f ( x ) . . ) ) ) , 

<p a r b i t r a r y , a s t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f t h e System ( 2 5 . 2 9 ) . Two 

t r i v i a l e x a m p l e s f o l l o w e d a s an i l l u s t r a t i o n ( 1 8 1 5 , 4 0 3 - 5 1 . 

As we h a v e a l r e a d y m e n t i o n e d a b o v e . Babbage h a d n o t d e l v e d 

i n t o a s t u d y o f t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n y e t , a n d H e r s c h e l , 

d e s p i t e h i s s h r e w d r e m a r k s i n h i s l e t t e r s a n d h i s p e r c e p t i o n o f 

o m i s s i o n s , m i s p r i n t s o r o t h e r e r r o r s i n B a b b a g e ' s w o r k , was n o t 

a b l e t o o b s e r v e any o m i s s i o n i n t h e above c a s e . B u t De M o r g a n was 

c r i t i c a l e nough t o s e e t h a t B a b b a g e ' s p r o c é d u r e f o r t h e c a s e 

(25.29) i s c o r r e c t o n l y u n d e r t h e c o n d i t i o n t h a t f
n
 d o e s n o t i n 

v e r t f
n
- i i n ( 2 5 . 2 6 ) . i n o t h e r w o r d s t h a t f i i s n o t a n i n v e r s e 

f u n c t i o n o f f
4
«.

x
 [ 1 8 3 6 . a r t . 1 6 2 - 3 ] . 

The l a s t s t e p b e f o r e t h e c o n s i d é r a t i o n o f t h e g ê n e r a i c a s e 

(25.6) was t h e d é t e r m i n a t i o n o f tp s u c h a s 

V ( a ( x ) ) =• i p ( a i (x) ) 

( 2 5 . 3 1 ) 

V ( v ( x ) ) - H I ( V X ( X ) ) . 

On U n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d i n t h e p r e v i o u s c a s e , he o b -

s e r v e d t h a t 

( 2 5.32) > ( x ) - cpf
n
f„-x faß v x "

( l l

> , 

where f . f
x
, . . . . f

n
 a r e p a r t i c u l a r s o l u t i o n s o f ( 2 5 . 3 1 ) i n t h e 

g i v e n o r d e r , w i l l s a t i s f y t h e a b ove c o n d i t i o n s . He c o n c l u d e d b y 

c l a i m i n g : "We now p o s s e s s t h e means o f s o l v i n g a much more 

g ê n e r a i p r o b l e m t h a n we h a v e y e t a t t e m p t e d , i t i s t h e g ê n e r a i 

s o l u t i o n o f any f u n c t i o n a l é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r " 

[ 1 8 1 5 . 4 0 5 - 6 ] . 

Thus Babbage managed t o d i s c o v e r a p u r e l y f u n c t i o n a l m e t h o d 

i n o r d e r t o t a c k l e t h e g ê n e r a i c a s e (25.6) - w h i c h , i n f a c t , i s 

i d e n t i c a l w i t h H e r s c h e l ' s ( 2 4 . 1 5 ) - d e v o i d o f f i n i t e d i f f é r e n c e s . 
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He w o u l d had b e en p e r h a p s much more p r o u d ha d he known t h a t 

H e r s c h e l ' s g e n e r a l m e t h o d was t o p r o v e a f a i l u r e , a f a c t d i s 

c o v e r e d i n 1816 [ s e e 2.4, (6) ] . H i s own method h a s i n d e e d no 

common p o i n t w i t h t h a t o f H e r s c h e l ' s , however one c a n n o t d i s 

r e g a r d t h e f a c t t h a t i t was H e r s c h e l who c o n c e i v e d f i r s t e v e n t h e 

f o r m o f a g e n e r a l e q u a t i o n s u c h as ( 2 5 . 6 ) , l e t a l o n e t h a t he 

s t r u g g l e d t o f i n d i t s s o l u t i o n i n s p i r i n g B abbage on t h e p o s 

s i b i l i t y o f v i e w i n g t h i s m a t t e r f r o m a d i f f e r e n t a n g l e . M o r e o v e r , 

d e s p i t e c e r t a i n o m i s s i o n s t h a t r e n d e r e d H e r s c h e l ' s s o l u t i o n o f 

( 2 5 . 6 ) i n c o m p l e t e [ 2 . 4 , ( 7 ) ] , h i s method was f a r more d i r e c t t h a n 

t h a t o f B a b b a g e ' s s k e t c h e d b e l o w w h i c h i s d e p e n d e n t on t h e s o l u 

t i o n o f t h e p r o b l e m s t h a t p r e c e e d e d i t . 

Now, f o r t h e g e n e r a l c a s e ( 2 5 . 6 ) , o r 

( 2 5 . 3 3 ) F ( x . i | i ( x ) , v ( a ( x ) ) v ( v ( x ) ) ) - 0, 

B a b b a g e assumed t h e e x i s t e n c e o f an a r b i t r a r y f u n c t i o n tp s u c h 4^ja*f 

( 2 5 . 2 9 ) h o l d s t r u e . He t h e n l e t t h e p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f 

( 2 5 . 3 3 ) be d e n o t e d as 

( 2 5 . 3 4 ) tp(x) - f ( x , a , b , c ) , 

w h e r e a , b a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s w h i c h do n o t a p p e a r i n 

( 2 5 . 3 3 ) . I t was f u r t h e r a s s u m e d t h a t when (25.34) i s s u b s t i t u t e d 

i n ( 2 5 . 3 3 ) , t h e c o n s t a n t s a , b . . . . . c a n c e l e a c h o t h e r . He n e x t 

r e p l a c e d t h e c o n s t a n t s i n ( 25.34) by a r b i t r a r y f u n c t i o n s <p(x) , 

( p i ( x ) . ... w h i c h s a t i s f y t h e c o n d i t i o n (25.29) and w h i c h . a c 

c o r d i n g t o t h e above a s s u m p t i o n , w i l l have t o d e s t r o y e a c h o t h e r 

i n ( 2 5 . 3 3 ) . T h u s , 

( 2 5 . 3 5 ) cp(x) - f (x,<p(x) , ( P i ( x ) ) 

i s "a g e n e r a l s o l u t i o n c o n t a i n i n g as many a r b i t r a r y f u n c t i o n s a s 

t h e p a r t i c u l a r s o l u t i o n d i d c o n s t a n t q u a n t i t i e s " [ 1 8 1 5 , 4 0 6 ]
< 1 2 >

. 

The p r o c e d u r e s k e t c h e d s o f a r was t o be t o t a l l y d i s r e g a r d e d 

i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e b r a n c h o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s by 

E n g l i s h a n a l y s t s i n t h e 1 8 4 0 ' s . I t i s o n l y i n De M o r g a n ' s a r t i c l e 

[ 1 8 3 6 ] t h a t we s e e a p a r t i a l r e p r o d u c t i o n o f B a b b a g e ' s m e t h o d o l 

og y a s i l l u s t r a t e d i n ( 2 5 . 5 ) - ( 2 5 . 3 3 ) , s u c h as f o r e x a m p l e o f t h e 

c a s e ( 2 5 . 2 9 ) d i s c u s s e d a b o v e . E v e n d u r i n g h i s c o r r e s p o n d e n c e w i t h 

H e r s c h e l , i n t e r e s t was f o c u s e d m a i n l y on e q u a t i o n s o f o r d e r 

h i g h e r t h a n t h e f i r s t i n one v a r i a b l e , and t h e a b o v e p r o c e d u r e s 

p a s s e d v i r t u a l l y u n n o t i c e d . B a s e d upon t h e s e o b s e r v a t i o n s we w i l l 

n o t d e l v e any f u r t h e r i n t o a more d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f 

B a b b a g e ' s work s o f a r . We w i l l c o n c l u d e t h i s s e c t i o n w i t h i n 

s t a n c e s o f t h e a p p l i c a t i o n o f t h e p r o c e d u r e s t u d i e d a b ove t o 
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é q u a t i o n (25.2) a s w e l l a s t o d i f f e r e n t i a l f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . 

E q u a t i o n ( 2 5 . 2 ) , o r . 

(25.36) F ( x , i p ( x ) , v ( a ( x ) ) y ( a " ( x ) ) ) ) = 0 , 

w i t h t h e c o n d i t i o n 

( 2 5.37) a " - M x ) - x , 

i s b u t a g é n é r a l i s a t i o n o f ( 2 5 . 5 ) u n d e r t h e a d d i t i o n a l c o n d i t i o n 

( 2 5 . 3 7 ) . I n f a c t , a c c o r d i n g t o t h e p r o b l e m s ( 2 5 . 2 5 ) a n d ( 2 5 . 3 1 ) 

- w h i c h w e r e n o t u s e d f o r t h e s o l u t i o n o f ( 2 5 . 3 3 ) - e v e r y f u n c -

t i o n a l é q u a t i o n o f t h e f o r m ( 2 5 . 3 3 ) c a n i n t h e o r y be r e d u c e d t o 

t h e c a s e ( 2 5 . 3 6 ) . T h u s , t a k i n g f o r g r a n t e d t h i s f a c t , t h e m e t h o d 

t h a t f o l l o w s i s much more d i r e c t t h a n t h e p r e v i o u s o n e , c o n d u c t -

i n g u s t o a p a r t i c u l a r s o l u t i o n d e v o i d o f a r b i t r a r y c o n s t a n t s ; 

a n d " i f by any means we c o u l d i n t r o d u c e i n t o t h è s e s o l u t i o n s a n 

a r b i t r a r y c o n s t a n t , i t w o u l d a f f o r d u s g ê n e r a i o n e s " [ 1 8 1 6 , 229). 

L e t us i l l u s t r a t e B a b b a g e ' s m e t h o d w i t h t h e c a s e 

(25.38) F ( x , v ( x ) , 4 J ( a ( x ) ) ) - 0, a
2

( x ) - x 

i n s t e a d w i t h t h e g ê n e r a i one ( 2 5 . 3 6 ) . S u b s t i t u t i n g a ( x ) f o r x i n 

(25.38) we o b t a i n 

( 2 5.39) F ( a ( x ) , y ( a ( x ) ) , v ( x ) ) - 0. 

F u r t h e r e l i m i n a t i n g y ( c r ( x ) ) f r o m ( 2 5 . 3 8 ) and ( 2 5 . 3 9 ) we w i 11 a r 

r i v e a t an é q u a t i o n o f t h e f o r m 

(25.40) F ( x . a ( x ) , ip(x) ) - 0 

w h i c h i n t h e o r y c a n be e a s i l y s o l v e d [ 1 8 1 6 , 2 3 0 - 2 3 2 ] . 

F o r e x a m p l e . g i V e n 

1-x 

(2 5 . 4 1 ) ( Y ( x ) ]
2

. i p =- c
2

x , c c o n s t a n t , 
1+x 

we n o t i c e t h a t i t i s o f t h e f o r m ( 2 5 . 3 8 ) where a ( x ) - ( l - x ) / ( l + x ) 

a n d a
2

( x ) - x . Change x i n t o a ( x ) i n ( 2 5 . 4 1 ) , h e n c e 

1-x 1-x 

(25.42) (v î 2 - 4 J(x) - c
2

 . 
1+x 1+x 

E l i m i n a t i n g v ( ( 1 - x ) / ( 1 + x ) ) f r o m ( 2 5 . 4 1 ) a n d ( 2 5 . 4 2 ) we h a v e 

r e a d i l y 

1+x 

(25.43) v ( x ) - [ c
2

x
2

]
1

^
3 

1-x 

a s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 5 . 4 1 ) [ 1 8 2 0 , 7 1 . 

B a b b a g e ' s p r o c é d u r e , a s a p p l i e d t o t h e é q u a t i o n ( 2 5 . 3 8 ) was 

r e p r o d u c e d by G e r g o n n e . f u r t h e r e x t e n d e d by De M o r g a n a n d 

r e m a i n e d a s t a n d a r d m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a -
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t i o n s up t o 1 8 6 0
t l 3 >

 . H o w e v e r , é l i m i n a t i o n , o b s e r v e d B a b b a g e , i s 

n o t a l w a y s p o s s i b l e . T a k e f o r example é q u a t i o n 

( 2 5 . 4 4 ) v ( x ) - < a - x ) y ( a ( x ) ) , w i t h c
2

( x ) - x 

w h i c h i s homogeneous r e l a t i v e t o ip. E l i m i n a t i o n o f v ( a ( x ) ) l e a d s 

- a s i n t h e c a s e ( 2 5 . 4 1 ) - t o t h e é q u a t i o n 

( 2 5 . 4 5 ) Y ( X ) - ( a - x ) ( a - a ( x ) ) v ( x ) 

w h i c h i s m e a n i n g l e s s ( 1 8 1 6 , 2 3 3 ]
< 1 4 ï

 . A n o t h e r e x c e p t i o n was 

n o t i c e d , namely t h e c a s e o f ( 2 5 . 3 6 ) when t h e v a r i a b l e q u a n t i t y x 

i s m i s s i n g . A f u r t h e r s t u d y o f s u c h e x c e p t i o n s was i n c l u d e d i n 

h i s ( 1 8 1 7 ] - s e e 2 . 7 . 

S u p p o s e now we h a v e a d i f f e r e n t i a l f u n c t i o n a l é q u a t i o n where 

4J(x) i s o f t h e f i r s t o r d e r , namely 

d
n

i p ( x ) 

( 2 5 . 4 6 ) v ( a ( x ) ) - w i t h a * ( x ) - x . 
d x " 

R e p l a c i n g , as i n ( 2 5 . 3 8 ) , x s u c c e s s i v e l y by a ( x ) , a
2

( x ) , . . , a
p - 1

( x ) 

we a r r i v e a t 

d"4ia ( x ) 
i p a

2

( x ) - — — — — 
( d o ( x ) ) « 

( 2 5 . 4 7 ) 

d ^ i p a p -
1

 (x) 

V a p ( x ) - v ( x ) - • 
( d a ^ - H x ) ) " 

E l i m i n a t i n g f u r t h e r a l l t h e q u a n t i t i e s y a
p

( x ) f o r p - l , . . . , p - l . 

4»(x) i s f i n a l l y t o be d e t e r m i n e d by 

d
n p

Y ( x ) 
( 2 5 . 4 8 ) ip(x) 

( d a
p _ 1

x . . . d a x d x ) " 

( 1 8 1 6 , 2 3 7 - 8 ] . I n t h e same way o t h e r é q u a t i o n s o f t h e t y p e 

( 2 5 . 4 6 ) were s o l v e d by b e i n g r e d u c e d t o d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s
 t l 5 )

. The a r b i t r a r y c o n s t a n t s i n t h e s o l u t i o n s o f t h e l a t t e r 

é q u a t i o n s were d e t e r m i n e d s o as t o s a t i s f y t h e g i v e n é q u a t i o n 

[ 1 8 1 6 , 2 3 5 - 2 4 0 ] . 

The p a p e r e n d e d w i t h a l e n g t h y s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

ipxdi+ix ipxdi+jx 
( 2 5 . 4 9 ) [ i f j x ]

2

 + [ ]
2

 « [y(x+ ) ï
2 

d x dx 

w h i c h was r e l a t e d t o a g e o m e t r i c a l p r o b l e m r e g a r d i n g t h e n a t u r e 

o f a c u r v e s o t h a t i t s n o r m a l has c e r t a i n p r o p e r t i e s
1 i e 1

. T h i s 

p r o b l e m was i n f a c t s o l v e d i n Babbage's l e t t e r [ H . S , 2 . 4 1 , 2 5 

S e p t . 1 8 1 5 ] . T h i s was t h e s e c o n d c o m p l i c a t e d p r o b l e m o f s u c h n a -
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t u r e t h a t Babbage u n d e r t o o k t o s o l v e two y e a r s a f t e r he h a d h a d 

h i s d i s a p p o i n t m e n t w i t h t h e one r e l a t e d t o t h e h y p e r b o l a . 

H e r s c h e l had a s s i s t e d B a b b a g e by p o i n t i n g o u t t h a t t h e t w o 

p r o b l e m s l a j i n f a c t upon s i m i l a r p r i n c i p l e s [ Babbage 1 8 1 5 , 

3 9 3 J . When he r e c e i v e d B a b b a g e ' s s o l u t i o n he w r o t e " I w i s h I h a d 

a l i t t l e more r o o m . t o s e n d y o u a g e o m e t r i c a l s o l u t i o n o f y o u r 

p r o b l e m a b o u t t h e n o r m a l and o r d i n a t e . Y o u r s i s n e a t e n o u g h " 

[H.S. 2 0 : 2 7 , 7 O c t . 1815] . 

O m i t t i n g t h e c o m p l i c a t e d d e t a i l s , we w i l l c o n f i n e t o m e n t i o n 

t h a t B abbage's o r i g i n a l i t y l a y i n o b s e r v i n g t h a t t h e q u a n t i t y 

ipxdtpx/dx d o e s n o t c h a n g e when f o r x we s u b s t i t u t e x+ipxdipx/dx. 

P u t t i n g c o n s e q u e n t l y t f o r yxdtpx/dx, ( 2 5 . 4 9 ) was r e d u c e d t o 

( 2 5.50) t v ( x + t ) ]
a

 - [4J(x))2 = t
a

. 

t c o n s i d e r e d as a c o n s t a n t q u a n t i t y . F i n a l l y , ip(x) was d e t e r m i n e d 

by means o f a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i n I+J [ 1 8 1 6 . 253-6]
 ( Ł 7 >

 . I n 

f a c t , B abbage's t e c h n i q u e i n t h i s p r o b l e m - a p p a r e n t l y d i s c o v e r e d 

a r o u n d 1812-1813 [ 2.4, ( 1 1 ) 1 - h a d m o t i v a t e d H e r s c h e l ' s s o l u 

t i o n o f e q u a t i o n i p
2

( x ) = x [ see (24.28) a n d 2.4, ( 1 3 ) ] . 

A p a r t f r o m f e w o m i s s i o n s r e g a r d i n g t h e i n v e r s e f u n c t i o n ( a s 

i n t h e c a s e o f ( 2 5 . 2 9 ) ) a n d c e r t a i n p r i n t i n g e r r o r s , t h e m a i n 

w e a k n e s s i n B a b b a g e ' s p r o c e d u r e , as i n t h e m a t e r i a l e x p o s e d s o 

f a r f r o m h i s [ 1 8 1 5 ] , l i e s i n h i s o c M n * ^
 v

\ e w a s s u m p t i o n s i n t h e 

c o u r s e o f a p r o o f a n d h i s i n c o m p l e t e t h e o r y on t h e g e n e r a l i t y o f 

a s o l u t i o n . He was p e r f e c t l y aware o f t h e l a t t e r , a s i t i s o b 

v i o u s f r o m t h e d i s c u s s i o n w h i c h f o l l o w e d t h e s o l u t i o n o f t h e 

g e n e r a l c a s e ( 2 5 . 3 3 ) : " T h i s r e a s o n i n g i s c e r t a i n l y p l a u s i b l e , a n d 

s u c h a s o l u t i o n i s u n d o u b t e d l y a v e r y g e n e r a l o n e ; s t i l l , 

h o w e v e r , t h e r e a r e r e a s o n s w h i c h i n c l i n e me t o b e l i e v e , t h a t 

o t h e r s o l u t i o n s e x i s t o f a y e t more g e n e r a l n a t u r e " [ 1 8 1 5 , 4 0 9 ; 

See a l s o (6) a b o v e ] . 

I n 1815 v e r y few w e r e t o a c k n o w l e d g e B a b b a g e
1

 s a b s t r a c t a n d 

g e n e r a l p r o c e d u r e s . B o t h h i s m e t h o d o l o g y a n d t h e i l l u s t r a t i o n s he 

o f f e r e d s o u n d e d r a t h e r a r t i f i c i a l and w i t h l i t t l e s c o p e f o r u s e 

f u l a p p l i c a t i o n s . I t i s n o t t h u s v e r y s u r p r i s i n g t h a t t h e 

r e v i e w '
1 0 1

 o f h i s [1815] i n 1816 was n o t a v e r y e n t h u s i a s t i c o n e . 

H i s s e c o n d e s s a y [1816] s o u n d e d more p r o m i s i n g i n c l u d i n g i n t h e 

e n d t h e i n t e r e s t i n g e x a m p l e o f t h e n o r m a l ( 2 5 . 4 9 ) . I n what we 

d i s c u s s e d so f a r we h a v e a f i r s t v i e w o f B a b b a g e ' s f o u n d a t i o n s o f 

t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , a b r a n c h t h a t was s o o n t o b r i n g up t o 

t h e s u r f a c e new i n t r i c a c i e s s u c h as t h o s e i n v o l v i n g t h e c o n -
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t i n u i t y o f f u n c t i o n s o r t h e p r o p e r t i e s o f t h e i n v e r s e f u n c t i o n . 

B u t o f most i m p o r t a n c e was h i s s t u d y o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s o f 

o r d e r h i g h e r t h a n t h e f i r s t w h i c h we s h a l l d i s c u s s 

t o g e t h e r w i t h few é l é m e n t s o f h i s t h e o r y o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s 

i n t w o v a r i a b l e s . 

2.6 Babbage on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n t h e 

f i r s t ; e q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s : 1 6 1 5 - 1 8 1 6 . 

Babbage was i n f r e q u e n t c o n t a c t w i t h H e r s c h e l d u r i n g t h e 

p e r i o d 1 8 1 3 - 1 8 1 5 . As s o o n a s he h a d an i n t e r e s t i n g r e s u l t f r o m 

h i s f u n c t i o n a l e n q u i r i e s , he w o u l d i m m e d i a t e l y communicate i t t o 

H e r s c h e l and w o u l d be d e l i g h t e d t o r e c e i v e h i s c o m p r e h e n s i v e 

a n s w e r s w h i c h d e a l t more w i t h B a b b a g e ' s t h e o r i e s on f u n c t i o n s 

t h a n w i t h H e r s c h e l ' s own e n q u i r i e s i n t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s 

a n d f i n i t e d i f f e r e n c e s . Not a l l t h e m e t h o d s w h i c h Babbage d i s 

c o v e r e d were p u b l i s h e d [ s e e (12) b e l o w ] . Many t h e o r i e s p r o v e d t o 

be e r r o n e o u s a n d H e r s c h e l was c r i t i c a l e n o u g h t o p e r c e i v e w h e r e 

e x a c t l y t h e e r r o r l a y
( 1 )

. 

When H e r s c h e l w r o t e t o Babbage h i s f i r s t r e m a r k s on t h e p o s 

s i b i l i t y o f s o l v i n g e q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n one [See 2.4, 

( 5 ) , ( 8 ) 1 , Babbage s e t o f f t o a p p l y L a g r a n g e ' s s e r i e s m e t h o d 

[ 1 . 4 , (9)1 f o r t h e s o l u t i o n o f " <p
2

x - x "» where x was a p 

p a r e n t l y a r a t i o n a l and i n t e g r a l f u n c t i o n o f x . L e t t i n g 

tpx - A i x + A2X
2

 + , A i j A a , . . . , c o n s t a n t s ^ h e s u b s t i t u t e d 

t h i s v a l u e i n t h e p r e c e d i n g e q u a t i o n , d e t e r m i n i n g tpx by 

c o m p a r i s o n o f t e r m s . He i l l u s t r a t e d t h i s m e t h o d by t h e e x a m p l e 

x 
( 2 6 . 1 ) (p

2

x -
1-x 

w h i c h by t h e s e r i e s m e t h o d gave as s o l u t i o n 

2x 
( 2 6 . 2 ) <px - . 

2-x 

He r e a l i s e d , h o w e v e r , t h a t t h i s s o l u t i o n , ( 2 6 . 2 ) , was "not s u f f i 

c i e n t l y g e n e r a l " '
2 3

. T h i s i s t h e e a r l i e s t a t t e m p t t o s o l v e an 

e q u a t i o n i n <p
2

x and B a b b a g e ' s u n i q u e a p p l i c a t i o n of L a g r a n g e ' s 

m e t h o d . 

F r o m J u l y 1813 -when (26.2) was d e d u c e d - up t o J u l y 1814 

B a b b a g e d i d n o t p r o d u c e any work on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . A f t e r 
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r e c e i v i n g M a u l e ' s l e t t e r i n May 1 8 1 4 ( 2 . 5 , (3)] he s e t w o r k i n g 

h a r d on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n t h e f i r s t . 

W h i l e engaged w i t h t h e s o l u t i o n o f 

( 2 6 . 3 ) i+i
n

y - Ay , 

where A a g i v e n f u n c t i o n , he a s k e d H e r s c h e l t o e x p l a i n t h e f o l -

l o w i n g " t r o u b l e s o m e p a r a d o x " . P u t t i n g 4/y f o r y i n ( 2 6 . 3 ) he 

d e d u c e d : 

i4jn4jy » Aipy • ly'"
1

*'
 1

y 

and t a k i n g 4/ o f b o t h s i d e s o f ( 2 6 . 3 ) he g o t yy
n

y - tpAy =» v
ri

'*"
1

y, 

"hence ipAy - Atpy ^ « A i s one s o l u t i o n h e n c e A" * A w h i c h i s 

a b s u r d " (H.S, 2 : 2 4 , 4 J u l y 1 8 1 4 1 . 

"Your p a r a d o x i s e a s i l y e x p l a i n e d " w r o t e H e r s c h e l i n h i s 

(H.S, 2 0 : 1 7 , 4 A u g . 1 8 1 4 ] . " I t d o e s n o t f o l l o w t h a t b e c a u s e 

VA (y) ™ A41 (y ) t h a t t h e r e f o r e I*J~A, a l t h o u g h t h e c o n v e r s e i s t r u e . 

I n f a c t t h e * R T ^ A = A Y i s a n i n d e t e r m i n a t e f u n c t
1

 w*
1

. a d m i t s 

. • . o f an « ns o f R e l a t i o n s b e t w e e n ip a n d A. Thus ip»A, 4J=A
- 1

, 

a r e b o t h e q u a l l y s o l u t i o n s o f i t , a n d a n
 0 0

 v a r i e t y o f o t h e r s . Now 

o f t h è s e , - t h e f o r m o f A b e i n g g i v e n - t h e r e i s b u t one r e l a t i o n 

b e t w e e n Y and A w h i c h w i l l g i v e s u c h a f o r m t o y as w i l l s a t i s f y 

ip
n

=A. Now, n e i t h e r ip-A, n o r 4/-A
- 1

, i 3 t h e p r o p e r s o l u t i o n t o be 

t a k e n , a s t h e f o r m e r w o u l d g i v e A"-A o r A "
- 1

- l a n d t h e l a t t e r , 

A~"-A ( o r ] A"*
1

-!, b o t h f a l s e . I t h i n k t h e p a r a d o x i s now e x 

p l a i n e d , i s i t n o t ? O b s . (p"-A i s t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f ipA^A^. 

- T h i s e m b r a c e s Y = A , a n d it/=*A
_ 1

". 

T h i s i s a s a m p l e o f e r r o r s c o m m i t e d b y Babbage i n h i s l e t 

t e r s and o f H e r s c h e l " s i m m é d i a t e r e s p o n c e
< 3 >

. I n h i s r e p l y o f 2 2 

S e p t e m b e r 1 8 1 4 (See 2 . 5 , ( 4 ) 1 Babbage was t o i n c o r p o r a t e most o f 

h i s t h e o r y on f u n c t i o n a l é q u a t i o n s a s s o l v e d b y means o f t h e 

t r a n s f o r m ( 2 5 . 1 ) - o r ipx - (p-^-ftpx- i n v e n t e d a f t e r M a u l e ' s ( 2 5 . 4 ) . 

H e r s c h e 1 a d m i t t e d t h a t h i s f r i e n d ' s s o l u t i o n s w e r e i n d e e d 

" e l e g a n t " [H.S, 2 0 : 2 0 , 2 5 O c t . 1 8 1 4 ] . A t t h a t t i m e H e r s c h e l h i m -

s e l f was enga g e d w i t h t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 2 6 . 3 ) and showed d e e p i n t e r e s t i n B a b b a g e ' s f i r s t l e n g t h y l e t t e r 

on t h i s s u b j e c t . P o s t p o n i n g H e r s c h e l ' s comments f o r a w h i l e , l e t 

us s e e Babb a g e ' s m a i n r e s u l t s w h i c h w e r e a l m o s t i d e n t i c a l l y 

r e p r o d u c e d i n h i s [ 1 8 1 5 ] . 

The f i r s t m e t h o d t h a t was p r e s e n t e d i n h i s ( 1 8 1 5 , 4 1 0 ] f o r 

th e s o l u t i o n o f 

( 2 6 . 4 ) Y
a

x - x 

was i d e n t i c a l t o t h a t o f f e r e d by H e r s c h e l i n h i s [ 1 8 1 4 ] b u t no 
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r e f e r e n c e t o h i m was made by B a b b a g e , t o t h e l a t t e r ' s 

d i s a p p o i n t m e n t . O m i t t i n g t h e s e c o n d , we w i l l c o n f i n e t o t h e 

t h i r d m e t h o d a s b a s e d u p o n t h e t r a n s f o r m ( 2 5 . 1 ) . o r . 

( 2 6 . 5 ) ipx " t p ~
1

f ( p x . 

A c c o r d i n g t o ( 2 6 . 5 ) we h a v e 

\p
2

x * <p-
l

f(p(p
_ 1

f(px - <p
- 1

f
2

(px - x , f o r a r b i t r a r y f u n c t i o n s tp and f . 

B u t i f we l e t f t o be a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 6 . 4 ) , we h a v e 

t h a t f
2

<px = <px o r t p ~
1

f
2

t p x «= (p~*cpx - x , t h e r e f o r e (26.5) s t a n d s 

f o r t h e g e n e r a l s o l u t i o n o f (26.4) where now f i s a p a r t i c u l a r 

s o l u t i o n and (p a r b i t r a r y [ 1 8 1 5 , 4 1 1 ]
< s >

. 

I n o r d e r t o i l l u s t r a t e t h i s m e t h o d , Babbage w r o t e t h a t by 

o b s e r v a t i o n a-x and x / ( a x - 1 ) be i ng p a r t i c u 1 a r s o 1ut i o n s o f 

( 2 6 . 4 ) , we h a v e t h a t 

(px 

( 2 6 . 6 ) ipx • cp
- 1

(a-<px) and ipx -= ( p
_ 1

 ( ) 
a t p x - l 

w i l l a l s o s a t i s f y ( 2 6 . 4 ) . From e a c h o f t h e c a s e s ( 2 6 . 6 ) , "by a s 

s i g n i n g p a r t i c u l a r v a l u e s t o (p, new v a l u e s o f f may be d e t e r 

m i n e d , and t h e s e i n t h e i r t u r n w i l l f u r n i s h new f o r m s o f t h e 

f u n c t i o n ipx" [ 1 8 1 5 , 4 1 1 ] . F o r e x a m p l e , l e t f ( x ) - 1-x. I t f o l l o w s 

t h a t f
2

( x ) - l - ( l - x ) = x , h e n c e , by ( 2 6 . 5 ) , ipx = (p-
1

 (l-<p(x)) . I f 

tp(x) - x
2

 t h e n tpx - < l - x
2

 i s a n o t h e r p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f 

( 2 6 . 4 ) . P l e n t y o f s i m i l a r e x a m p l e s a r e f o u n d i n [ 1 8 1 5 , 4 1 1 - 1 3 ; 

1 8 1 6 , 2 3 4 - 5; 1 8 2 0 , 1-6] i n c l u d i n g t h e one g i v e n a b o v e . 

We n o t i c e t w o o m i s s i o n s a t t h i s s t a g e . The f i r s t r e g a r d s 

B a b b a g e ' s r e l u c t a n c e t o m e n t i o n t h e s e r i e s m e t h o d - by means o f 

w h i c h p a r t i c u l a r s o l u t i o n s c a n be o b t a i n e d w i t h o u t t h e n e c e s s i t y 

o f g u e s s - w o r k . M o s t p r o b a b l y , d e s p i t e h i s e a r l y u s e o f L a g r a n g e ' s 

m e t h o d , he f e l t t h a t i t i s r a t h e r messy i n i t s c a l c u l a t i o n s t o 

be r e f e r r e d t o i n h i s p u b l i s h e d w o r k . The s e c o n d o m i s s i o n r e g a r d s 

t h e l a c k o f p r o p e r a t t e n t i o n a s t o t h e d e f i n i t i o n o f t h e i n v e r s e 

f u n c t i o n , p a r t l y r e s t o r e d i n h i s [ 1 8 1 6 ] . Babbage n o t i c e d t h e n 

v e r y b r i e f l y t h a t t h o u g h <p(p
_1

x = x h o l d s a l w a y s t r u e , <p
-1

(px = x 

h o l d s o n l y f o r some v a l u e s o f ( p
- 1

. He a d d e d : " w i t h o u t a t t e n d i n g 

t o t h i s c i r c u m s t a n c e , o u r c o n c l u s i o n s may become e r r o n e o u s [ . . . ] . 

T h i s r e m a r k , w h i c h i s o f some i m p o r t a n c e , e x t e n d s t o t h e c o n c l u 

s i o n s i n my f o r m e r P a p e r [1815] and t h e w h o l e o f t h e s u b s e q u e n t 

e n q u i r i e s " [ 1 8 1 6 , 1 9 1 ] . 

F r o m t h i s s t a t e m e n t i t becomes c l e a r t h a t he c o n f i n e d i n h i s 

s t u d y o n l y t o f u n c t i o n s <p
_1

 s u c h t h a t 
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( 2 6 . 7 ) <p(p~
l

x • tp
_1

<px = x, 

and s o , i n t h i s c a s e , h i s p r o c é d u r e a s i n (26.4) i s t h o r o u g h l y 

s o u n d . S t i l l , t h o u g h t h e e r r o n e o u s s i l e n t a s s u m p t i o n by b o t h h i m 

and H e r s c h e l t h a t t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n i s u n i q u e i s now 

s e t t l e d , t h e r e i s s t i l l ä v a g u e n e s s a s t o t h e " m u l t i p l i c i t y " o f 

t h e v a l u e s o f <p
_1

 t h a t s a t i s f y ( 2 6 . 7 ) . T h i s v a g u e n e s s was c o n -

s i d e r a b l y c l a r i f i e d by De M o r g a n and more f o r m a l l y establi3hed b y 

M u rphy i n t h e l a t e 1 8 30's [ c h a p . 3 1 <
6

' . 

A f i n a l comment on B a b b a g e
1

 s p r o c é d u r e s o f a r c o n c e r n s t h e 

s t a t e m e n t he made a f t e r i l l u s t r a t i n g h i s m e t h o d f o r t h e c a s e 

( 2 6 . 4 ) w i t h t h e e x a m p l e ( 2 6 . 6 ) a b o v e . T h i s comment i s due t o 

H e r s c h e l and was p a r t l y d i s c u s s e d by B a b b a g e i n h i s ( 1 8 1 7 ] . The 

f o r m e r w r o t e i n h i s (H.S, 2 0 : 2 8 , ( N o v . 6 1 8 1 5 ] ] : " I n t h e s o l - " 

( p
- 1

f c p ( x ) y o u s a y , a n d I remember we u s e d t o t h i n k t h a t "by a s -

s i g n i n g p a r t i c u l a r v a l u e s t o <p, new v a l u e s o f f may be d e t e r -

m i n e d , and t h è s e i n t h e i r t u r n w i l l f u r n i s h new f o r m s o f t h e 

f u n c t i o n i p ( x ) " . T h i s i s h o w e v e r n o t t h e c a s e a s a moment's c o n 

s i d é r a t i o n w i l l c o n v i n c e y o u . T r u e , f o r e v e r y g ê n e r a i f o r m 

( e s s e n t i a l l y d i f f é r e n t ) y o u must h a v e a n e s s e n t i a l l y d i f f é r e n t 

p a r t i c u l a r s o l " , n o t i n c l u d e d u n d e r [•*•] o t h e r g ê n e r a i o n e " . On 

t h e e f f e c t o f H e r s c h e l ' s l e t t e r we w i l l comment i n 2.7. 

The n e x t c a s e t h a t was c o n s i d e r e d was (26.3) i n t h e f o r m 

( 2 6 . 7 ) ' v
3

x - a x . 

A p p l i c a t i o n o f t h e t r a n s f o r m ( 2 6 . 5 ) l e a d s d i r e c t l y t o t h e é q u a 

t i o n 

( 2 6.8) f
2

<px - <pax 

w h i c h i s a p a r t i c u l a r c a s e o f ( 2 5 . 3 3 ) , i n o t h e r w o r d s an é q u a t i o n 

o f t h e f i r s t o r d e r i n <px, s o l v a b l e e i t h e r by Babbage ' s s t a n d a r d 

method o r by " t h e v e r y e l e g a n t one o f L a p l a c e "
i 7 i

 . T h u s . t h e 

s o l u t i o n o f ( 2 6 . 7 )
/

w i l l be ( 2 6 . 5 ) w h e r e tp i s d e t e r m i n e d by ( 2 6 . 8 ) 

r e l a t i v e t o f a n d a b u t w h i l e f i s a " p e r f e c t l y a r b i t r a r y f u n c 

t i o n , e x c e p t t h a t n e i t h e r f x n o r f°x [ f
a

x ] must be e q u a l t o x : 

f r o m n o t a t t e n d i n g t o t h i s c i r c u m s t a n c e , I was a t f i r s t l e d i n t o 

s e v e r a l e r r o r s ; t h e r e a s o n o f t h è s e two r e s t r i c t i o n s i s , t h a t i n 

t h e f i r s t c a s e we a t once d é t e r m i n e ipx t o be e q u a l t o x , a n d i n 

t h e s e c o n d , we i n f a c t make a x - x , n e i t h e r o f w h i c h a r e n e c e s -

s a r i l y t r u e " [ 1 8 1 5 , 4 1 3 ] . I g u e s s t h a t b y " a r b i t r a r y " Babbage i m 

p l i e d t h a t f u n c t i o n f i s i n f a c t a known f u n c t i o n i n (26.8) ( 5 e e 

a l s o De Morgan 183 6 , a r t . 1 5 6 ] . 

I n f a c t , by means o f a s l i g h t l y d i f f é r e n t a p p l i c a t i o n o f t h e 
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t r a n s f o r m (26.5) a i l é q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a ^ t h e f i r s t a r e 

r e d u c i b l e t o f i r s t o r d e r o n e s 5o(i^cxUle e i t h e r t>j B a b b a g e ' s 

e a r l y m e t h o d o r by Laplace'.*. L e t , f o r e x a m p l e , é q u a t i o n 

( 2 6 . 4 ) Y
a

x - x 

and l e t y-=(px i n ( 2 6 . 5 ) . T h e n , t b e l a t t e r , i»jx~ip-
l

fy. s u b s t i t u t e d 

f o r ipx i n ( 2 6 . 4 ) . w i l î g i v e 

(26.9) «p-^fay - « P ^ y . 

a f i r s t o r d e r é q u a t i o n r e l a t i v e t o (p
_1

y [5ee ( 2 5 . 5 ) ] . T h u s a c -

c o r d i n g t o (2 5 . 1 4 ) (where x s t a n d s f o r y , tp f o r <p
-1

 and • a f o r 

f
2

] <
e

> t h e s o l u t i o n o f (26.9) w i 1 1 be 

(26.10) <p-!y - x ( y , f
2

y ) . 

w here x an a r b i t r a r y f u n c t i o n and f
2

 ( t h e é q u i v a l e n t o f a i n 

(25. 1 0 ) ) a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 6 . 4 ) , o r 

(26. 1 1 ) f * y - y 

[ 1 8 1 5 , 4 1 4 - 5 ] < » > . 

Among t h e m o s t g ê n e r a i c a s e s t a c k l e d by t h e s e c o n d a p p l i c a 

t i o n o f t h e t r a n s f o r m (26.5) was 

(26 . 1 2 ) F ( x , ipx, tp
2

ax, .., tp^vx) - 0. 

Babba g e l e t ipx = A
-1

<pAx and assumed Ax t o be s u c h a f u n c t i o n t h a t 

Ax - A a x - .. - Avx by p r o b l e m ( 2 5 . 2 9 ) . S u b s t i t u t i n g n e x t t h i s 

v a l u e o f I+IX i n ( 2 6 . 1 2 ) , and f u r t h e r d e n o t i n g Ax by y. he r e d u c e d 

( 2 6 . 1 2 ) t o 

(26. 1 3 ) F t A - ^ y , À-^cpy, ...... A
- 1

<p"y) = 0 

w h i c h he c l a i m e d t o be o f t h e f o r m 

( 2 6 . 1 4 ) F ( x , »px, i p
2

x , tp"x) «= 0 

[ 1 8 1 5 , 4 1 6 - 7 ] . I n f a c t , s i n c e A i s known, B a b b a g e ' s c l a i m i s n o t 

t o t a l l y i n v a l i d . H o w e v e r , had he h a d n o t s u b s t i t u t e d y f o r A x , he 

w o u l d h a v e h a d i n s t e a d o f ( 2 6 . 1 3 ) , 

( 2 6 . 1 5 ) F ( x , À-*<pAx A"
1

(p
r ï

Ax) = 0, 

w h i c h i n f a c t was t h e s t e p p r i o r t o (26.1.3) i n h i s p r o c é d u r e , and 

by p u t t i n g ip f o r A
- 1

(pA, (26.15) w o u l d h a v e b e e n r e a d i l y r e d u c e d 

t o ( 2 6 . 1 4 )
( 1 0 )

 . T h u s , t h e s o l u t i o n o f (2 6 . 1 2 ) depended upon t h e 

s o l u t i o n o f ( 2 6 . 1 4 ) . 

A s s u m i n g n e x t ipx » <p
_1

f<px i n ( 2 6 . 1 4 ) t h e l a t t e r é q u a t i o n i s 

r e d u c e d , b y f u r t h e r r e p l a c i n g x by <p
- 1

x, t o 

(26. 1 6 ) F(<p-
1

x, ( p "
1

f x , <p-
l

f
3

x ( p "
1

f
n

x ) = 0 

" w h i c h i s a n é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r r e l a t i v e t o ( p
- 1

 and may 

be s o l v e d by t h e m e t h o d s i n t h e b e g i n n i n g o f t h i s P a p e r , o r . by 

means o f t h e m e t h o d g i v e n by M r . H e r s c h e l , t o w h i c h we have a l -

r e a d y a l l u d e d " [ 1 8 1 5 , 417; s e e a l s o (7) a b o v e ] . Next he s p e c u -
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l a t e d o n t h e a r b i t r ä r i n e s s o f f i n ( 2 6 . 1 6 ) . O b v i o u s l y f c a n n o t 

be s u c h t h a t f ( x ) = x o r f
3

( x ) = x f o r t h e n t h e g e n e r a l i t y o f t h e 

p r o b l e m i s l i m i t e d . The o n l y v a l u e we c a n a s s i g n t o f , w r o t e B a b -

b a g e , i s t o s u p p o s e a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f t h e g i v e n p r o b l e m 

(26.14) ( 1 8 1 5 , 4 1 8 ] . 

The l a s t p r o b l e m c o n c e r n e d avj é q u a t i o n o £ M i « ^ o r v 

(26.17) Fix. v x , i*/a(x. ipx) ) - 0. 

On l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d a b o v e , he p u t 

(26.18) a ( x , uix) - (p~
x

f<px 

s o l v i n g i t f o r ip. The s o l u t i o n o f ( 2 6 . 1 8 ) was d e n o t e d by 

(26.19) - a ^ - M x , (p~
l

f<px) . 

By s o m ë f u r t h e r s u b s t i t u t i o n s , b a s e d u p o n (26.18) and ( 2 6 . 1 9 ) , 

é q u a t i o n (26.17) was r e d u c e d t o a f i r s t - o r d e r one r e l a t i v e t o <p
_:L 

s o l v e d a s ( 2 6 . 1 6 ) a b o v e ( 1 8 1 5 , 4 2 0 ] <
l l

> . 

As we remember f r o m 2.4, a t t h i s s t a g e b o t h B a b b a g e a n d 

H e r s c h e l were n o t y e t s u s p i c i o u s a b o u t t h e v a l i d i t y o f t h e 

l a t t e r ' s e x t e n s i o n o f L a p l a c e ' s m e t h o d t o w h i c h Babbage r e f e r r e d 

i n h i s [ 1 8 1 5 ] . " I f e e l h i g h l y f l a t t e r e d by t h e h o n o r a b l e m e n t i o n 

y o u make o f me i n s e v e r a l p a r t s o f y o u r p a p e r - f a r b e y o n d my 

m e r i t s " w r o t e H e r s c h e l ^ p l e a s e d a f t e r r e a d i n g Babbage
 1

 s p a p e r i n 

h i s [H.S, 20:28 [Nov. 6 1 8 1 5 ] ] . The d i s a s t r o u s d i s c o v e r y t o o k 

p l a c e i n 1 8 1 6 . 

H o w e v e r , i n 1817 H e r s c h e l was h a p p y t o f i n d o u t t h a t h i s 

method c o u l d s t i l l be u s e f u l f o r c a s e s s u c h a s ( 2 6 . 1 4 ) . He w r o t e 

t h a t by p u t t i n g "x°u
x
 a n d f x = u

a !
* i , i t w i l l f o l l o w t h a t f

 a

x - f u « * i , 

b u t s i n c e f u
Ä
 = u

Z
f i .-. f u ^ + i = u

z
* . i a n d s o o n " . T h u s , p u t t i n g 

<p
-1

Ua: - Uas i n ( 2 6 . 1 6 ) t h e l a t t e r i s r e d u c e d t o 

( 26 . 20) F ( u
B
 , u

z
* i , Usa*

a
 , . . . , u

z
*

n
) - 0 . 

"Thus t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n F ( x , 4JX, . . . . 4J"X) 0 i s 

s t i l l d i r e c t l y r e d u c i b l e t o d i f f é r e n c e s (...] b u t I was p u z z l e d 

a b o u t d i s c o v e r i n g what t o make o f t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t s . I am 

g l a d my b a c o n i s s a v e d s o f a r " [H.S, 2 0 : 4 7 , 1 A u g . 1 8 1 7 ] . 

I n h i s l e t t e r s t o H e r s c h e l i n t h e autumn o f 1 8 1 5 . B a b b a g e 

d e a l t e x t e n s i v e l y w i t h t h e c a s e 

(26.21) F ( x , v ( x ) . VC<(x, Y ( x ) ) , ipßfx, v ( x ) ) ) - 0, 

w h i c h i s a g ê n e r a i i z a t i o n o f ( 2 6 . 1 7 ) , n o t i n c l u d e d i n h i s [ 1 8 1 5 ] . 

I n b r i e f . h i s t h e o r y was b a s e d o n t h e s u b s t i t u t i o n o f u f o r v ( x ) 

i n ( 2 6 . 2 1 ) . D e r i v i n g n e x t 4/ f r o m 

(26.22) F ( x , u , 47a(x. *J) ) - 0 

he l e t 4/(x,0)-x(x,u) o r 4JX-X(X,4JX) ; t h e s o l u t i o n o f t h e l a t t e r 
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é q u a t i o n g i v e s ipx-x(x,u) a f u n c t i o n t h a t d o e s n o t change when u 

b e c o m e s a ( x , u ) [H.S, 2 : 4 1 , 25 S e p t . 1 8 1 5 ] . 

I n r e p l y , H e r s c h e l w r o t e : "Good w o r k s a r e t h e o n l y means o f 

l i t e r a r y s a l v a t i o n , a n d I am a f r a i d t h a t l i t t l e g o o d c a n be 

w o r k e d o u t o f y o u r g ê n e r a i m e t h o d " [H.S, 2 0 : 2 7 , 7 O c t . 1 8 1 5 ] . He 

e x p r e s s e d s e v e r a l o b j e c t i o n s on B a b b a g e ' s m é t h o d e r a i s i n g t h e 

q u e s t i o n o f w h e t h e r x a n d u a r e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s o r n o t a n d 

e x a m i n i n g t h e c o n s é q u e n c e s i n b o t h c a s e s . H a v i n g shown t h e weak-

n e s s e s o f h i s f r i e n d ' s p r o c é d u r e , h e b u r s t i n t o a h a r s h c r i t i c i s m : 

I have remarked i n your f u n c t i o n a l théories a strong tendency 

t o eut the cable of définition and d a r t o f f under a press of s a i l 

i n t o the o f f i n g of an unknown and most obscure s u b j e c t . B e l i e v e me, 

f u n c t i o n a l équations are not easy : they are not t o be resolved by 

v h o l e s a l e i n t h i s way. Many an e r r o r w i l l r i s e up i n judgement 

against you when r e c e i v e d as an undoubted t r u t h , and consecrated by 

n é g l i g e n c e — and many a f i n e theory w i l l élude your grasp [ . . . ] . I t 

i s always so with the i n v e n t o r and ought t o be no discouragement. -

My huge developments are f o r the most part ( I f i n d ) abridged ex

p r e s s i o n s of i n t u i t i v e (or a t l e a s t s e l f - e v i d e n t ) t r u t h s . Some few 

o f them however (as the d e v e l . of ip"(t) where 4»(t)-e*-l, f o r 

instance) remain p r e t t y t h i n o s but no m i r a c l e s . 

B a bbage a d m i t t e d t h a t t h i s t h e o r y was e r r o n e o u s b u t a d d e d : " I 

do n o t t h i n k t h a t e r r o r l a y s w h e r e y o u i m a g i n e d " [H.S, 2 : 4 3 , 28 

O c t . 1 8 1 5 ] . Babbage s e n t h i s (1815) t o H e r s c h e l and i n r e p l y t h e 

l a t t e r w r o t e : "You must know, I l i k e y o u r p a p e r b e t t e r t h a n I e x -

p e c t e d , w h i c h p e r h a p s i t i s n o t v e r y p o l i t e t o s a y , and y e t may 

be l o o k e d upon as a c o n c e a i e d c o m p l i m e n t w h i c h i s w o r t h a d o z e n 

c o m p l i m e n t s " (H.S. 2 0 : 2 8 . (Nov. 6 1 8 1 5 ] ] . Babbage was d e l i g h t e d : 

" I was much f l a t t e r e d by y o u r b e s t o w i n g s o much a t t e n t i o n o n my 

f u n c t i o n a l t h é o r i e s " . A p o l o z i s i n g n e x t a b o u t h i s f a l l a c i e s i n t h e 

p r e v i o u s l e t t e r ^ he w r o t e : " A c c o r d i n g t o my n a t u r a l d i s p o s i t i o n I 

s e n t y o u my f i r s t t h o u g h t s on t h i s new p o i n t o r a t l e a s t t h e 

f i r s t w h i c h I c o u l d p u t i n t o l a n g u a g e . . . . " [H.S, 2:45, 9 N o v . 

1 8 1 5 ] <
1 2

> . 

B a b b a g e ' s (1816] was d e v o t e d m a i n l y t o é q u a t i o n s i n two 

v a r . i a b l e s . Most o f t h e t e c h n i q u e s u s e d a r e b o r r o w e d f r o m h i s 

f o r m e r p a p e r [ 1 8 1 5 ] . Among t h è s e t e c h n i q u e s was t h a t o f a n a l o g y 

f r o m p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , e x t e n s i v e l y d i s c u s s e d i n h i s 

[ 1 8 1 7 ] . F i r s t he p r e s e n t e d an e x t e n s i o n o f h i s t h e o r y f o r f i r s t -

119 



o r d e r é q u a t i o n s i n one v a r i a b l e t o t h o s e o f two v a r i a b l e s s t a r t -

i n g f r o m t h e most s i m p l e c a s e 

( 2 6 . 2 3 ) m(x,y} - 4>(ax, 0 y ) , 

w h i c h i s t h e é q u i v a l e n t o f ( 2 5 . 5 ) i n h i s ( 1 8 1 5 1 , up t o t h e c a s e 

t h a t i s é q u i v a l e n t t o (25.31) ( 1 8 1 6 , 1 8 4 - 1 9 7 ] , As f i r s t - o r d e r 

é q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s do n o t p r é s e n t any p a r t i c u l a r i n t e r e s t 

o r d i f f i c u l t y , we w i l l d e a l o n l y w i t h ( 2 6 . 2 3 ) ^ f o c u s i n g n e x t o n 

é q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n o n e . N o v e l t i e 3 i n B a b b a g e ' 3 n o t a 

t i o n w i l l be i n t r o d u c e d o n l y a t t h e s p e c i f i c i n s t a n c e s w h e r e 

r e q u i r e d . 

We n o t i c e two m e t h o d s , i n f a c t , a p p l i e d t o t h e c a s e ( 2 6 . 2 3 ) , 

b o t h d r a w i n g on t h o s e i n t r o d u c e d i n [ 1 8 1 5 ] . A c c o r d i n g t o t h e 

f i r s t , he p u t i n (26.23) 

( 2 6 . 2 4 ) v ( x . y ) - <PUx, f±Y) • 

T h u s , t h e s o l u t i o n o f ( 2 6 . 2 3 ) was r e d u c e d on l i n e s f a i r l y s i m i l a r 

t o t h o s e f o l l o w e d i n ( 2 5 . 1 2 ) - ( 2 5 . 1 3 ) t o t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a 

t i o n s 

( 2 6 . 2 5 ) f ( x ) - f a x , fxY - f i B y 

b o t h o f w h i c h a r e o f t h e f o r m ( 2 5 . 5 ) . T h u s , t h e g ê n e r a i s o l u t i o n 

o f ( 2 6 . 2 3 ) w i l l be (26.24) w h e r e f , f i p a r t i c u l a r s o l u t i o n s o f 

( 2 6 . 2 5 ) and <p " p e r f e c t l y a r b i t r a r y " . O r , l e t f ( x , y ) be a p a r 

t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 6 . 2 3 ) . T h e n , a c c o r d i n g t o ( 2 5 . 7 ) , we h a v e 

t h a t 

( 2 6 . 2 6 ) i4J(x,y) - t p f ( x , y ) 

i s a n o t h e r g ê n e r a i s o l u t i o n o f t h e same p r o b l e m [ 1 8 1 6 , 1 8 4 - 5 ] . 

L e t f o r e x a m p l e 

1 

( 2 6 . 2 7 ) v ( x , y ) * V<-x, - ) . 
y 

A c c o r d i n g t o t h e f i r s t m e t h o d , we have t o f i n d p a r t i c u l a r s o l u 

t i o n s o f ( 2 5 . 2 5 ) , o r o f f ( x )°f(- x ) a n d o f f
x
( y ) = f x ( 1 / y ) . By 

s p é c u l a t i o n we h a v e f ( x ) = x
3

 a n d f i ( y ) = ( y
3

+ l ) / y , t h u s , a c c o r d i n g 

t o ( 2 6 . 2 4 ) we h a v e : 

y
3

+ l 
( 2 6 . 2 8 ) u i ( x . y ) - <p(x

3

, ) . 

y 

To i l l u s t r a t e t h e s e c o n d m e t h o d t a k e t h e é q u a t i o n 

( 2 6 . 2 9 ) v ( x , y ) - v ( x
n

, y * '
n

) 

a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f w h i c h i s x
l o f i r y -

[ s i n c e f ( x
n

, y
x

'
n

) - ( x
l 0 f f y

 ) " - x
l o f f y

 ] . T h u s , a c c o r d i n g t o 
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( 2 6 . 2 6 ) t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f (26.29) w i 11 be <p(x
1

°o->'), w h e r e <p 

i s a r b i t r a r y [ 1 8 1 6 , 1 8 5 - 6 ) . 

We now p r o c e e d t o é q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s o f o r d e r h i g h e r 

t h a n o n e . The f i r s t g r o u p s t u d i e d i n v o l v e d o n l y f u n c t i o n s o f t h e 

f o r m v
n , l

( x , y ) d e f i n e d b y 

( 2 6 . 3 0 ) v
n

- M x , y ) - v"-
1

-
 1

( i p ( x , y ) , y ) . 

a n o t a t i o n i n t r o d u c e d b y H e r s c h e l i n h i s [1814) [See ( 2 4 . 2 1 ) ; 

2.4, ( 1 3 ) ] . I n t h e s o l u t i o n o f t h e most s i m p l e c a s e 

( 2 6 . 3 1 ) v
2

- M x . y ) - x 

we h a v e a f i r s t i n s t a n c e o f a n a l o g y f r o m p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s . F o r B a b b a g e . o b s e r v i n g t h a t t h e v a r i a b l e y i s n o t i n 

v o l v e d . r e g a r d e d i t a s a c o n s t a n t and c l a i m e d t h a t i t s u f f i c e s t o 

s o l v e <p
2

x = x ( o r ( 2 6 . 4 ) ) a n d f i n a l l y r e p l a c e t h e a r b i t r a r y 

q u a n t i t i e s w h i c h t h u s o c c u r by a r b i t r a r y f u n c t i o n s o f y . T h u s , 

s i n c e ( b - x ) / ( l - c x ) i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 6 . 4 ) , we have 

t h a t 

b-x 
( 2 6 . 3 2 ) i p ( x , y ) = . 

i-x.xy 

w h e r e x a r b i t r a r y , w i 1 1 be a g ê n e r a i s o l u t i o n o f (26.31) [ 1 8 1 6 , 

1 9 7 - 8 ) . I n e x a c t l y t h e same way, he s a i d , we c a n s o l v e t h e 

g ê n e r a i c a s e 

( 2 6 . 3 3 ) F ( x , y , i p ( x , y ) , i p
2

- M x , y ) v
n , 1

< x , y ) ) - 0 

[ 1 8 1 6 , 1 9 8 - 9 ) . 

A s i m i l a r n o t a t i o n a p p l i e s t o é q u a t i o n s w i t h s i m u l t a n e o u s 

f u n c t i o n s , s u c h a s i p
2

-
 =

 ( x , y ) d e f i n e d a s 4 i ( i p ( x , y ) , i p t x . y ) ) [ 1 8 1 6 , 

1 8 3 ) . T a x e , a g a i n , t h e s i m p l e s t c a s e 

( 2 6 . 3 4 ) i p ^ f x . y ) = 0 . 

B a s e d on t h e f o r m o f t h i s s y m m e t r i c a l é q u a t i o n . Babbage c l a i m e d 

t h a t ip ( x , y ) = f x - f y (where f i s a r b i t r a r y ) o b v i o u s l y s a t i s f i e s 

( 2 6 . 3 4 ) . O r , s i n c e x-y i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f ( 2 6 . 3 4 ) , t h e n 

( 2 6 . 3 5 ) tp(x.y) -= (x-y)<p(x, y ) , 

wh e r e tp i s a r b i t r a r y , c a n a l s o s e r v e as a g ê n e r a i s o l u t i o n o f 

( 2 6 . 3 4 ) [ 1 8 1 6 , 2 0 0 ) . When t h e r i g h t - h a n d s i d e o f (2 6 . 3 4 ) e q u a l s a 

c o n s t a n t " a " , t h e n i t f ô l l o w s e a s i l y t h a t i f we a d d " a " - a t t h e 

r i g h t - h a n d s i d e o f (2 6 . 3 5 ) we h a v e a g ê n e r a i s o l u t i o n o f 

( 2 6 . 3 6 ) v
2

™
2

* ( x , y ) = a 

[ 1 8 1 6 , 2 0 0 - 1 ] . 

The s t u d y o f e q u a t i o n s l v - H i s i m u l t a n e o u s f u n c t i o n s , s u c h a s 

( 2 6 . 3 4 ) , ( 2 6 . 3 5 ) o r 
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( 2 6 . 3 7 ) i p
n

-
n

( x , y ) - a { i p ( x , y ) )
b 

r a i s e d i n t e r e s t i n t h e p r o p e r t i e s o f homogeneous f u n c t i o n s , a n d a 

n o v e l m e t h o d o l o g y b a s e d o n t h è s e p r o p e r t i e s was p u t i n t o a c t i o n . 

B u t t h e n o t a t i o n o f t h i s t h e o r y i s r a t h e r c o m p l i c a t e d a n d t h e 

r e s p e c t i v e m e t h o d o l o g y i r r e l e v a n t t o o u r s t u d y . F o r t h i s r e a s o n 

we w i l l o m i t a r e p r o d u c t i o n o f i t b u t s i m p l y m e n t i o n , a s an e x 

a m p l e , t h a t by means o f B a b b a g e ' s t h e o r y i t was p r o v e d t h a t a n y 

o f t h e q u a n t i t i e s 2 x y , x
2

+ y
2

, x y + y
a

, x
a

- x y + 2 y
a

, s a t i s f i e d 

( 2 6 . 3 7 ) f o r n - 3 , a=8 a n d b-4 [ 1 8 1 6 , 2 0 3 ] . 

Among t h e most g ê n e r a i p r o b l e m s t a c k l e d w i t h i n t h i s g r o u p o f 

é q u a t i o n s b e l o n g s 

( 2 6 . 3 8 ) F ( i p ( x , y ) , i p ^ f x . y ) i p ^ U . y ï ) = 0
 ? 

w h e r e , a c c o r d i n g t o t h e d é f i n i t i o n s g i v e n so f a r , 

( 2 6 . 3 9 ) i p ^ C x . y ) - i p * -
1

 <
 p

~
l

 ( i p ( x , y ) , t p ( x , y ) ) . 

The f i r s t m e t h o d a p p l i e d t o (26.38) was b a s e d on t h e i n t r i c a t e 

t h e o r y o f homogeneous f u n c t i o n s . By s u i t a b l e s u b s t i t u t i o n s , 

( 2 6 . 3 8 ) was r e d u c e d t o 

( 2 6 . 4 0 ) F((pu, cp
a

u <p
p

u) - 0 

w h i c h i s o f t h e f o r m ( 2 6 . 1 4 ) [ 1 8 1 6 , 2 1 1 - 1 2 ] . 

The s e c o n d method a m o u n t e d t o a s i m i l a r r é d u c t i o n , b u t by a 

d i f f é r e n t p r o c e s s . B a b b a g e p u t x f o r y i n i p
p

-
p

( x , y ) o b t a i n i n g i n 

h i s n o t a t i o n 

( 2 6 . 4 1 ) i p
p _ :

"
p

( x . y ) - <p
p

(x) [y - x] . 

He c o n s e q u e n t l y l e t x
a

y - u i n ( 2 6 . 4 1 ) a n d t h e n l e t u- i p ( x , y ) . 

By s i m p l e c o n s i d é r a t i o n s ( 2 6 . 3 8 ) was a c c o r d i n g l y r e d u c e d v i a 

( 2 6 . 4 1 ) t o 

( 2 6 . 4 2 ) F ( i p ( x . y ) , ( p i p ( x . y ) , <p
a

ip(x,y)) ) = 0 . 

L e t t i n g f i n a l l y »p(x. y ) - z , ( 2 6 . 4 2 ) was t r a n s f o r m e d i n t o 

( 2 6 . 4 3 ) F ( z , <pz, <p
2

z (pp-^z) - 0 

a g a i n s o l v e d a c c o r d i n g t o t h e c a s e ( 2 6 . 1 4 ) . H a v i n g d e t e r m i n e d tp 

f r o m ( 2 6 . 4 3 ) , t h e v a l u e o f ip was t o be f i n a l l y o b t a i n e d f r o m 

( 2 6 . 4 1 ) f o r p - 1 [ 1 8 1 6 , 2 1 2 - 1 3 ] . 

We n o t i c e t h a t t h e s p e c i a l a r t e f a c t i n . t h i s c a s e was t h e 

é q u a t i o n o f a f u n c t i o n i n two v a r i a b l e s t o a f u n c t i o n i n one 

v a r i a b l e . E x a c t l y t h e c o n v e r s e c o n s i d é r a t i o n was n o t i c e d i n ' c e r 

t a i n c a s e s o f h i s e a r l i e r w o r k , p a r t i c u l a r l y i n B a b b a g e ' s u n -

p u b l i s h e d t h e o r y r e l a t e d t o é q u a t i o n ( 2 6 . 2 2 ) . T h i s t i m e he was 

much more c a r e f u l t h a n b e f o r e a n d most p r o b a b l y t h i s was due t o 

h i s c o l l a b o r a t i o n w i t h H e r s c h e l d u r i n g t h e i r c o r r e s p o n d e n c e i n 

a u t o m n 1815 e x t r a c t s o f w h i c h were q u o t e d above ( ( 2 6 . 2 1 ) . 
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( 2 6 . 2 2 ) ) . 

Up t o t h i s p o i n t we n o t i c e t h a t B a b b a g e ' s m e t h o d o l o g y 

a m o u n t e d t o s u c c e s s i v e r é d u c t i o n s t o s i m p l e r c a s e s , a n d , a s f a r 

a s p o s s i b l e , t o f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n one v a r i a b l e . The t h i r d 

g r o u p o f p r o b l e m s d i s c u s s e d c o n s e r n e d s y m m e t r i c a l é q u a t i o n s , s u c h 

a s , 

( 2 6 . 4 4 ) x v p
l

-
a

( x , y ) - ytp
a

 •
1

 (x ,y ) , 

d e a l t by an e x t e n s i o n o f t h e t r a n s f o r m ( 2 6 . 5 ) , n a m e l y o f 

( 2 6 . 4 5 ) tp(x,y) - v ~
1

f ( { p x , (py) . 

C o n s i d é r a t i o n o f t h e s y m m e t r i c a l f o r m o f t h e é q u a t i o n ( 2 6 . 4 4 ) 

c o m b i n e d w i t h t h e t e c h n i q u e s i n v o l v e d i n h i s t h e o r y o f é q u a t i o n s 

i n o ne v a r i a b l e o f o r d e r h i g h e r t h a n one c o n s i s t e d h i s p r é s e n t 

m e t h o d o l o g y . 

F o r e x a m p l e , c h a n g i n g x t o ( p
_ 1

x and y t o tp-a-y i n ( 2 6 . 4 5 ) , 

t h e new f o r m o f (26.44) a f t e r t h e s u b s t i t u t i o n o f (26.45) w o u l d 

be 

( 2 6 . 4 6 ) ( p -
1

x < p -
l

f
1

*
a

( x , y ) - ï p "
1

y ( p -
1

f
2

 -
1

 ( x , y ) . 

I t s u f f i c e s , w r o t e B a b b a g e , t o f i n d a n f s u c h t h a t 

( 2 6 . 4 7 ) f * -
a

( x , y ) - y and f
2

-
1

( x , y ) - x 

f o r t h e n (26.46) w o u l d become (p~
1

x(p~
1

y - tp
- 1

y<p
- 1

x w h i c h i s an 

i d e n t i t y . A c c o r d i n g t o t h e p r o b l e m (26.31) - w h i c h i s i n f a c t t h e 

c a s e o f ( 2 6 . 4 7 ) - i t becomes é v i d e n t t h a t t h e r e s u i t w i l l be a 

f u n c t i o n f s y m m e t r i c a l i n x a n d y , s u c h t h a t , i f we f o c u s on x i t 

i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (p
2

x = x . I n t h i s c a s e , 

( 2 6 . 4 8 ) f ( x , y ) - a - x - y 

f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s ( 2 6 . 4 7 ) and t h u s a c c o r d i n g t o (26.45) we 

b a v e 

( 2 6 . 4 9 ) i p ( x , y ) - (p-
1

 (a-<px-(py) 

a s a g ê n e r a i s o l u t i o n o f (26.44) [ 1 8 1 6 , 2 1 9 - 2 2 0 ] . 

T h e t r a n s f o r m (26.45) was a p p l i e d w i t h t h e same s u c c e s s t o 

o t h e r s y m m e t r i c a l é q u a t i o n s w h i c h i n v o l v e d t h e v a r i a b l e s x , y and 

t h e f u n c t i o n s i p ( x , y ) , i p ^ - a f x . y ) [ 1816, 2 2 0 - 2 2 3 ] . B u t i n t h e 

c a s e o f (26.44) - d e v o i d o f t h e v a r i a b l e s x and y- o r o f 

( 2 6 . 5 0 ) i p
1

-
2

( x , y ) = i p
2

- M x , y ) , 

t h e same s u b s t i t u t i o n o f ( 2 6 . 4 5 ) l e d a g a i n t o (26.50') i n f i n -

s t e a d o f ip. I f a p a r t i c u l a r v a l u e o f f c o u l d be f o u n d , t h e n 

( 2 6 . 4 5 ) w o u l d p r o v i d e us w i t h a g ê n e r a i s o l u t i o n . B u t i t p r o v e d 

t o be i m p o s s i b l e t o f i n d a ny s p é c i f i e f u n c t i o n s o a s t o s a t i s f y 

t h e g i v e n é q u a t i o n ( 2 6 . 5 0 ) . 

T h i s was t h e f i r s t t i m e t h a t Babbage d i s c u s s e d t h e p r o b l e m 
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o f p o s s i b i l i t y f o r t h e s o l u t i o n o f an é q u a t i o n . He showed t h a t 

a n y f u n c t i o n t h a t s a t i s f i e s (26.50) h a s t o be n e c e s s a r i l y sym-

m e t r i c a l . He a l s o " p r o v e d " t h a t f o r any s y m m e t r i c a l f u n c t i o n t o 

s a t i s f y ( 2 6.50) i t f o l i o w s t h a t y = x , c o n s e q u e n t l y " t h e é q u a t i o n 

i s c o n t r a d i c t o r y " . " T h i s t r a i n o f r e a s o n i n g " , he went o n . " I o f -

f e r w i t h c o n s i d é r a b l e h é s i t a t i o n , w e l l a ware o f t h e e x t r ê m e d i f -

f i c u l t y o f r e a s o n i n g c o r r e c f c l y on a s u b j e c t s o v e r y g ê n e r a i 

[ . . . . ] . I t h o u g h t i t , h o w e v e r , r i g h t t o m e n t i o n t h i s p r o o f , t h a t 

t h o s e who may s e e k f o r p a r t i c u l a r c a s e s , m i g h t f i r s t e n q u i r e 

w h e t h e r t h e é q u a t i o n be p o s s i b l e " [ 1 8 1 6 , 2 1 8 - 1 9 ) . 

B a b b a g e ' s " p r o o f " , t h o u g h n o t a l t o g e t h e r s o u n d - e v e n f o r h i s 

own s t a n d a r d s - i s a c r u c i a l s t e p t o w a r d s l a y i n g t h e f o u n d a t i o n s 

of t h e s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . He was f o l l o w e d b y De 

M o r g a n who, on l i n e s s i m i l a r t o t h o s e m e n t i o n e d a b o v e , c o n c l u d e d 

h i s own s t u d y o f ( 2 6 . 5 0 ) a s f o l i o w s : " T h i s r e a s o n i n g , i s n o t a s 

M r . Babbage r e m a r k s , o f a v e r y s u r e c h a r a c t e r b u t i t f u r n i s h e s a 

s t r o n g p r e s u m p t i o n t h a t a i l t h e s o l u t i o n s o f t h e g i v e n é q u a t i o n 

a r e d i s c o n t i n u o u s " [ 1 8 3 6 , a r t . 3 1 9 ] <
1 3 )

. 

Babbage p r o c e e d e d t o s t u d y é q u a t i o n ( 2 6 . 5 0 ) u n d e r t h e 

f u r t h e r c o n d i t i o n t h a t x - y . By s i m p l e c o n s i d é r a t i o n s he was l e d 

t o t h e c o n c l u s i o n t h a t a p a r t i c u l a r s o l u t i o n c o u l d be f o u n d b y 

p r o b l e m ( 2 6 . 4 4 ) ( 1 8 1 6 , 2 2 5 - 7 ] . H a v i n g n e x t t a c k l e d t h e p r o b l e m 

( 2 5 . 3 6 ) [ 1 8 1 6 , 229-235] t h e r e s t o f t h e p a p e r d e a l t w i t h f u n c -

t i o n a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , r e p r é s e n t a t i v e c a s e s o f w h i c h w e r e 

s t u d i e d i n 2.5 ( ee ( 2 5 . 4 6 ) , ( 2 5 . 4 9 ) ) . Among t h e p r o b l e m s 

t a c k l e d w ere 

dipx 
( 2 6 . 5 1 ) 4J

a

x - , 
dx 

w h i c h by means o f t h e t r a n s f o r r a (26.5) was r e d u c e d t o a d i f f e r e n 

t i a l é q u a t i o n ( 1 8 1 6 , 2 4 0 - 2 4 1 ] . 

The r e s t o f t h e p a p e r d e a l t w i t h é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

d i p ( x , ay) 
(26.52) 4 i ( x , y ) - w i t h a

p

y - y 
dx 

I f p - 2, s u b s t i t u t i n g ary f o r y i n (26.52) we h a v e 

d i p ( x , y ) 
(26.53) v ( x , cry) - . 

d x 

D i f f e r e n t i a t i n g ( 2 6 . 5 3 ) r e l a t i v e t o x a n d e l i m i n a t i n g 

du/(x, a y ) / d x f r o m ( 2 6 . 5 2 ) and t h e r e s u i t o f t h e d i f f e r e n t i a t i o n . 

1 2 4 



v e a r e l e d t o a p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i n ip ( x , y ) . ^ - f o l l o w e d 

a c o n s i d e r a t i o n o n t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e two a r b i t r a r y f u n c -

t i o n s w h i c h r e s u l t e d f r o m t h e i n t e g r a t i o n o f t h e f i n a l e q u a t i o n 

s o a s t o f u l f i l t h e o r i g i n a l e q u a t i o n [ 1 8 1 6 , 2 4 5 - 6 1 . On e i m i l a r 

l i n e s (26.52) was s o l v e d f o r any p s o a s a ^ y - y ( 1 8 1 6 , 2 4 6 - 2 4 0 ) . 

Babbage i l l u s t r a t e d t h i s l a t t e r g r o u p o f e q u a t i o n s w i t h many 

e x a m p l e s . P l e n t y o f e x a m p l e s r e l a t e d t o t h e c a s e ( 2 6 . 5 2 ) were 

a l s o i n c o r p o r a t e d i n h i s [ 1 8 2 0 , 2 8 - 3 6 ] . He f i n a l l y d e a l t w i t h t h e 

e q u a t i o n s 

d
n

i p ( x , oy) 
(26.54) i p ( x , y ) - , where a

p

y - y 
d x " 

and 

d i p ( x , ß y ) d i p t a x , y ) 

(26.55) * , where a
2

x - x , 6
a

y = y -
dx dy 

The f o r m e r g a v e r i s e t o f r a c t i o n a l and n e g a t i v e i n d i c e s [ 1 816, 

248-9] w h i l e t h e l a t t e r was r e d u c e d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n i l l u s t r a t e d b y two e x a m p l e s [ 1 8 1 6 , 2 4 9 - 2 5 1 ] <
1 4 >

. 

I n t h e same l e t t e r w h e r e he h a d r e m i n d e d B a b b a g e o f h i s own 

c o n t r i b u t i o n s i n t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , 

H e r s c h e l a c k n o w l e d g e d b r i e f l y t h e o r i g i n a l i t y o f B a b b a g e ' s w o r k . 

I n h i s [H.S, 2 0 : 4 0 , 31 M a r c h 1 8 1 7 ] , q u o t e d i n t h e e n d o f 2.4, he 

w r o t e : 

The tp-^-ftp and i t s whole t r a i n of consequences r e s t s with 

y o u r s e l f (except a s l i g h t passing t r i b u t e t o Maule), as w e l l as the 

method of r e s o l v i n g f u n c t i o n a l Eg"* from p a r t i c u l a r S o l u t i o n s , e t c -

De M o r g a n was t o make e x t e n s i v e use o f t h e t r a n s f o r m (26.5) i n 

t h e f o r m tpftp-
1

 i n h i s [1836]
 ( 1 C )

. R . L . E I I i s a l s o a c k n o w l e d g e d 

B a b b a g e ' s a p p l i c a t i o n o f t h i s t r a n s f o r m f o r t h e c a s e o f e q u a t i o n 

( 2 6 . 1 4 ) [ E l I i s 1 8 4 3 b , 1 3 5 ] . What s u r v i v e d a b ove a l l f r o m 

B a b b a g e ' s o r i g i n a l t e c h n i q u e s was h i s e x t e n s i o n o f h i s method of 

e l i m i n a t i o n , a s i n t h e c a s e (25.2) w h i c h we w i l l s t u d y f u r t h e r i n 

2.7. 
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2.7 B a b b a g e ' s p a p e r on a n a l o g y [ 1 8 1 7 ] ; H e r s c h e l ' s i n f l u e n t i a l 

r ô l e i n t h e s h a p i n g o f t h i s p a p e r . 

As s o o n a s B a b b a g e had r e a d y t h e c o n t e n t s o f h i s [ 1 8 1 6 ] , h e 

a n n o u n c e d t o H e r s c h e l i n a l e t t e r [H.S, 2 : 4 3 , 28 O c t . 1815] h i s 

p l a n f o r a n o t h e r p a p e r w h i c h w o u l d i n v o l v e é q u a t i o n s i n more t h a n 

one unknown f u n c t i o n s a n d w h i c h w o u l d a l s o i n c l u d e a p p l i c a t i o n s 

o f t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s . He added tha"t; 

The t h r e e [papers] together w i l l form the out 1 inés o f a c a l 

c u l u s which a t some fu t u r e p e r i o d r i v a l the I n t e g r a l one. 

By 1 8 1 6 . c o n f r o n t e d w i t h u n e x p e c t e d d i f f i c u l t i e s , h i s p l a n was 

p o s t p o n e d i n d e f i n a t e l y - H e c o n c l u d e d h i s s e c o n d e s s a y b y w r i t i n g 

( 1 8 1 6 . 2 5 6 ] : 

To complète the o u t l i n e of t h i s new method o f c a l c u l a t i o n i t 

would be necessary t o t r e a t o f équations i n v o l v i n g two o r more 

f u n c t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s , and t o e x p l a i n methods of e l i m i n a t i n g 

a i l but one of them: thèse l e a d t o a v a r i e t y of i n t e r e s t i n g and 

d i f f i c u l t e n q u i r i e s , and w i l l probably be of considérable use i n 

completing the s o l u t i o n s o f p a r t i a l différentiel équations: i t 

could a l s o be proper t o cons i d e r the maxi ma and minima o f func

t i o n s , and t o apply t o t h i s subject the method of v a r i a t i o n s ; thèse 

are p o i n t s o f considérable d i f f i c u l t y , and although I have made 

some l i t t l e progress i n each of them, I s h a l l forbear f o r the 

présent any f u r t h e r d i s c u s s i o n on t h i s s u b j e c t . 

E v e n t u a l l y t h i s t h i r d p a p e r , w h i c h w o u l d f o r m a s e q u e l t o h i s 

[1815] and [ 1 8 1 6 ] , was n e v e r c o m p l e t e d [ E n r o s 1979, 1 8 7 ] . I n -

s t e a d , we h a v e a n o t h e r p a p e r , [ 1 8 1 7 ] , i n w h i c h B a b b a g e c o n f i n e d 

t o p r o v i d e some f u r t h e r comments i n r e s p e c t w i t h t h e t h e o r y he 

h a d i n t r o d u c e d s o f a r . F o r e x a r a p l e , he e x t e n d e d h i s m e t h o d o f 

é l i m i n a t i o n s o a s t o t r e a t c a s e s i n w h i c h t h e f o r m e r m e t h o d h a d 

f a i l e d . M o r e o v e r , he d r e w a c o m p a r i s o n b e t w e e n d i f f é r e n t i e l a n d 

f u n c t i o n a l é q u a t i o n s w h i c h l e d h i m t o a d i s c o v e r y o f new m e t h o d s 

f o r t h e s o l u t i o n o f t h e l a t t e r é q u a t i o n s . 

I n f a c t , B a b b a g e was i n t e r e s t e d i n i s s u e s c o n c e r n i n g m a t h e -

m a t i c a l d i s c o v e r y , s u c h a s i n d u c t i o n , a n a l o g y o v J g e n e r a l i 2 a t i o n , 

s i n c e t h e e a r l y 1 8 1 0 ' s . F r o m 1816 o n w a r d s he s t a r t e d c o l l e c t i n g 

m a t e r i a l f o r a w o r k o n t h e p h i l o s o p h y o f a n a l y s i s . A s he was t o 

p o i n t o u t l a t e r , h i s [ 1 8 1 7 ] was p a r t o f t h i s w i d e r w o r k w h i c h 
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b a s i c a l l y r e m a i n e d u n p u b l i s h e d ( 1 8 6 4 , 4 2 9 ; 2 . 9 J . S o . t o a g r e a t 

e x t e n t h i s [1817) was a c o m b i n a t i o n o f b i s e a r l i e r e n q u i r i e s i n 

t h e c a î c u l u s o f f u n c t i o n s and o f b i s p a r a l l e l s t u d y o f t h e 

p h i l o s o p h y o f d i s c o v e r y . 

H o w e v e r . a s we s h a l l show b e l o w . H e r s c h e l ' s own e n q u i r i e s i n 

t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , and p a r t i c u l a r l y t h e é q u a t i o n 

( 2 7 . 1 ) v"x - x , 

w e r e d é c i s i v e i n t h e f i n a l s h a p i n g o f B a b b a g e ' s p a p e r . From l a t e 

i n 1 8 14 up t o e a r l y i n 1817, t h e two men h e l d a n ' a r d e n t mathe-

m a t i c a l c o r r e s p o n d e n c e i n s t a n c e s o f w h i c h w e r e u s e d so f a r i n Or

d e r t o d i s c e r n t h e o r i g i n s o f t h e i r r e s e a r c h e s , t h e i r m utual a s 

s i s t a n c e and t h e d e g r e e o f t h e i r 

o r i g i n a l i t y a n d s u c c e s s . A t t h i s s t a g e we w i l l m e n t i o n H e r s c h e l ' s 

h i n t s o n t h e a n a l o g y b e t w e e n (27.1) a n d t h e a l g e b r a i c é q u a t i o n 

( 2 7 . 2 ) = 1 

w h i c h f ormed one o f t h e o b j e c t s o f d i s c u s s i o n i n Babbage 's p a p e r . 

I n w hat f o l l o w s i n t h i s s e c t i o n , we w i l l make use o f 

B a b b a g e ' s s e q u e l o f E x a m p l e s [18201 i n o r d e r t o i l l u s t r a t e h i s 

e x t e n s i o n o f t h e m e t h o d o f é l i m i n a t i o n w h i c h s u r v i v e d up t o 1 8 6 0 . 

We w i l l a l s o comment b r i e f l y upon t h e a n a l o g y b e t w e e n d i f f é r e n 

t i e l a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s , a l r e a d y e v i d e n t i n h i s e a r l i e r 

w o r k . I n t h e c o u r s e o f o u r s t u d y o f h i s [1817] we w i l l b ave a 

c h a n c e t o d e l v e a f u r t h e r i n t o h i s c o r r e s p o n d e n c e w i t h 

H e r s c h e l a n d n o t i c e t h e l i m i t s o f t h e l a t t e r ' s i n f l u e n c e on h i m . 

Of s p e c i a l i n t e r e s t i s t h e i r m u t u a l i n t e r e s t i n é q u a t i o n s o f t h e 

f o r m ( 2 7 . 1 ) w h i c h g a v e r i s e t o t h e a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l and 

a l g e b r a i c é q u a t i o n s . The s t a r t i n g p o i n t o f o u r d i s c u s s i o n w i l l be 

B a b b a g e ' s l i m i t e d s t u d y o f t h e a n a l o g y b e t w e e n (27.1) and ( 2 7 . 2 ) . 

a s i n h i s [ 1 8 1 7 ] , f o l l o w e d by H e r s c h e l ' s unknown s o f a r r e m a r k s 

w h i c h i n f a c t h a d -led t o Babbage's r e s p e c t i v e r e s e a r c h . 

I n h i s [ 1 8 1 7 , 205] Babbage p o i n t e d o u t " t h e s i m i l a r i t y o f 

t h e r e l a t i o n s o f t h e r o o t s o f u n i t y t o t h e s o l u t i o n o f t h e f u n c 

t i o n a l é q u a t i o n ip"x » x " . L e t r
x
 be a n y r o o t o f (27.2) o t h e r 

t h a n 1. T h e n i t i s known, he w r o t e , tha4 f o r n a prime number 

r
a
, r

x

a

 r i " -
1

 w i l l a l l be d i f f é r e n t r o o t s o f ( 2 7 . 2 ) . On t h e 

same 1 i n e s , i f a x i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (27.1 ) , t h e n 

a x . , a
2

x a
n

-
a

x w i l l s a t i s f y ( 27.1) f o r n p r i m e . L e t , f o r e x 

e m p l e , n « 3. T h e n , as ax - l / ( l - x ) s e t i s f i e s ( 2 7 . 1 ) , t h e f o l -

l o w i n g f u n c t i o n s 

1 2 7 



1 x-1 
( 2 7 . 3 ) a x = and a

2

x - , 
1-x x 

i n c l u d i n g a
3

x - x , w i l l be d i f f e r e n t s o l u t i o n s o f ( 2 7 . 1 ) [ 1 8 1 7 , 

2 0 5 - 6 ] . 

H o w e v e r , i n t r o d u c i n g a n a r b i t r a r y f u n c t i o n cp, ( 2 7 . 3 ) w i l l 

a c c o r d i n g l y g i v e by t h e t r a n s f o r m ( 2 6 . 5 ) , o r 

( 2 7 . 4 ) ipx = (p
- 1

a(px, 

t h e f u n c t i o n s 

1 <px-l 

( 2 7 . 5 ) <p-M ) a n d (p-
1

 ( ) 
l-tpx tpx 

w h i c h a r e no more i r r e d u c i b l e t o e a c h o t h e r . F o r i f we make 

(px - 1/x, t h e l a t t e r o f (27.5) w i l l g i v e a x . T h i s was a d i s a d v a n 

t a g e w h i c h Babbage d i d n o t d i s c u s s a n y f u r t h e r . I n a d d i t i o n , he 

e x p r e s s e d h i s d o u b t a s t o how f a r t h e g e n e r a l i z a t i o n o f a x , a n d 

a
2

x a s g i v e n a b o v e i n (27.5) c o n t a i n e d a l l p o s s i b l e s o l u t i o n s 

[ 1 8 1 7 , 2 0 6 ] . 

He went on t o make some f u r t h e r o b s e r v a t i o n s w h i c h "may 

t h r o w l i g h t on t h e g e n e r a l i t y o f t h e s o l u t i o n s o f s u c h 

e q u a t i o n s " . He c l a i m e d t h a t e v e r y s o l u t i o n o f (27.1) f o r n - 3 o r 

n - 2 w i l l e v i d e n t l y s a t i s f y (27.1) f o r n - 6. T h e r e f o r e , " t h e 

c o m p l e t e s o l u t i o n o f tp
6

x - x s h o u l d [...] c o n t a i n a l l f o r m s o f x 

w h i c h s a t i s f y t h e e q u a t i o n s i p
3

x - x a n d i p
2

x - x " . M o r e o v e r . i f 

a n y f u n c t i o n a s a t i s f i e s 

( 2 7 . 6 ) i p
3

x - Bx, 

w h e r e 8 a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f i p
2

x = x , i t w i l l a l s o s a t i s f y 

( 2 7 . 7 ) tp*x - x . 

I n d e e d , p u t t i n g a
3

x f o r x i n (27.6) we h a v e 

a
3

a
3

x - a*x - B a
3

x - 88x - B
2

x - x , h e n c e a s a t i s f i e s ( 2 7 . 7 ) . 

Tt -P 

f o l l o w e d a n a t t e m p t f o r g e n e r a l i z a t i o n f o r t h e c a s e n - a b c 

w h e r e a , b , c , . . . . a r e a l l p r i m e numbers [ 1 8 1 7 , 2 0 6 - 7 ] . 

E q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 2 7 . 8 ) ip"x - f x 

w e r e one o f t h e m a i n o b j e c t s o f d i s c u s s i o n i n t h e c o r r e s p o n d e n c e 

b e t w e e n B a b b a g e a n d H e r s c h e l . D e a l i n g w i t h t h e e q u a t i o n 

( 2 7 . 9 ) ipaipBy - F y , 

B a b b a g e w r o t e t o H e r s c h e l t h a t i t c a n e i t h e r be s o l v e d by means 

o f t h e t r a n s f o r m (27.4) o r r e d u c e d t o t h e f o r m (27.8) [H.S, 2:27, 

22 S e p t . 1 8 1 4 1 . I n r e p l y H e r s c h e l i n t r o d u c e d h i s s y m b o l i c n o t a -
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t i o n *'f
x

'
n

ix)" f o r t h e s o l u t i o n o f ( 2 7 . 8 ) . A c c o r d i n g t o t h i s 

n o t a t i o n t h e s o l u t i o n o f (27.9) i n t h e "more r e d u c e d f o r m " 

<pf<p - F w i 11 be 

( 2 7 . 1 0 ) <p - f - M f F )
1

' * 

w i t h o u t p r o v i d i n g any e x p l a n a t i o n s . ^ A p p a r e n t l y he w r o t e : 

tpftp= F > ftpfip " f F > ( f t p )
a

 - f F > ftp - ( f F )
1

' * > 

f - i f t p - f - M f F )
1

'
2

, h e n c e (27.10);)
 f l >

 And i n a p a r e n t h e s i s he 

a d d e d " O b s e r v e h e r e t h e a n a l o g y b e t w e e n t h e f u n c t i o n a l and e x -

p o n e n t i a l i n d i c e s " [ H . S , 2 0 : 2 0 , 25 O c t . 1 8 1 4 ] . " 

H e r s c h e l went on t o m e n t i o n t h a t he h a d o b t a i n e d t h e s o l u 

t i o n o f (27.8) -where tp now s t a n d s f o r tp and x f o r y - a s : 

( 2 7 . 1 1 ) tp(y) =°A(y) + * A ( y ) + + * * A ( y ) 

w h e r e " * A ( y ) i s d e d u c i b l e f r o m
 1 - 1

A ( y ) by a f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

o f t h e l
e t

 o r d e r , and °A(y) i s d e r i v e d f r o m a p a r t i c u l a r s o l u t i o n 

o f t p
n

( y ) - y " . He t h e n a s k e d Babbage : " I s n o t t h i s s o m e t h i n g 

a n a l o g o u s t o t h e r e s o l u t i o n o f x
n

= a p r o v i d e d we know t h e p a r 

t i c u l a r s o l u t i o n s o f x
n

 - 1". 

I n f a c t , H e r s c h e l h a d shown t h a t t h e s o l u t i o n o f ( 2 7 . 8 ) 

d é p e n d s u p o n a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (27.1) and t h i s l e d h i m i n -

e v i t a b l y t o t h e o b s e r v a t i o n o f t h e r e l a t i o n b e t w e e n 2"-a a n d 

( 2 7 . 2 ) . F u r t h e r on t h e d i r e c t a n a l o g y b e t w e e n (27.1) and (27.2) 

he commented i n h i s [H.S, 2 0 : 2 8 , [Nov. 6 1 8 1 5 ] ] . C r i t i c i z i n g 

B a b b a g e ' s c l a i m w h i c h f o l l o w e d ( 2 6 . 6 ) , he s t r e s s e d t h e n e c e s s i t y 

t o o b t a i n i r r e d u c i b l e s o l u t i o n s o f (27.1) when g e n e r a l i z i n g t h e 

p a r t i c u l a r o n e s . He t h u s p r e s e n t e d t h e f o l l o w i n g s o l u t i o n s ; 

( 2 7 . 1 2 ) "tp-Ma + ( l ] ( p ( x ) ] , . . . . , <p"Ma + [ n - l ] < p ( x ) l " 

w h i c h a r e " a i l i r r e d u c i b l e g ê n e r a i s o l u t i o n s o f <p"(x) = x , w h e r e 

[ 1 ] , t n - 1 ] , a r e t h e n-1 r o o t s o f 1 + z +.... z " -
1

 - 0" a d -

d i n g t h a t " i f y o u g i v e (p a p a r t i c u l a r f o r m and t a k e t h e r e s u i t 

a s a p a r t i c u l a r s o l ^ t o s e t o u t w i t h y o u f a l l upon a g ê n e r a i 

s o l ^ c o m p r e h e n d e d i n t h e same i d e n t i c a l f o r m " . 

I t i s o b v i o u s f r o m t h e a b o v e q u o t a t i o n s t h a t B abbage's s t u d y 

o f t h e s i m i l a r i t y b e t w e e n ( 2 7 . 1 ) a n d (27.2) was l a r g e ^ y i n s p i r e d 

V>y h i s f r i e n d ' s s u g g e s t i o n s . H e r s c h e l was o f t e n t o r e m i n d B a b 

bage b o t h o f t h e a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l and e x p o n e n t i a l i n 

d i c e s , a s w e l l a s o f t h e s y m b o l i c p r o c é d u r e s he o f t e n f o l l o w e d i n 

h i s p a p e r s and l e t t e r s - a s i n t h e c a s e o f ( 2 7 . 1 0 ) . However, B a b 

bage was r e l u c t a n t t o u s e h i s f r i e n d ' s f a v o u r i t e method o f 

s é p a r â t i on o f s y m b o î s . B e f o r e we r e t u r n t o Babbage's p a p e r on 

a n a l o g y (1817] i t w o u l d be i n t e r e s t i n g t o n o t e few o c c a s i o n s 
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where H e r s c h e l t a l k e d w i t h a d m i r a t i o n o f t h i s l a t t e r m e t h o d
( 2 >

. 

E a r l y i n 1 8 1 6 , a n x i o u s t o h e a r o f an a n a l y t i c a l p r o b l e m 

w h i c h Babbage h a d s o l v e d g e o m e t r i c a l l y , H e r s c h e l w r o t e i n h i s 

[H.S, 2 0 : 3 2 . ( F e b r . 4 1 8 1 6 ] ] : 

.. i t i s the lanouage of symbols which f a i l s us here -and as a 

poet may have wonderfully e l e v a t e d thoughts wh. y e t r e f u s e t o be 

embodied i n words, even so I suppose the analyst may have h i s con

ceptions which pass the flaming bounds o f quant i t y and opération. 

He t h e n p r o c e e d e d t o e x h i b i t t o Babbage h i s s o l u t i o n o f 

( 2 7 . 1 3 ) nioO(x) - f ( x ) 

" w h i c h d é p e n d s u p o n a mere n o t a t i o n a n d w h i c h r e q u i r e s no p a r -

t i c u l a r s o l u t i o n s " . P u t t i n g I+J - AB i n ( 2 7 . 1 3 ) , where A - a
- 1

, 

and s e p a r a t i n g t h e v a r i a b l e x f r o m t h e r e s t . he d e d u c e d 

A Ba AB - f > A B
3

 - f > B
3

 - A ~
Ł

f >B - ( a f )
Ł

'
a 

a s i n ( 2 7 . 1 0 ) . T h u s , he s a i d , 

( 2 7 . 1 4 ) v<x) - < r - M a f )
l

'
a

x 

i s t h e s o l u t i o n o f ( 2 7 . 1 3 ) ^ a d d i n g
:
" N o w ( a f )

l / a

 i s by d e f ^ a n y 

s o l ^ o f t h e e q ^ 4 i
a

( x ) = a f ( x ) a n d we ha v e a d i r e c t way o f s o l v i n g 

t h i s w i t h o u t k n o w i n g any p a r t i c u l a r s o l u t i o n " [.see ( 2 4 . 2 2 ) , 

( 2 4 . 2 4 ) 1 . 

H e r s c h e l ' s comraents b e l o w , r e g a r d i n g t h e L a c r o i x t r a n s l a 

t i o n , m o t i v a t e d Babbage t o r e a c t f o r t h e f i r s t t i m e i n c o n n e c t i o n 

w i t h t h e method o f s é p a r a t i o n . H e r s c h e l w r o t e i n h i s [H.S, 2 0 : 3 5 , 

1 4 J u l y 1 8 1 6 ] a b o u t L a c r o i x : 

E h g l i s h readers i n generał may be l e t i n t o a few s e c r e t s 

which have h i t h e r t o been contraband i n t h i s country (owing o f 

course t o our 1 audabl e hatr e d of i nnovat i o n and Napo 1 eon 

Buonaparte) such as the p r i n c i p l e s o f the C a l c u l des fonc. Génér

a t r i c e s ... - the method o f s e p a r a t i n g symbols of opération from 

those of q u a n t i t y . which I have done much t o my s a t i s f a c t i o n , and 

which I t h i n k w i l l s e i l the book- the l i t t l e t h a t we know of Eq"" 

of d i f f
c

* * (wh. L a c r o i x has gi v e n i n a very bad way).... and a l s o a 

very l i t t l e about f u n c t i o n a l équations of the l f l order [...] o r 

such simple o nés as can be reduced t o E q ™ of f i n . d i f f^***. 

Babbage was amused b y r e a d i n g t h i s l e t t e r . I n r e p l y ( H.S, 

2 : 6 5 , 2 0 J u l y 1 8 1 6 ] he w r o t e : 

At f i r s t r e a d i n g t h i s I was not qui te c e r t a i n t h a t y ou d i d 

not use the verb t o s e i l i n the t e c h n i c a l sensé i n which i t i s 
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used at Cambridge; but upon f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n t h i s appears not 

t o be the case. Now though t h i s s u b j e c t i s very i n t e r e s t i n g t o y ou 

and I though t i t would g i v e me much pleasure t o see what y ou bave 

s a i d on the s u b j e c t ; Yet a Cambridge t u t o r might t h i n k i t j u s t as 

p a r a d o x i c a l as i f y ou were t o propose t o him a new mode of t r a v e l l 

i n g w i t h speed by "Separating the c a r r i a g e from the horses which 

draw i t " 

F r o m t h e a b o v e q u o t a t i o n i t i s p r e t t y o b v i o u s t h a t Babbage 

had n o t p a i d t o o much a t t e n t i o n t o H e r s c h e l ' s numerous e m p h a t i c 

r e m a r k s a n d i l l u s t r a t i o n s o f t h i s m e t h o d . From t h e comment t h a t 

f o l l o w s b e l o w , i t seems m o r e o v e r t h a t he d i d n o t f e e l v e r y c o n f i 

d e n t w i t h t h i s m e t h o d and t h i s must b a v e b e e n a n o t h e r r e a s o n 

- b e s i d e s l a c k o f i n t e r e s t - f o r n o t m a k i n g u s e o f i t . He t o l d 

H e r s c h e l i n t h a t l e t t e r t h a t a f e l l o w f r o m C a i u s C o l l e g e o b s e r v e d 

t h a t B a b b a g e ' s s o l u t i o n o f 

(27.15) •= ipax 

i s f a l s e s i n c e , d i v i d i n g b o t h s i d e s o f i t by 41 and x , i t f o l l o w s 

t h a t 

( 2 7 . 1 6 ) 1 = o <»> 

w h i c h i s o b v i o u s l y a b s u r d . From t h e t o n e o f B a b b a g e ' s l e t t e r i t 

i s r a t h e r c l e a r t h a t he m e n t i o n e d t h i s e r r o n e o u s d é m o n s t r a t i o n 

a s a j o k e . B u t , a t t h e same t i m e , he w o u l d n ' t r u n t h e r i s k t o 

a p p l y a method whose p r i n c i p l e s w e r e r a t h e r s h a k y a t t h a t 

t i m e "
4

* . 

R e t u r n i n g t o t h e i s s u e o f a n a l o g y - as d i s c u s s e d i n Babbage 

[ 1 8 1 7 1 - we w i l l i l l u s t r a t e b i s m e t h o d o f v a n i s h i n g f r a c t i o n s f o r 

t h o s e c a s e s o f é q u a t i o n s o f t h e f o r m (25.33) i n w h i c h é l i m i n a t i o n 

h a d b e e n i m p o s s i b l e ; n a m e l y f o r é q u a t i o n s w h i c h a r e e i t h e r 

"homogeneous r e l a t i v e t o t h e d i f f é r e n t f o r m s o f t h e unknown 

f u n c t i o n " , o r t h o s e " w h i c h a r e s y m m e t r i c a l r e l a t i v e t o t h e same 

q u a n t i f i e s " [ 1 8 1 7 , 2 0 3 ] . I n t h a t p a p e r he d e m o n s t r a t e d h i s method 

e n c a p s u i a t e d i n t h e p r i n c i p l e "Whenever t h e method o f é l i m i n a t i o n 

a p p a r e n t l y f a i l s , t h e r e a l v a l u e o f t h e v a n i s h i n g f r a c t i o n w i l l 

g i v e t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n " m a i n l y v i a t h e é q u a 

t i o n 

( 2 7 . 1 7 ) ipx + f x . 4/ax « f i x 

where f , f i known f u n c t i o n s and where 

(27.18) o
2

x - x 

[ 1 8 1 7 , 199-202] <=*> . 
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We w i l l i l l u s t r a t e Babbage's m e t h o d w i t h two e x a m p l e s t h a t 

a p p e a r e d i n h i s [ 1 8 2 0 J b u t w h i c h a r e a l s o b r i e f l y m e n t i o n e d i n 

h i s [ 1 8 1 7 ] . The f i r s t c o n c e r n s e q u a t i o n 

1 

(27.19) tpx - \p - / 

X 

w h i c h i s o f t h e f o r m 

(27.20) F ( i p ( x ) . i p ( a ( x ) ) ) - 0 > 

where a ( x ) = 1/x a n d a
2
( x ) * x . M o r e o v e r , ( 2 7 . 1 9 ) i s s y m m e t r i c a l 

r e l a t i v e t o x a n d 1/x s o s u b s t i t u t i o n o f a ( x ) f o r x w i l l a g a i n 

g i v e t h e same e q u a t i o n ( 2 7 . 1 9 ) . By a s s u m i n g 

1 

( 2 7 . 21) ipx - aip - + b , 

x 

Babbage i n f a c t r e n d e r e d (27.19) n o n - s y m m e t r i c a l . Now, e l i m i n a 

t i o n o f i p ( l / x ) i s p o s s i b l e i f we i n t e r c h a n g e x a n d 1/x i n ( 2 7 . 2 1 ) 

g i v i n g 

b 

(27.22) ipx - . 

1-a 

The o n l y v a l u e o f ipx w h i c h s a t i s f i e s ( 2 7 . 1 9 ) w i l l be d e d u c e d f r o m 

(27.22) i f we make a - 1 and b - 0 [ f o r t h e n ( 2 7 . 2 1 ) i s r e d u c e d 

t o ( 2 7 . 1 9 ) ] . F o r t h e s e v a l u e s , b / ( l - a ) becomes a " v a n i s h i n g 

f r a c t i o n " whose v a l u e i s "any c o n s t a n t " c [ 1 8 2 0 , 1 0 ] . 

I n o r d e r t o f i n d a more g e n e r a l s o l u t i o n o f ( 2 7 . 1 9 ) t h a n 

ipx =» c , Babbage l e t by a n a l o g y f r o m ( 2 7 . 2 1 ) , 

1 

(27.23) ipx - a y - + ucpx 
x 

i n t r o d u c i n g t h u s an a r b i t r a r y f u n c t i o n tp. On s i m i l a r l i n e s a s 

a b o v e , e l i m i n a t i o n o f i p ( l / x ) f r o m ( 2 7 . 2 3 ) w i l l g i v e us 

1 u 

(27.24) ipx - (atp - + <px) . . 
X I " *

2 

I t s u f f i c e s t o d e t e r m i n e t h e f r a c t i o n u / ( l - a
3

) f o r u=0 a n d a=«l. 

R e g a r d i n g a - 1 + 0 he d e d u c e d i n a r a t h e r u n r i g o r o u s w a y
( 6 > 

u 0 O i l 

1 - a
3
 l - ( l + 2 . 0 + 0

a

) -2.0+0
3

 -2+0 2 

C h a n g i n g f i n a l l y t h e f u n c t i o n <p i n ( 2 7 . 2 4 ) he o b t a i n e d 

(27.25) ipx - tpx + cp - - x < x . - ) , 
x x 
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w h e r e x an a r b i t r a r y s y m m e t r i c a l f u n c t i o n o f x a n d l / x 

[ 1 8 2 0 , 1 0 - 1 1 1 . 

I t i s o f i n t e r e s t t o n o t i c e t h a t (27.19) i s a l s o o f t h e f o r m 

( 2 5 . 5 ) whose g e n e r a ł s o l u t i o n was a l r e a d y d e d u c e d i n h i s [1815] 

t o be (25.14) o r tyx-x(x<
a

(
x

) ) w h i c h i n f a c t c o i n c i d e s w i t h 

( 2 7 . 2 5 ) w i t h o u t t h e compl i c a 4«' O^it r e q u i r e d above . H o w e v e r , t h e 

m e t h o d i l l u s t r a t e d a b o ve f o r s y m m e t r i c a l é q u a t i o n s , i s t h e o n l y 

g ê n e r a 1 method i n h i s t h e o r y s o a s t o d e a l w i t h s y m m e t r i c a l é q u a 

t i o n s o r w i t h t h o s e w h i c h a r e homogeneous r e l a t i v e t o t h e f o r m s 

o f ty . 

L e t us b r i e f l y s e e a n o t h e r a p p l i c a t i o n o f t h i s method; t h i s 

t i m e t o t h e é q u a t i o n 

n 

( 2 7 . 2 6 ) ( t y x )
2

 + [ty( x) ]
a

 - 1 
2 

w h i c h i s t h e é q u a t i o n ( 1 4 . 3 0 ) t h a t c o n c e r n e d t h e p r o b l e m o f 

d é c o m p o s i t i o n o f f o r c e s . L e t t i n g tyix •= ( t y x )
2

 he c l a i m e d t h a t 

( 2 7 . 2 6 ) i s a c a s e o f t h e more g e n e r a ł é q u a t i o n 

n 

( 2 7 . 2 7 ) ipiX + atyi (ty — - x ) = 1 + u<px. 

2 

n 

E l i m i n a t i n g tyi( — - x ) a s i n (27.23) he a r r i v e d a t 
2 

1 <px-atp(n/2-x) . u 
( 2 7 . 2 8 ) tyix -

1+a 1 - a
2 

w h i c h was d e t e r m i n e d f o r a * 1 a n d u - 0 as i n ( 2 7 . 2 4 ) . C h a n g i n g 

tyiX i n ( t y x )
2

 and (px i n 2(px he g o t f r o m (27.28) t h a t 

1 n 
( 2 7 . 2 9 ) tyx - ( - <px + cp( x ) )

1

'
2

 , 
2 2 

w h e r e <p i s a r b i t r a r y [ 1 8 2 0 , 14-15)
 ( - 7 )

. 

B a b b a g e ' s m e t h o d , i l l u s t r a t e d by ( 2 7 . 2 6 ) , r e m a i n e d i n f a c t 

p r o m i n e n t up t o 1860 when B o o l e n o t i c e d t h a t f o r t h e c a s e o f sym

m e t r i c a l é q u a t i o n s e i t h e r t h e a b ove method a p p l i e s o r a more 

g e n e r a ł method 1 i k e t h a t by Laplace^USoO, 2 2 4 ) . A c c o r d i n g t o 

L a p l a c e ' s method t h e s o l u t i o n o f (27.26) was d e d u c e d i n 1.4 t o be 

n 

( 2 7 . 3 0 ) tyx = U/2 + C ( x ) 1
1 / 2

, 
4 
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where C an a r b i t r a r y s y m m e t r i c a l f u n c t i o n o f x and n / 2 - x . 

B o o l e p r o v e d t h a t s o l u t i o n (27.29) i s i n c l u d e d i n ( 2 7 . 3 0 ) [ 1 8 6 0 . 

2 2 6 - 7 ] . I n f a c t , by a n o t h e r raethod, o n l y h i n t e d a t i n h i s [ 1 8 1 7 ] , 

Babbage c l a i m e d t h a t t h e s o l u t i o n o f (27.26) w i l l be f o u n d t o b e 

1 n 

( 2 7 . 3 1 ) vx - ( - + (2x )x(x. n/2-x) 
2 2 

w h i c h , u n d e r a s l i g h t m o d i f i c a t i o n o f - x» i s e x a c t l y ( 2 7 . 3 0 ) 

[ 1 8 1 7 , 2 0 9 ] . 

The s o l u t i o n ( 27.31) was m e n t i o n e d t o H e r s c h e l i n B a b b a g e ' s 

l e t t e r [H.S, 2:70, ( ? ) J a n . 1 8 1 7 ] . I n r e p l y H e r s c h e l w r o t e : "When 

we meet we w i l l t a l k a b o u t y o u r s o l " o f [ t h e ] E q
n 

(<p(x) )
 2

+ (<p(n/2-x) )
 a

= l - i t seems a m o s t u n p l e a s a n t o n e " [ H . S , 

2 0 : 3 8 , [ J a n , 30 1 8 1 7 ] ] . H e r s c h e l ' s r e m a r k s o u n d s a b i t u n f a i r 

f o r , h a d he h a d s o l v e d é q u a t i o n ( 2 7 . 2 6 ) by L a p l a c e ' s m e t h o d , he 

w o u l d h a d a r r i v e d a t a s o l u t i o n o f t h a t f o r m . I n g ê n e r a i H e r s c h e l 

s o u n d e d a b i t h o s t i l e t o w a r d s Babbage* s p a p e r [1817] e n t i t l e d : 

" O b s e r v a t i o n s on t h e a n a l o g y w h i c h s u b s i s t s b e t w e e n t h e c a l c u l u s 

o f f u n c t i o n s a n d o t h e r b r a n c h e s o f A n a l y s i s " . T h r e e m o n t h s l a t e r 

he w r o t e t o h i m : 

I see a new paper o f yours i n the P h i l . Trans. mentioned i n 

T i l l o c h : you have chosen a [very] queer s u b j e c t . I shouîd as soon 

have thought of w r i t i n g a paper on the use o f gunpowder i n mathe— 

mati c a l reasoning as analogy o r i n d u c t i o n o r whatever i t i s
( 8 >

. 

I n 1818 H e r s c h e l commented f u r t h e r on Babbage [ 1 8 1 7 ] . He 

w r o t e i n h i s [H.S, 2 0 : 5 3 , 10 M a r c h 1 8 1 8 ] : 

I observe i n your t h i r d paper (on Analogy) that i n the s o l u 

t i o n s /ou g i v e of 40c + fax - f i x and yix - ipax =* f j x , one c o n t a i n s 

one a r b i t r a r y f u n c t i o n (the former) and i s not the complète s o l u 

t i o n . The other appears t o c o n t a i n two, and I b e l i e v e i s complète, 

but yet the complète s o l u t i o n cannot c o n t a i n more than one i r -

r e d u c i b l e a r b i t r a r y f u n c t i o n i n e i t h e r c a s e
( d >

. 

H e r s c h e l went on t o d i s c u s s 

( 2 7 . 3 2 ) (px + <pax + ... + <pa
n

~
x

x - 0
y 

e n d i n g w i t h t h e f o l l o w i n g s u g g e s t i o n : " I w i s h y o u w o u l d t h i n k 

a b o u t t h e c o m p l è t e s o l u t i o n s o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . " 

I t i s t r u e t h a t Babbage a t t e m p t e d t o d e l v e i n t o t h e 

g e n e r a l i t y o f t h e s o l u t i o n s o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n g ê n e r a i i n 
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h i s 11817] b u t he d i d n o t meet t h e s t a n d a r d s e x p e c t e d by h i s 

f r i e n d a n d , a p a r t f r o m t h e e x t e n s i o n o f h i s m e t h o d o f é l i m i n a 

t i o n , t h e r e s t o f h i s p a p e r h a r d l y d e s e r v e s a n y n o t i c e , w i t h t h e 

e x c e p t i o n o f a n o t h e r p a r a d o x w h i c h w i l l be m e n t i o n e d i n t h e end 

o f t h i s s e c t i o n . 

D r a w i n g o n
A
a n a l o g y b e t w e e n p a r t i a l d i f f é r e n t i e l and f u n c -

t i o n a l é q u a t i o n s i n many v e r i e b l e s he d i s t i n g u i s h e d 

1 . T h e c o m p l è t e s o l u t i o n w h i c h c o n t a i n s a s many a r b i t r a r y f u n c -

t i o n s a s t h e n a t u r e o f t h e g i v e n f u n c t i o n a l é q u a t i o n w i l l a d m i t , 

2 . The p a r t i c u l a r c a s e w h i c h c o n t a i n s s o l u t i o n s t h a t a r e l e s s 

g ê n e r a i t h a n t h e c o m p l è t e , and 

3 . The p a r t i c u l a r s o l u t i o n w h i c h may o r may n o t c o n t a i n a r 

b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 1 7 , 210 ; Dubbey 19 7 8 , 81]'. 

A g a i n b a s e d o n t h e t e c h n i q u e s f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n s he s a i d t h a t by means o f a p e r t i c u l a r s o l u t i o n , a 

l i n e a r f u n c t i o n a l é q u a t i o n w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s o f t h e f o r m 

( 2 7 . 3 3 ) Ftyx + AxFipax +BxFu/a
2

x + ... + X - 0 

c a n be r e d u c e d t o a n é q u a t i o n d e v o i d o f t h e l a s t t e r m X [ 1 8 1 7 , 

2 0 8 - 9 ] . T h i s t e c h n i q u e , a s we saw i n 2.5, was a l r e a d y a p p l i e d i n 

h i s [ 1 8 1 5 ] f o r t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n ( 2 5 . 2 5 ) <
1 0

> . 

A n o t h e r a n e l o g y w o r t h o f n o t i c e c o n c e r n s t h e method o f i n -

t e g r a t i n g f e c t o r w h i c h r e n d e r s e d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n a c o m p l è t e 

d i f f e r e n t i a 1 . He i l l u s t r a t e d t h e a n a l o g o u s m e t h o d f o r t h e s o l u 

t i o n o f v a r i o u s f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . We w i l l f o c u s , h o w e v e r , on 

t h e f i r s t c a s e , n a m e l y o f ( 2 7 . 1 7 ) , o r , 

( 2 7 . 3 4 ) tyx + f x . t y o x = f
a
x , a

2

x - x . 

He m u î t i p l i e d ( 2 7 . 3 4 ) b y <px, o b s e r v i n g t h a t t h e f i r s t s i d e , 

( 2 7 . 3 5 ) tpxipx + <px.fx.ipax 

w i 11 be s y m m e t r i c a ) r e l a t i v e t o tpx and ipax, i f we make 

( 2 7 . 3 6 ) tpx = fax.cpax . 

B a b b a g e o b s e r v e d t h a t (27.36) i s i m p o s s i b l e u n l e s s 

( 2 7 . 3 7 ) f x . f a x = 1. 

I n d e e d , s u b s t i t u t i n g a x f o r x i n (27.36) we h a v e 

( 2 7 . 3 8 ) tpax « f a
2

x . < p a
2

x - fx.tpx 

w h i c h , combined' w i t h ( 2 7 . 3 6 ) l e a d s t o ( 2 7 . 3 7 ) . He went on 

s t r a i g h t a f t e r ( 2 7 . 3 7 ) t o s a y t h a t [a s o l u t i o n o f ( 2 7 . 3 6 ) i s ] 

1 
( 2 7 . 3 9 ) <px -

( f x )
1

'
2 

w i t h o u t any e x p l a n a t i o n s . I f we m u l t i p l y ( 2 7 . 3 6 ) by tpx -and 

135 

http://px.fx.ipax


r e g a r d that cp a l s o s a t i s f i e s ( 2 7 . 3 7 ) - t h e n we obtain (cpx)
 2

 = f a x , 

hen c e cpx = ( f a x )
1

'
2

 = ( l / f t x ) )
1

'
2

 o r ( 2 7 . 3 9 ) . S o , ( 2 7 . 3 9 ) i s 

i n d e e d a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (27.36) and f o r t h i s v a l u e o f cp 

s i n c e t h e l e f t - h a n d s i d e o f ( 2 7 . 3 4 ) , ( 2 7 . 3 5 ) becomes s y m r a e t r i c a l , 

i t s r i g h t - h a n d s i d e 

( 2 7.40) f
x
x / ( f x )

1 / 2 

tnust a l s o be s y m m e t r i c a l , t h e r e f o r e e q u a l t o f
2
( x , a x ) . H a v i n g 

r e n d e r e d ( 2 7 . 3 4 ) s y m m e t r i c a l , i t r e s t e d t o s o l v e i t b y t h e m e t h o d 

o f v a n i s h i n g f r a c t i o n s ( 1 8 1 7 , 2 1 3 - 2 1 4 ] <
l l )

. 

Our i e < ^ r e m a r k c o n c e r n s a n é q u a t i o n w h i c l ^ l i k e t h e c a s e o f 

( 2 6 . 5 0 ) , seemed n o t t o a d m i t o f any s o l u t i o n , n a m e l y 

1 
(27.41) ipx = cvp -

x 

w h i c h i s c o n t r a d i c t o r y u n l e s s c = +1. I n d e e d , i f we Substitute 

1/x f o r x i n (2 7 . 4 1 ) a n d m u l t i p l y t h e é q u a t i o n t h u s d e d u c e d w i t h 

( 2 7.41) we a r r i v e a t c - ±1. 

However, i f we s o l v e 

(27.42) ipx - ctyx" 

by L a p l a c e ' s m e t h o d we s h a l l f i n d , w r o t e B a b b a g e , 

£ 2 7 . 4 3 ) ipx - c
 l 0 g

" 

H e n c e , f o r n - -1 we ha v e t h e s o l u t i o n o f ( 2 7 . 4 1 ) by ( 2 7 . 4 3 ) 

f o r a n y v a l u e o f c [ 1 8 1 7 , 2 1 1 - 1 2 ] . 

Babbage t r i e d t o e x p l a i n t h i s p a r a d o x b y a s s u m i n g t h a t ipx 

r e p r é s e n t a "an i n v e r s e o p é r a t i o n w h i c h a d m i t s o f s e v e r a l v a l u e s " . 

H e n c e , (27.41) c a n be p o s s i b l e o n l y i f we t a k e d i f f é r e n t f o r m s o f 

ip f o r d i f f é r e n t p a r t s o f t h e é q u a t i o n . " T h i s s o l u t i o n may p e r h a p s 

a p p e a r u n s a t i s f a c t o r y , i t i s however o n l y p r o p o s e d a s one w h i c h 

d e s e r v e s e x a m i n a t i o n , a n d I s h a l l be happy i f i t s i n s u f f i c i e n c y 

s h a l l i n d u c e a ny o t h e r p e r s o n t o e x p l a i n more c l e a r l y a v e r y d i f -

f i c u l t s u b j e c t " [ 1 8 1 7 . 2 1 2 ] . 

T h i s p a r a d o x was b e y o n d B a b b a g e ' s o r H e r s c h e l ' s p o w e r s t o be 

e x p l a i n e d . As t h e r e a d e r may e x p e c t i t was De M o r g a n who f i r s t 

a t t e m p t e d t o c l a r i f y i t i n h i s [ 1 8 3 6 . a r t . 7 2 ] . H o w e v e r , a f ü l l 

a c c o u n t - i n c l u d i n g B a b b a g e ' s and De M o r g a n
1

 s r e s p e c t i v e 

S t a t e m e n t s - was g i v e n by J . G r a v e s i n 1 8 3 6 . G r a v e s d e l v e d 

f u r t h e r t h a n De M o r g a n i n m a t t e r s o f d i s c o n t i n u i t y a n d l i m i t a . 

O m i t t i n g h i s l e n g t h y d i s c u s s i o n we w i l l c o n f i n e t o h i s r e m a r k : 

t h a t Babbage p u t f o r w a r d a " r e m a r k a b l e P a r a d o x " w h i c h a m o u n t s 
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b r i e f l y t o t h e v a g u e l y s t a t e d t h e n p e r c e p t i o n t h a t f u n c t i o n a l 

é q u a t i o n s c o u l d n o t be s o l v e d s o î e l y by a l g e b r a i c m e t h o d s
t l 3 )

. 

The f a c t t h a t H e r s c h e l f o u n d t h e s u b j e c t o f B a b b a g e ' s p a p e r 

a " q u e e r " one i s a b i t s u r p r i s i n g , s i n c e he h a d b e e n t h e one t o 

s t r e s s s o o f t e n i s s u e s o f a n a l o g y t o B a b b a g e . H o w e v e r , t h e t r u t h 

i s t h a t B a b b a g e ' s [1817] was n o t v e r y s u c c e s s f u l i n i t s p r é s e n t a 

t i o n a n d t o o many v a l u a b l e e x p l a n a t i o n s were o m i t t e d a s w e l l a s 

d e t a i 1 e d i 1 1 u s t r a t i o n s w h i c h a r e t o be f o u n d o n l y i n h i s 

E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ] . What above a i l i s s u r p r i s i n g , i s t h a t w h i l e Bab

b a g e was t h e one t o be o b s e s s e d w i t h f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . 

H e r s c h e l d i d n o t c e a s e t o d i s c u s s r e l a t e d t o p i c s i n h i s l e t t e r s 

i n c l u d i n g i s s u e s o f t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s and an e x t e n s i o n 

o f t h e t r a n s f o r m ipx •= t p
_ 1

f t p beyond t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . 

H e r s c h e l ' s work d u r i n g t h e p e r i o d 1817-1822 w i l l be t h e o b j e c t o f 

d i s c u s s i o n o f t h e n e x t s e c t i o n . 

2.8 H e r s c h e l ' s m a t h e m a t i c a l work: 1 8 1 7 - 1 8 2 2 . 

A r o u n d J u l y 1816 H e r s c h e l s e t o f f t o compose a book on a l -

g e b r a . U n s u r e a b o u t i t s t i t l e he w r o t e t o B a b b a g e t h a t t h e book 

" i s i n t e n d e d t o be a c o m p l è t e c o u r s e o f t h e e s s e n t i a l p a r t o f t h e 

p u r e a n a l y s i s " [H.S, 20: 3 5 , 14 J u l y 1 8 1 6 ] . L a t e i n t h a t y e a r he 

g o t e n g a g e d w i t h S p e n c e ' s m a n u s c r i p t e s s a y s , w h i c h were i s an un-

f i n i s h e d s t a t e , and u n d e r t o o k t o e d i t them [H.S, 2 0 : 3 7 , 24 D e c . 

1 8 1 6 ] . S t i m u l a t e d b y S p e n c e ' s w o r k , he became a c t i v e a g a i n i n 

m a t h e m a t i c a l r e s e a r c h e n g a g e d w i t h his work o n a l g e b r a , t h e édi

t i o n o f S p e n c e ' s e s s a y s , f i n i t e d i f f é r e n c e a n d f u n c t i o n a l é q u a 

t i o n s , e x p o n e n t i a l f u n c t i o n s and E n c y c l o p e d i a a r t i c l e s *
1

' . 

H e r s c h e l was d e l i g h t e d w i t h S p e n c e ' s w o r k . E a r l y i n 1817 he 

w r o t e t o B a b b a g e : 

Spence ' s paper ' s have set me mad [.-.]- I ... Struck upon an 

unfinïshed Essay füll of the most b e a u t i f u l p r o p e r t i e s of stränge 

transcendents of the form 

t r a n s c e n d a . I devoured the Essay with a v i d i t y -The f i e l d i t opens 

i s immense. I mean t o recotnmend i t s p u b l i c a t i o n and everything e i s e 

on [the] same sub j e c t I can f i n d , i n the strongest terms- Heanwhile 

an i d e a has Struck me by which I can at l a s t corne i n contact with 

your i n v e s t i g a t i o n s , and by Connecting the theory of i n t e g r a l 

d x /xjdx/x.. Jdxtp(x) analogous t o the gênerai p r o p e r t i e s of log* 
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transcendants w i t h t h a t of f u n c t i o n a l équations. I hope to be a b l e 

t o prove the r e a l and e x t e n s i v e u t i l i t y o f the l a t t e r t h e o r y
< 3 >

. 

W h i l e he w r o t e t h a t l e t t e r he o b t a i n e d a " v e r y b e a u t i f u l " 

t h e o r e m w h i c h he c o m m u n i c a t e d t o h i s f r i e n d . L e t a be a f u n c t i o n 

s u c h t h a t 

( 2 8 . 1 ) a
n

( x ) - x 

( H e r s c h e l was s o o n t o c a l l s u c h a f u n c t i o n " p e r i o d i c " - s e e (5) 

b e l o w ) . T h e n , i f D=d/dx, he c l a i m e d t h a t . t h e t h e o r e m 

( 2 8 . 2 ) D a ( x ) D a f a x ) . .Da(o"-
: L

x) - 1 

m i g h t be u s e f u l i n B a b b a g e ' s t h e o r y o f d i f f e r e n t i a l f u n c t i o n a l 

é q u a t i o n s . He a d d e d t h a t t h e p r o o f o f ( 2 8 . 2 ) f o r n=2 cornes o u t 

" v e r y e l e g a n t l y " f r o m t h e é q u a t i o n 

(28'.3) x ( x , a ( x ) ) = 0. 

I n f a c t , t h e " t h e o r e m " ( 2 8 . 2 ) c a n be o b t a i n e d d i r e c t l y f r o m 

( 2 8 . 1 ) by d i f f e r e n t i a t i o n . L e t n - 2 . T h e n i t f o l l o w s t h a t 

o r , i n H e r s c h e l ' s n o t a t i o n , 

( 2 8.5) D a ( a x ) D a ( x ) = 1. 

What c o u l d be f u r t h e r i m p l i e d f r o m ( 2 8 . 2 ) , a n d w h i c h H e r s c h e l 

o m i t t e d a t t h i s s t a g e t o s a y , i s t h a t a* o r d a / d x , w h e r e a 

s a t i s f i e s ( 2 8 . 1 ) , i s a s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n 

( 2 8 . 6 ) <px.<pax. . .tpa"-
l

x.<pa
n

x = 0
 < 3 )

 . 

I n M a r c h 1817 H e r s c h e l a n n o u n c e d t o Babbage t h a t he h a d o b 

t a i n e d t h e g e n e r a l s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n 

( 28.7) ty(x) + ty(ax) + ... + ty(a
(r

*-
x,

x) - c = niy(k) 

i n t h e i n t e g r a l f o r m 

where F a known f u n c t i o n a n d x a r b i t r a r y . He a d d e d i n hi3 l e t t e r ; 

" T h e r e a r e b e s i d e s q u a n t i t i e s o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s o f w h i c h I 

h a v e g o t s o l u t i o n s by s i m i l a r m e t h o d s " *
4

' . 

S p e n c e ' s M a t h e m a t i c a l e s s a y s were e d i t e d i n 1 8 2 0 . A t [ 1 8 2 0 , 

x x v i i i l H e r s c h e l m e n t i o n e d t h a t a p a r t i c u l a r c a s e o f ( 2 8 . 7 ) was 

f o u n d among S p e n c e ' s u n f i n i s h e d e s s a y s . I n f a c t , S p e n c e h a d b e e n 

i n t e r e s t e d i n f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n h i s e a r l y w o r k a n d u s e d 

L a g r a n g e ' s m e t h o d o f s e r i e s [see ( 2 2 . 5 ) 1 . I n a s i m i l a r m anner a n 

e v e n more g e n e r a l f o r m o f ( 2 8 . 7 ) c a n be s o l v e d by t h e s e r i e s 

( 2 8.4) 

(28.8) a < n - l ) x ) f 
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m e t h o d (De M o r g a n 1 8 3 6 . a r t . 2 3 6 J . I n t h e N o t e s a p p e n d e d t o t h e s e 

e s s a y s . H e r B c h e l r e f e r r e d t o b i s own s o l u t i o n o f é q u a t i o n ( 2 8 . 1 ) 

f o r n-2 ( 1 8 2 0 , 153] a n d t h e n a c k n o w l e d g e d B a b b a g e ' s n o t a t i o n and 

" i n g e n i o u s m e t h o d s " i n v a r i o u s i n s t a n c e s [ 1 8 2 0 , 1 5 4 - 9 ]
( S >

. 

He ended t h e s e N o t e s w i t h t h e e n q u i r i e s he had made i n 

r e s p e c t w i t h ( 2 8 . 1 ) - ( 2 8 . 2 ) . E x t e n d i n g h i s s t u d y o f p e r i o d i c f u n c -

t i o n s he p r o v e d t h a t 

( 2 8 . 9 ) a " ( x ) / a ' ( x ) , 

w h e r e a ' ( x ) = d a ( x ) / d x , i s a p a r t i c u î a r s o l u t i o n o f t h e d i f f é r e n 

t i e l é q u a t i o n 

d 

( 2 8 . 1 0 ) — T c p ( x ) + t p ( o ( x ) ) + ... + ( D ( a " - * ( x ) ) ] - 0 
dx 

[ 1 8 2 0 , 166; See a l s o De M o r g a n 183 6 , a r t . 2 1 9 ] . 

E a r l y i n 1817 H e r s c h e l was engaged w i t h a n o t h e r e n q u i r y 

w o r t h n o t i n g . The s t i m u l u s came f r o m a p a p e r o n t h e c a l c u l u s o f 

f a c t o r i a l s by Bromhead w h i c h was s e n t t o h i m by B a b b a g e . The 

1 a t t e r 's 1 e t t e r c o n t a i n e d Bromhead's t h e o r e m 

t . b
3 

( 2 8 . 1 1 ) f ( x e * ) = f
x
 * (Pf»c)

 1

 x ( P
Ä

f ^ )
 n

 x . . . 

w h e r e ' x' i s t h e Symbol o f m u l t i p l i c a t i o n , f o l l o w e d by t h e s e 

comments : "Bromhead h a s s e n t me t h e e n c l o s e d p a p e r and w i s h e d y o u 

t o l o o k a t i t . I t i s v e r y s y s t e m a t i c and t h e a n a l o g i e s a r e v e r y 

p r e t t y . The t h e o r e m [ ( 2 8 . 1 1 ) ] i s a c u r i e x * 3 o n e . I h a v e g o t a v e r y 

g o o d p r o o f o f i t f r o m T a y l o r ' s t h e o r e m w h i c h I w i 11 n o t s e n d y o u 

a s y o u may e a s i l y i n v e s t i g a t e i t y o u r s e l f " [H.S, 2:76, 29 M a r c h 

1 6 1 7 ] <
e

> . 

H e r s c h e l r e s p o n d e d i m m e d i a t e l y i n c o r p o r a t i n g h i s i n v e s t i g a 

t i o n s a n d r e l a t e d comments i n two l e t t e r s . I n t h e f i r s t [H.S, 

2 0 : 4 1 . 3 A p r i l 18171 we r e a d : 

I r e c f y e s t e m i g h t [...] your parcel c o n t a i n i n g Bromhead's paper 

which I should l i k e b e t t e r i f i t could not be d e r i v e d i n t o t o from 

the known theory of the d i f f _ i c a l c u l u s , and i f I had not broken 

s h o r t o f f about 3 years ago i n a s i m i l a r i n v e s t i g a t i o n f o r t h a t 

• v e r y reason, v i z . t h a t no r e s u l t can be deduced from the f a c t o r i a l 

t h a t cannot be deduced from the d i f f ^ c a l c u l u s [ . . . ] . I wonder t h i s 

has not Struck Bromhead. Your remark on T a y l o r ' s theorem i s per-

f e c t l y c o r r e c t and c o n t a i n s I think the true view of the s u b j e c t . 

139 



H e r s c h e l went on t o t a k e t h e l o g ^ o f b o t h s i d e s o f ( 2 8 . 1 1 ) ^ 

p r o v i d i n g t h e d é f i n i t i o n o f t h e s y m b o l P o f f a c t o r i a l d é r i v a t i o n 

v i a l o g and D. S i n c e , a s he h i m s e l f h a d a d m i t t e d , h i s p r o c é d u r e s 

i n t h a t f i r s t l e t t e r w e r e s l i g h t l y e r r o n e o u s we w i 11 p r o v i d e t h e 

r i g h t d é f i n i t i o n o f P a s g i v e n i n h i s s e c o n d l e t t e r o f 16' A p r i l , 

n a m e l y , t h a t i f D=d/dx, t h e n : 

( 2 8 . 1 2 ) P f ( x ) - l o g -
l

D ( l o g f l o g -
1

) l o g x 

[ H.S, 20:42, 16 A p r i l 1 8 1 7 J . As t h e v e r s i o n o f ( 2 8 . 1 2 ) i n h i s 

p r e v i o u s l e t t e r h a d t h e same f o r m we r e t u r n t o t h a t l e t t e r t o s e e 

H e r s c h e l ' s comments. The f o r m (28.12) s t r o n g l y r e m i n d e d h i m o f 

B a b b a g e ' s t r a n s f o r m cp-
1

fcp. He t h u s w r o t e i n [H.S, 2 0 : 4 1 , 3 A p r i l 

1817J s t r a i g h t b e l o w ( 2 8 . 1 2 ) : 

. . .by which by the way the use of your s u b s t i t u t i o n iprifcp appears 

not t o be l i m i t e d t o the s o l 2 of f u n c t i o n a l équations, and I a l -

ready see new a p p l i c a t i o n s and new m o d i f i c a t i o n s o f i t r i s i n g up on 

every s i d e . I t seems t o p o i n t t o a f u n c t i o n a l c a l c u l u s among the 

r e l a t i o n s o f q u a n t i t y i n s t e a d of q u a n t i t i e s themselves which w i l l 

beat ûromhead i n gêneraiity.... 

I n t h e s e c o n d l e t t e r he i n c o r p o r a t e d t h e g ê n e r a i f o r m a i 

t h e o r y w h i c h was an outcorne o f t h e f o r m u l a ( 2 8 . 1 2 ) d e d u c e d 

d i r e c t l y f r o m t h e g i v e n t h e o r e m ( 2 8 . 1 1 ) . " L e t D d é n o t e any a r -

b i t r a r y law o f d é r i v a t i o n , i . e . l e t Df d é n o t e any a r b i t r a r y 

c h a n g e i n t h e n a t u r e o f n o t c o n t r a d i c t o r y t o i t s e l f a n d l e t P 

d é n o t e a n o t h e r l a w o f d é r i v a t i o n d é p e n d e n t on D by t h e é q u a t i o n " : 

( 2 8 . 1 3 ) Pf-ni-M>(i|if ) , 

" o r P f (x) =ty
_1

D(4>f ) (x) , D b e i n g r e g a r d e d as o p e r a t i n g o n t h e sym

b o l o f o p é r a t i o n w h i c h i m m e d i a t e l y f o l l o w s i t (-See H.S, 

2 0 : 4 2 , 16 A p r i l 1817; o n t h e 1aws c o n c e r n i n g D s e e h i s 1814 i n 

2 . 4 ] . He t h e n p r o v i d e d t h e i t e r a t e d v a l u e s o f ( 2 8 . 1 3 ) f o r P " a n d 

D" a n d n e x t assumed t h e r e l a t i o n 

( 2 8 . 1 4 ) P f ( x ) - i | ) - 1 D ( t y f t y -
1

) 4 ; ( x ) 

w h i c h r e a d i l y g i v e s 

( 2 8 . 1 5 ) P « f ( x ) - ty-
1

D"(4/fip-
l

)ty(x) . 

He o b s e r v e d t h a t " I f ip d é n o t e s l o g and D d é n o t e s d i f f e r e n t i a l , P 

w i l l s t a n d f o r B r o m h e a d ' s F a c t o r i a l d é r i v a t i o n . I h a v e d e d u c e d 

a i l h i s r é s u l t a f r o m h i s é q u a t i o n ( ( 2 8 . 1 2 ) ] " . 

I n t h e p o s t s c r i p t o f h i s s e c o n d l e t t e r , H e r s c h e l d i s t i n -

g u i s h e d a s i n h i s ( 1 8 1 4 ] b e t w e e n s y m b o l s o f d é r i v a t i o n D. A w h i c h 

" o p e r a t e on t h e f o r m o f f u n c t i o n " and tp, ip " s y m b o l s o f o p é r a t i o n 
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( p e r f o r m e d on q u a n t i t y b e i n g u n d e r s t o o d ) " . He a d d e d " I t h i n k t h e 

d é r i v a t i o n P and D may be c a l l e d c o r r é l a t i v e . I f D d e n o t e a sym-

b o l o f o p é r a t i o n , P d o e s s o t o o . I n t h i s c a s e D ( p q r fty3xï"Dpqrfty8x 

and t h e g e n e r a l c o r r é l a t i v e é q u a t i o n [ ( 2 8 . 1 5 ) 1 becomes 

[ ( 2 8 . 1 6 ) 3 P^f«<p-iD
n

cpf o r p«-tp-iD
n

ip 

w h i c h i s y o u r o l d s u b s t i t u t i o n . T hus y o u s e e , t h i s c a l c u l u s o f 

d é r i v a t i o n s e x p a n d e d w i 1 1 i n c l u d e y o u r c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s a 

p a r t i c u l a r c a s e . T h i n k o f t h i s . " 

B romhead's p a p e r on f a c t o r i a l s was n o t p u b l i s h e d f o r r e a s o n s 

p a r t l y e x p l a i n e d i ^ H o w e v e r , a r o u n d 1817, B r o m h e a d c o n t r i b u t e d a 

s h o r t a r t i c l e on t h e " D i f f e r e n t i a 1 c a l c u l u s " f o r t h e E n c y c l o p e d i a 

B r i t á n i c a c i t e d a s [ 1 8 2 4 ] . T h i s a r t i c l e i n c l u d e d a s k e t c h f o r t h e 

p r o o f o f ( 2 8 . 1 1 ) [See (6) above] f o l l o w e d by t h è s e comments 

[ 1 8 2 4 . 572] : 

... a theorem e n t i r e l y analogous t o that o f T a y l o r , and presenting 

a f a c t o r i a l c a l c u l u s on p r i n c i p i e s s i m i l a r t o the d i f f e r e n t i a l . I t 

i s not, however, necessary t o deduce the v a l u e s of P f ( x ) , by making 

i t the s u b j e c t of d i s t i n c t i n v e s t i g a t i o n s , s i n c e Mr. Herschel, on 

seeing the formula [(28.11)], has d i s c o v e r e d an expression f o r 

P f ( x ) by means of Df(x) [(28.12)], and observes, t h a t the f a c t o r i a l 

c a l c u l u s so harmonizes with the d i f f e r e n t i a l , t h a t e i t h e r may be 

e s t a b l i s h e d , and the other deduced from i t . 

T h u s , due t o H e r s c h e l ' s w i d e r i n v e s t i g a t i o n s i n r e s p e c t w i t h 

B r o m h e a d
1

 s f a c t o r i a l c a l c u l u s , t h e l a t t e r ' s were u n f o r -

t u n a t e l y n e v e r p u b l i s h e d
i 7 )

. M o r e o v e r , n e i t h e r H e r s c h e l ' s own r e -

s e a r c h e s w e r e p u b l i s h e d . B e s i d e s g e n e r a l i z i n g Bromhead's r e s u l t s , 

H e r s c h e l e f f e c t e d an a p p l i c a t i o n o f B a b b a g e ' s t r a n s f o n n tp
_ 1

fcp 

o u t s i d e t h e r e a l m s o f t h e f u n c t i o n a l c a l c u l u s . T h i s c o n t r i b u t i o n , 

f o r e s h a d o w i n g M u r p h y ' s and G r e g o r y ' s a p p l i c a t i o n o f s i m i l a r 

o p e r a t o r t r a n s f o r m s i n t h e domain o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s 

and d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s [ 3 . 3 , 4 . 3 ] , r e m a i n e d unknown i n 1 9
t h 

c e n t u r y i n E n g l a n d up t o o u r d a y s by b e i n g c o n c e a l e d i n h i s own 

m a n u s c r i p t s and i n a few l e t t e r s c i t e d a b o v e . 

H e r s c h e l was d e l i g h t e d w i t h h i s d i s c o v e r i e s and t r i e d t o 

s t i m u l a t e B a b b a g e ' s i n t e r e s t i n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s w h i c h 

had f a d e d by t h a t t i m e . I n h i s [H.S, 2 0 : 4 7 , 1 Aug. 1817] he 

w r o t e : "As t o t h e a p p l i c a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s t o 

f u n c t i o n a 1 p r o p e r t i e s , I have done t h e bus i n e s s , I be 1 i e v e , com-

p l e t e l y , b u t as I e x p e c t e d , I am q u i t e a t a l o s s t o i n t e r p r e t t h e 
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r e s u l t s o b t a i n e d . They g i v e a r b i t r a r y f u n c t i o n s i n t h e s o l u t i o n s 
a n d what t h i s means I c a n n o t comprehend." He w e n t on t o d i s c u s s 
t h e p r o b l e m 

( 2 8 . 1 7 ) Jdx F(x,cpx,<pax) - Max o r M i n 

w h i c h he r e d u c e d t o a d i f f e r e n t i a l f u n c t i o n a l é q u a t i o n a n d t r i e d 

t o e x p l a i n c e r t a i n c o n t r a d i c t i o n s w h i c h were p r e s e n t e d . H i s l e t -

t e r e n d e d ' b y ; " I h a v e new v i e w s o f a i l t h i n q s i n my h e a d [ ] 

and I want t o h a v e a c o n f é r e n c e a b o u t t h i s c a l c u l u s o f v a r i a 

t i o n s , a s w e l l a s t w e n t y o t h e r f u n c t i o n a l t h i n g s ' " . 

L a t e i n 1 8 1 7 , H e r s c h e l c o n c e i v e d t h e i d e a o f " c i r c u l a t i n g 

f u n c t i o n s " a n d p r o d u c e d a g ê n e r a i method f o r i n t e g r a t i n g a c l a s s 

o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s w i t h t h è s e f u n c t i o n s a s c o e f f i 

c i e n t s (H.S, 20: 51,' 24 N o v . 1 8 1 7 ] . A " c i r c u l a t i n g f u n c t i o n " , , 

was d e f i n e d a s 

( 2 8 . 1 8 ) P x = a S < " > > c + b S < » > x - i + +WS<">
x
_

n
*i. 

where S
C r w

 * s t o o d f o r 

( 2 8 . 1 9 ) j 
n 

a n d w h e r e 2 L b k w e r e t h e r o o t s o f z
n

-l=0 [ 1 8 1 8 , 1 4 7 - 1 4 9 J . 

He s u g g e s t e d t h i s d é f i n i t i o n by r e a s o n i n g a s f o l l o w s : " I f we g i v e 

t o x [ i n ( 2 8 . 1 8 ) ] t h e s e v e r a l v a l u e s 0 , 1, . . . t o i n f i n i t y , i n 

s u c c e s s i o n , t h e f i r s t n v a l u e s o f P
x
 w i l l be i n t h e i r o r d e r a , b , 

c , . . . , k a f t e r w h i c h t h e same s e t o f q u a n t i t i e s w i l l be r e p r o d u c e d 

i n t h e same o r d e r by c o n t i n u i n g t h e s u b s t i t u t i o n , a n d s o on t o 

i n f i n i t y . The f u n c t i o n may be c a l l e d i n t h i s c a s e a c i r c u l a t -

i n q f u n c t i o n . a n d t h e same name ( w i t h l e s s p r o p r i e t y h o w e v e r ) may 

be e x t e n d e d t o t h e c a s e when t h e c o e f f i c i e n t s a r e v a r i a b l e . The 

s y s t e m o f t h e c o e f f i c i e n t s a,b,c k may be c a l l e d a p e r i o d 

[ 1 8 1 8 , 149) . I n d e x (n) i n S
4

-*
5

* was c a l l e d t h e " p e r i o d o f 

c i r c u l a t i o n " , a n d i t was i n f a c t o m i t t e d i n t h e d é f i n i t i o n 

( 2 8 . 1 8 ) , as a s s u m e d . 

S y m m è t r y a n d c o n d e n s e n e s s were t h e o u t s t a n d i n g c h a r a c t e r i s -

t i c s o f H e r s c h e l ' s s y m b o l i s m . H i s n o t a t i o n - d r a w i n g s l i g h t l y o n 

B a b b a g e ' s own m e t h o d f o r d e n o t i n g symmetry i n h i s f u n c t i o n a l c a l 

c u l u s - was t o be p r a i s e d h i g h l y i n t h e l a t t e r ' s [ 1 8 2 7 , 3451 i n 

t h e c o u r s e o f d i s c u s s i n g t h e i m p o r t a n c e o f t h e " p r i n c i p l e o f r e p -

r e s e n t i n g a n y one q u a n t i t y i n d i f f e r e n t l y o u t o f a g i v e n number". 
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O m i t t i n g e x p l a n a t o r y d é t a i l s , i n s t a n c e s o f H e r s c h e l ' s o r i g i n a l 
n o t a t i o n a r e t h e f o l l o w i n g 

( 2 8 . 2 0 ) S * ' » ' , P x . y ( m - " > , a K .
y

t l

'
0 )

S l ( . i » S
y

t n

> 

( 1 8 1 8 , 1 5 0 - 3 , 1 6 4 - 5 ) . 

The b a s i c p r o b l e m s o l v e d i n t h i s p a p e r was t h e i n t é g r a t i o n 

o f t h e " c i r c u l a t i n g é q u a t i o n " 

( 2 8 . 2 1 ) U , +
 1

PKU>c-x + 2 P x U x - 2 + + m P x U x _ m -
 m

*
l

P „ 

w h e r e u
x
 t h e unknown f u n c t i o n u n d e r d é t e r m i n a t i o n and c i r -

c u l a t i n g f u n c t i o n s , d e f i n e d by ( 2 8 . 1 8 ) , o f c i r c u l a t i o n p e r i o d 

e q u a l t o n [ 1 8 1 8 , 154-9] . T h i s method r e s u l t e d -ffo-nn a c o m b i n a -

t i o n o f H e r s c h e l ' s e a r l y w o r k on f u n c t i o n a l and f i n i t e d i f f é r e n c e 

é q u a t i o n s and h i s s t u d y o f L a p l a c e ' s work on r é c u r r e n t s é r i e s . 

L a p l a c e i s i n f a c t m e n t i o n e d i n t h e c o u r s e o f t h e l e n g t h y and 

c o m p l i c a t e d s o l u t i o n o f p r o b l e m (28.20) [ 1 8 1 8 , 155] b u t no 

s p é c i f i e r é f é r e n c e i s p r o v i d e d . 

T h e l a c k o f i l l u s t r a t i o n o f h i s method by e x a m p l e s i s s t r i k -

i n g . I n f a c t H e r s c h e l a d m i t t e d t h i s by s a y i n g : " I am u n w i l l i n g t o 

o c c u p y t h e p a g e s . . . . w i t h e x a m p l e s o f t h e a p p l i c a t i o n o f t h e 

p r o c e s s e s h e r e d e l i v e r e d t o t h e v a r i o u s p r o b l e m s i n p u r e a n d 

m i x e d m a t h e m a t i c s w h e r e t h e y a f f o r d e i t h e r a r e m a r k a b l e 

s i m p l i c i t y i n t h e r e s u i t , o r g r e a t n e a t n e s s i n t h e i n v e s t i g a t i o n . 

S u c h i n s t a n c e s o c c u r f r e q u e n t l y i n t h e é v a l u a t i o n o f c o n t i n u e d 

f r a c t i o n s and o t h e r s i m i l a r f u n c t i o n s where t h e d e n o m i n a t o r ( o r 

o t h e r é l é m e n t s ) r e c u r i n a c e r t a i n o r d e r " [ 1 8 1 8 , 1 6 6 ] . C o n c l u d i n g 

h i s r e a s o n i n g he d e c i d e d t o s u b j o i n m e r e l y one e x a m p l e " o f t h e 

i n t é g r a t i o n o f a c i r c u l a t i n g é q u a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r , w i t h 

c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s , b y way o f i l l u s t r a t i o n o f t h e m e t h o d s 

t h e m s e l v e s " . T h i s e x a m p l e c o n c e r n e d t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

( 2 8 . 2 2 ) u>, - (aSx + b S
x
- i ) u

x
- i + ( a S

x
 + BSx-i)Ux-a - 0 

w h e r e t h e c i r c u l a t i n g p e r i o d o f Sx i s 2 [ 1 8 1 8 , 1 6 6 - 1 6 8 ] . 

B e f o r e s w i t c h i n g f r o m p u r e m a t h e m a t i c s t o o t h e r i n t e r e s t s , 

H e r s c h e l c o n t r i b u t e d a n o t h e r p a p e r on e x p o n e n t i a l f u n c t i o n s and 

s u m m a t i o n o f s é r i e s i n t h e E d i n b u r q h P h i l o s o p h i c a l J o u r n a l i n 

1 8 2 0 , f o u r p r o b l e m s i n t h e R e p o s i t o r y an 1819 and f i n a l l y a p a p e r 

"On t h e r é d u c t i o n o f c e r t a i n c l a s s e s o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s t o 

é q u a t i o n s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s " i n t h e T r a n s a c t i o n s o f t h e 

C a m b r i d g e P h i l o s o p h i c a 1 S o c i e t y i n 1820, p u b l i s h e d a s [1822]- - s e e 

E n r o s [ 1 9 7 9 , 1 9 6 - 7 ) . I n what f o l l o w s we w i 1 1 c o n f i n e t o h i s 

[1822] g i v i n g an a c c o u n t o f t h e most r e p r é s e n t a t i v e r e s u l t s . 
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H e r s c h e l c o n s i d e r e d f i r s t t h e p r o b l e m o f f i n d i n g t h e "most 

g ê n e r a i f o r m " o f a f u n c t i o n i p ( x , y ) s u c h t h a t 

( 28.23) i p ( x , P ) = i p ( x , Q ) , 

w here P and Q a r e two g i v e n f u n c t i o n s o f x . By v e r y s i m p l e c o n 

s i d é r a t i o n s - f a i r l y c l o s e t o t h o s e f o l l o w è d by B a b b a g e i n t h e 

s i m p l e p r o b l e m s o f h i s [1815] a n d ( 1 8 1 6 1 - he was l e d t o t h e s o l u 

t i o n 

( 2 8 .24) v ( x , y ) - f ( x ) + ( y - P ) ( y - Q )
X
( x , y ) 

w here f and x a r e a r b i t r a r y f u n c t i o n s . V é r i f i c a t i o n was s u g g e s t e d 

by s u b s t i t u t i o n o f ( 2 8 . 2 4 ) i n ( 2 8 . 2 3 ) [ 1 8 2 2 , 7 8 ] . 

Two more c a s e s , s u c h a s ( 2 8 . 2 3 ) , f o l l o w è d a n d t h e n 

H e r s c h e l ' s m e t h o d o l o g y was p u t i n t o a c t i o n . He p r o p o s e d t h s o l u 

t i o n o f t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

(28.25) i p ( x , x ) - i p ( x , 0 ) = a . 

A s s u m i n g 

y 
(28.26) i p ( x . y ) - <p(x, h + -) 

x 

t h e p r o p o s e d é q u a t i o n was i m m e d i a t e l y r e d u c e d t o t h e f i n i t e d i f 

f é r e n c e é q u a t i o n 

(28.27) < p ( x , h + l ) - c p ( x , h ) - a 

w h i c h i n t e g r a t e d g i v e s <p(x.h)=ah+C, where C "any f u n c t i o n w h i c h 

d o e s n o t change when h c h a n g e s t o h+1". A p p l y i n g t h e c o n s i d é r a 

t i o n s o f p r o b l e m ( 2 8 . 2 3 ) , he c l a i m e d t h a t , d e s p i t e a n y o b j e c t i o n s 

p r o b a b l y r a i s e d a g a i n s t t h e " g e n e r a l i t y " o r " l e g i t i m a c y " o f h i s 

m e t h o d , t h e s o l u t i o n o f (28.25) i s 

y 
(28.28) i p ( x , y ) = a - + f ( x ) + y ( y - x ) x ( x , y ) , 

x 

where " a " c o n s t a n t a n d f,x a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 2 2 , 7 9 - 8 1 ] . 

Then f o l l o w è d t h e c a s e 

(28.29) F ( x , i p ( x , P ) , ip(x,Q) ) - 0 . 

f u r t h e r g ê n e r a i i z e d i n t h e n e x t p r o b l e m f o r ' a n y number o f g i v e n 

f u n c t i o n s P.Q e t c o f x . A s s u m i n g 

(28.30) u)(x.P)= cp(x.h) and ip(x,Q) = ( p ( x , h + l ) , 

é q u a t i o n ( 2 8 . 2 9 ) was r e d u c e d a g a i n t o a f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a 

t i o n i n cp i n an i n d e p e n d e n t v a r i a b l e h . The w h o l e d i f f i c u l t y o f 

t h e p r o b l e m was how t o d é t e r m i n e i p ( x , y ) f r o m ( 2 8 . 3 0 ) a f t e r cp was 

o b t a i n e d . 

H e r s c h e l c o n c e i v e d o f an a u x i 1 i a r y f u n c t i o n 9 ( x , y ) s u c h 
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t h a t when y-P i t w i l l v a n i s h ^ a n d when y-Q i t w i l l become u n i t y . 

By t h e same c o n s i d é r a t i o n a s i n p r o b l e m ( 2 8 . 2 3 ) , be a r r i v e d a t 

t h e f i n a l r e s u i t 

(28.31) v ( x,y) - <p{x. h + 0 ( x , y ) , C) 

where cp(x,h,C) t h e i n t e g r a l o f t h e f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n 

Ffx.Uh.Uh+il-O, 6 ( x , y ) d e t e r m i n e d as 

y-P 
(28.32) 0 ( x . y ) - + ( y - P ) ( y - Q )

X
( x . y ) 

Û - P 

and C a s 

(28.33) C- f ( x ) + ( y - P ) ( y - Q ) X i ( x , y ) , 

where f , x- Xi a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 2 2 , 8 1 - 8 3 1 . 

F o r t h e g ê n e r a i c a s e o f (28.29) f o r any number o f g i v e n 

f u n c t i o n s P, Q, R, S e t c , H e r s c h e l a p p e a l e d t o "a v e r y e l e g a n t 

t h e o r e m p r o p o s e d by L a g r a n g e as a f o r m u l a o f i n t e r p o l a t i o n " i n 

o r d e r t o d e f i n e 0 ( x , y ) . We o m i t t h e l e n g t h y c a l c u l a t i o n s s i n c e 

t h e p r o c é d u r e i s i d e n t i c a l w i t h t h a t f o l l o w e d i n t h e p r e v i o u s c a 

se [ 1 8 2 2 , 8 3 - 5 ] . H e r s c h e l e x a m i n e d one more c a s e , t h e s o l u t i o n o f 

(28.34) F ( x , ip(ax,ßx), iy(aiX, ß i x ) )=0 

where a , ß e t c g i v e n f u n c t i o n s o f x . A s s u m i n g f o r y ( x , y ) t h e f o r m 

( 2 8 . 3 1 ) , t h e p r o b l e m was r e d u c e d t o t h e d é t e r m i n a t i o n o f 8 ( x , y ) 

v i a 6 ( a x , ß x ) « 0 an d 0 ( a i X , ß i x ) = l . P u t t i n g a _ x
x f o r x a n d s o on 

i n t h e a b o v e é q u a t i o n s , t h e p r o b l e m was r e d u c e d t o t h e g e n e r a ł 

c a s e o f (28.29) [ 1 8 2 2 , 8 5 ] . 

We n o t i c e t h a t H e r s c h e l o m i t t e d any r é f é r e n c e t o t h e p r o b 

a b l e m u l t i p l i c i t y o f v a l u e s o f a
- 1
, w h i c h i s r a t h e r s u r p r i s i n g a t 

t h i s a d v a n c e d s t a g e o f h i s w o r k . F o r " i n t r i c a c i e s r e g a r d i n g i n 

v e r s e f u n c t i o n s w ere a l r e a d y d i s c u s s e d i n B a b b a g e ' s p a p e r [1816] 

t o w h i c h he r e f e r r e d a s a s t i m u l u s f o r h i s p r é s e n t work [ 1 8 2 2 , 

771 . 

As w i t h h i s [ 1 8 1 8 ] , t h i s p a p e r ends w i t h a u n i q u e e x a m p l e i n 

w h i c h h i s method was a p p l i e d . The p r o p o s e d é q u a t i o n b e i n g 

i+)(l/x, x ) = 2 i p ( x , x
2

) , t h e s o l u t i o n was f o u n d t o be 

V ( x , y ) = C 2
e < > t

- y
)

 w h e r e 

x ( y - x
2

) 

6 ( x , y ) = + ( x y - l ) ( y - x
2

) x ( x , y ) and O f (x ) + ( x y - 1 ) ( y - x
2

 ) Xi (x ,y ) , 
1 - x 3 

a c c o r d i n g t o ( 2 8 . 3 2 ) and (28.33) r e s p e c t i v e l y . The s i m p î e s t f u n c -

t i o n w h i c h s a t i s f i e d t h e above g i v e n c o n d i t i o n was 

y ( x . y ) = 2 ( x y - x
3

) / ( l - x
3

) 
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i f X' X i a r e r e g a r d e d t o v a n i s h and f ( x ) e q u a l s u n i t y [ 1 8 2 2 , 8 6 -

7 ] . 

H e r s c h e l c o n c e i v e d t h e scheme o f h i s l a s t w o r k , w h i c h i n 

f a c t i s a c o m b i n a t i o n o f Babbage's w o r k o n f u n c t i o n a l é q u a t i o n s 

i n two v a r i a b l e s - a s i n t h e s p e c i f i c c a s e s "where y=x [See 

( 2 6 . 4 1 ) ) - a n d H e r s c h e l ' s own i n t e r e s t i n f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a 

t i o n s , e a r l y i n 1818 [H.S, 20: 5 5 , 17 May 1 8 1 8 ] . S i n c e t h e n . b o t h 

he and Babbage p r o d u c e d v e r y l i t t l e m a t h e m a t i c a l w o r k . One o f t h e 

m a i n r e a s o n s f o r t h e i r l a c k o f ( w l e r t i f iv% a n a l y s i s - w h i c h h a d 

c h a r a c t e r i z e d m o s t o f t h e i r e a r l y w o r k - was t h e f a c t t h a t t h e i r 

g ê n e r a i and a b s t r a c t e x t e n s i o n o f F r e n c h m a t h e m a t i c s was n o t 

f a v o u r a b l y a c c e p t e d . A t l e a s t n o t f r o m B a r l o w , who most p r o b a b l y 

was t h e r e v i e w e r o f t h e i r e s s a y s on a n a l y s i s . B a r l o w d i d a c k n o w -

l e d g e H e r s c h e l ' s a n a l y t i c a l e f f i c i e n c y b u t h a d a d i f 

f é r e n t v i s i o n o f m a t h e m a t i c s t h a n t h a t o f t h e members o f t h e 

a n a l y t i c a l S o c i e t y . The f o l l o w i n g i s a q u o t a t i o n f r o m t h e r e v i e w 

o f H e r s c h e l ' s [ 1 8 1 8 ] : 

... .we b e l i e v e i t t o be impossible w i t h i n any moderate l i m i t s 

t o render h i s processes i n t e l l i g i b l e t o our r e a d e r s . We have some 

doubt indeed, whether the memoir i t s e l f would be s u f f i c i e n t f o r i t s 

p u r p o s e
< e )

. 

H e r s c h e l i n c l u d e d some e l e m e n t a r y a p p l i c a t i o n s o f h i s c i r -

c u l a t i n g f u n c t i o n s i n h i s E x a m p l e s [ 1 8 2 0 , 1 3 7 ] . B u t n e i t h e r t h e 

t h e o r y o f h i s [ 1 8 1 8 ] . n o r t h a t o f h i s ( 1 8 2 2 ] w e r e t o be 

r e p r o d u c e d i n l a t e r w o r k s o r f u r t h e r s t u d i e d by E n g l i s h a n a l y s t s . 

The o n l y n o t i c e a b l e e x c e p t i o n i s o n c e more De M o r g a n . H i s huge 

a r t i c l e on t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s [1836] commenta u p o n t h e 

most r e p r é s e n t a t i v e c a s e s t a c k l e d i n H e r s c h e l ' s a n d B a b b a g e
1

 s 

p a p e r s and b o o k s s t u d i e d s o f a r , i n c l u d i n g r é f é r e n c e s "t° 

t h e i r M e m o i r s
( a >

. 

By 1818 t h e f r u i t f u l c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n H e r s c h e l a n d 

Babbage f a d e d away. V e r y m i n o r r é f é r e n c e s a r e t o be f o u n d i n 

t h e i r l e t t e r s i n c o n n e c t i o n w i t h t h e i r m a t h e m a t i c a l w o r k d u r i n g 

t h e p e r i o d 1 8 1 8 - 1 8 2 2 . I n f a c t , by 1822 t h e y b o t h c e a s e d w o r k i n g 

i n m a t h e m a t i c s . H e r s c h e l w o r k e d m a i n l y i n a s t r o n o m y . a n d i n 1 8 2 0 , 

t o g e t h e r w i t h B a b b a g e . t h e y h e l p e d t o f o u n d t h e A s t r o n o m i c a l 

S o c i e t y o f L o n d o n [ E n r o s 1 9 7 9 , 1 9 8 ] . The m a i n r e a s o n f o r t h e i r 

l a c k o f i n t e r e s t i n m a t h e m a t i c s was " t h e i r i n a b i 1 i t y t o f i n d 

p o s i t i o n s w h i c h c o u l d h a v e f o s t e r e d t h e i r m a t h e m a t i c a l i n t e r e s t s 
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a n d t h e h o s t i l e r e c e p t i o n t h e i r m a t h e m a t i c s was g i v e n " [ E n r o s 

1 9 7 9 , 2 0 8 ] . I n f a c t , m a t h e m a t i c s was n o t a p r o f e s s i o n i n e a r l y -

1 9
Ł

n - c e n t u r y E n g l a n d ^ t o t h e g r e a t d i s a p p o i n t m e n t o f t h e r e f o r m e r s 

o f C a m b r i d g e m a t h e m a t i c s <
1 0

> . 

2.9 B a b b a g e on t h e l a n g u a g e o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . - 1816-

1 8 2 2 . 

P r i o r t o h i s e n t r a n c e a t T r i n i t y C o l l e g e i n C a m b r i d g e , B a b 

bage t o o k a c o u r s e i n c l a s s i c a l s t u d i e s u n d e r t h e g u i d a n c e o f an 

O x f o r d t u t o r . He r e c a l l s i n h i s P a s s a g e s f r o m t h e l i f e o f a 

p h i l o s o p h e r [1864] t h a t h a v i n g h e a r d a c c i d e n t a l l y " o f an i d e a o f 

f o r m i n g a u n i v e r s a l l a n g u a g e " he d e c i d e d " t o w r i t e a k i n d o f 

g r a m m a r , and t h e n t o d e v i s e a d i c t i o n a r y " [ 1 8 6 4 , 2 5 - 6 Ï . He a d d e d : 

Some t r a c e of the former, I t h i n k , I s t i l l possess: but I was 

stopped i n my idea of making a u n i v e r s a l d i c t i o n a r y by the apparent 

i m p o s s i b i l i t y of arranging s i g n s i n any consecutive order, so as t o 

f i n d , as i n a d i c t i o n a r y , the meaning of each when wanted. I t was 

o n l y a f t e r I had been some time at Cambridge t h a t I became ac

q u a i n t e d with the work o f "Bishop W i l k i n s on U n i v e r s a l 

Language"
 ( 1

>. 

B a b b a g e was n o t t h e o n l y E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n , i n t h e 

p e r i o d u n d e r s t u d y , who h a d b e e n i n t e r e s t e d i n b o t h o r d i n a r y and 

m a t h e m a t i c a l l a n g u a g e . B o o l e w i l l be a n o t h e r v i v i d e x a m p l e ^ a s we 

s h a l l s e e i n c h a p t e r s 4 , 7 a n d 8 . U n f o r t u n a t e l y we do n o t h a v e 

a n y f u r t h e r i n f o r m a t i o n on B a b b a g e ' s e a r l y l i n g u i s t i c o r o t h e r 

e p i s t e m o l o g i c a l i n f l u e n c e s ^ a p a r t f r o m t h e few h i n t s i n c l u d e d i n 

h i s [ 1 8 6 4 ] . As f a r as h i s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s i s c o n c e r n e d , we 

r e a d i n h i s [ 1 8 1 6 , 179-180] t h a t he v i e w e d i t as an " i n s t r u m e n t 

o f d i s c o v e r y i n t h e more d i f f i c u l t b r a n c h e s o f a n a l y s i s " . He h e l d 

t h a t i n a more m a t u r e s t a t e , t h i s c a l c u l u s " s h a l l u n v e i l t h e h i d 

d e n l a w s w h i c h g o v e r n t h e phenomena o f m a g n e t i c , e 1 e c t r i c , o r 

e v e n o f c h e m i c a l a c t i o n " . I n t h i s r e s p e c t Babbage r e m i n d s u s o f a 

f a i r l y s i m i l a r p o s i t i o n h e l d by L a p l a c e i n c o n n e c t i o n w i t h h i s 

g e n e r a t i n g f u n c t i o n s [ 1 . 5 , 1.7. 1 . 8 ] . 

B a b b a g e c o n c l u d e d h i s s e c o n d e s s a y [ 1 8 1 6 . 256] by c l a i m i n g : 

. . .the d o c t r i n e of f u n c t i o n s i s of so general a nature, that i t i s 

app 1 i cabl e t o every p a r t o f mathemat i ca 1 enquiry, and seems 

eminently q u a l i f i e d t o reduce i n t o one r e g u l a r and uniform system 
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the d i v e r s i f i e d methods and s c a t t e r e d a r t i f i c e s of the modem 

analysis; from i t s comprehensive nature, i t i s f i t t e d f o r the sys-

tematic arrangement of the s c i e n c e , and from the new and Singular 

r e l a t i o n s which i t expresses, i t i s admirably adapted f o r f u r t h e r 

improvements and d i s c o v e r i e s . 

T h i s q u o t a t i o n g i v e s é v i d e n c e o f h i s t e n d e n c y t o w a r d s a 

k i n d o f u n i t y v i a a b s t r a c t i o n , g e n e r a l i z a t i o n a n d s y s t e m a t i z a -

t i o n . I n t h i s s e n s é we c o u l d s u g g e s t t h a t he v i e w e d t h e l a n g u a g e 

o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s a k i n d o f u n i v e r s a l l a n g u a g e o f 

t h e m a t h e m a t i c a l and p h y s i c a l s c i e n c e s . I t w o u l d be u n f a i r , 

t h o u g h , n o t t o m e n t i o n t h a t H e r s c h e l s h a r e d a f a i r l y s i m i l a r v i e w 

i n r e s p e c t w i t h t h e D - Operator c a l c u l u s w h i c h , as t h e c l a i m e d i n 

a 1 e t t e r , i n c l u d e d i n f a c t B a b b a g e ' s f u n c t i o n a l c a l c u l u s
< 2 i

 . 

T a k i n g u n d e r c o n s i d é r a t i o n o u r p r e v i o u s e n q u i r i e s , p a r t i c u l a r l y 

[ 2 . 4 , ( 8 ) ] , we s e e t h a t B a b b a g e ' s t e n d e n c y f o r 

a b s t r a c t i o n a n d g e n e r a l i z a t i o n was m o t i v a t e d by H e r s c h e l ' s e a r l y 

s t u d i e s o f t h e f i n i t e d i f f é r e n c e a n d f u n c t i o n a l c a l c u l i . T h i s 

t e n d e n c y was t o r e v i v e r e m a r k a b l y i n t h e c a s e s o f M u r p h y , G r e g o r y 

and B o o l e i n t h e l a t e I 8 3 0 ' s [ C h a p t e r s 3 - 4 1 . 

A n o t h e r p a s s a g e f r o m B a b b a g e ' s book [ 1 8 6 4 , 428-9] o f f e r s u s 

some f u r t h e r h i n t s on h i s e a r l y c o n c e r n s i n t h e p h i l o s o p h y o f 

s i g n s t o w h i c h we r e f e r r e d b r i e f l y i n 2.7. He w r o t e t h a t w h i l e a t 

C a m b r i d g e he d i r e c t e d h i s r e a d i n g t o t h e o r i g i n a l p a p e r s o f t h e 

g r e a t d i s c o v e r e r s i n m a t h e m a t i c s s o a s t o t r a c e t h e c o u r s e o f 

t h e i r m i n d s an d t o " o b s e r v e w h e t h e r v a r i o u s a r t i f i c e s c o u l d n o t 

be c o n n e c t e d t o g e t h e r by some g ê n e r a i l a w " . He went on t o say.-

The w r i t i n g s of E u l e r were eminently i n s t r u c t i v e f o r t h i s 

purpose [ . . . ] . I t appeared to me that the h i g h e s t e x e r c i s e of human 

f a c u l t i e s c o n s i s t e d i n the endeavour t o d i s c o v e r those laws o f 

thought by which man passes from the known t o t h a t which was 

unknown. I t might with p r o p r i e t y be c a l l e d the philosophy o f inven

t i o n . Düring the e a r l y part of my résidence i n London, I commenced 

seve r a l essays on Ind u c t i o n , G e n e r a l i z a t i o n , Analogy, w i t h v a r i o u s 

i l l u s t r a t i o n s from différent sources. The philosophy of s i g n s a l -

ways occupied my a t t e n t i o n (...). Most o f the e a r l y essaya I r e f e r 

t o were not s u f f i c i e n t l y matured f o r p u b l i c a t i o n , and s e v e r a l have 

appeared without any d i r e c t référence t o the great object o f my 

l i f e . I may, however, point out one o f my e a r l i e r papers i n the 

" P h i l o s o p h i c a l Transactions f o r 1817" 
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As we m e n t i o n e d i n 1.8, E u l e r ' s w r i t i n g s w e r e c o n s i d e r a b l y 

i n f l u e n c e d by C o n d i l l a c ' s s e m i o t i c p b i l o s o p h y . M o s t p r o b a b l y Bab-

b age h a d r e a d t h e same b o o k s by E u l e r as H e r s c b e l d i d i n t h e 

e a r l y 1 8 1 0 ' s . I t i s i n t e r e s t i n g t o r e c o r d t h e l a t t e r ' s v i e w o f 

E u l e r i n 1813. He w r o t e t o Babbage: 

The Exercises [ s i c ] du C a l c u l Integral I f i n d a most u s e f u l work, 

p a r t i c u l a r l y i n what regards E u l e r ' s d e f i n i t e intégrais. For I 

confess t h a t I f i n d E u l e r too long-winded. I t ' s p a r t i eu l a r cases 

worked out be f o r e he comes t o the generał one, however w e l l adapted 

t o lead the reader on s t e p by step t o the s p i r i t of h i s method, 

c l o g the progress o f a reader who i s not wholly unacquainted w i t h 

t h a t method, f o r which reason I p r e f e r the more systematic arrange

ment and Condensed form of the modem p u b l i c a t i o n s
4 3

' . 

H e r s c h e l ' s comment on E u l e r r e m i n d s us v i v i d l y o f G e r g o n n e ' s 

comment upon L a c r o i x ' s w o r k on a l g e b r a [see 1 . 8 ] . I t a l s o s h e d s 

some f u r t h e r l i g h t o n what Babbage m i g h t had a d m i r e d i n t h e m a t h -

e m a t i c a î p r é s e n t a t i o n i n E u l e r ' s b o o k s . A i l t h e i s s u e s h i n t e d a t 

s o f a r , s u c h a s a n a l o g y , g é n é r a l i s a t i o n and i n d u c t i o n , r e m i n d us 

o f our d i s c u s s i o n i n 1.8 on t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n F r e n c h mathe-

m a t i c s and s e m i o t i c s a t t h e t u r n o f t h e Century. P a r e n t h e t i c a l l y , 

B a b b a g e ' s a p p e a l t o t h e d i s c o v e r y o f t h e " l a w s o f t h o u g h t . . . . " i n 

t h e p r e v i o u s p a s s a g e p r o v i d e s us w i t h a 1 i n k b e t w e e n 

o u r p r é s e n t s t u d y a n d o u r f u r t h e r d i s c u s s i o n i n 8.9 on t h e 

a n a l o g o u s a i m s o f B o o l e and 6 r a t r y
c < >

. 

B u t f o c u s i n g now o n l y t o o u r work s o f a r , a q u e s t i o n a r i s e s : 

Was Babbage a t a i l i n f l u e n c e d by F r e n c h s e m i o t i c p h i l o s o p h e r s ? 

As we s h a l l s e e b e l o w a n e was t o t a l k w i t h a d m i r a t i o n o f DegeVando 

i n an e s s a y w r i t t e n a r o u n d 1 8 2 0 . I n t h a t e s s a y , . [ 1 8 2 7 ] , he d i d 

a l s o r e f e r t o a n o t h e r w o r k w h i c h was a p p a r e n t l y w r i t t e n u n d e r t h e 

p r e v a i l i n g i n f l u e n c e o f l a t e - 1 8
t ł

^ c e n t u r y s e m i o t i c s i n F r a n c e . 

H o w e v e r , we h a v e no é v i d e n c e as t o when Babbage became a c q u a i n t e d 

w i t h F r e n c h s e m i o t i c s , w h i c h b o o k s he r e a d o r t h e e x t e n t o f any 

i n f l u e n c e d e r i v e d f r o m s u c h w o r k s . 

F r o m h i s work o n t h e p h i l o s o p h y o f s i g n s o n l y two e s s a y s -

b e s i d e h i s [ 1 8 1 7 ] - w e r e p u b l i s h e d L5ee ( 8 ) . b e l o w ] . The f i r s t was 

t i t l e d " O b s e r v a t i o n s o n t h e n o t a t i o n e m p l o y e d i n t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s " [1822]
 (
 w h e r e a s t h e s e c o n d had t h e p r o m i s i n g t i t l e "On 

t h e i n f l u e n c e o f s i g n s i n m a t h e m a t i c a î r e a s o n i n g " [ 1 8 2 7 ] . I n b o t h 
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p a p e r s - r e a d t o t h e C a m b r i d g e P h i l o s o p h i c a l S o c i e t y i n 1 3 2 0 - 1 8 2 1 -

he showed a d e e p c o n c e r n w i t h t h e " p o w e r f u l i n f l u e n c e " o f t h e 

b r e v i t y and c o m p a c t n e s s t h a t t h e l a n g u a g e o f t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s e x e r t e d on a n a l y t i c a l r e a s o n i n g [ 1 8 2 2 , 6 3 - 4 ; 1 8 2 7 , 

3 3 1 - 2 ] . 

B abbage's s t a r t i n g p o i n t i n [1822] was é q u a t i o n ( 2 3 . 1 ) o r 

(29.1) f
n

- « ( x ) = f " f
m

( x ) 

w h e r e n , m c a n be r e g a r d e d as f r a c t i o n a l o r n é g a t i v e n u m b e r s . 

Among t h e " c u r i o u s r e s u l t s " t h a t f o l l o w e d f r o m t h a t d é f i n i t i o n 

was t h a t 

(29.2) f°(y) = y and ( 2 9 . 3 ) f ( f -
l

( x ) ) = x 

d e r i v e d a l r e a d y i n ( H e r s c h e l 1813a; s e e ( 2 3 . 2 ) ] . B a b b a g e c l a i m e d 

t h a t t h e number o f f u n c t i o n s p o s s e s s i n g t h e p r o p e r t y ( 2 9 . 3 ) 

d é p e n d s on t h e n a t u r e o f t
j
 a n d he g a v e t h e e x a m p l e o f f ( x ) =* x " , 

n>0 ( 1 8 2 2 , 6 2 - 5 ] . A t page 66 he s t r e s s e d t h e i m p o r t a n c e o f t h e 

l a t t e r o b s e r v a t i o n a s : 

several e r r o r s have a r i s e n from not a t t e n d i n g t o i t , and because 

that p a r t i eu l a r form of f
- 1

 which g i v e s f
_ 1

f x = x possesses 

p e c u l i a r p r o p e r t i e s : f
- 1

( x ) i s then the inverse f u n c t i o n of f x ; and-

i f we have the équation f (x) =» y we may i n d i c a t e i t s r e s o l u t i o n 

thus x = f ~
l

( y ) . 

H ere Babbage i s s l i g h t l y more p r é c i s e t h a n i n h i s [ 1 8 1 6 , 

191] where he was v a g u e a s t o t h e number o f t h e f o r m s o f f
- 1 

w h i c h s a t i s f y b o t h ( 2 9 . 3 ) a n d f "
l

f x = x f s e e ( 2 6 . 7 ) ] . On s i m i l a r 

l i n e s he went on t o e s t a b l i s h t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n p o s i t i v e a n d 

n é g a t i v e i n d i c e s i n f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s . B a s e d u p o n t h e 

d é f i n i t i o n o f s i m u l t a n e o u s f u n c t i o n s ( 2 6 . 3 9 ) , he p r o v i d e d a s t h e 

é q u i v a l e n t o f ( 2 9 . 1 ) 

(29.4) Y
n

• "(i|<™-
m

(x.y) , ^ - « ( x . y ) ) = yS+m-r».Mn(
x y

j 

f o r f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s . To d e f i n e Y
0

-° ( x , y ) h e p u t n=0 

i n (29,4) and r e p l a c i n g 4 J
m

*
m

( x , y ) by u he d e r i v e d 

(29.5) 4jÔTâr
( ( J ( U

) =
 u

_ 

A l s o , by p u t t i n g m = 0 a n d n » 1 i n (29.4) he o b t a i n e d 

(29.6) y ™ ( Y ^ " ° " ( x , y ) , y ô ^ x . y ) ) - y * ^ M x , y ) . 

E q u a t i o n s ( 2 9 . 5 ) a n d (29.6) d e f i n e i p
3

" ^ ( x , y ) . I t i s é v i d e n t t h a t 

t h i s f u n c t i o n "may h a v e d i f f é r e n t v a l u e s 1 i k e a i l o t h e r i n v e r s e 

f u n c t i o n s " [ 1 8 2 2 , 66]<*>. 

He t h e n p r o c e e d e d t o d e f i n e i p
1

*
- 1

- T h i s t i m e he was b a s e d 

on t h e d é f i n i t i o n o f i p
n

*
m

( x , y ) - g i v e n by ( 2 6 . 3 0 ) - a c c o r d i n g t o 
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w h i c h we hove t h e p r o p e r t i e s 

( 2 9 . 7 ) Mv
m

*
1

 ( x , y ) , y)) -
 1

 (x.y) 

a n d 

( 2 9 . 8 )
 1

 ( x , v
1

-
m

( x , y ) ) - t p
n

-
m

*
1

( x
f
y ) . 

By s u i t a b l e s u b s t i t u t i o n s he was l e d t o 

( 2 9 . 9 ) i p
l

*
1

( x , v
1

- ~
1

( x , y ) ) - ïp
1

-°(x,y) - y ; 

h e n c e " i p
1

-
_ 1

 ( x . y ) e x p r e s s e s s u c h a f u n c t i o n o f x and y t h a t when 

s u b s t i t u t e d i n i p ( x , y ) f o r y r e d u c e s i t t o y" o r , i f i p ( x , y ) - V , 

we h a v e 

( 2 9 . 1 0 ) y >= i ^ ' - M x . u ) and x = i p ~
1

-
l

( u , y ) 

[ 1 8 2 2 , 6 7 ] . As we h a v e s e e n i n 2.6, B a b b a g e h a d i n t r o d u c e d n o t a 

t i o n i p -
1

-
1

 i n h ï s [1815] - ( 2 6 . 1 9 ) - w i t h o u t any c 1 a r i f i c a t i on <
6

 > . 

T h e r e s t o f [1822] c o n c e r n s p r o b l e m s r e l e v a n t t o t h e Con

d e n s e d n o t a t i o n ^ - " » ( x . y ) s u c h as "How many t i m e s i s t h e s y m b o l ip 

r e p e a t e d i n i j j
n

*
n

( x , y ) ? " . T h e s e p r o b l e m s w e r e f o r m u î a t e d i n a 

f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n as f o l l o w s : L e t u
n
 be t h e answer t o 

t h e a b o v e q u e s t i o n . T h e n , by s i m p l e c o n s i d é r a t i o n s , we have t h e 

é q u a t i o n 

( 2 9 . 1 1 ) Un«-1 - u „ +2" 

w h i c h h a s a s i n t e g r a l 

( 2 9 . 1 2 ) u
n
 = 2" + c . 

P u t t i n g n <= 1 i n (29.12) we h a v e 1 = 2 + c > c = - 1 . T h e r e -

f o r e , b y (29.12) we have t h a t y o c c u r s i n v
n

*
n

( x , y ) , 2
n

- l t i m e s 

[ 1 8 2 2 , 6 8 - 9 ) . 

I n h i s [ 1 8 2 7 , 331-2] he c h o s e t h e é q u a t i o n 

( 2 9 . 1 3 ) v ~ ( x , y ) - v(x,y) 

s o a s t o i i l u s t r a t e " t h e power o f a w e l l c o n t r i v e d n o t a t i o n t o 

c o n d e n s e i n t o s m a l l s p a c e , a m e a n i n g w h i c h w o u l d i n o r d i n a r y l a n -

g u a g e r e q u i r e s e v e r a l U n e s o r e v e n p a g e s " . By t h e method 

s k e t c h e d above i t c a n be e a s i l y c o m p u t e d t h a t tp o c c u r s i n (29.13) 

512 t i m e s <
7

> . 

D e s p i t e i t s l e n g t h o f 53 p a g e s a n d i t s p r o m i s i n g t i t l e , 

B a b b a g e ' s p a p e r on t h e i n f l u e n c e o f s i g n s [1827] i s n o t v e r y 

p r o f o u n d . H i s e p i s t e m o l o g i c a l v i e w s a r e i l l u s t r a t e d by r a t h e r 

e l e m e n t a r y m a t h e m a t i c a l problems^ a n d a l m o s t one t h i r d o f t h e 

p a p e r i s d e v o t e d t o t r i v i a l a r g u m e n t s on t h e a d v a n t a g e s o f sym-

m e t r i c a l n o t a t i o n . The p a p e r o p e n e d w i t h t h e r e m a r k t h a t t h e d i f -

f e r e n t i a l c a l c u l u s was i n a State o f c o n f u s i o n due t o i t s c o m p l i -

c a t e d s y m b o l i s m and i t s v a r i e t y o f m e t h o d s . A remedy f o r t h i s 

w o u l d be the r e v i s i o n o f the l a n g u a g e o f a n a l y s i s and t h e e s t a b -
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l i s h m e n t o f g e n e r a l p r i n c i p i e s [ 1 8 2 7 , 3 2 6 ] . 

A n o m i n a l i s t . l i k e G e r g o n n e , B a b b a g e p o i n t e d o u t t h e c r u c i a l 

r o l e o f d e f i n i t i o n i n m a t h e m a t i c s : " I n G e o m e t r y d e f i n i t i o n i s t h e 

b e g i n n i n g o f any e n q u i r y ; i n m e t a p h y s i c a l s c i e n c e , i t i s 

f r e q u e n t l y t h e r e s u l t ' o f one" [ 1 8 2 7 , 3 2 6 - 3 2 7 ]
< a )

. An a d m i r e r a l s o 

o f L a g r a n g e , Babbage a r g u e d f o r t h e s u p e r i o r i t y o f a l g e b r a o v e r 

g e o m e t r y . I n [ 1 8 2 7 , 332] he w r o t e s t r a i g h t a f t e r t h e e x a m p l e 

( 2 9 . 1 3 ) : 

The power which we possess by the a i d of symbols of compressing 

i n t o small compass the several s t e p s o f a c h a i n o f reasoning, 

w h i l s t i t c o n t r i b u t e s g r e a t l y t o abridge the time which our en-

q u i r i e s would otherwise occupy,in d i f f i c u l t cases i n f l u e n c e s the 

accuracy of our conclusions: f o r from the d i s t a n c e which i s some-

times interposed between the beginning and the end of a chain of 

reasoning,although the sepárate p a r t s are s u f f i c i e n t l y c l e a r , the 

whole i s o f t e n obscure. T h i s o b s e r v a t i o n f u m i s h e s another ground 

f o r the preference of a l g e b r a i c a l over geometrical reasoning, and 

i s one which had not escaped the n o t i c e of Lagrange. 

A n o t h e r a r g u m e n t on t h e a d v a n t a g e s o f a l g e b r a i c o v e r o r d i -

n a r y l a n g u a g e c o n c e r n e d t h e c o n v e n i e n c e o f f e r e d b y t h e f o r m e r i n 

s u c h a n a r r a n g e m e n t o f i t s s i g n s t h a t " t h a t q u a l i t y on w h i c h t h e 

w h o l e f o r c é o f o u r r e a s o n i n g t u r n s s h a l l be v i s i b l e t o t h e e y e " . 

F o r e x a m p l e , by t h e s i g n 

_ 1 

( 2 9 . 1 4 ) v ( x , - ) 
x 

we d e n o t e any s y m m e t r i c a l c o m b i n a t i o n o f x a n d 1/x. W h e r e a s , 

t h o u g h t h e same f u n c t i o n ip c a n be a f u n c t i o n o f 

x 
( 2 9 . 1 5 ) , 

x
a

 + 1 

a f o r m d e d u c i b l e f r o m ( 2 9 . 1 4 ) , t h i s f o r m d o e s n o t c o n v e y a t o n c e 

t h e s y m m e t r y c o n v e y e d by t h e o r i g i n a l e x p r e s s i o n (29.14) [ 1 8 2 7 , 

3 2 8 - 9 ] . 

The m e r i t s o f a l g e b r a i c n o t a t i o n w e r e among t h e e p i s 

t e m o l ó g i c a 1 i s s u e s o f F r e n c h s e m i o t i c p h i l o s o p h e r s . B a b b a g e 

q u o t e d w i t h a p p r o v a l f r o m D e g e r a n d o [1800] - [ 1 . 8 . ( 1 8 ) ] - a n d 

w r o t e a f t e r h i m i n ( 1 8 2 7 , 3 3 2 ) ; 
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The c l o s e r the succession between two ideas which the mind com

pares, provided those ideas are c l e a r l y perceived, the more ac

curate w i l l be the judgement t h a t r e s u l t s ; and the r a p i d i t y of 

forming t h i s judgement, which i s a matter of great importance, i n 

asmuch as the q u a n t i t y of knowledge we can acquire i n a great 

measure depends on i t , w i l l be p r o p o r t i o n a l l y encreased. 

F i n a l l y , a n o t h e r a d v a n t a g e o f t h e l a n g u a g e o f a l g e b r a was 

t h a t o f p r e s e r v i n g t h e q u a n t i t i e s on w h i c h we a r e r e a s o n i n g u n 

d e t e r m i n e d u n t i l t h e c o n c l u s i o n . T h i s p r i n c i p l e o f t h e v a r i o u s 

d e g r e e s o f i n d e t e r m i n a t e n e s s , i l l u s t r a t e d by a p r o b l e m o f p r o b 

a b i l i t y , was a t t r i b u t e d t o L a g r a n g e , w h i l e C a r n o t ' s oi~_>*o 

f o r m u l a t i o n o f i t was f u l l y q u o t e d i n a f o o t n o t e [ 1 8 2 7 , 3 3 9 - 3 4 5 ; 

See a l s o 1 . 8 ] . 

The n e x t 13 p a g e s c o v e r e d a d i s c u s s i o n o f t h e t h r e e s t a g e s 

d i s t i n g u i s h e d by Babbage f o r t h e s o l u t i o n o f a p r o b l e m . T h e s e 

were : 

1. The t r a n s l a t i o n o f t h e d a t a i n t o t h e l a n g u a g e o f a n a l y s i s by 

t h e r i g h t c h o i c e o f s y m b o l s , 

2. The a c t u a l s o l u t i o n a s b a s e d on m a t h e m a t i c a l t h e o r i e s w h e r e 

t h e d i f f i c u l t i e s a r e p r i n c i p a l l y o f a c o m b i n a t o r i a l n a t u r e , and 

3. The f i n a l s t e p o f t h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e r e s u l t s [ 1 8 2 7 , 

3 4 5 - 3 5 7 ) . Of some i n t e r e s t i s B a b b a g e ' s e m p h a s i s a t t h e d i f 

f i c u l t i e s p r e s e n t e d i n t h e l a s t s t e p o f i n t e r p r e t a t i o n . P u t t i n g 

f o r w a r d t h e e q u a t i o n o f t h e d e c o m p o s i t i o n o f f o r c e s ( 2 7 . 2 6 ) ^ he 

c l a i m e d t h a t one h a s f i r s t t o d e d u c e . t h e most g e n e r a l f o r m o f 

t h e s o l u t i o n and t h e n work o u t t h e p a r t i c u l a r v a l u e r e q u i r e d a c 

c o r d i n g t o t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s o f t h e p r o b l e m . He went on t o 

c r i t i c i z e L a p l a c e ' s p r o c e d u r e i n t h e M é c a n i q u e C e l e s t e by w h i c h 

t h e s o l u t i o n o b t a i n e d was r e s t r i c t e d i n i t s f o r m , p a y i n g , 

n e v e r t h e l e s s , h i s r e s p e c t s t o L a p l a c e ' s m a t h e m a t i c a l c o n t r i b u 

t i o n s [ 1 8 2 7 , 357-8]<*>. 

Ba b b a g e ' s f i n a l c o n c e r n was f o r s y m m e t r y [ 1 8 2 7 , 3 5 8 - 3 7 7 ] . I n 

c-V, h i s d i s c u s s i o n on t h e v a r i o u s s p e c i e s o f s y m m e t r i c a l n o t a 

t i o n i s o f a more o r l e s s s u p e r f i c i a l l e v e l and r a t h e r u n s a t i s 

f a c t o r y . He a r g u e d t h a t t h e r e i s no m o d e l f o r i m i t a t i o n among 

t h e s y s t e m s o f s y m b o 1 i c a 1 r e a s o n i n g u s e d e v e n by t h e most e m i n e n t 

m a t h e m a t i c i a n s . R e f e r r i n g t o L a g r a n g e ' s work on m e c h a n i c s ^ he 

p r a i s e d h i m f o r t h e c h o i c e o f h i s s y m b o l s w h i c h "so much 

f a c i l i t â t e s t h e p r o c e s s o f r e a d i n g and c o m p r e h e n d i n g a n a l y t i c a l 

1 5 3 



f o r n u l a e " . At t h e same t i m e he m i l d l y c r i t i c i z e d L a g r a n g e f o r 

n o t p a y i n g t h e p r o p e r a t t e n t i o n t o t h e p r i n c i p l e s o f t h e l a n g u a g e 

i n w h i c h he " c l o t h e d " h i s own " t h e o r y o f t h e d i f f e r e n t i a l 

c a l c u l u s " [ 1 8 2 7 , 3 6 1 - 2 ] . T h i s i s an i n t e r e s t i n g i n s t a n c e i n t h e 

f i n a l p a r t o f t h e e s s a y b u t u n f o r t u n a t e l y Babbage i s r a t h e r v a g u e 

and t o o g e n e r a l i n h i s c r i t i c a l r e v i e w o f L a g r a n g e ' s s y m b o l i s m . 

L a s t l y he r e f e r r e d t o t h e l a n g u a g e o f h i e r o g l y p h i c s u s e d i n 

a s t r o n o m y f o r t h e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e p l a n e t s a s " t h e n e x t 

s t a g e i n t h e p r o g r e s s o f t h e a r t , t o t h e mere p i c t u r e o f t h e 

e v e n t r e c o r d e d ; a n d t h e s i g n s i t e m p l o y s , i n most c a s e s , c l o s e l y 

r e s e m b l e t h e t h i n g s t h e y e x p r e s s " [ 1 8 2 7 , 3 7 4 ] . He t h e n went o n t o 

s a y t h a t i n a l g e b r a , " a l t h o u g h t h e p r i n c i p l e h a s n o t b e e n 

p u s h e d t o i t s e x t r e m e l i m i t s , t h e g r o u n d s o f i t s o b s e r v a n c e a r e 

t h e same; t h e a s s o c i a t i o n s , a r e by i t s a s s i s t a n c e , more e a s i l y 

a n d more p e r m a n e n t l y f o r m e d , a n d t h e memory most e f f e c t u a l y 

a s s i s t e d " . 

C u v i e r ' s book Le Reqne A n i m a l was c i t e d i n a f o o t n o t e a s a n 

e x a m p l e o f a n o n - m a t h e m a t i c a l work i n w h i c h t h e p r o p e r c h o i c e o f 

s i g n s a s s i s t s t h e memory [ 1 8 2 7 , 3 7 4 , f n ] . A t a n o t h e r i n s t a n c e he 

a r g u e d t h a t t h e " a d v a n t a g e o f s e l e c t i n g i n o u r s i g n s , t h o s e w h i c h 

h a v e some r e s e m b l a n c e t o , o r w h i c h f r o m some c i r c u m s t a n c e a r e a s 

s o c i a t e d i n t h e m i n d w i t h t h e t h i n g s i g n i f i e d " h a s s c a r c e l y b e e n 

s t a t e d w i t h " s u f f i c i e n t f o r c e " [ 1 8 2 7 , 3 7 0 ] . A l l t h e s e r e f e r e n c e s 

a r e s t r o n g l y r e m i n i s c e n t o f C o n d i 1 l a c ' s p h i l o s o p h y a n d i t s i m p a c t 

i n t h e m a t h e m a t i z a t i o n a n d c l a s s i f i c a t i o n o f t h e s c i e n c e s . 

H o w e v e r , i t i s d i f f i c u l t t o s a y how f a r B a b b a g e ' s v i e w s were b o r 

r o w e d f r o m s e m i o t i c p h i l o s o p h e r s o r s i m p l y c o i n c i d e d w i t h t h o s e 

a d v o c a t e d by c e r t a i n o f t h e m , a s , f o r e x a m p l e , by D e g e r a n d o . 

A c c o r d i n g t o P y c i o r [ 3ee (8) a b o v e ] B a b b a g e ' s p h i l o s o p h i c a l 

e s s a y s s t a r t e d g e t t i n g i n t o s h a p e a f t e r a s t i m u l a t i n g e n c o u n t e r 

w i t h D . S t e w a r t i n 1 8 1 9 . T h i s c l a i m may i n d e e d a p p l y t o c e r t a i n o f 

t h o s e e s s a y s t h a t r e m a i n e d u n p u b l i s h e d . Our own c o n c l u s i o n f r o m 

o u r e a r l i e r s t u d y o f h i s m a t h e m a t i c a l w o r k , h i s p a p e r s [ 1 8 1 7 ] , 

[1822] and [ 1 8 2 7 ] , a s w e l l a s t h e few h i n t s i n c l u d e d by h i m i n 

h i s [ 1 8 6 4 ] , i s t h a t t h e l a t t e r e s s a y s w e r e w r i t t e n a s 

an outcome o f h i s e a r l y c o n c e r n s i n t h e p r o c e s s o f d i s c o v e r y a n d 

o f h i s s p e c u l a t i o n s on t h e a d v a n t a g e s o f t h e l a n g u a g e o f f u n c 

t i o n s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 1 3 - 1 8 2 0 . 

Summing up B a b b a g e ' s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a n d i t s l a n 

g u a g e , we w o u l d l i k e t o s t r e s s t h e f o l l o w i n g : 
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a) The c o n s t a n t m o t i v a t i o n p r o v i d e d t o h i m by H e r s c h e ? , f J h r -

t i c u l a r ł y t h e l e t t e r ' s a s s i s t a n c e i n m a t t e r s o f n o t a t i o n , 

a b s t r a c t i o n (e':g -by Vhe i n s i s t e n c e
 E

i n t h e u s e o f ' t h e method o f 

s e p a r a t i o n o f s y m b o l s ) , a n a l o g y ( a s b e t w e e n f u h c t i o n a l and a l 

g e b r a i c e q u a t i o n s ) and g e n e r a l i t y ( a s i n t h e c a s e o f g e n e r a l 

s o l u t i o n s o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s ) , 

b) H i s e a r l y l i n g u i s t i c i n f l u e n c e s
;
 and h i s p l a n f o r a u n i v e r s a l 

l a n g u a g e w h i c h c o i n c i d e s w i t h t h e r e s p e c t i v e one o f c e r t a i n 

F r e n c h m a t h e m a t i c i a n s a n d p h i l o s o p h e r s a s w e l l a s o f l a t e r 

E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s s u c h a s B o o l e , 

c ) H i s m e t h o d o f r e d u c t i o n Of c o m p l i c a t e d p r o b l e m s t ö s i m p l e 

o h e s , h i s t h e o r y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s a s b a s e d on t h e assump

t i o n o f p a r t i c u l a r s o l u t i o n s , a s w e l l a s h i s e x t e n s i v e iase o f 

t h e t r a n s f o r m <p
_ 1

f(p, 

d) " H i s i n s i s t a n c e o h s y m m e t r y a n d c o m p a c t n e s s o f a l g e b r a i c 

n o t a t i o n a f t e r L a g r a h t j e a n d i n a c c o r d a n c e w i t h s e m i o t i c 

p h i l o s o p h e r s . I t s h o u l d be s t r e s s e d a l s o * t h a t Babbage d i d n o t 

f o l l o w A r b o g a s t ' s ' m e t h o d o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s [ s e e 2.7}. 

D e s p i t e t h e i r c l o s e c o l l a b o r a t i o n and m u t u a l i n f l u e n c e , ' Bab-

b a g è and H e r s c h e l w o r k e d on " d i s t i n c t l y d i f f e r e n t l i n e s . The 

l a t t e r ' s w o r k o n D- o p e r a t o r c a l c u l u s was t o be f u r t h e r e x t e n d e d 

and a p p l i e d by m i d - 1 9
t

*
l

- c e n t u r y a n a l y s t s .'Babbage ' s c o n t r i b u t i o n s 

i n t h e d o m a i n o f s y m b o l i c a l methods w e r e t o be o f c o n s i d e r a b l e 

i m p a c t m a i n l y i n t h é s h a p i n g o f De M o r g a n ' s w o r k [ 3 . 5 - 3 . 8 ] . M o s t 

p r o b a b l y t h e b e s t e p i l o g u e t o t h i s c h a p t e r i s t h e f o l l o w i n g 

q u o t a t i o n f r o m De M o r g a n ' s l e n g t h y t r e a t i s e o n t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s f 1836] ' "which i n f a c t i s t h e o n l y B r i t i s h work where 

H e r s c h e l ' s and B a b b a g e ' s m a t h e m a t i c a l w o r k s b l e n d t o g e t h e r . De 

M o r g a n w r o t e i n h i s i n t r o d u c t o r y a r t i c l e : 

those who have invented the l i t t l e we know on f u n c t i o n a l equations, 

l i t t l e o n l y as ccmparect! w i t h the view i t g i v e s o f the p o s s i b i l i t y 

o f ' m o r e , have f o l l o w e d the su b j e c t where i t l e d , s e i z i n g every 

r e l a t i o n which presented i t s e l f , without i n q u i r i n g whether the con

d i t i o n s of s o l u t i o n were p o s s i b l e o r not. And they were r i g h t i n so 

doing, the general i n t e r e s t of the Science b e i n g considered; nor do 

we know whether any b e n e f i t would have accrued from d e f e r r i n g t o 

f o l l o w out a view which s t r u c k them u n t i l any r e q u i s i t e p r e l i m i 

nary f o r complete s o l u t i o n was o b t a i n e d '
1 0

' . 
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C h a p t e r 3 

C a m b r i d g e m a t h e m a t i e s :
;
 l ß 2 0 - 1 8 3 7 ; M u r p h y a n d De M o r g a n 

on t h e c a l c u l i , o f o p é r â t i o n s and f un e t i o n s . 

3.1 I n t r o d u c t i o n . ... , 

I n c h a p t e r 2 we s t u d i e d i n l e n g t £ . B a b b a g e ' s an4 H ö r s c h e l , ' s 

e n q u i r i e s i n t h e r e a l r a s o f L a g r a n g i . a n , algebr-.as d u r i n g t ^ e . l 8 1 0 , ' s . 

T o g e t h e r w i t h P e a c o c k t h è s e a n a l y s t s e n d e a v o u r e d t o i n t r o d u c e 

C o n t i n e n t a l a n a l y s i s a t C a m b r i d g e Univers~£ty [ 2.1 t e x t a n d ( 2 ) ] . 

L a g r a n g i a n . a l g e b r a s a n d O p e r a t o r m ethods w e r e i n f a c t t o f i o u r i s h 

a s a r e a s o f i n v e s t i g a t i o n i n t h e d o m a i n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

f r p m t h e l a t e 1830's. up t o t,he 1850's [ K o p p e l m a n 1 9 7 1 ; çJfiapters 

4-51.. p u r cpncern.i.n t h i s c h a p t e r , i s w i t h t h e i n t e r m é d i a r e p e r i o d 

1 8 2 0 - 1 8 3 7 . T h e . f o l l o w i n g q u e s t i o n s • are,, c o n s i d e r e d : 

1. How f a r w e r e t h e p r o j e c . t s p u t f o r w a r d by t h e A n a l y t i c a l 

S o c i e t y f u l f i l l e d ? . . . 

2. What was t h e deg^ree o f i m p a c t o f B a b b a g e ' s and H ö r s c h e l 's 

w o r k o n a n a l y t i c s i n C a m b r i d g e ?< „ 

3 . Whaf w e r e t h e c o n s é q u e n c e s o f t h e u p d a t i n g . o f t h e C a m b r i d g e 

c u r r i c u l u m i n m a t h e m a t i c a l r e s e a ^ c h ? 

4 . What w e r e , t h e m a i n s t i m u l a f o r t h e s u d d e n i n t e r e s t i n t h e 

s t u d y o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s .by s y m b o l i c a l m e thods i n . t h e 

e a r l y 1 840's ? , 

5. And l a s t l y , w hat f o r m e d t h e t h e o r e t i c a l backgroun<l f o r . t h e 

s t u d y o f t h e c a l c u i u s o f o p é r a t i o n s a n $ i t s r a p i d d.evelopment i n 

t h e 1 8 40's a n d 1850's ? 

Our, p r é s e n t e n q u i r i e s f o c u s j.n and a r o u n d C a m b r i d g e U n i v e r -

s i t y d u r i n g t h e t r a n s i t i o n a l p e r i o d 1820-1837* w h i c h saw f i r s t a 

s w i t c h f r o m a n a l y t i c s t o a p p l i e d m a t h e m a t i c s a n d e x p é r i m e n t a l 

p h y s i c s , a n d g r a c j u a l l y . a n e w . s w i t c h t o w a r d s a l g e b r a , f u n p t i o n a l 

a n d O p e r a t o r m e t h o d s a n d t h e o r e t i c a l p h y s i ç s . A i l t h e , m a t h e -

m a t i c i a n s u n d e r s t u d y ar.e,Cambridge g r a d u â t e s ; w i t h t h e e x c e p t i o n 

o f De M o r g a n who l e ç t u r e d i n U n i v e r s i t y . C o l l e g e o,Ç L o n d o n - h o l d 

i n g n,pn t h e l.ess r c q u l o . ! " t o q c h
i
 w i t h tîje e d u c a t i o n a l r e f o r m a a t 

C a m b r i d g e - a i l t h e o t h e r s p l a y e d a c o n s i d é r a b l e r ô l e i n t h e i n 

s t r u c t i o n o f m a t h e m a t i c s a n d m e c h a n i c s a t C a m b r i d g e . 

D i r e c t i n g f i r s t o u r a t t e n t i o n t o t h e e d u c a t i o n a l r e f o r m s a t 
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C a m b r i d g e a t t h a t t i m e , we w i l l p r o v i d e a n s w e r s t o c e r t a i n o f o u r 

q u e s t i o n s t h r o u g h c o n s u l t i n g t h e most p o p u l a r q u e s t i o n s i n t h e 

T r i p o s a n d t h e p r e v a i l i n g t e x t b o o k s o n i m e c h a n i c s . F u r t h e r 

r e s e a r c h w i l l be. c a r r i e d o u t n e x t o n i s s u e s . c o n c e r n i n g t h e c a l 

c u l u s o f . o p e r a t i o n s , ..as f o u n d e d by M u r p h y , i n 1 8 3 7 , and t h o s e 

c o n c e r n i n g t h e i n s t r u c t i o n o f a l g e b r a a n d c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

a s p u t f o r w a r d by De M o r g a n i n t h e m i d 1 8 3 0 ' s . More s p e c i f i c a l l y 

t h e c o n t e n t s o f t h i s c h a p t e r a r e a s f o l l o w s . j 

S e c t i o n 3.2 e x a m i n e s t h e most i m p o r t a n t a s p e c t s o f C a m b r i d g e 

e d u c a t i o n i n . t h e -1820'-s and 1 830's w i t h s p e c i a l f o c u s o n 

W h e w e l l ' s and A i r y ' s t e x t b o o k s on m e c h a n i c s . Our m a i n c o n c e r n i s 

w i t h t h e d e v e l o p m e n t o f t h e t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e and t h e 

f i r s t a t t e m p t s t o s o l v e t h e - . e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n ( 1 3 . 3 2 ) . The 

g r a d u a l p r o m i n e n c e o f L a p l a c e ' s t h e o r y o f a t t r a c t i o n i n t h e 

1830's i s r e c o r d e d , and t h e l i m i t e d i m p a c t o f t h e r e f o r m s u g 

g e s t e d by H e r s c h e l a n d Babbage i n t h e . l a t e 1 8 10's i s . p o i n t e d o u t . 

S e c t i o n 3.3 c o v e r s M u r p h y ' s m a t h e m a t i c a l i n v e s t i g a t i o n s b e 

t w e e n 1830 and
 t
1839 w i t h s p e c i a l f o c u s on h i s p a p e r on d i s t r i b u 

t i v e o p e r a t i o n s [ 1 8 3 7 ] . M o s t i m p o r t a n t f o r t h e d e v e l o p m e n t o f t h e 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . i n -the 1840's w e r e M u r p h y '.s s t u d i e s o f i n 

v e r s e o p e r a t i o n s , a s w e l l a s , o f n o n - c o m m u t a t i v e o n e s . I n t h i s 

r e s p e c t t h i s s e c t i o n f o r m s a most s i g n i f i c a n t l i n k b e t w e e n o u r 

s t u d y o f F r e n c h o p e r a t o r methods LI,. 6] a n d o u r - j - o l l o u j i v j ^ s t u d y 

o f G r e g o r y ' s , a n d p a r t i c u l a r l y o f B o o l e ' s , s o u n d e s t a b l i s h m e n t o f 

t-he c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n 1839-1844 [ c h a p t e r 43 . 

The r e s t o f t h e . c h a p t e r i s d e v o t e d , t o De M o r g a n , w i t h s p e 

c i a l f o c u s on t h e o r i g i n s , c o n t e n t s a n d p a r t i a l e f f e c t s o f h i s 

l a r g e l y i g n o r e d t r e a t i s e "On t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s " 

[1836] p u b l i s h e d
 t

 i n E n c y c l o p e d i a M e t r o p o l i t a n a . u T h i s t r e a t i s e , 

c omposed u n d e r t h e s t i m u l u s o f B a b b a g e ' s a n d H e r s c h e l ' s w o r k o n 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , aimed t o p r o v i d e a u n i t y i n t h e s t u d y o f 

t h e s u b j e c t . De M o r g a n ' s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f i n v e r s e f u n c t i o n s 

was t o h a v e a c o n s i d e r a b l e i m p a c t ,both on h i s l a t e r w ork on a l 

g e b r a a n d o n h i s c a l c u l u s o f r e l a t i o n s s t u d i e d i n c h a p t e r 6
C 1 )

. 

. S e c t i o n 3 . 4 . c o v e r s De M o r g a n ' s v i e w s o n a l g e b r a a n d h i s 

w i d e r , e p i s t e m o l o g i c a l , c o n c e r n s d u r i n g t h e p e r i o d 1828-1835 w i t h 

s p e c i a l f o c u s o n h i s r e v i e w o f P e a c o c k ' s A l g e b r a [1830] a3 i n h i s 

[ 1 8 3 5 a ] . S e c t i o n 3.5 f o c u s e s on t h e s c o p e and c o n t e n t o f t h e 

t r e a t i s e on f u n c t i o n s [ 1 8 3 6 ) ; a more d e t a i l e d s t u d y f o l l o w s i n 

s t a g e s . S e c t i o n 3.6 d e a l s w i t h t h e most i m p o r t a n t i s s u e s o f De 
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M o r g a n ' 3 s t u d y o f t h e f o u n d a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f f u n c -

t i o n s . H i s own method f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i s 

i 1 l u s t r a t e d ,
1

 f i r s t f o r t h e c a s e o f one v a r i a b l e i n 3.7, and- t h e n 

f o r t h a t o f two
;

 v a r i a b l e s i n 3.8
1

. T h é L a s t s e c t i o n t o u c h e s u p o n 

t h e e f f e c t s o f h i s [1836] i n t h ö 3 h a p i n g o f h i s l a t e r w o r k o n a l -

g e b r a , i n c l u d i n g a l s o comments upon h i s t e x t b o o k o n t h e c a l c u l u s 

[ 1 8 4 2 o ] , t h e f i r s t f u l l - l e n g t h B r i t i s h w ork t o b r e a k f r o m t h e 

L a g r a n g i a n t r e n d and t o i n t r o d u c e é l é m e n t s o f C a u c h y ' s l i m i t -

b a s e d c a l c u l u s
< a >

. The c h a p t e r i n c l u d e s a b r i e f c o m m e n t a r y on De 

M o r g a n ' s f e w c o n t r i b u t i o n s t o w a r d s t h e d i f f u s i o n r a t h e r t h a n t h e 

d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s *
3 5

. 

3.2 C a m b r i d g e m a t h e m a t i c s a n d m e c h a n i c s : 1820-1837; t h e e a r t h -

f i g u r e é q u a t i o n . 

F ö l l o w i n g on^ t h e l i n e s e n g r a v e d by Woodhouse e a r l y i n t h e 

C e n t u r y , t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y u n d e r t o o k t o d i f f u s e C o n t i n e n t a l 

a n a l y s i s i n C a m b r i d g e e a r l y i n t h e 1 8 1 0 ' s . W h i l e i t s M e m o i r s 

[ 1 8 1 3 ] r e m a i n e d V i r t u a l l y u n r e a d , ' t h e L a c r o i x t r a n s l a t i o n i n 1816 

was a f i r s t m a j o r s t e p t o w a r d s t h e r e a l i z a t i o n o f . i t s p r o j e c t s 

[ 2 . 1 - 2 . 3 ; 2 . 7 ] . T e x t b o o k s , i n g ê n e r a i , w^fse. t h e b a s i c t o o l s 

a p o t e n t i a l r e f o r m e r w o u l d u s e i n o r d e r t o d i f f u s e h i s v i e w s a n d 

i n f l u e n c e t h e p r o g r a m o f é d u c a t i o n ' a t t h e U n i v e r s i t y . B u t i n -

f l u e n t i a l p ower c o u l d a l s o be g a i n e d t h r o u g h t h é r ô l e o f a 

m o d e r a t o r i n t h e s o - c a l l e d T r i p o s T h r o u g h an' u n c o n v e n -

t i o n a l c h o i c e o f exam p r o b l e m s , t h e m o d e r a t o r c o u l d e s t a b l i s h a 

t e m p o r a r y o r p ermanent r e f o r m «
1 5

. A f i r s t v i v i d e x a m p l e i s 

P e a c o c k who i n t r o d u c e d i n 1817 q u e s t i o n s o f p u r é l y a n a l y t i c a l 

c h a r a c t e r
< 2 >

. H a v i n g h a d h i s s h a r e i n t h e L a c r o i x t r a n s l a t i o n , he 

p r o d u c e d h i s own s e q u e l o f E x a m p l e s [ 1 8 2 0 J on t h e c a l c u l u s . As a 

r e s u i t , b y 1 8 2 0 , when b o t h Babbage and H e r s c h e l h a d l o s t t h e i r 

i n f l u e n c e i n t h e U n i v e r s i t y , f l u x i o n s a n d f l u e n t s w e r e t o t a l l y 

e x c l u d e d f r o m ' t h e c u r r i c u l u m [ B e c h e r 1 9 8 0 b , 1 3 - 1 4 1 . 

The i n t r o d u c t i o n o f t h e C o n t i n e n t a l n o t a t i o n i n t h e l a t e 

1810-'s was a d é c i s i v e s t e p w h i c h f a c i l i t a t e d t h e
1

 i n t r o d u c t i o n o f 

C o n t i n e n t a l m a t h e m a t i c s . B u t t h i s s t e p d i d n o t g u a r a n t e e t h e 

s u c c e s s o f t h e p r o j e c t s p u t f o r w a r d by t h e S o c i e t y *
3

* . W h i l e B a b 

b a g e a n d H e r s c h e l d i r e c t e d t h e i r s t u d i e s t o w a r d s * o t h e r d o m a i n s 

[ 2.8-2
:

. 9 ] , i n t e r e s t i n a n a l y t i c s a t C a m b r i d g e f a d e d away. 

P e a c o c k , a d e f e n d e r o f p u r e m a t h e m a t i c s i n g é n é r a l , r e m a i n e d ^ e x -
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e r c i z i n g h i s i n f l u e n c e a s a l e c t u r e r a n d t u t o r up t o t h e l a t e 

1 8 3 0 ' s [ s e e (2) a b o v e ] . B u t , on one h a n d , P e a c o c k d i d n o t s h a r e 

B a b b a g e ' s a n d H e r s c h e l ' e a r d e n t i n t e r e s t i n a n a l y t i c s - s h o w i n g 

i n d i f f é r e n c e t o t h e i r l a t e s t è n q u i r i e s 12:8, ( 8 ) ) - and o n t h e 

o t h e r h à n d , he was "no m a t c h " f o r W h e w e l l , t h e l e a d i n g f i g u r e 

i n C a m b r i d g e é d u c a t i o n f r o m 1820 o n w a r d s ( B e c h e r 1 9 8 0 b , 1 4 1 . 

^member o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y , W h e w e l l s h a r e d some o f 

t h e v i e w s a d v o c a t e d by i t s members, b u t s t r o n g l y o b j e c t e d t o c e r 

t a i n o f t h e m . I n s t e a d o f a b s t r a c t a n d g e n e r a ł m e t h o d s , he 

f o s t e r e d a b l e n d o f a n a l y t i c a l and g e o m e t r i c a l o n e s , a s u s e f u l 

f o r t h e i r a p p l i c a t i o n i n p h y s i c s . I n o t h e r w o r d s , i t was n o t 

p u r e , b u t " a p p l i e d " o r " m i x e d " m a t h e m a t i c s t h a t p r e v a i l e d a t 

C a m b r i d g e w h i l e h e e x e r t e d h i s i n f l u e n c e - w i t h f e w , b u t n o t i c e -

a b l e e x c e p t i o n s
( 4 >

. The m a t h é m a t i c i e n ' a n d a s t r ö n o m e r G : B . A i r y , 

s e n i o r w r a n g l e r i n 1 8 2 3 , w o u l d s h a r e most of* W h e w e l l ' s b e l i e f s 

a n d c o l l a b o r a t e w i t h h i m i n t h e e s t a b l i s h m e n t o f h i s s o - c a l l e d 

" l i b e r a l é d u c a t i o n "
< s

> . The l a t t e r p r o g r a m , b a s e d u p o n a s t a b l e 

c u r r i c u l u m ; t h e u p d a t i n g o f N e w t o n i a n m e c h a n i c s , t h e o r i e n t a t i o n 

t o w a r d s e x p é r i m e n t a l p h y s i c s r a t h e r , t h a n t h e o r e t i c a l , and ' t h e 

C o n c e r n f o r e l e m e n t a r y ' t r e a t ' i s e s o n m e c h a n i c s , e v i d e h t i y l i m i t e d 

t h e p o s s i b i 1 i t i e s t o w a r d s O r i g i n a l r e s e a r c h o n ' t h e l i n e s fengraved 

by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y , a t l e a s t up t o t h e m i d 1 8 3 0 ' s : 

C o n c e r n e d w i t h t h e u p d a t i n g o f t h e f ö u n d a t i o n s o f m e c h a n i c s , 

W h e w e l l ' s u l t i m a t e p l a n was t o p r é p a r e t h e s t u d e n t s f o r a s t u d y 

o f L a p l a c e ' s M é c a n i q u e . I n t h e d o m a i n o f p h y s i c a l a s t r o n o m y , t h e 

i n t e r m e d i a r y b e t w e e n W h e w e l l ' s e l e m e n t a r y t e x t b o o k s a n d 
• ' l ' - • ! , : :. • • - • * <•. . ,•. • 

L a p l a c e ' s w o r k was A i r y ' s M a t h e m a t i c a l T r a c t s ( 1 8 2 6 1 . I t s h o u l d 

be n o t i c e d t h o u g h , t h a t L a p l a c e ' s m e t h o d s were a b s e n t i n t h i s 

b o o k w h i c h , n e v e r t h e l e s s , was recommended by W h e w e l l o n l y t o t h e 

b e s t s t u d e n t s . The s c e n e s t a r t e d c h a n g i n g i n t h e 1 8 3 0 ' s , when t h e 

L a p l a c e c o e f f i c i e n t s , i n i t i a l l y i n t r o d u c e d i n [Whewell 1 8 3 0 ] , 

f e a t u r e d p r o m i n e n t 1y i n M u r p h y ' s E l e c t r i c i t v [1833c1 a n d i n 

P r a t t ' s M e c h a n i c a l P h i l o s o p h v [ 1 8 3 6 ] <
6

> . The l a t t e r ' s e x p o s i t i o n 

o f t h e t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e , a b r a n c h o f f l u i d m e c h a n i c s 

w h i c h w a s a t t h e f o r e f r o n t o f r e s e a r c h i n C a m b r i d g e a t t h a t t i m e , 

was i n many ways an i m p r o v e m e n t o v e r A i r y ' s o l d - f a s h i o n e d a n d 

p o o r p r é s e n t a t i o n i n h i s T r a c t s . ïn 1836, A i r y ' s s t u d e n t 

A . J . E l l i s g a v e t h e f i r s t s o l u t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n . 

I n 1 8 3 9 a q u e s t i o n p o s e d a t t h e T r i p o s c o n c e r n i n g ' t h i s 

é q u a t i o n , w o u l d be a m a i n s t i m u l u s f o r t h e s w i t c h o f e m p h a s i s 
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f r o m a p p l i e d t o p u r e m a t h e m a t i c s , more p r e c i s e l y , toward3 i n t e r -

e s t i n t h e s t u d y o f D - o p e r a t o r m ethods [ 4 . 1 - 4 . 5 1 . 

The p e r i o d u n d e r s t u d y i n thi3 s e c t i o n i s t h e t r a n s i t i o n a l 

p e r i o d b e t w e e n H e r s c h e l ' s a n d B a b b a g e ' s a n a l y t i c a l i n v e s t i g a t i o n s 

i n t h e ,1810's, and t h e r e v i v a l o f i n t e r e s t i n o p e r a t i ô n a l a n d 

f u n c t i o n a l c a l c u l i b y M u r p h y . [ 3 . 3 ] . De Morgan [ 3 . 4 - 3 . 9 ] , G r e g o r y 

[4.41 and B o o i e [ 4 . 5 ] i n t h e l a t e 1830's a n d e a r l y 1 8 4 0 ' s . We 

w i 11. c o n c e t r a t e on
(
,the p r e v a i 1 i n g t e x t b o o k s o n m e c h a n i c s w i t h 

s p é c i a l e m p h a s i s o n t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n , c o n c l u d i n g , w i t h 

i t s s o l u t i o n b y E l l i s a n d O'Br.ien i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s . A m o s t 

v a l u a b l e s o u r c e o f i n f o r m a t i o n , b o t h i n r e s p e c t w i t h t h e d e g r e e 

o f i n f l u e n c e o f B a b b a g e ' s a n d H e r s c h e l ' s work an d i n c o n n e c t i o n 

w i t h t h e r i s e . o f i n t e r e s t . i n t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n ,o-re_ 

t h e c o l l e c t i o n s o f C a m b r i d g e p r o b l e m s t p o s e d , d u r i n g t h e 

p e r i o d 1820-1837<
, 7

>. ., 

We s t a r t o u r a c c o u n t w i t h some r e p r é s e n t a t i v e q u e s t i o n s , o n 

p u r e m a t h e m a t i c s p o s e d a,t t h e T r i p o s exams i n t h e 1820* s a n d 

e a r l y 1830'S; F i n i t e d i f f é r e n c e a n d d i f f e r e n t i a j , é q u a t i o n s w e r e 

i n t r o d u c e d by P e a c o c k i n . 1817 a n d 1819 r e s p e c t i v e l y [ C a m b r i d g e 

1 8 3 6 , 1 0 4 , 1 1 0 - 1 ] . From 1820 o n w a r d s , o r d i n a r y a n d p a r t i a l d i f -

f e r e n t i a l é q u a t i o n s . f e a t u r e d , p r o m i n e n t l y . Among t h e m e t h o d s
 t

f o r 

s o l u t i o n r e q u e s t e d K e r e t h e , m e t h o d s o f v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s a n d 

o f t o t a l d i f f e r e n t i a l s . As a n e x a m p l e we - t a t c ^ J ^ q u a t i o n 
A 

d
3

u <
 ( 

( 3 2 . 1 ) + u + n - 0 
d v

a 

p r o m i n e n t , a s we saw i n 1.4 a n d 2.2, i n p r o b l e m s o f p h y s i c a l 

a s t r o n o m y . T h i s é q u a t i o n , p o s e d i n 1 8 2 1 , 1828 a n d 1831 [ C a m b r i d g e 

1831a,16,139; 1 8 3 7 , 1 1 0 , 1 1 2 , 1 1 6 ] was p o o r l y s t u d i e d i n A i r y ' s 

T r a c t s [see (32.5) b e l o w ] . Up t o t h e m i d 1 8 3 0 ' s , t h e l e v e l o f 

d i f f i c u l t y o f s u c h q u e s t i o n s d i d n o t s u p e r s e d e t h a t i n v o l v e d i n 

( 3 2 . 1 ) , where FT o f t e n s t o o d f o r a s i m p l e t r i g o n o m é t r i e f u n c t i o n 

i n v . I t i s w o r t h n o t i n g t h a t most q u e s t i o n s w e r e o f a p u r e l y 

t h e o r e t i c a l n a t u r e ( s e e C a m b r i d g e 1 8 3 1 a , 1 0 , 7 8 , 1 4 2 , 1 6 2 - 4 , 1 7 1 -

Among p r o b l e m s c o n c e r n i n g e x p a n s i o n s i n s é r i e s , one o f t h e 

most c h a r a c t e r i s t i c e x a m p l e s was t h e c a s e o f 

( 3 2 . 2 ) <a
a

 ± 2 a b c o s 8 + b
a

) " , n- -2 o r -1/2 

r e q u i r e d t o be e x p a n d e d i n a s é r i e s o f c o s 8 i n 1818 [ C a m b r i d g e 

1836,109] and i n 1830 ( C a m b r i d g e 1 8 3 1 a . 1 9 0 ] . N o t i c e t h a t a s w i t h 
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( 3 2 * 1 ) , . problem ( 3 2 . 2 ) was i n v o l v e d i n t h e . t h e o r y o f p h y s i c a l 

a s t r o n o m y [ s e e f o r m u l a (13.3) w h i c h g i v e s t h e p o t e n t i a l f u n c t i o n 

V i n r e s p e c t w i t h ( 3 2 . 2 ) ] . From t h e l a t e 1820's o n w a r d s , we t r a c e 

many p r o b l e m s r e q u i r i n g e x p a n s i o n s i n f i n i t e d i f f e r e n c e s , a l l o f 

them i n c l u d e d i n L a c r o i x (18161 a n d H e r s c h e l ' s E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ] . 

I t i s w o r t h w h i l e r e c o r d i n g few o f t h e m . 

I n 1821 ..we n o t i c e a q u e s t i o n o f a r a t h e r e l e m e n t a r y l e v e l 

c o n c e r n i n g t h e p r o o f o f a f o r m u l a c l o s e l y a l l i e d t o I v o r y ' s 

( 22.7) ( C a m b r i d g e 1831a> 2 ] . I n 1829 t h e p r o o f o f B r i n k l e y ' s e x 

p a n s i o n f o r m u l a ( 2 2 . 1 5 ) was demanded [ C a m b r i d g e 1 8 3 1 a , 1 7 1 ] . The 

p r o o f o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m was r e q u i r e d i n 1830 a n d 1831 [ i b i d , 

196; 1 8 3 1 b , 5 5 - 6 ] , a s w e l l a s t h e e x p a n s i o n o f ( e M ) *
1

 i n 1 8 3 0 , 

a n d e x p a n s i o n s c o n c e r n i n g t h e B e r n o u l l i numbers i n 1834 

[ C a m b r i d g e 1 8 3 1 a , 199; 1 8 3 7 , 1 4 2 - 5 ] . 

I n g e n e r a l , t h e p r o m i n e n c e o f H e r s c h e l ' s w o r k becomes 

g r a d u a l l y e v i d e n t , p a r t i c u l a r l y i n t h e e a r l y 1 8 3 0 ' s . Among 

f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s a s s u c h we w o u l d l i k e t o m e n t i o n 

(32.3) u,<u
x + n
 « a ( u * + u « *

n
) • . -

s t u d i e d by H e r s c h e l i n 1813 [2 . 3, ( 1 4 ) , (i,) J . T h i B p r o b l e m was 

p o s e d i n 1828 [ C a m b r i d g e 1 8 3 1 a , 1 6 2 ] . B u t H e r s c h e l ' s t r i u m p h i s 

c o n n e c t e d w i t h f u n c t i o n a l . e q u a t i o n s . As he h a d f o r e s e e n i n 1 8 1 6 , 

t h e f u n c t i o n a l e q u a t i o n s t h a t p r e v a i l e d i n t h e exam p a p e r s w e r e 

s o l v a b l e by L a p l a c e ' s method o f r e d u c t i o n t o f i n i t e d i f f e r e n c e 

o n e s [ s e e t h e p a s s a g e
< e )

 on t h e L a c r o i x t r a n s l a t i o n i n 2 . 7 ] . As a 

r e p r e s e n t a t i v e c a s e o f t h i s g r o u p o f e q u a t i o n s i s 

(32.4) f ( x
a

) - f ( x ) - m 

p o s e d i n 1830 [ C a w U ̂ijge 1 8 3 1 a , 191; 1837; 323] . I n t h e s o l u t i o n o f 

(32.4) g i v e n i n [ C a m b r i d g e 1830, 45-6] we r e a d t h e f o l l o w i n g 

comment on H e r s c h e l ' s V a r ^ e l y c i t e d p a p e r [1822; 2 . 8 ) : " F o r a 

more e x t e n s i v e a p p l i c a t i o n o f t h i s m e t h o d , s e e a v e r y i n g e n i o u s 

p a p e r b y M r . H e r s c h e l i n V o l 1 o f t h e C a m b r i d g e P h i l o s o p h i c a l 

T r a n s a c t i o n s " [ i b i d , 4 6 ] .
(
A p r o p o s , B a b b a g e ' s own metho d , a s i n 

h i s [ 1 8 2 0 , 1 2 ] , i s ^ f o ^
6

o n l y o n c e i n [ C a m b r i d g e 1 8 3 0 , 3 7 - 4 0 ] . 

. I n o t h e r a r e a s o f t h e i n t e g r a l c a l c u l u s , we t r a c e p r o b l e m s 

c o n c e r n i n g t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s and d e f i n i t e . i n t e g r a l s 

f r o m 1 8 28 o n w a r d s [ 1 8 3 1 a , 1 4 2 , 1 6 1 , 1 6 7 , 2 0 3 ] . The l a t t e r g a i n e d 

p r o m i n e n c e i n an a d v a n c e d l e v e l i n : t h e 1840's [ C a m b r i d g e 1 8 4 9 ] . 

The a p p e a r a n c e o f a l l t h e s e p r o b l e m s m e n t i o n e d s o f a r w e r e due 

p r i m a r i l y t o P e a c o c k ' s i n i t i a l r e f o r m i n t h e l a t e 161-0's, and 

a l s o t o W h e w e l l ' s c r i t e r i o n o f p o t e n t i a l a p p l i c a t i o n o f m o s t o f 
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t h e s e p r o b l e m s w i t h i n q u e s t i o n s o f g e o m e t r i c a l n a t u r e o r i n 

mechanics.- F o r e x a m p l e , many p r o b l e m s r e g a r d i n g t h e s o l u t i o n o f 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s by L a p l a c e ' s m e t h o d w e r e s t a t e d v e r b a l l y i n 

c o n n e c t i o n w i t h - t h e t h e o r y o f c u r v e s [ C a m b r i d g e 1 8 3 1 b , 5 3 , 5 5 3 . 

B u t Whewel1
1

 s most d i r e c t i n f l u e n c e was t h a t , c o n t r a r y >-to 

P e a c o c k ' s move t o w a r d s p u r e m a t h e m a t i c s , h e e n r i c h e d t h e exam 

p a p e r s w i t h a v a r i e t y o f q u e s t i o n s i n a p p l i e d m a t h e m a t i c s . We 

h a v e t r a c e d many q u e s t i o n s r e q u i r e d t o be a n s w e r e d b o t h 

" g e o m e t r i c a l l y a n d a n a l y t i c a l l y " ; s e e f o r e x a m p l e t h e d e m o n s t r a 

t i o n o f t h e a t t r a c t i o n f o r m u l a (13.1) i n 1828 [ 1 8 3 1 a , 1 3 9 , 1 4 4 1 . 

M o r e o v e r , c e r t a i n p r o b l e m s r e q u i r e d o n l y g e o m e t r i c a l p r o o f s 

[ 1 8 3 1 a , 3 6 , 1 0 8 ) . T h i s t e n d e n c y g r a d u a l l y d i m i n i s h e d i n t h e 1 8 3 0 ' s . 

H o w e v e r , d u r i n g • t h i s * d e c a d e a c l a s s i c a l p r o b l e m p o s e d was d r a w n 

f r o m A i r y ' s p r e s e n t a t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n i n h i s 

T r a c t s [1826] . .. • . 

But b e f o r e we r e f e r t o t h i s k i n d o f exam p r o b l e m s , l e t u s 

i n t r o d u c e W h e w el1's and A i r y ' s w o r k w i t h i n m a t h e m a t i c s a n d 

m e c h a n i c s . A s a m a t h e m a t i c i a n , , W h e w e l l was • n o t a m a j o r 

f i g u r e
< ö )

. I n a p e r i o d when t h e F r e n c h s o u g h t f o r e x a c t s o l u t i o n s 

a n d were r e p l a c i n g L a g r a n g i a n c a l c u l u s by C a u c h y ' s l i m i t - b a s e d 

c a1 e u 1 u s , Whewe11 f a v o u r e d a p p r o x i mate t e c h n i q u e s i ne1ud i n g 

d i v e r g e n t s e r i e s . H o w e v e r , d e s p i t e a n a p p a r e n t i n f l u e n c e f r o m t h e 

" a n a l y t i c a l r e v o l u t i o n " , he a p p r o v e d n e i t h e r o f L a g r a n g e ' s m a t h e -

m a t i z a t i o n o f m e c h a n i c s , n o r o f h i s a l g e b r a i c f o u n d a t i o n s o f t h e 

c a l c u l u s . P r o g r e s s i v e a n d c o n s e r v a t i v e a t t h e same t i m e , when i n 

t h e l a t e 1 8 3 0 ' s he b r o u g h t up t h e c o n c e p t ' o f l i m i t , i t was 

N e w t o n ' s v e r s i o n w h i c h he i m p l i e d a n d n o t C a u c h y ' s [ B e c h e r 1 9 8 0 b , 

1 4 - 1 6 , 27-30; G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 8 5 a , 9 5 , 9 9 - 1 0 1 ] . 

In; t h e r e a l m s o f m e c h a n i c s , W h e w e l l g a v e p r i o r i t y t o t r a d i -

t i ona1 me t h o d s 1ook i ng f o r w a r d t o s i m p 1 i f i e d v e r s i o n s o f 

L a p l a c e ' s a p p r o a c h ; I n h i s T r e a t i s e on D y n a m i c s [1823] he w r o t e 

t h a t t h o s e who w i l l s i m p l i f y L a p l a c e ' s M é c a n i q u e " w i l l d e s e r v e t o 

be c o n s i d e r e d a s r e a l b e n e f a c t o r s t o t h e commonwealth o f 

s c i e n c e " . H o w e v e r , he d i s c o u r a g e d
1

 o r i g i n a l r e s e a r c h s a y i n g t h a t 

i f a m a t h e m a t i c i a n d i d n o t pay a t t e n t i o n • t o t h e w o r k o f h i s 

p r e d e c e s s o r s <
1 0 1

 "he m i g h t e a s i l y , i n f o l l o w i n g a f a v o u r i t e p a t h 

o f r e s e a r c h , s p e n d t o o much o f h i s t i m e i n i n v e n t i n g , s o l v i n g a n d 

g e n e r a l i z i n g p a r t i c u l a r p r o b l e m s " [ 1 8 2 3 , v ] . A c o n c i s e d i s p l a y o f 

h i s v i e w s
1

 o n m a t h e m a t i c s and m e c h a n i c s i s i n h i s " P r e f a c e " t o 

M e c h a n i c a l E u c l i d [ 1 8 3 7 ] , a book d e v o t e d
1

 t o p r a c t i c a l i l l u s t r a -
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t i o n s o f m i x e d m a t h e m a t i c s w i t h i n m e c h a n i c s and h y d r o s t a t i c s . The 

name o f E u c l i d i n t h e t i t l e was a synonym o f "a c o h é r e n t s y s t e m 

o f e x a c t r e a s o n i n g " 11837, i ] <
l l

> . 

D e s p i t e t h e l a c k o f a n y m a j o r c o n t r i b u t i o n s i n t h e d o m a i n o f 

m a t h e m a t i c s and m e c h a n i c s , W h e w e l l ' s v i e w s on t h e n a t u r e o f 

s c i e n c e , and on t h e r ô l e o f h i s t o r y w ere c o n s i d e r a b l y 

i n f l u e n t i a l
 ï l 2 >

. F o c u s i n g o n p h y s i c a l a s t r o n o m y we s w i t c h t o t h e 

w o r k o f h i s d i s c i p l e A i r y . Though ne h a d a g r e a t e r p o t e n t i a l a s a 

m a t h é m a t i c i e n t h a n W h e w e l l , A i r y o r i e n t a t e d h i s s t u d i e s t o w a r d s 

e x p é r i m e n t a l p h y s i c s a n d a p p l i e d m a t h e m a t i c s . E v e n when i n 1866 

he coraposed a t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , A i r y e m p h a t i -

c a l l y s h o w e d h i s c o n c e r n w i t h a p p l i c a t i o n s r a t h e r , t h a n w i t h 

a b s t r a c t t h e o r y [ 1 8 6 6 , 38; c h a p t e r 9J . H i s o r i g i n a l i t y a s an 

a n a l y s t was p r o j e c t e d i n h i s [ 1 8 2 7 ] . I n t h i s p a p e r he amended 

t h e d e f e c t s o f L a p l a c e ' s d é m o n s t r a t i o n o f (13.8) o f f e r i n g a l u c i d 

d é d u c t i o n o f (13.8) a n d i t s c o n s é q u e n c e s ( 1 3 . 1 0 ) - ( 1 3 . 1 1 ) w h i c h 

p l a y e d a most c r u c i a l r ô l e i n L a p l a c e ' s t h e o r y o f t h e e a r t h ' s 

s h a p e [ 1 8 2 7 , 3 8 2 , 3 8 5 - 3 0 0 ] . He f u r t h e r d e f e n d e d L a p l a c e ' s p o t e n 

t i a l t h e o r y a g a i n s t I v o r y ' s c r i t i c i s m [ 1 8 2 7 , 3 79-380; G r a t t a n -

G u i n n e s s 1985a,. 102] . 

3 u t , r e s t r i c t e d b y Whewel1's 1 i m i t i n g prograimjrçeAiry d i d n o t 

c a r r y o n h i s r e s e a r c h o n L a p l a c e ' s u n e s ( B e c h e r 1 9 8 0 b , 3 3 ] . Not 

o n l y h i s T r a c t s [ 1 8 2 6 ] , b u t a l s o t h e a r t i c l e he c o n t r i b u t e d f o r 

t h e E n c v c l o p e d i a M e t r o p o l i t a n a
c 1 3 1

 o n t h e " F i g u r e o f t h e e a r t h " 

[ 1 8 4 5 ] w e r e t o t a 1 l y d e v o i d o f L a p l a c e ' s m e t h o d s . Aware o f t h i s 

s t r i k i n g o m i s s i o n ne o f f e r e d a n a p o l o g y f o r e x c l u d i n g L a p l a c e ' s 

own e x p o s i t i o n and m ethods on t h e g r o u n d t h a t , h a v i n g i n c l u d e d 

t h e m , h i s t r e a t i s e w o u l d be r e n d e r e d " u n i n t e l 1 i g i b l e " [ 1 8 4 5 , 

1921 . T h e m a t e r i a l o f t h i s a r t i c l e i s a l m o s t i d e n t i c a l t o t h a t 

i n c l u d e d i n h i s T r a c t b [ 1 8 2 6 ] . Undeir s l i g h t m o d i f i c a t i o n a n d i n 

c l u s i o n o f new m a t e r i a l , A i r y ' s t ë x t b o o k was s u c c e s f u l l y r e e d i t e d 

i n 1 8 3 1 , 1 8 3 9 and 1 8 5 8 . B u t d e s p i t e h i s g ê n e r a i a p p r o v a l d f i t , 

W h e w e l l was o p p o s e d t o t h e u p d a t i n g o f t h e T r a c t s a s i t d i s t u r b e d 

t h e s t a b i l i t y o f t h e c u r r i c u l u m
< 1 4 )

. 

T h e T r a c t s o p e n e d w i t h a b r i e f s t u d y o f é q u a t i o n ( 3 2 . 1 ) , o r 

d
2

u 
( 3 2 . 5 ) + n

a

u L+ 6 - 0, 
d8= 

"6 b e i n g a f u n c t i o n o f 8 a n d c o n s t a n t s o n l y " . M u l t i p l i c a t i o n by 

c o s n Q a n d i n t é g r a t i o n by p a r t s . g a v e t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f 
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( 3 2 . 5 ) i n 8 a n d c o s n 8 [ 1 8 2 6 , 1 — 2 ] . S p e c i f i c c a s e s o f 8 , s u c h a s 

8=-a o r 8 - b c o s ( m 8 + D ) , w h e r e a,b,m,D c o n s t a n t s , were s t u d i e d ; 

among them t h e c a s e o f 8 - 0 w h i c h g i v e s r e a d i l y 

( 3 2 . 6 ) u =-acosn8 + b s i n n 8 , 

w h e r e a a n d b a r e c o n s t a n t s [ 1 8 2 6 , 2 - 3 ) . . C o h t r a r y t o W o o d h o u s e , 

A i r y a v o i d e d t o i l l u s t r a t e t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n s o f c o n s t a n t s 

c o n f i n i n g h i m s e l f o n l y t o a p e r t i n e n t r e m a r k i n [ 1 8 2 6 , 5 1 . 

T h e r e f o l l o w e d a s t u d y o f t h e p r o b l e m o f two b o d i e s w h i c h 

r e q u i r e d t h e s o l u t i o n o f ( 3 2 . 5 ) f o r 8 a c o m p l i c a t e d f u n c t i o n o f 

b o t h u and 8. R e m a r k i n g t h a t no d i r e c t m e t h o d o f s o l u t i o n i s 

known f o r t h e g ê n e r a i c a s e , he s t r e s s e d t h a t (32.5) c a n a l w a y s be 

s o l v e d i f 8 i s a f u n c t i o n o f 8 o n l y . " T h i s s u g g e s t s t h e m e t h o d o f 

s o l v i n g by s u c c e s s i v e s u b s t i t u t i o n . F i n d a v a l u e o f u i n t e r m s o f 

8 , w h i c h i s n e a r l y t h e j t r u e o n e . . . an d a more a p p r o x i m a t e v a l u e 

o f u found..'. " [ 1 8 2 6 , 2 7 1 . T h u s , l i k e W h e w e l l , A i r y f a v o u r e d a p 

p r o x i m a t e t e c h n i q u e s a n d d i d n o t b o t h e r w i t h g ê n e r a i , e x a c t s o l u 

t i o n s . H i s e x p o s i t i o n , p a r t i c u l a r l y o f t h e t h r e e - b o d i e s p r o b l e m s , 

i s i n f e r i o r t o t h a t by Woodhouse [ 1 8 1 8 1 , a f a c t w h i c h A i r y a d -

m i t t e d i n t h e " P r é f a c e " [ 1 8 2 6 , i v ] <
1 0

> . 

A i r y ' s t r e a t m e n t o f t h e t h e o r y o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h 

r e s e m b l e d tha,t p u t f o r w a r d by C l a i r a u t - i n i h i s [17431.. C o n s i d e r i n g 

t h e e a r t h a s a n h e t e r o g e n e o u s f l u i d b o d y , A i r y . d e d u c e d b y t h e 

h e l p o f g e o m e t r i c a l d i a g r a m s a n d t h e t h e o r y o f c o n i c s e c t i o n s 

C l a i r a u t ' s c o n d i t i o n ( 1 3 . 1 2 ) f o r t h e f l u i d mass o f t h e e a r t h t o 

be i n e q u i l i b r i u m
< 1 € >

. I f e c o r r e s p o n d s t o t h e e l l i p t i c i t y o f t h e 

e a r t h , c t o t h e r a d i u s o f t h e s p h e r o i d <
1 - 7 >

 and p t o i t s d e n s i t y , 

t h e n d i f f e r e n t i a t i o n o f ( 1 3 . 1 2 ) r e l a t i v e t o c r e d u c e s c o n d i t i o n 

( 1 3 . 1 2 ) t o t h e f o r m : 

d
3

e 2 p c
a

 de r 2pc 6 •• 
( 3 2 . 7 ) + 

d e
2 

e - 0 

[ 1 8 2 6 , 9 9 - 1 0 0 ] . By c h a n g e o f t h e v a r i a b l e s ( 32.7) c o r r e s p o n d s t o 

C l a i r a u t ' s ( 1 3 . 1 3 ) a n d t o L a p l a c e ' s ( 1 3 . 2 1 ) . A i r y r e m a r k e d t h a t 

i f p i s g i v e n i n t e r m s o f c ^ t h e n i t i s a l w a y s p o s s i b l e t o i n -

t e g r a t e (32.7) by s é r i e s . H o w e v e r , no a t t e m p t i s t r a c e d i n h i s 

w o r k t o d e d u c e t h e s o l u t i o n o f ( 3 2 . 7 ) . 

B e l o w he u n d e r t o o k t o " f i n d t h e e l l i p t i c i t y o f t h e E a r t h o n 

a n y assumed l a w o f d e n s i t y o f t h e s t r a t a " . A s s u m i n g ( 1 3 . 1 2 ) a n d 

d i f f e r e n t i a t i n g i t t w i c e i n r e s p e c t w i t h c , he o b t a i n e d ( 3 2 . 7 ) . 

- "Now, when e i s g i v e n i n t e r m s o f c , we must Substitute i t i n 
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t h i s l o s t é q u a t i o n [ ( 3 2 . 7 ) ] , a n d by i n t é g r a t i o n f i n d e . The e x 
p r e s s i o n w i l l c o n t a i n two a r b i t r a r y c o n s t a n t s " f o u n d by s u b s t i t u 
t i o n i n (13.12) an d i t s r e d u c e d f o r m a f t e r t h e f i r s t d i f f e r e n t i a -
t i o n . T h u s ( 3 2 . 7 ) c a n assume a s i m p l e r f o r m i f we l e t 

(32.8) p c
a

 - p pe - u; 

we t h e n have 

d
a

u 6u c dp 
(32.9) u - . — - 0 

d c
a

 c
2

 p de 

[ 1 8 2 6 , 1 0 7 1 . 

As an " E x a m p l e " he l e t 

s i n q c 

( 3 2.10) p = A . , 
c 

A and q c o n s t a n t s , c o m m e n t i n g as f o l l o w s : "As t h i s g i v e s a d e n 

s i t y d i m i n i s h i n g f r o m t h e c e n t e r t o t h e s u r f a c e , i t i s p r o b a b l e 

t h a t i t w i l l p r e t t y n e a r l y r e p r e s e n t t h a t o f t h e e a r t h " . On s u b -

s t i t u t i n g i n ( 3 2 . 9 ) he was l e d t o 

d
2

u 6u 
( 3 2 . 1 1 ) + q=u - 0 

d c
a

 c
3 

" t h e c o m p l è t e s o l u t i o n o f w h i c h i s " : 

3 3 
( 32.12) u = C [ s i n ( q c + C') + — c o s ( q c + C') s i n ( q c + C ' ) ] 

qc q
a

c
3 

C, C b e i n g a r b i t r a r y c o n s t a n t s [ 1 8 2 6 , 1 0 7 - 8 ] . ^ P o l l o w e d t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f C a n d C/A by means o f é q u a t i o n ( 1 3 . 1 2 ) and t h e n 

c a l c u l a t i o n s o f e u n d e r f u r t h e r a s s u m p t i o n on q [ i b i d , 1 0 8 - 1 1 0 ) . 

E q u a t i o n ( 3 2 . 1 1 ) was t o be f r o m 1826 o n w a r d s t h e s t a n d a r d 

f o r m o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n w i t h i n b o t h p h y s i c a l and m athe-

m a t i c a l c o n t e x t . I n d e d u c i n g (32.11) f r o m ( 3 2 . 9 ) A i r y most p r o b -

a b l y d r e w o n L a p l a c e ' s c h o i c e o f ( 3 2 . 1 0 ) , o r ( 1 3 . 2 7 ) , as t h e l a w 

o f d e n s i t i e s
t l o >

. H o w e v e r , he n e i t h e r b o t h e r e d t o e x p l a i n how one 

cornes t o f o r m u l a t e ( 3 2 . 1 0 ) - a s t h a t w o u l d i n v o l v e L a p l a c e ' s 

P o t e n t i a l t h e o r y - n o r how one c o n c l u d e s (32.12) f r o m ( 3 2 . 1 1 ) . 

T h e s e two o m i s s i o n s , a s we s h a l l s e e , p u z z l e d s t u d e n t s who a t -

t e n d e d A i r y ' s c l a s s e s e v e n when t e n y e a r s l a t e r b o t h d e f e c t s w e r e 

t o be amended i n o t h e r w o r k s . F o r , i n b o t h t h e u p d a t e d é d i t i o n s 

o f T r a c t s a n d i n h i s a r t i c l e [ 1 8 4 5 ] , A i r y ' s t r e a t m e n t o f t h e 
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t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e r e m a i n e d v i r t u a l l y u n c h a n g e d . On t h e 

f r a g m e n t d i s c u s s e d s o f a r s e e a l s o h i s [ 1 8 4 5 , 1 8 7 - 9 ] . 

What was demanded i n t h e T r i p o s i n c o n n e c t i o n w i t h t h e 

t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e ? The r e p r e s e n t a t i v o q u e s t i o n p o s e d i n 

t h e 1 8 30's r e q u i r e d i ) t h e r e d u c t i o n o f (32.11) g i v e n t h e e q u a -

t i o n ( 1 3.12) a n d t h e l a w o f d e n s i t i e s ( 3 2 . 1 0 ) , a n d i i ) t h e 

d e t e r m i n a t i o n o f t h e e l l i p t i c i t y e f r o m ( 3 2 . 1 1 ) g i v e n t h e 

l a t t e r ' s s o l u t i o n ( 3 2.12) [ C a m b r i d g e 1837 , 3 1 9 - 3 2 0 1 . 

The f i r s t q u e s t i o n t o i s o l a t e ( 3 2 . 1 1 ) f r o m i t s p h y s i c a l c o n -

t e x t a n d t o demand t h e s o l u t i o n o f ( 3 2 . 1 1 ) - g i v e n t h e s o l u t i o n o f 

t h e g e n e r a l f o r m o f t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n ( 1 3 . 3 3 ) - w a s p o s e d 

by T . G a s k i n i n 1 8 3 9 . G a s k i n was t h e s e c o n d m o d e r a t o r a f t e r 

P e a c o c k t o d i v e r g e c o n s i d e r a b l y f r o m t h e s t a n d a r d c u r r i c u l u m a n d 

t h e f i r s t t o a t t r a c t a t t e n t i o n t o s y m b o l i c a l m e t h o d s . P o s t p o n i n g 

t h e d i s c u a s i o n o f G a s k i n ' s r e v o l u t i o n a r y s t e p f o r 4 . 2 , l e t u s 

r e c o r d t h e f i r s t a t t e m p t t o w a r d s a d i r e c t s o l u t i o n o f ( 3 2 . 1 1 ) 

made by A . J . E l l i s i n 1 8 3 6 . 

W h i l e G a s k i n ' s ñ a m e i s t r a c e d i n few 1 9
t n

_ _ c e n t u r y w o r k s 

on d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s [ 4 . 2 ] , E l l i s r e m a i n e d t o t a l l y unknown. 

s i n c e h i s s o l u t i o n was w r i t t e n by h i m o n l y o n t h e f i r s t p age o f 

h i s c o p y o f A i r y ' s T r a c t s [18311 w h i c h b e a r s t h e d a t e "18 A p r i l 

1 8 3 6 " . A w r a n g l e r i n 1 8 3 7 , E l l i s was s t i l l a s t u d e n t when G a s k i n 

- w r a n g l e r i n 1 8 3 1 - was f o r t h e f i r s t t i m e an e x a m i n e r i n 1 8 3 5 . A 

c o m p a r i s o n o f , , t h e i r s o l u t i o n s s u g O 6 - ^ t h a t G a s -

k i n w a s
A
a w a r e o f E l l i s í o w n s o l u t i o n . I n any c a s e , b o t h a n a l y s t s 

made u s e o f t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n o f p a r a m e t e r s . 

E l l i s l e t 

(32.13) qc - x 

r e d u c i n g t h u s ( 3 2 . 1 1 ) t o 

d
a

u 6u 
(32 . 1 4 ) + u - 0. 

d x
a

 x
a 

A s s u m i n g f i r s t u t o be t h e s o l u t i o n o f (32.14) d e v o i d o f t h e 

m i d d l e t e r m , he o b t a i n e d a c c o r d i n g t o (32.6) f o r n - 1 

(32 . 1 5 ) u - a c o s x + b s i n x . 

R e g a r d i n g a a n d b now a s a r b i t r a r y f u n c t i o n s o f x , he d i f f e r e n -

t i a t e d ( 3 2 . 1 5 ) a n d by s u b s t i t u t i n g i n (32.14) he a r r i v e d a t 

(32.16) A s i n x + B c o s x - 0 

where A s t o o d f o r 
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d
a

b d a 6b 
( 3 2 . 1 7 ) 2 

d x
a

 dx x
a 

a n d B f o r t h e same f o r m where a and b a r e i n t e r -

c h a n g e d . C o n d i t i o n (32.16) l e d a d d i t i o n a l l y t o t h e r e l a t i o n s 

( 3 2 . 1 8 ) A - 0 a n d B - 0 

by means o f w h i c h , a n d ( 3 2 . 1 7 ) , a and b w e r e t o be d e t e r m i n e d . 

I n a n a l o g y w i t h t h e m i d d l e t e r m o f (32.14)., E l l i s assumed a 

a n d b t o be p o l y n o m i a l s o f t h e f o r m 

âa âa b a b s 
( 3 2 . 1 9 ) a - a

x
 + — + — , b - b i + — + — . 

X X A X X 3 

C o m b i n i n g ( 3 2 . 1 7 ) , (32.18) and (32.19) he d e t e r m i n e d a t o be 

3 b i 3 a
t 

( 3 2 . 2 0 ) a - a i + , 
x x

2 

o b t a i n i n g a s y m m e t r i c a l f o r m f o r b . S u b s t i t u t i n g t h e v a l u e s o f a 

a n d b i n ( 3 2 . 1 5 ) , ne a r r i v e d , a f t e r a c h a n g e o f t h e c o n s t a n t s 

( 3 2 . 2 1 ) a i - c s i n e ' , b
x
 = c c o s c ' . 

a t t h e known s o l u t i o n ( 3 2 . 1 2 ) . 

E l l i s ' s p r o o f , a s we saw, i s a s t r a i g h t - f o r w a r d a p p l i c a t i o n 

o f t h e m e t h o d o f v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s , wfich was i n t r o d u c e d and 

i l l u s t r a t e d by Woodhouse two d é c a d e s e a r l i e r . E q u a t i o n (32.11) 

c a n a l s o be d i r e c t l y i n t e g r a t e d by s é r i e s ( 4 . 3 ) . H o w e v e r, none o f 

t h è s e s i m p l e m e t h o d s e v e r f e a t u r e d i n t e x t b o o k s o f p h y s i c a l 

a s t r o h o m y i n c o n n e c t i o n w i t h t h e é q u a t i o n ( 3 2 . 1 1 ) i n E n g l a n d . We 

w o u l d l i k e t o m e n t i o n t h o u g h , t h e o n l y m e t h o d t r a c e d s o f a r i n 

t e x t b o o k s up t o t h e 1870's i n t r o d u c e d b y O ' B r i e n i n 1840. A t h i r d 

w r a n g l e r i n 1 8 3 8 , O ' B r i e n was most p r o b a b l y l i k e E l l i s a n o n -

e x c e p t i o n i n f e e l i n g d i s s a t i s f i e d w i t h A i r y ' s e x p o s i t i o n o f t h e 

t h e o r y o f t h e e a r t h
1

 s s h a p e . L i k e P r a t t , m e n t i o n e d b e l o w , O ' B r i e n 

d e v e l o p e d t h i s t h e o r y o n L a p l a c e ' s l i n e s i n a s i m p l i f i e d manner 

i n h i s M a t h e m a t i c a l T r a c t s [1840]<
l s

->. 

H a v i n g d e d u c e d (32.11) i n t h e f o r m 

d
a

n 6 
( 3 2 . 2 2 ) + . ( q

2

 ) n - 0
 J 

d a
a

 a
3 

O ' B r i e n a s s u m e d , w i t h o u t o f f e r i n g any e x p l a n a t i o n , t h e t r a n s f o r m 

i r° f
tt 

( 3 2 . 2 3 ) n - — a ' a
1

J ' d a '
2 

a
2

 J o J o 

167 



w h e r e J ' a f u n c t i o n o f a ' . The e f f e c t o f t h i s t r a n s f o r m was t o 

r e d u c e (32.22) t o t h e f o r m 

d
a

J 

( 3 2 . 2 4 ) + q
a

J « 0 , 
d a

a

 . 

w h i c h i s e a s i l y s o l v e d , a n d h e n c e n c a n i m m e d i a t e l y be d e d u c e d by 

( 3 2 . 2 3 ) i n t h e u s u a l f o r m (32.12) [ 1 8 4 0 , 5 3 - 4 ) . 

L i k e a l l t h e o t h e r m e thods t o be d i s c u s s e d i n t h e n e x t t w o 

c h a p t e r s , b o t h E l l i s ' s a n d O ' B r i e n ' s s o l u t i o n s d e p e n d u p o n t h e 

f o r m (32.24) [ s e e a l s o ( 1 3 . 2 5 ) , ( 1 4 . 1 0 ) , (22.2) ] . H o w e v e r , t h e 

raain d e f e c t o f t h e s e two m e thods l i e s i n t h a t none o f t h e m c a n be 

a p p l i e d t o t h e more g e n e r a l f o r m o f t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n 

( 1 3 . 3 3 ) o r ( 1 4 . 8 ) . I n f a c t , none o f t h e s e m e thods wo,3= a p p l i e d by 

E n g l i s h and I r i s h a n a l y s t s . The d i f f e r e n c e o f a p p r o a c h b e t w e e n 

p h y s i c i s t s a n d m a t h e m a t i c i a n s i n r e g a r d w i t h b o t h t h e e a r t h -

f i g u r e a n d t h e L a p l a c e e q u a t i o n s w i l l be d i s c u s s e d i n c h a p t e r 9 . 

R e t u r n i n g now t o E l l i s ' s a n n o t a t e d c o p y o f T r a c t s ( 1 8 3 1 ) , we 

s e e i n h i s own h a n d w r i t i n g a r e f e r e n c e a t page 170 t o [ P r a t t 

1 8 3 6 , 256-7] on t h e c h o i c e o f ( 3 2 . 1 0 ) a s t h e l a w o f d e n s i t i e s . 

J . H . P r a t t , a t h i r d w r a n g l e r i n 1 8 3 3 , was t h e f i r s t t o p r e s e n t i n 

a l u c i d a n d c o n c i s e manner t h e t h e o r y o f a t t r a c t i o n s a n d o f t h e 

e a r t h ' s s h a p e on L a p l a c e ' s l i n e s . H i s t r e a t m e n t , f i r s t e x p o s e d i n 

h i s M e c h a n i c a l p h i l o s o p h y (1836] - c i t e d i n [ 1 . 3 , ( 4 ) , (7) , ( 8 ) 1 - was 

e d i t e d i n an e x p a n d e d and m o d i f i e d f o r m u n d e r t h e t i t l e A 

t r e a t i s e on a t t r a c t i o n s . L a p l a c e ' s f u n c t i o n s and t h e f i g u r e o f 

t h e e a r t h [ 1 8 6 0 ] . T h i s book was s u c c e s f u l l y e d i t e d f o r a f o u r t h 

t i m e i n 1 8 7 1 . 

F o c u s i n g h e r e on t h e f i r s t v e r s i o n [ 1 8 3 6 ] , we w i l l d r a w o n 

i t s " P r e f a c e " where P r a t t e x p l a i n s t h e r e a s o n s why he c o m p o s e d 

h i s t r e a t i s e , c o m p a r i n g h i s a p p r o a c h w i t h t h o s e t h a t p r e v a i l e d i n 

h i s t i m e . He r e f e r r e d t o Woodhouse, P o i s s o n , W hewell a n d A i r y a s 

t h e a u t h o r s o f t h e most i m p o r t a n t b o o k s on m e c h a n i c s u s e d i n 

C a m b r i d g e U n i v e r s i t y b u t , a c k n o w l e d g i n g t h e l a t t e r s ' c o n t r i b u 

t i o n s , he e x p r e s s e d h i s o b j e c t i o n t o w a r d s t h e i r a m b i g u o u s , 

" n e i t h e r s t r i c t l y g e o m e t r i c a l , n o r s t r i c t l y a n a l y t i c a l " e x p o s i 

t i o n s . C l a i m i n g t h a t i n no way g e o m e t r y s h o u l d be b a n i s h e d f r o m 

t h e c u r r i c u l u m he n e v e r t h e l e s s a d d e d [ 1 8 3 6 , i i i - v ] 

t h a t we should pay more regard t o system than we h i t h e r t o have 

done; i f our course i s t o be g e o m e t r i c a l l e t us adhere t o 

geometry, i f a n a l y t i c a l t o a n a l y s i s ; i f we are t o admit both (the 
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p r e f e r a b l e course) l e t us keep our systems w e l l a p a r t ; and not have 

our course of re a d i n g confused, here a n a l y s i s and the r e geometry. 

P r a t t went on t o e x p l a i n why he d e v o t e d p a r t o f h i s 

t r e a t i s e t o L a p l a c e ' s a t t r a c t i o n t h e o r y [ 1 8 3 6 , v i i ] : 

A f t e r c a l c u l a t i n g the a t t r a c t i o n of s p h e r i c a l and spheroid bodies 

of homogeneous mass I have proceeded t o the more general i n v e s 

t i g a t i o n o f the a t t r a c t i o n of a body d i f f e r i n g but l i t t l e from a 

sphere i n form, w i t h a view t o the c a l c u l a t i o n o f the Figure of the 

Ea r t h i n a f u t u r e p a r t of the work. T h i s has l e d me t o introduce 

Laplace's C o e f f i c i e n t s , a subject unknown i n our U n i v e r s i t y course 

t i l l introduced a few years s i n c e by Mr Murphy i n h i s T r e a t i s e on 

E l e c t r i c i t y . I have fol l o w e d Laplace's course, and not the inverse 

method of Mr Murphy. The frequent occurence of the equation 

d
2

V d=*V d=V 
[(32.25)] + + 0 

d x
2

 d y
2

 d z
a 

i n p h y s i c a l i n v e s t i g a t i o n s makes i t h i g h l y d e s i r a b l e , t h a t a 

knowledge o f the profound a n a l y s i s of Laplace should be made as 

f a m i l i a r as p o s s i b l e t o the higher c l a s s of students i n the Univer

s i t y . For t h i s reason I have introduced, i n as concise and a t the 

same time as c l e a r a manner as I was a b l e , the p r i n c i p a l p r o p e r t i e s 

of the C o e f f i c i e n t s o f tha t great a n a l y s t , breaking up and arrang

i n g the s u b j e c t i n the form of p r o p o s i t i o n s . 

I t was W h e w e l l who f i r s t i n t r o d u c e d e l e m e n t s f r o m L a p l a c e ' s 

p o t e n t i a l t h e o r y , a s m o d i f i e d by P o i s s o n . However,he p r e s e n t e d 

h i s a c c o u n t n o t i n a C a m b r i d g e book b u t i n t h e E n c y c l o p e d i a 

M e t r o p o l i t a n a a r t i c l e on "The t h e o r y o f e l e c t r i c i t y " [1830] u n d e r 

t h e t i t l e "On t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r y o f e l e c t r i c i t y c o m p a r e d 

w i t h e x p e r i m e n t " . P r o v i d i n g t h e e x p a n s i o n ( 1 3 . 7 ) , he c a l l e d t h e 

c o e f f i c i e n t s Q
( 1 >

 a f t e r L a p l a c e . I v o r y ' s e q u a t i o n (22.6) was a l s o 

i n t r o d u c e d u n d e r h i s name [1 8 3 0 , 1 4 4 , 1 4 6 ; 1 . 3 , ( 5 ) ; 2 . 2 ) . W h e w e l l 

showed i n t e r e s t i n t h e " L a p l a c e c o e f f i c i e n t s " Q
1

 a s c o n n e c t e d 

w i t h i n " v e r y c u r i o u s a n a l y t i c a l i n v e s t i g a t i o n s " b u t , a s e x p e c t e d , 

he o r i e n t a t e d h i s a c c o u n t t o w a r d s t h e e x p e r i m e n t a l [ 1 8 3 0 , 143-

152; G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 8 5 a , 1 0 6 ] . 

Bu t t h e f i r s t s t r i c t l y m a t h e m a t i c a l t r e a t m e n t o f t h e L a p l a c e 

c o e f f i c i e n t s was g i v e n b y Murphy i n h i s E l e c t r i c i t y [ 1 8 3 3 c ] i n 

t h e most c o m p l e t e a n d a b s t r a c t m a n n e r . R. M u r p h y , a t h i r d 
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w r a n g l e r i n 1 8 2 9 , c o n t r i b u t e d many m a t h e m a t i c a l p a p e r s d u r i n g t h e 

p e r i o d 1830-1837 s t i m u l a t e d p r i n c i p a l l y by p r o b l e m s o f p h y s i c s 

[ s e e 3 . 3 ] , D e s p i t e b i s s t r i c t l y t h e o r e t i c a l a c c o u n t , c h a r a c -

t e r i z e d a b o ve a l l by a t e n d e n c y t o w a r d s g ê n e r a i i z a t i o n 

- e x c e p t i o n a l , p e r h a p s u n i q u e , a t h i s t i m e - W h e w e l l a p p r o v e d o f 

h i s w o r k s i n c e h i s r e s u l t s c o u l d be c o n f i r m e d e x p é r i m e n t a l l y 

[ s e e (20) b e l o w ; G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 8 5 a , 1 0 6 } . 

M u r p h y ' s p r é s e n t a t i o n o p e n e d w i t h t h e d é f i n i t i o n o f a p o l y -

n o m i a l o f o r d e r n i n one v a r i a b l e s o t h a t " i f m u l t i p l i e d w i t h any 

p o l y n o m i a l o f an o r d e r l e s s t h a n n , t h e i n t e g r a l o f t h e p r o d u c t 

t a k e n b e t w e e n 0 a n d 1 w i l l be z é r o " [ 1 8 3 3 c , 3 - 4 ] , p r e p a r i n g t h e 

g r o u n d f o r a r i g o r o u s p r o o f o f t h e o r t h o g o n a l i t y p r o p e r t y o f 

L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s [ 1 . 3 , ( 8 ) 1 . F u r t h e r s p e c i f y i n g t h i s g é n é r a l 

p o l y n o m i a l , he came t o i n t r o d u c e t h e " L e g e n d r e C o e f f i c i e n t s " 

- c a l l e d s o l a t e r o n - a n d t h e r e l a t e d o r d i n a r y d i f f é r e n t i e l é q u a 

t i o n m e n t i o n e d a b o v e i n ( 1 . 3 , ( 5 ) ; 1 8 3 3 c , 1 4 ] . F o l l o w i n g t h u s a 

r e v e r s e o r d e r f r o m t h a t o f c l a s s i c a l e x p o s i t i o n s , he d e a l t f i r s t 

w i t h t h e L a p l a c e é q u a t i o n i n one v a r i a b l e g é n é r a l i z i n g n e x t t o 

t h e c a s e o f two v a r i a b l e s . I n t r o d u c i n g t h e L a p l a c e c o e f f i c i e n t s 

by means o f ( 1 3 . 7 ) , he p r o v e d t h a t t h e y s a t i s f y é q u a t i o n (13.6) 

a n d went on t o d é t e r m i n e t h e most g ê n e r a i t r i g o n o m e t r i c a l f u n c -

t i o n t h a t s a t i s f i e s ( 1 3 . 6 ) a n d h e n c e c a n be e x p a n d e d i n t e r m s o f 

L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s . The p r e l i m i n a r y a c c o u n t e n d e d w i t h t h e 

o r t h o g o n a l i t y p r o p e r t y ( 1 8 3 3 c , 16-24; 1.3, ( 7 ) ] . 

M u r p h y ' s s t r i c t l y a n a l y t i c a l s t u d y o f t h e L a p l a c e c o e f f i 

c i e n t s f o r e s h a d o w s t h e i r d e v e l o p m e n t as a b r a n c h o f a n a l y s i s l a t e 

i n t h e Century ( s e e W h i t t a k e r 1 9 0 2 1 . B e i n g a h e a d o f h i s t i m e , 

M u r p h y ' s w o r k r e v i v e d i n T o d h u n t e r [ 1 8 7 5 ] , a t r e a t i s e w h i c h im-

p r o v e d o v e r P r a t t ( 1 8 6 0 1 - The s o l u t i o n o f t h e L a p l a c e é q u a 

t i o n , e i t h e r i n 3 v a r i a b l e s (32.25) o r ( 1 3 . 2 ) , o r i n 2 v a r i a b l e s 

( 1 3 . 6 ) , i n f i n i t e f o r m p r e s e n t e d w i t h i n s u r m o u n t a b l e d i f 

f i c u l t é s . B o t h P r a t t [ 1 8 3 6 , 1 6 1 ] a n d 0 ' B r i e n [ 1 8 4 0 , 7 , 1 4 ] 

d e c l a r e d t h a t t h i s é q u a t i o n c o u l d o n l y be a p p r o x i m a t e l y s o l v e d . 

H a r g r e a v e was t h e f i r s t t o p r o v i d e a f i n i t e s o l u t i o n i n 1841 and 

by 1846 o n w a r d s E n g l i s h a n d I r i s h a n a l y s t s t r i e d h a r d t o i m p r o v e 

o v e r H a r g r e a v e ' s p r o c é d u r e by a p p l y i n g s y m b o l i c a l m e t h o d s [ 5 . 8 ] . 

T h i s s e c t i o n was de v o t e d p r i n c i p a l l y t o a s t u d y o f t h e 

p e r i o d 1820-1837 t h r o u g h t e x t b o o k s on p h y s i c a l a s t r o n o m y a n d exam 

p a p e r s , e m p h a s i s p a i d o n H e r s c h e l ' s p r o m i n e n c e a s a t e x t b o o k 

w r i t e r . We w o u l d l i k e t o a d d t h a t t h o u g h L a c r o i x [18161 a n d i t s 
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s e q u e l o f E x a m p l e s [1820] w e r e u s e d a t C a m b r i d g e a t t h a t t i m e : 

s t i l l „ c o n t r a r y t o t h e i r i n i t i a l d e s i g n t o s e r v e a s a b a c k g r o u n d 

o n t h e c a l c u l u s f o r t h e a v e r a g e s t u d e n t , t h e y were recommended b y 

W h e w e l l , t o g e t h e r w i t h A i r y ' s T r a c t s . o n l y t o t h e b e s t s t u d e n t s 

[ B e c h e r 1 9 8 0 b , 3 2 , 3 4 ] . We s h o u l d n o t e t h o u g h , t h a t t h e r e were f e w 

new t e x t b o o k w r i t e r s on t h e c a l c u l u s , s u c h a s J . P . H i g m a n - t h i r d 

w r a n g l e r i n 1816 and a member o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y - a n d 

H . C o d d i n g t o n - s e n i o r w r a n g l e r i n 1820 who c o n t r i b u t e d v a r i o u s 

b o o k s o n o p t i c s . The f o r m e r i n c l u d e d e l e m e n t s f r o m t h e t h e o r y o f 

l i m i t s i n h i s [ 1 8 2 5 ] , w h i l e t h e l a t t e r f o l l o w e d A r b o g a s t ' s w7e-/K 

o f e x p a n s i o n o f m u l t i n o m i a l s i n s e r i e s by h i s c a l c u l u s o f 

c a l c u l u s a n d o n a n a l y t i c a l g e o m e t r y ^ [ B e c h e r 1 9 8 0 b , 1 9 - 2 2 ] . 

F i n a l l y , a s f a r a s a l g e b r a i s c o n c e r n e d . Wood's A l g e b r a [ s e e (11) 

a b o v e ] was i n most a c c o r d a n c e w i t h Whewel 1 ' s p r o g r a m . On 

P e a c o c k ' s and De M o r g a n ' s work on a l g e b r a s e e [ 3 . 4 - 3 . 9 ] . 

I n c o n n e c t i o n w i t h p h y s i c a l a s t r o n o m y and e l e c t r i c i t y t h e 

1 8 30's saw a c o n s i d e r a b l e d e v e l o p m e n t . L a p l a c e ' s and P o i s s o n ' s 

p o t e n t i a l t h e o r y g a i n e d g r a d u a l l y p r i o r i t y o v e r N e w t o n i a n 

m e c h a n i c s . P a r t i c u l a r l y t h e t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e was one 

o f t h e m o s t i m p o r t a n t c o n c e r n s w i t h i n C a m b r i d g e p h y s i c i s t s ; i t 

f o r m e d t h e m o d e l , c o n c e p t u a l l y a n d m a t h e m a t i c a l l y , f o r t h e 

t h e o r i e s o f e l e c t r i c i t y , m a g n e t i s m and h e a t w i t h i n f l u i d 

m e c h a n i c s . W h e w e l l and A i r y f o c u s e d o n t h e e x p e r i m e n t a l a s p e c t o f 

t h i s t h e o r y c a r r y i n g o u t v a r i o u s e x p e r i m e n t s i n o r d e r t o m e a s u r e 

t h e d e n s i t y o f t h e e a r t h . A p p a r e n t l y ; s t u d e n t s w e r e n o t s a t i s f i e d 

w i t h A i r y ' s p r e s e n t a t i o n o f t h i s t h e o r y , among t h e n A . J . E l l i s , 

P r a t t , 0 ' B r i e n , G a s k i n and W. Thomson<
3 0

> . T h i s i n s u f f i c i e n c y 

a s k e d f o r m o d i f i c a t i o n s i n t e x t b o o k s a n d exam q u e s t i o n s and p a r t 

o f t h e t h e o r y o f t h e e a r t h was s o o n t o be s t u d i e d w i t h i n s t r i c t 

m a t h e m a t i c a l c o n t e x t [ c h a p t e r 4 ] . 

T h i s t r a n s i t i o n a l p e r i o d saw new c a p a b l e w r a n g l e r s who i n 

f l u e n c e d t h e e d u c a t i o n a l p r o g r a m a t C a m b r i d g e and who c o n t r i b u t e d 

i n t h e d e v e l o p m e n t and d i f f u s i o n o f v a r i o u s b r a n c h e s o f p u r e 

m a t h e m a t i c s and t h e o r e t i c a l p h y s i c s . We c o n c l u d e o u r a c c o u n t by 

p r o v i d i n g a l i s t o f t h e most i m p o r t a n t o n e s i n c o n n e c t i o n w i t h 

t h i s t h e s i s . I n t h e 1820's we n o t i c e De M o r g a n and R.Murphy, 

w r a n g l e r s i n 1827 and 1829 r e s p e c t i v e l y , a s w e l l a s t h e 

t e x t b o o k w r i t e r J . H y m e r s , s e c o n d w r a n g l e r i n 1826 who m a r k e d a n 

e r a i n t h e h i s t o r y o f t h e c o l l e g e [ B e c h e r 1 9 8 0 b , 20-21; 4 . 2 ) . I n 

d e r i v a t i o n s O t h e r on t h e 
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t h e 1830's we h a v e a n a b u n d a n c e o f y o u n g m a t h e m a t i c i a n s a n d 

p h y s i c i s t s , t h e d a t e o f g r a d u a t i o n i n s e r t e d i n a p a r e n t h e s i s : 

T . G a s k i n ( 1 8 3 1 ) , S . E a r n a h a w ( 1 8 3 1 ) , J . H . P r a t t ( 1 8 3 3 ) , P . K e l l a n d 

( 1 8 3 4 ) , S . S . G r e a t h e e d ( 1 8 3 5 ) , A . J . E l l i s ( 1 8 3 7 ) , D . F . G r e g o r y 

( 1 8 3 7 ) , J . J . S y l v e s t e r ( 1 8 3 7 ) , M . O ' B r i e n ( 1 8 3 8 ) . F i n a l l y , i n t h e 

e a r l y 1840's we h a v e R . L . E l l i s ( 1 8 4 0 ) , A . C a y l e y ( 1 8 4 2 ) , W.Thomson 

( 1 8 4 5 ) , and t h e t e x t b o o k w r i t e r J . P e a r s o n i n 1848 [ B e c h e r 1 9 8 0 b , 

23; c h a p t e r s 4 - 5 ) . 

W h i l e r e s e a r c h o n t h e U n e s o f Babbage and H e r s c h e l
c a i ï

 was 

r e s t r i c t e d t o t h e minimum i n t h e 1 8 2 0 ' s , a n d w h i l e N e w t o n i a n 

m e c h a n i c s g a i n e d p r o m i n e n c e o v e r L a p l a c e ' s M é c a n i q u e , g r a d u a l l y 

t h e e m p h a s i s on a p p l i e d m a t h e m a t i c s s w i t c h e d t o p u r e m a t h e m a t i c s 

a n d t h i s was l a r g e l l y due t o t h e u p d a t i n g o f t h e c u r r i c u l u m a n d 

t h e i n i t i a t i v e o f t h e e x a m i n e r s . The r e s u l t s o f t h i s r a t h e r t e m -

p o r a r y r e f o r m - w h i c h saw i t s c l i m a x i n t h e e a r l y 1 840's - w i l l be 

e x a r a i n e d i n d e t a i l i n what f o l l o w s i n t h i s t h e s i s t h r o u g h a s t u d y 

o f s y m b o l i c a l m e thods d u r i n g 1 8 3 7 - 1 8 6 0 . 

3.3 Murphy on d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s : 1 8 3 3 - 1 8 3 7 . 

I n 3.2 we m e n t i o n e d R.Murphy i n c o n n e c t i o n w i t h t h e L e g e n d r e 

a n d t h e L a p l a c e c o e f f i c i e n t s a s t h e y f e a t u r e d i n h i s E l e c t r i c i t y 

[ 1 8 3 3 c ] . T h a t c h a p t e r , o p e n i n g w i t h a d e f i n i t e i n t e g r a l p r o p e r t y , 

was b a s e d upon h i s e a r l i e r e n q u i r i e s i n t h e g ê n e r a i p r o p e r t i e s o f 

d e f i n i t e i n t é g r a i s whose r ô l e he h a d p e r c e i v e d t o be o f c o n 

s i d é r a b l e i m p o r t a n c e i n t h e t h é o r i e s o f t h e " p r o p a g a t i o n o f b e a t " 

a n d o f t h e " d i s t r i b u t i o n o f e l e c t r i c i t y " ( 1 8 3 0 , 4 2 9 ) . D r a w i n g 

f r o m t h e work o f F r a n ç a i s a n d S e r v o i s , he p a i d p a r t i c u l a r a t t e n 

t i o n t o t h e p r o p e r t y o f d i s t r i b u t i v i t y , w h i c h c h a r a c t e r i s e d 

d e f i n i t e i n t e g r a l o p é r a t i o n s , i s o l a t i n g i t s s t u d y w i t h i n p u r e 

m a t h e m a t i c a l c o n t e x t i n h i s [ 1 8 3 3 b , 3 5 4 3 . And f o u r y e a r s l a t e r he 

d e v o t e d h i s " F i r s t memoir o n t h e t h e o r y o f a n a l y t i c a l o p é r a t i o n s " 

(18371 s o l e l y t o a s t r i c t l y t h e o r e t i c a l s t u d y o f d i s t r i b u t i v e 

o p é r a t i o n s i n a raost g ê n e r a i a n d a b s t r a c t m a n n e r . 

I n many ways M u r p h y ' s w o r k was q u i t e a h e a d o f h i s t i m e . 

H o w e v e r , due t o i l l n e s s a n d p o v e r t y he d i e d a f t e r a r a t h e r u n f o r -

t u n a t e c a r e e r i n 1843 a t t h e â g e o f 3 7 , w i t h o u t p r o v i d i n g a 

s e c o n d p a r t e i t h e r f o r h i s - ( 1 8 3 3 c ] o r f o r h i s [ 1 8 3 7 ]
( 1 >

. I n t h e 

s e q u e l t o h i s [ 1 8 3 7 ] , M u r p h y w o u l d most p r o b a b l y i n c l u d e a p p l i c a 

t i o n s o f h i s t h e o r y i n t h e r e a l m s o f d e f i n i t e i n t é g r a i s - a s u b -
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j e c t w h i c h h a d o c c u p i e d a l m o s t t h e w h o l e o f h i s e a r l i e r w o r k - and 

i n t h a t o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s - w h i c h a l s o f e a t u r e d i n h i s 

p a p e r s a t c e r t a i n i n s t a n c e s . The m a i n n o v e l t i e s i n t h e f i r s t 

m emoir w h i c h was p u b l i s h e d ^ l a y i n h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f i n 

v e r s e d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n s , i m p r o v i n g t h u s o v e r t h e s t u d y o f 

S e r v o i s 11814] and S a r r u s [1822] [ s e e 1 . 6 ) , and i n h i s o r i g i n a l 

i n t r o d u c t i o n o f t h e " t r a n s m u t a t i o n " o f n o n - c o m m u t a t i v e , d i s t r i b u -

t i v e o p é r â t i o n s . 

Due t o i t s i m p l i c i t e f f e c t i n t h e d e v e l o p m e n t o f o p e r a t i o n a l 

m e t h o d s , M u r p h y ' s p a p e r [1837] h a s b e e n g i v e n r e c e n t l y s i g 

n i f i c a n c e and a b r i e f o u t l i n e o f i t h a s b e e n p u b l i s h e d
( 2 >

 . 

H o w e v e r , a d e t a i l e d s t u d y o f t h i s l e n g t h y p a p e r , a s w e l l a s o f 

i t s b a c k g r o u n d a n d i t s c o n n e c t i o n w i t h t h e work o f M u r p h y ' s 

p r e d e c e s s o r s a n d c o n t e m p o r a r i e s , i s m i s s i n g . I n what f o l l o w s , we 

g i v e a b r i e f o u t l i n e o f M u r p h y ' s e a r l y m a t h e m a t i c a l p a p e r s , 

t r a c i n g i n s o d o i n g t h e germs o f h i s [ 1 8 3 7 1 , h i s e a r l y i n f l u e n c e s 

a n d c o n c e r n s , h i s i m p l i c i t c o n n e c t i o n w i t h Babbage and H e r s c h e l , 

p r e s e n t i n g f i n a l l y t h e m a i n r e s u l t s o f h i s [1837] h i n t i n g a t 

t h e i r e v a l u a t i o n a n d i m p a c t o r l a c k o f i n f l u e n c e . We c o n c l u d e 

w i t h a f e w w o r d s o n h i s l a t e r w o r k p o i n t i n g o u t some s u b t l e , d i s 

t a n t l i n k s b e t w e e n h i m a n d h i s p r e d e c e s s o r s a n d c o n t e m p o r a r i e s . 

M u r p h y ' s e a r l y p a p e r s , p u b l i s h e d i n t h e C a m b r i d g e 

P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s b e t w e e n 1830 and 1835, d e a l w i t h a l 

g e b r a i c e x p a n s i o n s i n s e r i e s and d e f i n i t e i n t e g r a l t r a n s f o r m s
( 3 >

. 

H i s a l g e b r a i c m a n i p u l a t i o n s , c h a r a c t e r i z e d by a S*f-f©tog t e n 

d e n c y t o w a r d s a b s t r a c t i o n and g e n e r a l i z a t i o n , c a n be s e e n a s a 

r e v i v a l o f t h e a n a l y t i c a l t r e n d p u t f o r w a r d b y t h e A n a l y t i c a l 

S o c i e t y w h i c h h a d r e m a i n e d s t a g n a n t f o r o v e r a d e c a d e . B u t , c o n 

t r a r y t o t h e i n i t i a l w o r k o f Babbage a n d H e r s c h e l , b o t h t h e 

o r i g i n s a n d t h e a p p l i c a t i o n s o f M u r p h y ' s e n q u i r i e s w e r e p h y s i 

c a l l y o r i e n t a t e d . I n t h i s s e n s e ^ h i s w o r k , l y i n g a t t h e b o r d e l i n e 

b e t w e e n p u r e a n d a p p l i e d m a t h e m a t i c s , i s a c h a r a c t e r i s t i c 

p r o d u c t o f t h e u p d a t i n g o f t h e C a m b r i d g e c u r r i c u l u m , o f W h e w e l l ' s 

o r i e n t a t i o n t o w a r d s a p p l i e d m a t h e m a t i c s , m a r k e d a t t h e same t i m e 

by M u r p h y ' s own t e n d e n c y f o r o r i g i n a l r e s e a r c h . 

I n h i s f i r s t p a p e r "On t h e g e n e r a l p r o p e r t i e s o f d e f i n i t e 

i n t e g r a l s " [ 1 8 3 0 ] , Murphy b u i l t g r a d u a l l y h i s t h e o r y f o r t r a n s 

f o r m i n g d e f i n i t e , i n t e g r a l s i n t o s e r i e s and f o r t h e s u m m a t i o n o f 

s u c h s e r i e s i n i n t e g r a l f o r m . H i s p r o c e d u r e s a r e r a t h e r c o m p l i 

c a t e d , a n d a p p a r e n t l y , o f no d i r e c t a p p l i c a t i o n i n t h e r e s t o f 
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h i s w o r k . Of i n t e r e s t i s t o n o t e h i s g e n e r a l i t y , a s f o r e x a m p l e 

i n h i s d é t e r m i n a t i o n o f t h e d e f i n i t e i n t e g r a l o f a t o t a l l y a r -

b i t r a r y f u n c t i o n f (x) b e t w e e n x-a+hV-1 and x-a-h-f-1 [ 1 8 3 0 , 4 3 0 - 1 3 . 

H i s s e c o n d r e s u i t c o n s i s t e d i n e x p r e s s i n g t h e d e f i n i t e i n t e g r a l 

o f f ( a . x * * ) b e t w e e n x - 0 a n d x - «° i n t h e f o r m o f an i n f i n i t e 

s é r i e s w i t h g ê n e r a i t e r m 

1 d ^ - ^ f t a ) 
( 33.1) ( - l ) " -

1

 . — 
n " d ( l o g a ) " -

1 

w h e r e a i s a c o n s t a n t a n d f a r b i t r a r y [ 1 8 3 0 , 4 3 1 - 2 ] . 

Murphy a p p l i e d h i s t h e o r y t o t h e R i c c a t i é q u a t i o n ( 1 4 . 3 ) , o r 

du 

( 3 3 . 2 ) — + A u
2

 - B t ™ , 
d t 

i n d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m
< 4 )

. H i s p r o c é d u r e i s c o m p l i c a t e d a n d we 

o m i t i t s d é t a i l s . We w o u l d l i k e o n l y t o m e n t i o n t h a t i t was b a s e d 

upon a t h e o r e m w h i c h r e s e m b l e s c l o s e l y a t h e o r e m o f s u m m a t i o n i n -

t r o d u c e d by H e r s c h e l i n h i s [ 1 8 1 4 , 4 4 9 ] . S a n d * ( h ) s t a n d i n g f o r 

two s p e c i f i c s é r i e s i n p o w e r s o f x and h r e s p e c t i v e l y , M u r p h y
1

 s 

t h e o r e m i s o f t h e f o r m : 

x
 f ^ ( h j e "

5

^ * [ ~ ]
e t a l / € 

(33.3) - - =» S l o g ( - l ) 

2 J n h 

h v a r y i n g f r o m -1 t o 1 [ 1 8 3 0 , 4 4 2 1
< S 1

. B y means o f ( 3 3 . 3 ) , t h e 

s o l u t i o n u o f ( 3 3 . 2 ) was f o u n d i n t e r m s o f S i n d e f i n i t e i n t e g r a l 

f o r m [ 1 8 3 0 , 4 4 3 ) . One c a n c o mpare (33.3) w i t h H e r s c h e l ' s t h e o r e m 

r
 f ( t h ~ )±f ( t h - ~ ) i F ( h

D

)± F ( h -
D

) 
(33.4) S A * = ( f l o g - 1 ) : l o g t , 

L 2 J 2 

where f ( t ) - G
t
< A * } , S t h e s y m b o l o f summation and D - d / d t

< 6 >

. 

Murphy n e v e r r e f e r r e d t o H e r s c h e l ' s w o r k i n h i s p a p e r s . 

H o w e v e r , i t seems q u i t e p r o b a b l e t h a t he h a d b e e n t h r o u g h i t a s 

t h e s i m i l a r i t y b e t w e e n t h e two t h e o r e m s i s r e a l l y s t r i k i n g . 

S t i l l , t h e p r o c é d u r e s a r e r a d i c a l l y d i f f é r e n t . I t i s w o r t h n o t i n g 

t h a t Murphy showed d e e p c o n c e r n w i t h d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w h i c h 

p l a y e d a s i g n i f i c a n t r ô l e w i t h i n m e c h a n i c s . A t t h e same t i m e , i t 

i s r a t h e r s u r p r i s i n g t h a t h i s s o l u t i o n o f t h e R i c c a t i é q u a t i o n i n 

f i n i t e f o r m e s c a p e d t h e n o t i c e o f E n g l i s h a n a l y s t s , m o s t p a r -

t i c u l a r l y o f J . W . L . G l a i s h e r whose [1881] was whojly d e v o t e d t o 

é q u a t i o n ( 3 3 . 2 ) , i t s t r a n s f o r m a a n d t h e d e f i n i t e i n t é g r a i s w h i c h 
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s a t i s f y t h e m [ s e e 1.4, ( 4 ) ; c h a p t e r 4 J . 

M u r p h y ' s n e x t p a p e r "On t h e r e s o l u t i o n o f a l g e b r a i c a l 

é q u a t i o n s " [1833a] p r i m a r i l y d e a l t w i t h t h e d é t e r m i n a t i o n o f t h e 

r o o t s o f a l g e b r a i c é q u a t i o n s . H o w e v e r , t h e a p p l i c a t i o n s o f t h e 

i n i t i a l t h e o r y c o n c e r n e d t h e d i r e c t p r o o f o f known t h e o r e m s o f 

a n a l y s i s a n d t h e d é t e r m i n a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . T h u s , t h e 

c o n t e n t o f t h i s p a p e r , w i t h i t s s l i g h t l y m i s l e a d i n g t i t l e , l i e s 

b e t w e e n a l g e b r a and a n a l y s i s *
7

' . Murphy h i m s e î f n o t i c e d t h a t by 

s a y i n g [ 1 8 3 3 a , 1 5 3 ] : 

In c o n c l u d i n g thèse few observations on Algebra, we may observe, 

t h a t i n whatever department o f A n a l y s i s we seek p r i n c i p l e s , simple 

i n t h e i r announcement, and gênerai i n t h e i r a p p l i c a t i o n s ; so f a r as 

we succeed, something u s e f u l i s acquired f o r a n a l y s i s . nor can any 

branch o f Mathematics, however humble, be deemed unworthy i n t h i s 

way 

y ^ ^ o l l o w e d t h r e e m e m o i r s "On t h e i n v e r s e m e t h o d o f d e f i n i t e 

i n t é g r a i s " [ 1 8 3 3 b , 1 8 3 5 a , b ] ^ w h i c h c o n s t i t u t e a s i n g l e p a p e r a s 

t h e i r s e c t i o n s a r e c o n s e c u t i v e l y numbered [ s e e (3) a b o v e ] . Among 

h i s c o n c e r n s were a p p l i c a t i o n s o f h i s t h e o r y i n p r o b l e m s o f 

e l e c t r i c i t y , i n c l u d i n g a s t u d y o f a n o t h e r c l a s s o f s e c o n d o r d e r 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s c l o s e l y a l l i e d t o t h e L e g e n d r e é q u a t i o n , 

d
2

u du 
(33.5) t f + ( m + l ) ( l - 2 t ) — + n(n+l+2m)u - 0 

d t
a

 d t 

w h e r e t ' = l - t [ 1 8 3 5 b , 3 3 5 ] . E q u a t i o n (33.5) was s o l v e d i n 

d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m f o r m - 0 [ 1 8 3 5 b , 338-342]<*>. 

B e f o r e we p r o c e e d t o a s t u d y o f h i s [1837] l e t us f o c u s on 

h i s [ 1 8 3 3 b ] w h e r e d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s a r e f o r t h e f i r s t t i m e 

i n t r o d u c e d i n E n g l i s h m a t h e m a t i c a l l i t t é r a t u r e . Murphy acknow-

l e d g e d F o u r i e r , P o i s s o n , C a u c h y and G a u s s f o r t h e i r e x t e n s i v e 

s t u d y o f t h e " d i r e c t c a l c u l u s o f D e f i n i t e I n t e g r a l s " . H o w e v e r , i t 

w o u l d be " a d v a n t a g e o u s " , he s t r e s s e d , " t o p o s s e s s an i n v e r s e 

m e t h o d " a s w e l l . T h u s , " o b j e c t s o f i m p o r t a n c e i n , t h e p u r e , a n d 

p h y s i c a l m a t h e m a t i c s w o u l d be a t t a i n e d " . He a d d e d [ 1 8 3 3 b , 3 5 3 - 4 ] : 

E u l e r and Laplace have valued the i n t e r p o l a t e d d i f f e r e n t i a l c o e f f i 

c i e n t s o f f r a c t i o n a l o r d e r s , f o r such f u n c t i o n s as may be simply 

représentée! by D e f i n i t e I n t e g r a l s of a p e c u l i a r form. I f we extend 

t h i s p r i n c i p l e t o a i l f u n c t i o n s of opération of the d i s t r i b u t i v e 

k i n d " , (that i s , such whose a c t i o n on the whole, i s the sum of the 
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a c t i o n s o f the p a r t s ) and i f we can represent a D e f i n i t e Intégral 

of the proper form, t h i s view w i l l be complète. 

W i t h t h e a s t e r i s f c Murphy r e f e r r e d i n a f o o t n o t e t o t h e 

p a p e r s o f S e r v o i s a n d F r a n p a i s i n t h e A n n a l e s w h e r e t h e n o t i o n o f 

d i s t r i b u t i v i t y was f i r s t f o r m u l a t e d [ s e e 1 . 6 ] . As i t becomes é v i 

d e n t f r o m o t h e r s c a t t e r e d g ê n e r a i r é f é r e n c e s , he was. f a i r l y w e l l 

a c q u a i n t e d w i t h t h e p r i n c i p a l F r e n c h j o u r n a l s o f t h a t t i m e . The 

A n n a l e s a r e a l s o m e n t i o n e d i n ( 1 8 3 3 a , 125] . I t i s t h u s p o s s i b l e 

t h a t M u rphy was a l s o a ware o f S a r r u s [1822] f o r r e a s o n s w h i c h 

w i l l s e e b e l o w . M u r p h y went on t o s a y [ 1 8 3 3 b , 3 5 4 ] : 

Again, the phenomena o f the p h y s i c a l s c i e n c e s gênerai l y r e s u i t from 

an infinité number of the elementary a c t i o n s of the p a r t i e l e s form-

ing the System under considération. Such an i n v e r s e c a l c u l u s would 

conduct us from the observed phaenomenon, t o the laws o f the 

elementary a c t i o n s . 

T h i s q u o t a t i o n r e m i n d s us o f B a b b a g e ' s c l a i m t h a t t h e i n v e r s e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s w o u l d " u n v e i l t h e h i d d e n l a w s " w h i c h g o v e r n 

t h e p h y s i c a l phenomena [ 1 8 1 6 , 179-180; 2 . 9 ] . P e r h a p s t h i s i s one 

o f t h e f a r b u t r a r e c o ï n c i d e n c e s o f v i e w s i n t h e h i s t o r y o f 

s c i e n c e . H o w e v e r , i t g i v e s é v i d e n c e o f t h e s u b t l e p r o x i m i t y o f 

v i e w s b e t w e e n M u r p h y a n d t h o s e o f B a b b a g e a n d H e r s c h e l who, a f t e r 

l e a d i n g a p u r e l y t h e o r e t i c a l r e s e a r c h i n t h e c a l c u l u s o f f u n c 

t i o n s , t r i e d - i n t h e i r raanuscripts- t o a p p l y t h i s c a l c u l u s i n 

o t h e r b r a n c h e s , s u c h a s t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s [ s e e 2 . 7 - 2 . 9 ] . 

I n t h e i l o t e s a p p e n d e d t o t h e e n d o f h i s [1833b] , M u r p h y 

d e a l t f o r t h e f i r s t t i m e w i t h t h e c o n c e p t o f a d i s t r i b u t i v e 

o p é r a t i o n i n t r o d u c i n g t h e n o t i o n o f t h e " a p p e n d a g e " , a n o t i o n 

é q u i v a l e n t t o S a r r u s
1

 s " f o n c t i o n c o m p l é m e n t a i r e " [ 1 8 2 2 . 2 9 7 ; 1 . 6 ] . 

He f i r s t l e t d é n o t e t h e o p é r a t i o n w h i c h c h a n g e s x t o x+h. A c -

c o r d i n g l y 41" e f f e c t s t h e change x+nh a n d c h a n g e s x t o x +h/n. 

L e t t i n g f u r t h e r F ( v ) s t a n d f o r t h e o p e r a t i v e f u n c t i o n 

(33.6) A
m
 Y

m

 + An 4 J n + 

he assumed t h a t we a r e g i v e n a f u n c t i o n (p(x) w h i c h s u b j e c t e d t o 

" t h e above o p é r a t i o n s , i s by t h e i n v e r s e c a l c u l u s r e d u c e d t o t h e 

f o r m j^f(t).t*«; t h e r e s u i t o f t h e o p é r a t i o n F ( y ) w i l l be t h e sum 

o f t h e p a r t i a l r e s u l t s o f t h e same o p é r a t i o n on e a c h é l é m e n t 

f ( t ) . t ~ . S ( t ) " . He f u r t h e r r e m a r k e d t h a t 

(33.7) v«(t*«) - t * - * - " * - ( t
n

)
n

. t " . 
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h e n c e 

( 3 3 . 6 ) F<MO . t ~ - F ( t * ) . t * 

a n d f i n a l l y , b y t h e a s s u m p t i o n o n q>(x) and ( 3 3 . 8 ) , we h a v e 

( 3 3 . 9 ) F(»4)).(p(x) - (f ( t ) . F ( t * ) . t * 

[ 1 8 3 3 b , 4 0 6 - 7 ) . * 

He i n t r o d u c e d t h e i n v e r s e o f F ( ^ ) . F
- 1

( y )
3
" s o t h a t t h e l a t -

t e r o p é r a t i o n p e r f o r m e d w i t h t h e f o r m e r n e u t r a l i s e s i t " , h e n c e 

( 3 3 . 1 0 ) F
- 1

 (i+O . [Ce"
1

**] = C . F
- X

 ( e
m ï t

) .e""*. 

He t h e n l e t m i , ma, . . . be t h e r o o t s o f 

( 3 3 . 1 1 ) F -
1

( e
n f t n

) - 0 . 

T h e n , i f A i , A a , . . . a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s 

( 3 3 . 1 2 ) F - M Y ) [Aie
m

i>< + ] - 0, 

o r 

( 3 3 . 1 3 ) F(i+0(0) = A i e
m

i * + 

F o r m u l a ( 3 3 . 1 3 ) e x p r e s s e s t h e "appendage" o f F ( i | 0 , i n o t h e r w o r d s 

t h e r e s u i t o f t h e o p é r a t i o n o f F(IJJ) on z é r o . W i t h o u t p r o v i d i n g 

a n y c l a r i f i c a t i o n s o n h i s p r o c é d u r e , he went on t o s a y s t r a i g h t 

a f t e r ( 3 3.13) t h a t t h i s "appendage must be a d d e d t o t h e o p é r a t i o n 

F(nO<p(x), s i n c e tp(x) i s a n a l y t i c a l l y t o be t r e a t e d a s <p(x)+0", 

m e a n i n g t h a t ( 3 3 . 1 3 ) s h o u l d be a d d e d t o t h e r i g h t - h a n d s i d e o f 

( 3 3 . 9 ) . The n o t e s e n d e d w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g e x p r e s s i o n o f 

( 3 3 . 9 ) f o r v - A and y - d/dx [ 1 8 3 3 b , 4 0 7 - 8 ] <
9

> . 

I n t h i s C o n d e n s e d p r é s e n t a t i o n M urphy i m p l i e d t h a t b o t h Y 

a n d F a r e d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s » . He a l s o assumed t h a t t h e i n 

v e r s e o f s u c h an o p é r a t i o n i s d i s t r i b u t i v e t o o . H i s p r o c e s s f r o m 

( 3 3 . 1 0 ) up t o ( 3 3 . 1 2 ) i s h a r d l y c l e a r ^ and no i n f o r m a t i o n i s 

p r o v i d e d i n c o n n e c t i o n w i t h t h e f o r m o f t h e l e f t - h a n d s i d e o f 

( 3 3 . 1 1 ) o r w i t h t h e s o l u t i o n s o f t h i s é q u a t i o n [ s e e (9) a b o v e ] , 

A i l t h è s e o b s c u r i t i e s w e r e c l a r i f i e d i n h i s new, l e n g t h y e x p o s i 

t i o n o f t h e t h e o r y o f d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s [ 1 8 3 7 ] . 

M u rphy d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n t h e s u b j e c t , u , t h e o p é r a t i o n , 

8 , and t h e r e s u i t o f t h e o p é r a t i o n on t h e s u b j e c t , y , d e n o t i n g 

t h e i r c o n n e c t i o n by 

( 3 3 . 1 4 ) [ u ] 8 - y < i o ) , 

A s " l i n e a r " was a n o p é r a t i o n 8 w h i c h o b e y s t h e f o r m u l a 

( 3 3 . 1 5 ) [x+538 - [ x ] 8 + [ £ 1 3 . 

B y " r e l a t i v e l y - f r e e " he c a l l e d c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s , w h e r e a s 

b y " r e l a t i v e l y - f i x e d " n o n - c o m m u t a t i v e o n e s . O p e r a t i o n 41 a f f e c t s a 

f u n c t i o n tp(x) a c c o r d i n g t o 

( 3 3 . 1 6 ) [<p(x)]y - cp(x+h) . 
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An i m m é d i a t e c o n s é q u e n c e o f t h i s d é f i n i t i o n was 

( 3 3 . 1 7 ) [u](41-I) - [ u ] A . 

L e t t i n g d* " d é n o t e t h e o p é r a t i o n o f t a k i n g t h e f i n i t e d i f f é r e n c e , 

a n d a f t e r d i v i d i n g i t by h , t h e n p u t t i n g h - 0", he was l e d by 

l e t t i n g t h e s u b j e c t u s t a n d f o r 1, t o t h e " u n i v e r s a l l y é q u i 

v a l e n t " r e l a t i o n s b e t w e e n t h e s y m b o l s o f o p é r a t i o n y, A a n d d*: 

A 41-1 
( 3 3 . 1 8 ) A - 41 - 1 , d « - - -

h h 

w h e r e "h i s p u t - 0" [ 1 8 3 7 , 1 7 9 - 1 8 1 ) . 

T h u s , l i k e F r a n p a i s i n ( 1 6 . 6 ) , M u r p h y , o m i t t i n g t h e s u b j e c t , 

w o r k e d w i t h é q u i v a l e n t O p e r a t o r s . He d e n o t e d t h e c o m p o s i t i o n o f 

two o p é r a t i o n s 41 a n d f by ipf d e f i n i n g i t by 

( 3 3 . 1 9 ) [u] v f - ( [ u l u O f
( 1 1 >

 , 

a d é f i n i t i o n é q u i v a l e n t t o t h e u s u a l f o r m u l a t i o n 

( 3 3 . 2 0 ) (f4*)u - f <4»<u)) . 

T h e n , on l i n e s s i m i l a r t o S e r v o i s i n (16.20) he p r o v e d d i r e c t l y 

f r o m (33.15) t h a t " p o l y n o m i a l o p é r a t i o n s o f w h i c h t h e p a r t s a r e 

l i n e a r p o s s e s s t h e m s e l v e s t h e same c h a r a c t e r " , a n d t h a t " t h e Com

pound ( c o m p o s i t i o n ] o f l i n e a r o p é r a t i o n s i s . a l s o l i n e a r " . F u r 

t h e r , n o t i n g t h a t 4« i s l i n e a r , a n d t h e r e f o r e b y ( 3 3 . 1 8 ) A a n d d
x 

a r e l i n e a r t o o , he s t a t e d t h a t 

( 3 3 . 2 1 ) " e v e r y f u n c t i o n o f a l i n e a r o p é r a t i o n i s i t s e l f o f t h e 

same c l a s s o f o p é r a t i o n s " 

[ 1 8 3 7 , 1 8 0 - 2 ] . A p p a r e n t l y , by " e v e r y f u n c t i o n " i n ( 3 3 . 2 1 ) , he i m 

p l i e d p o l y n o m i a l o p é r a t i o n s w i t h t e r m s w h i c h a r e Compounds o f 4*, 

A a n d d
x
. 

M u r p h y ' s p r i m e c o n c e r n was t o e s t a b l i s h a r i g o r o u s d é f i n i 

t i o n o f e
a

, where 9 i s a l i n e a r O p e r a t o r . Thus he w i s h e d n o t o n l y 

t o v i n d i c a t e t h e s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n o f T a y l o r ' s t h e o r e m , 

a s i n ( 2 2 . 9 ) , b u t a l s o t o p u t t h e f o u n d a t i o n s f o r h i s c o n s é q u e n t 

s t u d y o f n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s . Among h i s r e s u l t s was h i s 

p r o o f t h a t f o r 8, 8' r e l a t i v e l y - f r e e o p é r a t i o n s i t h o l d s t h a t 

( 3 3 . 2 2 ) e
a

 e
e

* - e
0

*
9

" 

H i s p r o c é d u r e i s w o r t h q u o t i n g a s t h e i n t e r m e d i a t e r e s u l t s w e r e 

of i m p o r t a n c e i n t h e g r a d u a i c o n s t r u c t i o n o f h i s t h e o r y
( i a >

. 

B a s e d u p o n t h e b i n o m i a l t h e o r y , he p r o v e d i n d u c t i v e l y t h e 

f o r m u l a 

n ( n - l ) 
( 3 3 . 2 3 ) ( S + 8

1

) " - 8" + n 8
n

-
l

8 ' + 9
n

-
a

3 '
3

 + . . . + 8 ' « 
2 
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f o r n p o s i t i v e i n t e g e r . D e d u c i n g n e x t f r o m (33.18) t h a t 

( 3 3 . 2 4 ) 41« - ( A + l ) » , 

he a p p l i e d ( 3 3 . 2 3 ) f o r 9 - A a n d 8' - 1 p u t t i n g nh - k i n t h e 

e x p a n s i o n w h i c h t h u s r e s u l t e d . F u r t h e r , a s s u m i n g n a n d h t o i n -

c r e a s e a n d t o d i m i n i s h i n f i n i t e l y r e s p e c t i v e l y ( w h i l e k r e m a i n e d 

c o n s t a n t ) . A/h becomes d
x
 and T a y l o r ' s t h e o r e m a p p e a r s i n t h e 

f o r m 

h
2

d *
2

 h * d
x

3 

( 3 3 . 2 5 ) 4; - 1 + h d * + + + 
2! 3! 

( 1 8 3 7 , 1 8 2 - 3 ) . 

M u r p h y n e x t c o n s i d e r e d 4*, 41', 41 a., t o be o p é r a t i o n s w h i c h 

c h a n g e x t o x + h , x + h
1

 and x + h + h ' r e s p e c t i v e l y , h e n c e 

c o n n e c t e d b y 

(33 . 26) 4141 ' =411. 

S u b s t i t u t i n g t h è s e o p é r a t i o n s by t h e i r T a y l o r e x p a n s i o n s ( 3 3 . 2 5 ) , 

he o b t a i n e d a r e l a t i o n " w h i c h may be v e r i f i e d b y a c t u a l l y com-

p o u n d i n g t h e two p o l y n o m i a l s o f t h e f i r s t member" o f (33.26) 

a f t e r t h e s u b s t i t u t i o n . " I n t h i s a c t o f v é r i f i c a t i o n t h e o p é r a 

t i o n s hd
x
 h ' d

x
 h a v e o n l y s u c h p r o p e r t i e s a s a r e common t o any 

two l i n e a r o p é r a t i o n s w h i c h a r e r e l a t i v e l y f r e e " . H e n c e , c o m b i n -

i n g ( 3 3 . 2 5 ) w i t h (33.26) a n d c o n s e q u e n t l y r e p l a c i n g hd
Xt
 h'dx by 

8 a n d 8' r e s p e c t i v e l y , he d e d u c e d 

9
2

 8 '
2

 ( 9 + 8
1

)
2 

( 3 3 . 2 7 ) (1+8+ +....) <l+d'+ + . . . . ) - l + ( 8 + 8 ' ) + +... 
1.2 1.2 1.2 

a s a t h e o r e m f o r any f i n i t e number o f d i s t r i b u t i v e a n d commuta-

t i v e o p é r a t i o n s 8, 8', . . . ( 1 8 3 7 , 1 8 3 - 4 1 . 

The f i n a l s t e p s t o w a r d s t h e d é f i n i t i o n o f e
e

 a s an o p é r a t i o n 

f o r a n y l i n e a r o p é r a t i o n 8 h a d as f o l l o w s . By 6 he d e n o t e d t h e 

o p é r a t i o n 

9
2 

( 3 3 . 2 8 ) 1 + 8 + + 
1.2 

A s s u m i n g h e x t ( 3 3 . 2 7 ) f o r a f i n i t e number n o f o p é r a t i o n s 9, 9', 

8" he l e t 8 - 8 ' - 8" ... d e t e r m i n i n g t h u s 6" by 

n
2

8
2 

( 3 3 . 2 9 ) 0 " = 1 + n9 + + 
1.2 

P u t t i n g f u r t h e r 
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(33.30) <p =- 1 + - + + 
0, m l . 2m

a 

m ^ p o s i t i v e i n t e g e r , he o b t a i n e d "by t h e same p r i n c i p l e s " t h a t 

( 3 3 . 3 1 ) <p» - e 

and showed t h a t ( 3 3 . 2 9 ) h o l d s t r u e f o r n r a t i o n a l ( 1 8 3 7 , 1 8 5 ] . 

F i n a l l y , l e t t i n g <p
n

 s t a n d f o r t h e r i g h t - h a n d s i d e o f 

( 3 3 . 2 9 ) , a n d 3 f o r 

n
a

8
3

 n
3

8
3 

( 3 3 . 3 2 ) 1 - n8 + + 
1.2 1.2.3 

he showed, b a s e d u p o n ( 3 3 . 2 9 ) , (33.32) and ( 3 3 . 2 7 ) , t h a t ß<p
n

 = 1, 

o r , i n t r o d u c i n g a s u b j e c t u , t h a t 

( 3 3.33) [f<x)]ß<p" - [ f ( x ) l < p
n

Q - f ( x ) . 

The l a t t e r f o r m u l a e x p r e s s e d t h e f a c t t h a t ß a n d <p
n

 a r e " m u t u a l l y 

i n v e r s e O p e r a t i o n s " . T h u s , 9 - " i s d e f i n e d b y ( 3 3 . 3 2 ) , a n d ( 3 3 . 2 9 ) 

h o l d s t r u e a l s o f o r n e g a t i v e i n t e g e r s [ 1 8 3 7 , 1 8 5 - 6 ] . 

Now, a s s u m i n g 8 - 1 , t h e O p e r a t i o n d e n o t e d b y 8 , ( 3 3 . 2 8 ) S t a n d s 

f o r raultiplying b y e. T h u s , by (33.29) i t f o l l o w s t h a t 

n
a 

( 3 3 . 3 4 ) e
n

 - 1 + n + + ... 
1.2 

Murphy r e m a r k e d t h a t t h e p r o p e r t i e s o f t h e s e r i e s ( 3 3 . 3 4 ) " a r e 

common t o t h o s e i n a s e r i e s w here 9, any l i n e a r O p e r a t i o n , i s p u t 

f o r n " . Hence "we may w r i t e t h e p u r e l y s y m b o l i c a l i d e n t i t y " : 

8
a 

(33.35) e
e

 - 1 + 8 + + ; 
1.2 

t h u s t h e O p e r a t o r e ° i s r i g o r o u s l y d e f i n e d . P u t t i n g 9 - h d x , we 

h a v e y - e
M

* a n d h e n c e , by (33.35) a n d ( 3 3 . 2 5 ) - ( 3 3 . 27) , f o r m u l a 

(33.22) i s e s t a b l i s h e d t o g e t h e r w i t h t h e v a l i d i t y o f t h e s y m b o l i 

c a l f o r m o f T a y l o r ' s t h e o r e m . The l a s t r e m a r k was t h a t , " h a v i n g 

s e e n i n t h e c o u r s e o f t h e i n v e s t i g a t i o n s . .. t h e s i g n i f i c a t i o n o f 

t h e i n d i c e s o f O p e r a t i o n s when f r a c t i o n a l n e g a t i v e o r e v e n 

p u r e l y s y m b o l i c a l o f l i n e a r O p e r a t i o n s , i t i s e a s y t o p r o v e by 

s i m i l a r s t e p s t h a t i n a l l c a s e s where 9, 9' a r e r e l a t i v e l y f r e e " , 

(33.23) h o l d s t r u e ( 1 8 3 7 , 1 8 6 - 1 8 7 ) . 

H i s n e x t c o n c e r n was e v i d e n t l y w i t h t h e d e f i n i t i o n o f t h e 

i n v e r s e o f a n O p e r a t i o n 8, a c o n c e p t i n v o l v e d i n ( 3 3 . 3 3 ) a b o v e . 

The d e f i n i t i o n o f 3
- 1

 was g i v e n b y 

(33.36) ( u ] 9 - y — > ( y ] 9 - * - u — > [y]Qr^8 - y . 

H o w e v e r , no d i s c u s s i o n o f t h e u n i q u e n e s s o f 8
- 1

 o r o f m u t u a l l y 
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i n v e r s e o p e r a t i o n s , a c c o r d i n g t o ( 3 3 . 3 3 ) was t o f o l l o w . I t was 

d e d u c e d r e a d i l y f r o m ( 3 3 . 3 6 ) t h a t 

( 3 3 . 3 7 ) ( 8 8 ' )
_ i

 - S ' - ^ -
1

 , 

a p r o p e r t y a n t i c i p a t e d by H e r s c h e l i n 1 8 1 3 ( s e e ( 2 4 . 1 8 ) ) , a s w e l l 

a s t h e p r o p o s i t i o n t h a t 

( 3 3 . 3 8 ) I f 8 i s l i n e a r , t h e n 8 - 1 i s l i n e a r t o o . 

F o r t h e p r o o f o ^ ( 3 3 . 3 8 ) , Murphy l e t 

( 3 3 . 3 9 ) " [ X ] 8 « X i . U ] 3 - 5i • 

T h e n , by means o f ( 3 3 . 1 5 ) , ( 3 3 . 3 6 ) a n d ( 3 3 . 3 9 ) i t was shown t h a t 

( X i + S i j a -
1

 - X + £ - ( X i ) a -
1

 + ( 5 x 1 h e n c e ( 3 3 . 3 8 ) was 

p r o v e d [ 1 8 3 7 , 1 8 7 - 8 ; s e e a l s o ( 1 6 . 2 3 ) - ( 1 6 . 3 2 ) ] . 

M u r p h y went on t o d e f i n e t h e "appendage" P o f 9 ~ x i n a more 

l u c i d a n d g e n e r a l way t h a n t h a t by S a r r u s ( 1 6 . 3 0 ) o r i n h i s own 

e a r l i e r d e f i n i t i o n ( 3 3 . 1 3 ) . A s s u m i n g 8 t o be s u c h t h a t [ P ] 3 = 0 . 

i t f o l l o w e d t h a t , i f [ X ] 3 «= y , t h e n [X + P ] 3 = y — > [ y l9 -
1

= X + P , 

o r s i n c e y=y+0 and 3 - 1 d i s t r i b u t i v e , t h a t 

( 3 3 . 4 0 ) P - [ 0 1 8 - 1 . 

"P w i l l e x p r e s s a f o r m " . he w r o t e " b u t i t s m a g n i t u d e must be 

s u s c e p t i b l e o f an i n f i n i t y o f v a l u e s , t h a t i s , i t c o n t a i n s a r 

b i t r a r y c o n s t a n t s w h i c h e n t e r a s m u l t i p l i e r s " [ 1 8 3 7 , 1 8 8 ] . 

R e p l a c i n g 9 s u c c e s s i v e l y by 4i
- r i

, d
x
"

n

 a n d A
- 1

 he d e t e r m i n e d 

v a r i o u s f o r m s o f P i m p r o v i n g o v e r h i s e a r l i e r t r e a t m e n t i n 

( 3 3 . 1 3 ) . F o r e x a m p l e , by T a y l o r ' s t h e o r e m he o b t a i n e d [ 0 ] d x -
1 =

C , 

t h u s [ 0 ] d x -
2

 - ... = [ C + 0 ] d x ~
x

 - ...- Cx +C', o r i n d u c t i v e l y 

( 3 3 . 4 1 ) [ 0 ] d x - » - Aix"-
1

 + A
a
x " -

a

 + . . . +A
n
, 

w h e r e C, C A i A
n
 a r e c o n s t a n t s [ 1 8 3 7 , 1 8 8 - 9 ; s e e a l s o ( 9 ) 

a b o v e ] . M u r p h y ' s "appendage" s t a n d s f o r what we c a l l a s t h e 

" k e r n e l " o f a l i n e a r o p e r a t i o n [ S m i t h 1 9 8 4 , 2 4 ] . 

H a v i n g c o n c l u d e d h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f i n v e r s e , l i n e a r 

o p e r a t i o n s , he went o n t o s t u d y t h e f u n c t i o n o f compounds o f n o n -

c o m m u t a t i v e , l i n e a r o p e r a t i o n s , i n o t h e r w o r d s t h e i r t r a n s m u t a 

t i o n . L e t 8 x s t a n d f o r an o p e r a t i o n f i x e d r e l a t i v e t o i | i
K
, A>< and 

d
K
 w h i c h a r e g i v e n by ( 3 3 . 1 8 ) . He f i r s t assumed 41* t o o p e r a t e on 

8>e d e n o t i n g t h e r e s u l t a s 

( 3 3 . 4 2 ) [ 3 x ) 4 U - 3 ' * - 8 K + h - S * Y * , 

w h e r e t h e b a r o v e r a compound d e n o t e s t h a t i t h a s t o be c o n 

s i d e r e d a s one o p e r a t i o n . By ( 3 3 . 4 2 ) he c o n c l u d e d t h a t 

( 3 3 . 4 3 ) [ u l S x Y x - [ U ] V K 8 ' K . 

o r , o m i t t i n g t h e s u b j e c t u , 

( 3 3 . 4 4 ) 9x4 'x = 4>*9' x = 4>x3x*i-> " 9
x
i | i x -

181 



On s i m i l a r l i n e s , r e p l a c i n g tpx s u i t a b l y b y means o f ( 3 3 . 1 8 ) i n 

t e r m s o f A i n ( 3 3 . 4 4 ) , he f o u n d t h a t 

( 3 3 . 4 5 ) 8 x A x - Ax 9*tpx + 8 m A K . 

M o r e o v e r , i t was c o n s e q u e n t l y d e d u c e d t h a t 

( 3 3 . 4 6 ) 8 x d x - d x 8 „ + 9
x
d

x 

( 1 8 3 7 , 1 9 0 - 1 ] . The b a r o v e r t h e compound v a g u e l y i n d i c a t e s a s -

s o c i a t i v i t y , b u t Murphy d i d n o t s p e c i f y t h i s l a w i n h i s w o r k . 

By i n d u c t i o n he o b t a i n e d g ê n e r a i i z e d f o r m u l a e o f t r a n s m u t a 

t i o n . F o r e x a m p l e , ( 3 3 . 4 6 ) l e d by i t é r a t i o n t o 

n ( n - l ) 

( 3 3 . 4 7 ) 3 x d x " " d x ^ x + n d x " " 1 8 x d x + d * " "
3

 S x d x 2 + 
1 . 2 

I f 8>c s t a n d s f o r q u a n t i t y , he r e m a r k e d , ( 3 3 . 4 7 ) i s r e d u c e d t o 

L e i b n i z ' s t h e o r e m ( 1 8 3 7 , 1 9 2 ] . I n f a c t , L e i b n i z ' s t h e o r e m 

d " ( u v ) d
n

u d
n

- * u dv n ( n - 1 ) d
n _ a

u d
2

v 

( 3 3 . 4 8 ) - v + n . — + . . +. . . 

d x
n

 d x " d x
n

~
l

 dx 1 . 2 d x " ~
a

 d x
a 

was t o be f r e q u e n t l y a p p l i e d i n t h e t h e o r y o f D - o p e r a t o r c a l c u l u s 

f r o m 1 8 3 9 onwards ( s e e 4 . 4 ; 5 . 3 - 5 . 7 ] . M u r p h y went on t o show 

t h a t t h e g ê n e r a i f o r m u l a e o f t r a n s m u t a t i o n , s u c h a s ( 3 3 . 4 7 ) , 

h o l d s t r u e a l s o f o r n<0 [ i b i d , 1 9 3 ] , 

He c o n s i d e r e d n e x t t h e i n v e r s i o n o f b i n o m i a l o p é r a t i o n s 8 - 8 ' 

f o r a n y l i n e a r o p é r a t i o n s 8 , 8 ' . On l i n e s a l m o s t i d e n t i c a l t o 

t h o s e f o l l o w e d by S a r r u s , M u r p h y a r r i v e d a t t h e l a t t e r ' s i n v e r 

s i o n f o r m u l a ( 1 6 . 3 6 ) i n t h e f o r r a 

( 3 3 . 4 9 ) ( 8 - 8 ' î - ^ S - i + O-^S' ) 9 ~ : 1 + ( 8 - 1 8 ' ) 2 8 - 1 + . . . + ( 8 " 1 8 ' ) " . ( 8 - 8 ' ) ~ x . 

I f 8 , 9 ' a r e c o m m u t â t i v e , t h e n ( 8 - 8 ' ) ~
l

 - a - M l - S - ^ S ) a n d ( 8 - 8 ' ) ~ x 

i s g i v e n by ( 3 3 . 4 9 ) i n an i n f i n i t é s é r i e s . Among t h e a p p l i c a t i o n s 

o f ( 3 3 . 4 9 ) was t h e d é d u c t i o n o f T a y l o r ' s t h e o r e m 1 1 8 3 7 . 1 9 4 - 6 ] . 

He n e x t assumed t h r e e l i n e a r o p é r a t i o n s 8 , i and k c o n n e c t e d 

b y t h e é q u a t i o n 

( 3 3 . 5 0 ) 9 i - i k . 

He c a l l e d t h e symbol i t h e " i n t e r m e d i a t e " , w h i l e 9 a n d k t h e 

" e x t r ê m e o p é r a t i o n s " i n t h e é q u a t i o n ( 3 3 . 5 0 ) arid went o n t o show 

f i r s t how t o f i n d k o r 9 g i v e n t h e o t h e r two o p é r a t i o n s ( i b i d , 

1 9 6 - 2 0 0 ] a n d n e x t , g i v e n t h e two e x t r ê m e s how t o d é t e r m i n e i 

[ i b i d , 2 0 0 - 2 ] . We f o c u s on t h e f i r s t c a s e w h i c h i s o f m o s t i m p o r 

t a n c e . 

G i v e n i and 9 i t f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m ( 3 3 . 5 0 ) t h a t 

( 3 3 . 5 1 ) k - i - ^ i . 
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a f o r m u l a s i m i l a r t o Babbage ' s t r a n s f o r m t p
_ 1

f ( p o r ( 2 8 . 1 1 )
( 1 3 >

. 

By s u c c e s s i v e a p p l i c a t i o n o f k t o (3 3 . 5 0 ) he o b t a i n e d 

( 3 3 . 5 2 ) 8 " i = i k " 

f o r n p o s i t i v e , n é g a t i v e o r f r a c t i o n a l . F o r m u l a (33.52) l e d t o 

(33 . 5 3 ) f ( S ) i - i f ( k ) , 

w h e r e f ( 8 ) , f ( k ) r e p r e s e n t " a g g r e g a t e s o f a n y s i m i l a r " p owers o f 

t h e o p é r a t i o n s i n v o l v e d . I t was t h u s p r o v e d t h a t " i n t e r m e d i a t e 

o p é r a t i o n s " . 1 i k e i , " a r e a l s o i n t e r m e d i a t e b e t w e e n any o p é r a t i o n s 

w h i c h a r e t h e same f u n c t i o n s o f t h e e x t r ê m e s " ( 1 8 3 7 , 1 9 6 - 7 ] . 

L e t now 8 = d
x
. i - e

a > <

 and k r e q u i r e d s o a s (33.50) h o l d s 

t r u e . By me a n s V ( 3 3 . 4 6 ) i t was r e a d i l y f o u n d t h a t 

( 3 3 . 5 4 ) e -
a x

d
x
 = ( d

x
- a ) e -

a > e

, 

h e n c e k - d ^ - a . F o r m u l a (33.54) was g ê n e r a i i z e d b y (33.53) t o 

(3 3 . 5 5 ) f ( d
x
) . e « ~ = e - ~ f ( d * - a ) , 

a n d l e t t i n g i
 D

 e *
( x )

 i t was f o u n d on s i m i l a r l i n e s t h a t 

( 3 3 . 5 6 ) f(d*)e«><~> = <*> f (d
x
-<p ' ( x ) ) 

[ 1 8 3 7 , 1 9 8 - 9 ] . F o r m u l a (33.54) was i n i t i a l l y g i v e n by Ca u c h y i n 

1827 a s (17.42) a f t e r B r i s s o n , a n d was i n d e p e n d e n t l y d e d u c e d by 

G r e g o r y i n 1839 by means o f L e i b n i z ' s t h e o r e m [ s e e ( 4 4 . 1 4 ) ) . 

R e p l a c i n g a i n (33.54) s u c c e s s i v e l y b y 0 , h , 2 h , ( n - l ) h 

a n d l e t t i n g y - e
_ > , x

, a n o t h e r s y m b o l i c a l f o r m u l a p r o m i n e n t l a t e r 

o n f o r i t s r ô l e i n t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s was 

d e d u c e d , n a m e l y 

( 3 3 . 5 7 ) d x ( d x - h ) ( d
x
- 2 h ) . . . ( d

x
- ( n - l ) h ) = d

y
" h " e "

h

 <
1

*>. 

W h i l e t h e r e i s a s t r i k i n g a b s e n c e o f a n y a p p l i c a t i o n s i n t h e 

r e a l m s o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s ( a s by F r a n c a i s ' s (16.13) o r 

S a r r u s ' s ( 1 6 . 3 7 ) ) , Murphy ended h i s p a p e r w i t h two a p p l i c a t i o n s 

o f t h e f o r m u l a e (33.54) and (33.57) i n t h e r e a l m s o f t h e d i f 

f e r e n t i a l c a l c u l u s . B a s e d f i r s t upon ( 3 3 . 5 7 ) a n d ( 3 3 . 2 3 ) , and 

l e t t i n g h = 1 a n d y = e
9

*, he o b t a i n e d t h e e x p a n s i o n o f t h e b i n o -

m i a l ( a + b )
d

* , w h e r e a and b a r e q u a n t i t i e s , i n t h e f o r m 

r
 by d

y

a

 r by -, = •» 

(33 . 5 8 ) ( a + b ) * * = a * * ^ l + d
y
 — + — j + j 

[ 1 8 3 7 , 2 0 2 ] . F o r , a c c o r d i n g t o h i s r e m a r k s w h i c h f o l l o w e d 

( 3 3 . 3 5 ) , f o r m u l a (33.23) h o l d s t r u e f o r any i n d e x n <
x s

> . 

M u r p h y ' s f i n a l a p p l i c a t i o n c o n c e r n e d t h e d é d u c t i o n o f a f o r 

m u l a w h i c h g i v e s d^u/dy
1

^ i n t e r m s o f d
1

u / d x
1

, ( d y / d x )
1

, and 

d
1

y / d x
1

 f o r i - 1 n . Two methods w e r e d i s p l a y e d . I n t h e f i r s t 

he made u s e o f (3 3 . 5 4 ) i n o r d e r t o d é t e r m i n e t h e e x p a n s i o n o f 
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( 3 3 . 5 9 ) 
U 1 U 2 . . . Un» 

w h e r e u
4
 w e r e f u n c t i o n s o f x o r o t h e r o p é r a t i o n s f i x e d r e l a t i v e 

t o d x . The e x p a n s i o n o f ( 3 3 . 5 9 ) i n powers o f d K was t h e r e s u i t o f 

a l e n g t h y c o m b i n a t o r i a l p r o c é d u r e . P u t t i n g i n t h i s c o m p l i c a t e d 

f o r m u l a U i - u
a
 = -..= u „ = u and c h a n g i n g u t o 1/u he d e d u c e d t h e 

e x p a n s i o n f o r (d
x
 u

_ i

) " . I t now r e s t e d t o r e p l a c e u by d x / d y i n 

o r d e r t o o b t a i n (d>,)" i n t e r m s o f ( d x ) 1 » d
1

y / d x
1

 and ( d y / d x )
1

 a s 

r e q u i r e d . A p p l y i n g h i s l a s t f o r m u l a t o any s u b j e c t u he c o u l d 

d é t e r m i n e t h e d e r i v a t i v e o f a f u n c t i o n o f any o r d e r i n t e r m s o f 

a n o t h e r v a r i a b l e . F o r e x a m p l e , f o r n - 3, he g o t 

[ 1 8 3 7 , 2 0 3 - 2 0 7 ] . 

The p a p e r e n d e d w i t h f o r m u l a ( 3 3 . 6 0 ) , a s a r e s u i t o f a t o 

t a l l y d i f f é r e n t p r o c é d u r e . T h i s t i m e he drew o n h i s ( 1 8 3 3 a ] o n 

a l g e b r a i c é q u a t i o n s , n a r a e l y o n t h e f o l l o w i n g r u l e . * 

( 3 3 . 6 1 ) t h e same k i n d , o f w h i c h t h e d i f f e r e n t i a l c o e f f i c i e n t 

( 1 8 3 3 a , 133-4; 1 8 3 7 , 2 0 8 1 . S u i t a b l y c h o o s i n g f u n c t i o n s f ( x ) a n d 

tp(x) , he a p p l i e d T a y l o r ' s t h e o r e m d e t e r r a i n i n g t h u s a new f o r m u l a 

f o r d ^u/dy" i n t e r m s o f d x w h i c h f o r u=x and n=3 l e d o n c e more t o 

( 3 3 . 6 0 ) [ 1 8 3 7 , 2 0 9 - 2 1 0 ] . 

The i m p a c t o f M u r p h y ' s p a p e r [18371 was a r a t h e r s u b t l e o n e . 

V e r y few o f h i s o r i g i n a l r é s u l t a were a c k n o w l e d g e d a n d a c t u a l l y 

none o f h i s m ethods was r e p r o d u c e d . Though h i s e s t a b l i s h m e n t o f 

t h e p r o p e r t i e s o f i n v e r s e o p é r a t i o n s (33.7) a n d ( 3 3 . 8 ) p l a y e d a 

most s i g n i f i c a n t r ô l e i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e D - o p e r a t o r c a l -

c u l u s , t h è s e p r o p e r t i e s w ere t a k e n f o r g r a n t e d , a n d o n l y C a r -

m i c h a e l b o t h e r e d t o i n s i s t on t h e i r i m p o r t a n c e , a c k n o w l e d g i n g 

M u rphy i n h i s [ 1 8 5 5 ]
( 1 6 ï

. When G r e g o r y f i r s t d i s c o v e r e d M u r p h y 

[1837] i n 1 8 4 1 , he i n c o r p o r a t e d f o r m u l a (33.60) i n h i s ( 1 8 4 1 , 3 0 -

31] d r a w i n g m o r e o v e r o n ( 3 3 . 6 1 ) [ 1 8 4 1 , 2 4 2 1
C 1 7 >

. A d d i t i o n a l l y 

B o o l e a c k w w l e d g e d M u r p h y [1837] i n h i s [1844; s e e 4 . 5 , ( 5 ) ] . 

( 3 3 . 6 0 ) 

I f tp(x)=0 be a n é q u a t i o n w h i c h c o n t a i n s o n l y e n t i r e 

p o s i t i v e p o w e r s o f x , a n d f ( x ) any o t h e r f u n c t i o n o f 

... i s f ' ( x ) , t h e n t h e v a l u e o f f ( x ) w i l l be f o u n d b y 

t a k i n g t h e c o e f f i c i e n t o f 1/x i n t h e e x p r e s s i o n 

- f
 1

 (x) . l o g ( p ( x ) / x
 !

' 

184 



T h e r e s t o f Murphy ' s e a r l y w o r k e v e n l e s s i m p a c t . 

A p a r t f r o m h i s s t u d y o f d e f i n i t e i n t é g r a i s i n h i s E l e c t r i c i t v 

[ 1 8 3 3 c ) , f o r w h i c h he was a c k n o w l e d g e d by De M o r g a n [ 1 8 4 2 c , 6 4 4 1 , 

h i s w o r k o n d e f i n i t e i n t é g r a i s h a d , d e s p i t e i t s o r i g i n a l i t y , "no 

b e a r i n g o n t h e m a i n l i n e o f d e v e l o p m e n t i n t h e s u b j e c t " [ D e a k i n 

1 9 8 1 , 3 7 3 ; s e e a l s o (3) a b o v e l . H i s w o r k p r o d u c e d f r o m 1837 o n -

w a r d s , was n e i t h e r p a r t i c u l a r l y o r i g i n a l , n o r o f any i m p a c t 

[ S m i t h 1 9 8 4 a , 2 7 - 2 9 ] . U n d e r De M o r g a n ' s s u g g e s t i o n <
i e

> he 

p r o d u c e d a T r e a t i s e on a l g e b r a i c é q u a t i o n s [18391 i n c o r p o r a t i n g 

i n i t a c o l l e c t i o n o f r é s u l t a by S t u r m , F o u r i e r , L a g r a n g e and 

G a u s s o n a l g e b r a i c é q u a t i o n s . The b ook was e n r i c h e d w i t h m e t h o d s 

and r e s u l t s c o n c e r n i n g r e c u r r i n g s é r i e s , c o n t i n u e d f r a c t i o n s , a p -

p r o x i m a t e m e t h o d s , c e r t a i n o f them d r a w n f r o m h i s [1833b] . I n t h e 

i n t r o d u c t i o n he c l a i m e d t h a t "no t r e a t i s e w i t h e x c l u s i v e l y t h e 

same o b j e c t b a s been p u b l i s h e d o f l a t e , a s f a r a s I know, e i t h e r 

a t home o r a b r o a d " [ 1 8 3 9 , i i i j . 

We c o n c l u d e o u r a c c o u n t o n M u r p h y by c o m m e n t i n g upon h i s 

p a p e r "On t h e r e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s i n f i n i t e d i f f é r e n c e s " 

[18381 r e a d f o r t h e C a m b r i d g e P h i l o s o p h i c a 1 S o c i e t y i n 1 8 3 5 . T h i s 

c u r i o u s p a p e r c o m b i n e s c o n c e r n s and m e t h o d s o n f i n i t e d i f f é r e n c e 

a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s w h i c h b e a r s i m i l a r i t i e s w i t h t h o s e d i s -

p l a y e d e a r l i e r by L a g r a n g e , Monge, L a p l a c e , Babbage and H e r s c h e l . 

I t o p e n e d w i t h t h e r e m a r k [ 1 8 3 8 , 911: 

With respect t o those [équations] of h i g h e r degrees, s c a r c e l y any-

t h i n g has been done t o a s s i s t i n o b t a i n i n g e x p l i c i t l y an a l g e b r a i -

c a l e x p r e ssion f o r the unknown q u a n t i t y " . The u t i l i t y of s o l u t i o n s 

f o r such équations, o c c u r r i n g , as they do, i n the theory o f 

chances, i s more apparent by the proof which they a f f o r d of the ex-

p a n s i b i l i t y of var i o u s k i n d s of successive f u n c t i o n s on which some 

doubt has h i t h e r t o e x i s t e d . 

The a s t e r i s
v

. r e f e r r e d t o a f o o t n o t e w h i c h r e a d s as " I n t h e 

g r e a t w o r k o f L a c r o i x t h i s s u b j e c t i s e n t i r e l y p a s s e d o v e r " . A 

s i m i l a r comment was i n c l u d e d i n H e r s c h e l ' s l e t t e r [ s e e 3 . 3 , ( 8 ) 3 

i n c o n n e c t i o n w i t h t h e L a c r o i x t r a n s l a t i o n i n [ 1 8 1 6 , 2 . 7 1 . L i k e 

H e r s c h e l , M urphy g o t o c c u p i e d w i t h t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s 

w h i c h d e t e r m i n e d t h e f o r m o f s u c c e s s i v e f u n c t i o n s s u c h as (24.11) 

o r 

( 3 3 . 6 2 ) u>c*i = tp(Ux) 

[ 1 8 3 8 , 9 4 , 9 6 , 98-99 ] . R e c o l l a H e r s c h e l ' s c o n c e r n s i n 1 8 1 3 , 
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Murphy o p e n e d t h e p a p e r w i t h a n e n q u i r y o n t h e d i f f e r e n t i a l c o e f 

f i c i e n t o f t h e s u c c e s s i v e f u n c t i o n ( 2 3 . 3 ) , o r o f : 

fx tiies) 

( 3 3 . 6 3 ) e 

( 1 8 3 S , 92] . 

Murphy b u i l t g r a d u a l l y h i s t h e o r y s o a s t o a p p l y t o t h e m o s t 

g e n e r a l f o r m o f ( 3 3 . 6 2 ) , 

( 3 3 . 6 4 ) <p(x, u
x
, u

x
* i u

x
* n ) - 0 . 

T h r o u g h t h e t r a n s f o r m 

( 3 3 . 6 5 ) Ux - f ( Y " ) = f < z ) , 

w h e r e f a n d y a r e unknown f u n c t i o n s . he e f f e c t e d t h e r e v e r s e 

r e d u c t i o n f r o m t h a t e m p l o y e d by L a p l a c e a n d H e r s c h e l , t h a t i s 

f r o m f i n i t e d i f f e r e n c e t o f u n c t i o n a l e q u a t i o n s ; he t h u s r e d u c e d 

( 3 3 . 6 4 ) t o 

( 3 3 . 6 6 ) F ( z , f ( 2 ) . f ( y z ) f ( v " z ) ) = 0 , 

a n e q u a t i o n e q u i v a l e n t t o ( 2 6 . 1 6 ) . M u r p h y ' s r e v e r s e p r o c e d u r e by 

means o f l o g a r i t h m s , i s r e m i n i s c e n t o f M o n g e
1

s method i n [ 1 7 8 0 ] 

[ s e e 1.4 a n d De M o r g a n 1 8 3 6 , a r t . 2 5 0 - 2 5 1 1 . D r a w i n g n e x t o n ( 2 2 . 1 0 ) 

a n d M a c l a u r i n ' s t h e o r e m , he a p p l i e d L a g r a n g e ' s method i n s o l v i n g 

( 3 3 . 6 6 ) i n s e r i e s f o r m [ 1 8 3 8 , 105-6; 1.4, ( 9 ) ; ( 2 2 . 5 ) ; ( 2 6 . 1 ) ] . 

a m p i e s a r e 3¡7¿-i [ 1 8 3 8 , 9 8 - 1 0 1 ] . Among h i s a p p l i c a t i o n s we men-

t i o n h i s d e t e r m i n a t i o n o f t h e f i n i t e p r o d u c t 

(33.67) s i n m . s i n m . . . . s i n m u
0
, 

u
0
 known, i n s e r i e s f o r m . F o r m u l a ( 3 3 . 6 7 ) - d e t e r m i n e d i n t h e f o r m 

o f a n i n f i n i t e s e r i e s - r e m i n d s us o f B a b b a g e
1

s c o n c e r n w i t h 

f i n i t e c o n t i n u e d p r o d u c t s a s i n ( 2 4 . 1 ) . 

S o , t h o u g h n o t b a s e d o n Babbage's a n d H e r s c h e l ' s w o r k , M u r -

phy f o l l o w e d t h e t r e n d o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y . I n t h i s he 

s l i g h t l y p r e c e e d e d De M o r g a n whose work i s d i s c u s s e d i n 3 . 4 - 3 . 9 . 

W h i l e b o t h m a t h e m a t i c i a n s f showed ) s i m u í t a n e o u s l y ^ i n t e r e s t i n i n 

v e r s a o p e r a t i o n s a n d f u n c t i o n s , t h e f o r m e r ' s t r e a t m e n t i s f a r 

more f o r m a l and r i g o r o u s t h a n t h e l a t t e r ' s c o n c e p t u a l a p p r o a c h . 

3.4 De M o r g a n on t h e i n s t r u c t i o n o f a l g e b r a : 1 8 28-1835; e a r l y 

e p i s t e m o l o g i c a l i n f l u e n c e s and c o n c e r n s . 

E d u c a t i o n a l a n d o t h e r c o n c e r n s m o t i v a t e d E n g l i s h m a t h e -

m a t i c i a n s t o j u s t i f y n e g a t i v o and i m a g i n a r y n u m b e r s
< 1 >

. The f i r s t 

e 

M u r p h y ' s p r o c e d u r e i s n u m e r i c a l e x -
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m a j o r a t t e m p t t o w a r d s t h i s d i r e c t i o n was t a k e n b y P e a c o c k i n h i s 

T r e a t i a e on a l g e b r a [ 1 8 3 0 1 . He b a s e d h i s s y m b o l i c a l g e b r a on t h e 

p r i n c i p i e o f t h e permanence o f e q u i v a l e n t f o r m s , a c c o r d i n g t o 

w h i c h . i d e n t i t i e s h o l d i n g t r u e i n a r i t h m e t i c w e r e bound t o h o l d 

t r u e f o r a r b i t r a r y s y m b o l s i n d e p e n d e n t l y o f i n t e r p r e t a t i o n
 t a )

. 

T h i s mode f o r a l g e b r a i c e x t e n s i o n s p r o v i d e d m a t h e m a t i c i a n s w i t h 

a l g e b r a i c f r e e d o m i n d e f i n i n g r u l e s f o r o p e r a t i o n s ; h o w e v e r . i t 

h a d s e v e r a l weak p o i n t s a n d o f t e n l e d t o d u b i o u s r e s u l t s . W.R. 

H a m i l t o n a n d Whewell r a i s e d o b j e c t i o n s t o w a r d s P e a c o c k ' s a p 

p r o a c h , o b s t r u c t i n g t h u s t h e d e v e l o p m e n t o f a b s t r a c t a l g e b r a
í 3 )

. 

De M o r g a n was i m p r e s s e d b y P e a c o c k ' s A l g e b r a [1830] w h i c h 

i n f l u e n c e d h i s own work on t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a i n t h e 

e a r l y 1 8 4 0 ' s . However, i t t o o k h i m f i ve y e a r s t o embrace 

P e a c o c k ' s a p p r o a c h and t o a c c e p t , c r i t i c a l l y , h i s p r i n c i p i e o f 

e q u i v a l e n t f o r m s i n h i s r e v i e w [1835a] o f P e a c o c k ' s [ 1 8 3 0 1 . F r o m 

t h e n o n w a r d s he g r a d u a l l y e s t a b l i s h e d h i s own a p p r o a c h w h i c h 

p a r t l y a g r e e d w i t h , a n d p a r t l y d i v e r g e d f r o m t h a t o f P e a c o c k . By 

1849 he h a d c o n s t r u c t e d a s y m b o l i c a l g e b r a d e f i n i n g t h e l a w s o f 

i t s s y m b o l s i n d e p e n d e n t l y o f i n t e r p r e t a t i o n ^ o f t e n o s c i l l a t i n g 

b e t w e e n m e a n i n g f u l a n d a b s t r a c t a l g e b r a [ P y c i o r 1983; 3 . 9 ] . 

P e a c o c k ' s , De M o r g a n ' s and G r e g o r y ' s w o r k on a l g e b r a h a s 

b e e n s t u d i e d e x t e n s i v e l y i n o u r c e n t u r y
1

' * * . M o s t o f t h e r e c e n t 

s t u d i e s f o c u s on s h o w i n g - a n a c h r o n i s t i c a l l y - t h e i n s u f f i c i e n c y o f 

t h e i r w o r k i n a t t a i n i n g t h e s t a n d a r d s o f modern • a b s t r a c t a l 

g e b r a . A s f a r a s De M o r g a n i s c o n c e r n e d , t h e c r i t i c a l a t t i t u d e o f 

h i s c o n t e m p a r i e s and h i s d i s i n c l i n a t i o n t o s t i c k t o a p u r e l y sym-

b o l i c a l a p p r o a c h , were among t h e r e a s o n s f o r h i s f a i l i n g t o a c -

c o m p l i s h h i s s t u d y i n t h e modern s e n s e . C o n t r a r y t o most 2 0 * ^ 

c e n t u r y h i s t o r i a n s who v i e w e d h i s w o r k t h r o u g h t h e eye o f a f o r -

m a l i s t
c s >

, R i c h a r d s [1987] e x a m i n e d a s p e c t s o f i t p u r e l y t h r o u g h 

t h e a n g l e o f a h i s t o r i a n , s t r e s s i n g h i s e d u c a t i o n a l and h i s t o r i -

c a l c o n c e r n s and h i s t e n d e n c y f o r c o n c e p t u a l u n d e r s t a n d i n g . 

A l l t h e s e r e c e n t s t u d i e s have b e e n c o n s u l t a d i n o u r t h e s i s . 

A s o u r c o n c e r n i s o r i e n t a t e d p r i n c i p a l l y t o w a r d s h i s own l a t e r 

w o r k i n l o g i c , we w i l l v i e w De M o r g a n ' s work s t r i c t l y t h r o u g h h i s 

own e y e s ^ m i t t i n g any c o m p a r i s o n w i t h c o n t e m p o r a r y m a t h e m a t i c s . 

T h u s , i n s t e a d o f s t r e s s i n g any m i n o r o r m a j o r c h a n g e s i n h i s 

s t y l e , o r h i s a m b i v a l e n t a t t i t u d e t o w a r d s modern s y m b o l i c a l 

g e b r a , we w i l l p o i n t o u t t h o s e i s s u e s w h i c h u n d e r l i n e d h i s m a t u r e 

w o r k w i t h i n b o t h a l g e b r a and l o g i c . The c o r e o f o u r r e s e a r c h i n 
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t h i s c h a p t e r i s h i s t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s ( 1 8 3 6 ] 

where most o f t h e i s s u e s u n d e r c o n s i d e r a t i o n made t h e i r f i r s t , 

s o l i d a p p e a r a n c e [ 3 . 5 - 3 . 8 ] . We f o c u s h e r e on t h e e a r l y s t a g e 

1828-1835 d u r i n g w h i c h he e x p r e s s e d h i s e s s e n t i a l e d u c a t i o n a l a n d 

e p i s t e m o l ó g i c a ! v i e w s o n a l g e b r a , h i n t i n g , a t s o d o i n g , a t t h e 

i r a p o r t a n c e o f l o g i c a s p r e l i m i n a r y t o t h e i n s t r u c t i o n o f t h e 

h i g h e r b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s . 

De Morgan g r a d u a t e d f r o m C a m b r i d g e a s a f o u r t h w r a n g l e r i n 

182 7 , b u t p u r s u e d h i s c a r e e r a s a p r o f e s s o r o f m a t h e m a t i c s a t 

t h e n e w l y f o r m e d U n i v e r s i t y C o l l e g e i n L o n d o n
t s >

. I n f l u e n c e d b y 

h i s t u t o r s , A i r y , P e a c o c k a n d W h e w e l l , he showed i n t e r e s t i n 

p r o m o t i n g t h e w o r k p u t f o r w a r d by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y [ s e e 

2 . 3 , ( 4 ) ; 2 . 4 , ( 7 ) ; 2 . 5 , ( 1 3 ) , ( 1 7 ) ; 2 . 6 , ( 1 5 ) ; 2 . 8 , ( 9 ) ; 2 . 9 ] . I n t h i s 

s e n s e we c a n r e g a r d h i m a s a C a m b r i d g e m a t h e r a a t i c i a n , o r a s a 

k i n d o f a " s a t e l l i t e " o f t h e S o c i e t y ( R i c h a r d s 1 9 8 7 , 1 0 ] . L i k e 

W h e w e l l , he h a d a s i n g u l a r h i s t ó r i c a ! a p p r o a c h
< 7 )

. T h a t i s , he 

was n o t c o n c e r n e d s o much w i t h i n v e n t i n g new m e t h o d s , a s w i t h 

c r i t i c a l l y s t u d y i n g and e x t e n d i n g t h e work o f h i s p r e d e c e s s o r s , 

s e e k i n g f o r a c o n t i n u i t y i n t h e e v o l u t i o n o f s c i e n c e a n d a u n i t y 

i n i t s m e t h o d s . Admitfcing a m b i g u i t y o r e r r o r i n t h e c o u r s e o f 

m a t h e r a a t i c a l p r o g r e s s , he b o t h e r e d v e r y l i t t l e f o r r i g o r o u s 

d e m o n s t r a t i o n s ; t h e c o n c e p t u a l u n d e r s t a n d i n g o f f u n d a m e n t a l n o -

t i o n s and t h e e l u c i d a t i o n o f f i r s t p r i n c i p i e s w e r e among h i s 

p r i m e c o n c e r n s . 

De Morgan e n j o y e d a h i g h r e p u t a t i o n a s a t e a c h e r i n L o n d o n 

U n i v e r s i t y [Howson 1 9 8 2 , 8 2 - 9 2 ] . Shrewd t o p e r c e i v e t h e d r a w -

b a c k s o f t h e i n s t r u c t i o n o f m a t h e m a t i c s a t h i s t i m e , he d e v o t e d 

most o f h i s e a r l y w o r k t o e d u c a t i o n a l c o n c e r n s , i n t h e f o r m o f 

l e c t u r e s . r e v i e w s and e l e m e n t a r y t e x t b o o k s a n d t r e a t i s e s . I n 

f a c t , c e r t a i n o f h i s r e m a r k s o n e d u c a t i o n a r e s t i l l v a l i d i n 

o u r d a y s . F o r e x a m p l e , h i s book On t h e s t u d v a n d d i f f i c u l t i e s o f 

m a t h e m a t i c s [1831] saw a r e p r i n t i n A m e r i c a a s r e c e n t i y a s 1943 

[Mac F a r l a n e 1 9 1 6 , 21-22; P y c i . o r 1 9 8 3 , 2 1 3 - 2 1 6 ] . 

H i s e a r l y v i e w s on t h e i n s t r u c t i o n o f m a t h e m a t i c s b e a r e v i -

d e n t s i g n s o f h i s i n f l u e n c e f r o m e m p i r i c a l p h i l o s o p h e r s , s u c h a s 

L o c k e and C o n d i l l a c . T h i s i n f l u e n c e weaken e d a s t h e t i m e p a s s e d 

b y , b u t t h e r e s t i l l e x i s t i n s t a n c e s f r o m 1836 o n w a r d s w h e r e 

t r a c e s f r o m h i s e a r l y b a c k g r o u n d make t h e i r s u b t l e a p p e a r a n c e 

[ 3 . 5 - 3 . 6 . 3 . 9 ] . L o c k e , C o n d i l l a c and. t h e l a t t e r ' s d i s c i p l e , 

L a c r o i x , f e a t u r e d p r o m i n e n t l y i n h i s [ 1 8 3 1 ] . M o r e o v e r , h i s l e c -
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t u r e a t t h e o p e n i n g o f c l a s s e s i n U n i v e r s i t y C o l l e g e i n 1828 

[ P y c i o r 1 9 8 3 , 212-3) and h i s l e c t u r e "Remarks on e l e m e n t a r y 

é d u c a t i o n i n s c i e n c e " [1830) r e v e a l d i r e c t i n f l u e n c e s f r o m L o c k e 

and C o n d i l l a c . We s e e t h i s i n t h e p a s s a g e w h i c h f o l l o w s b e l o w i n 

w h i c h he d i s t i n g u i s h e d f o r , t h e f i r s t t i m e b e t w e e n t h e " s c i e n c e " 

a n d t h e " a r t " o f a r i t h m e t i c [ 1 8 3 0 , 1 3 ] : 

I would even go so f a r as t o say, t h a t the s c i e n c e of a r i t h m e t i c 

i s more easy than the a r t , and t h a t the labour u s u a l l y r e q u i r e d f o r 

the attainment of p r a c t i c a l correctness might be very materiałly 

lessened by the i n t r o d u c t i o n of t h e o r e t i c a l p r i n c i p l e s . I t has been 

w e l l observed by C o n d i l l a c , i n t r e a t i n g of t h i s very s u b j e c t , t h a t 

a r u i e i s l i k e a parapet of a bridge; i t may keep a c a r e l e s s pas-

senger from tumbling over, but w i l l not help nim t o walk forward. 

De M o r g a n h e l d t h a t t h e p r i n c i p l e s o f a l g e b r a and g e o m e t r y 

h a v e n o t o b t a i n e d " t h e i r due i m p o r t a n c e i n o u r e l e m e n t a r y w o r k s 

o n t h è s e s c i e n c e s " . He s t r e s s e d i n t h e " P r é f a c e " t o h i s [ 1 8 3 1 ] , 

t h a t he w o u l d n o t e n t e r i n t o any d i s p u t e s o n n é g a t i v e o r i m a g i -

n a r y n u m b e r s , b u t w o u l d f o l l o w , i n s t e a d , t h e m e t h o d a d o p t e d "by 

s e v e r a l o f t h e m o s t e s t e e m e d " C o n t i n e n t a l w r i t e r s , " o f r e f e r r i n g 

t h e e x p l a n a t i o n t o some p a r t i c u l a r p r o b l e m , a n d s h o w i n g how t o 

g a i n t h e same f r o m any o t h e r " . The o r i g i n a l i t y o f h i s b ook l a y 

p r i n c i p a l l y i n t h e i l l u s t r a t i o n o f t h o s e m e t h o d s i n an e l e m e n t a r y 

a n d u s e f u l way. 

The b ook was m a i n l y d e v o t e d t o s u g g e s t i o n s and w a r n i n g s 

r e g a r d i n g i n d u c t i v e p r o o f s >\the e m p i r i c a l t r e a t m e n t o f n é g a t i v e 

n u m b e r s
c e )

^ and t o a d i s c u s s i o n o f t h e n a t u r e o f m a t h e m a t i c a l 

t r u t h s a s d e r i v e d by o b s e r v a t i o n . B e f o r e we p o i n t o u t few c h a r a c -

t e r i s t i c i n s t a n c e s , we w o u l d l i k e t o add t h a t a p a r t o f [1831] 

was d e v o t e d t o a commentary o n t h e i n s t r u c t i o n o f g e o m e t r y w h i c h 

m o t i v a t e d h i m t o r e v e a l h i s b e ł i e f t h a t l o g i e was e s s e n t i a l i n 

m a t h e m a t i c a l r e a s o n i n g . I n f a c t , he r e g a r d e d g e o m e t r y e a s i e r t h a n 

a l g e b r a , on t h e g r o u n d s t h a t i t i n v o l v e d s y m b o l s o f a " l e s s 

g e n e r a ł n a t u r e " [ 1 8 3 1 , 6 5 ] . A i m i n g a t t h e e s t a b l i s h m e n t o f 

r i g o r o u s d e d u c t i v e r e a s o n i n g , he i n t r o d u c e d t h e p r e l i m i n a r y r u l e s 

a n d n o t i o n s o f A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m a p p l y i n g them t o t h e 

d é m o n s t r a t i o n o f P y t h a g o r a s ' t h e o r e m [ 1 8 3 1 , 6 8 -76; 6 . 4 - 6 . 5 ] . 

D i s c u s s i n g t h e m e t h o d o f i n d u c t i o n , he c h o s e t h e b i n o m i a l 

t h e o r e m a s a h e u r i s t i c e x a m p l e s u g g e s t i n g "Whenever a d é m o n s t r a 

t i o n a p p e a r s p e r p l e x e d , o n a c c o u n t o f t h e number and g ê n e r a i i t y 
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o f t h e s y m b o l s , l e t some p a r t i c u l a r c a s e be c h o s e n , a n d l e t t h e 

same d e m o n s t r a t i o n be a p p l i e d " [ 1 8 3 1 , 6 1 ] . To j u s t i f y i n d u c t i o n , 

a m a t h e m a t i c i a n ' s "most p o w e r f u l " e n g i n e o f d e m o n s t r a t i o n , he 

q u o t e d L a p l a c e : 

At f i r s t , people were a f r a i d t o admit the general consequences with 

which a n a l y t i c a l formulae furnished them; but a g r e a t number o f ex

amples having v e r i f i e d them, we now, without f e a r , y i e l d ourselves 

t o the guidance o f a n a l y s i s through a l l the consequences t o which 

i t leads u s , and the most happy d i s c o v e r i e s have sprung from the 

boldness. We must observe, however, t h a t p r e c a u t i o n s should be 

taken t o a v o i d g i v i n g t o formulae a g r e a t e r e x t e n s i o n than they 

r e a l l y admit, and t h a t i t i s always w e l l t o demonstrate r i g o r o u s l y 

the r e s u l t s which are obtained*®*. 

I n a c c o r d a n c e w i t h C o n d i l l a c ' s d i c t u m s [ 1 . 8 ] , he h e l d t h a t a 

s t u d e n t s h o u l d c o n s t r u c t a " s y l l a b u s o f r e s u l t s , u n a c c o m p a n i e d b y 

any d e m o n s t r a t i o n " i n o r d e r t o " a c q u i r e a c o r r e c t memory f o r a l 

g e b r a i c f o r m u l a e " s a v i n g t h u s t i m e a n d l a b o u r . The m e r i t s o f 

c l a s s i f i c a t i o n o f m a t h e m a t i c a l f o r m s a n d t h e t a b u l a t i o n o f 

r e s u l t s w o u l d be p o i n t e d o u t l a t e r on i n h i s [ 1 8 3 6 , a r t . 9. 25; 

3 . 6 ] . I n [ 1 8 3 1 , 63) he a r g u e d t h a t i n t h i s d i r e c t i o n , b o t h t h e 

p r e c e p t o r a n d t h e p u p i l " w i l l d e r i v e g r e a t a d v a n t a g e f r o m t h e 

p e r u s a l " o f L a c r o i x E s s a i s [1828] an d o f C o n d i l l a c L a l a n g u e 

[ 1 7 9 8 ] . He f u r t h e r s u g g e s t e d t h e s t u d y o f F r e n c h , r e c o m m e n d i n g 

B o u r b o n ' s t e x t b o o k on a l g e b r a ; De M o r g a n h a d t r a n s l a t e d t h e 

f i r s t c h a p t e r s o f t h e l a t t e r book i n 1828 [ R i c h a r d s 1 9 8 7 , 1 2 - 3 ] . 

H i s t o r y a l w a y s p r o v i d e d De Morgan w i t h a r g u m e n t s t o j u s t i f y 

h i s c l a i m s . C o n s i d e r i n g t h e r u l e s 

(34.1) +a^-b - - a b , - a x - b = +ab, 

he w r o t e t h a t i n t h e w o r k o f D i o p h a n t u s we f i n d a p r i n c i p l e 

e q u i v a l e n t t o ( 3 4 . 1 ) " a d m i t t e d as an a x i o m w i t h o u t p r o o f o r d i f 

f i c u l t y . I n t h e H i n d o o [ s i c ] w o r k s on a l g e b r a , a n d t h e P e r s i a n 

c o m m e n t a t o r s u p o n them,- t h e same t h i n g t a k e s p l a c e " [ 1 8 3 1 , 6 3 ] . 

I n h i s r e v i e w o f Wood's A l g e b r a he s t r e s s e d a g a i n " b u t i f i t be 

a b s o l u t e l y n e c e s s a r y . , . , t o f o r c e upon t h e s t u d e n t , a t h i s f i r s t 

e n t r a n c e i n t o a l g e b r a , s u c h e q u a t i o n s a s [ ( 3 4 . 1 ) ] ; a t l e a s t t h i s 

o u g h t t o be done u p o n a u t h o r i t y and no f i c t i t i o u s p r o o f o u g h t t o 

be a d d e d " [ 1 8 3 2 . 2 8 0 ] . 

What he t r i e d t o c o n v e y was t h a t a t h i s f i r s t s t e p s t h e s t u 

d e n t s h o u l d r e l y e m p i r i c a l l y upon e x a m p l e s , t h e a b s e n c e o f p r o o f 
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b e i n g f a r l e s s d a m a g i n g t h a n t h e p r é s e n c e o f an u n s a t i s f a c t o r y 

o n e . He c l a i m e d t h a t "a w r i t e r o n a l g e b r a , who p r o c e e d s upon t h e 

p r i n c i p l e o f d e m o n s t r a t i n g w h a t e v e r he a s s e r t s , s h o u l d p u t t h e 

s t a t e o f t h e argument f a i r l y b e f o r e t h e p u p i l ; a n d t h i s c a n n o t be 

d one u n t i l t h e l a t t e r h a s o b t a i n e d some d e g r e e o f p r e l i m i n a r y 

k n o w l e d g e " . And s w i t c h i n g f r o m W o o d ' s own " p r o o f " o f (34.1) t o 

t h a t o f t h e b i n o m i a l t h e o r e m ^ h e added."The a u t h o r seems t o t h i n k 

he i s b o u n d t o g i v e e i t h e r a p r o o f , o r s o m e t h i n g t h a t l o o k s 1 i k e 

o n e . We h o ł d , t h a t t h e l e s s t h a t w h i c h i s n o t a p r o o f , i s made t o 

l o o k l i k e o n e , t h e b e t t e r " [ 1 8 3 2 , 2 8 1 , 2 8 3 ] . 

D e s p i t e h i s c r i t i c a l r e m a r k s . De M o r g a n a p p r o v e d o f Wood's 

t r e a t i s e f o r C a m b r i d g e u n d e r g r a d u a t e s . He h e l d t h a t t h e u n i o n o f 

W o o d ' s
ï l o >

, P e a c o c k ' s a n d B o u r k o n ' s b o o k s on a l g e b r a " w o u l d com

p r i s e a l l t h a t n e e d t o be r e a d on t h i s s u b j e c t by any s t u d e n t , 

w h a t e v e r r a n k he may hope t o o b t a i n on t h e t r i p o s " [ 1 8 3 2 , 2 7 7 - 8 ] . 

P r i o r t o t h i s he commented on t h e f r e e d o m a n d power o f l e c t u r e r s 

a n d e x a m i n e r s t o e s t a b l i s h r e f o r m s a t C a m b r i d g e . 

The modéra t o r s , o r examiners, who are usuałly younger masters of 

a r t s , and come t o the matter w i t h the newest ideas going, f e e l t h a t 

g r e a t scope i s a l l o w e d , and do not c o n f i n e themselves t o any book 

o r system, f u r t h e r than may appear a d v i s a b l e t o themselves. Hence 

any great improvement i s of comparatively easy i n t r o d u c t i o n ; i t 

o n l y needs one moderator who does not f e a r the appearance of 

s i n g u l a r i t y
( 1 1 )

. 

He a d d e d t h a t i t was "one i n d i v i d u e l " - i m p l y i n g P e a c o c k -

who e f f e c t e d t h e i n t r o d u c t i o n o f C o n t i n e n t a l n o t a t i o n , and h e n c e 

o f C o n t i n e n t a l m a t h e m a t i c s , i n 1817 [ 1 8 3 2 , 2 7 6 ] . De M o r g a n 

was a d e f e n d e r o f W h e w e l l ' s " l i b é r a l é d u c a t i o n " . H o w e ver, he s o o n 

r e a l i z e d t h a t any s t r i c t a d h é r e n c e t o i t was an i m p e d i m e n t i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f p u r e m a t h e m a t i c s , a n d , i n t h e a d o p t i o n o f 

P e a c o c k ' s a l g e b r a
t Ł 2 >

. I n 1835 he had e n d o r s e d P e a c o c k ' s w o r k and 

t r i e d h a r d f r o m t h e n o n w a r d s t o e s t a b l i s h a l g e b r a a s a b a s i e com-

p o n e n t o f l i b e r a ł é d u c a t i o n . 

De M o r g a n
1

 s r e v i e w o f P e a c o c k ' s T r e a t i s e on a l g e b r a [1830] 

was w r i t t e n i n two partSjCited h e r e as [ 1 8 3 5 a ] . H o w e v e r , o n l y one 

t h i r d o f h i s r e v i e w d e a l t e x p l i c i t l y w i t h - P e a c o c k ' s w o r k . Above 

a l l he t r i e d t o c a l i a t t e n t i o n t o t h e s t u d y and i n s t r u c t i o n o f 

a l g e b r a , a b r a n c h o f m a t h e m a t i c s much n e g l e c t e d i n E n g l i s h 

U n i v e r s i t i e s . I n 1 8 3 5 , he t o u c h e d u p o n t h e n o t i o n o f s y m b o l i c a l 
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a l g e b r a i n h i s book The é l é m e n t s o f a l g e b r a p r e l i m i n a r y t o t h e 

d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s [ 1 8 3 5 b l
< 1 3 )

. The t i t l e o f t h i s b o o k i s i n 

f ü l l a c c o r d a n c e w i t h t h e f o l l o w i n g comments he i n c l u d e d i n h i s 

r e v i e w ( 1 0 3 5 a . 97-8] i n c o n n e c t i o n w i t h t h e e r r o n e o u s p r i o r i t y 

g i v e n t o t h e c a l c u l u s a t C a m b r i d g e : 

In speaking t h e r e f o r e of the g r e a t e r p a r t of our elementary 

t r e a t i s e s , we cons i d e r them as good f o r the instances they g i v e , 

and no more; we have never seen independent power obtained by means 

o f them. That which the student afterwards a c q u i r e s he has t o 

labour f o r f r e s h ; he s t r u g g l e s w i t h an a l g e b r a i c p r i n c i p l e w h i l e he 

i s a lready deep i n the D i f f e r e n t i a l C a l c u l u s , and gets h i s f i r s t 

ideas of a common process of numbers out of h i s t r e a t i s e on 

mechanics. 

He f u r t h e r a r g u e d on t h e u t i l i t y o f a l g e b r a a s p r i o r t o 

h i g h e r b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s s a y i n g [ 1 8 3 5 a , 1 0 1 ] : 

Because algebra i s considered an a n a l y t i c a l a r t , i t seems t o have 

been imagined, t h a t l e a r n e r s must be a n a l y s t s from the very b e g i n -

n i n g . And the attempt has been t o make them a n a l y s t s by r u l e ; and 

to make them masters of every case t h a t may a r i s e , by t e l l i n g them 

the r e s u i t t o which some of t h e i r predecessors have corne i n a few 

cases, without i n s i s t i n g on any one o f the p r i n c i p l e s by which 

thèse r e s u l t s were obtained. 

He i n s i s t e d t h a t c e r t a i n r u l e s a s t u d e n t i s f o r c e d t o l e a r n a r e 

h a r d l y o f d a i l y a p p l i c a t i o n . He c o n s i d e r e d , f o r e x a m p l e . 
• 

L a p l a c e ' s M é c a n i q u e where "The n u m e r i c a l s o l u t i o n o f é q u a t i o n s 

o c c u r s i n a f e w i n s t a n c e s ; w h i l e many s i m p l e p r i n c i p l e s , n o t men-

t i o n e d i n o u r b o o k s , a r e t o be a p p l i e d i n a l m o s t e v e r y page o f 

t h e w o r k m e n t i o n e d " [ 1 8 3 5 a , 1 0 2 ] . 

B e f o r e d i s c u s s i n g P e a c o c k ' s a l g e b r a , he e m p h a s i z e d t h e i m 

p o r t a n c e o f s o u n d , l o g i c a l r e a s o n i n g . A b e g i n n e r s h o u l d f i r s t o f 

a l l be c o n c e r n e d w i t h l o g i c " i n i t s most e x a c t f o r m " . S i n c e l o g i c 

i s a n e a s i e r s c i e n c e t h a n a l g e b r a , he c l a i m e d t h a t t h e s t u d e n t 

s h o u l d be a c q u a i n t e d w i t h i t " b e f o r e he c a n e v e r become a 

m a t h e m a t i c i a n " [ 1 8 3 5 a , 2 9 3 ] . F o r , a s he w r o t e i n [ 1 8 3 5 b ] : 

The a r t of reasoning i s e x e r c i s e d by mathematics, not tauoht by i t . 

On the c o n t r a r y there are p r i n c i p l e s o f other branches of reasoning 

which are not employed i n most branches of m a t h e m a t i c s
< 1 4 )

. 
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I n h i s r e v i e w he assumed a r a n d o m d é m o n s t r a t i o n o f t h e 

a b s t r a c t f o r m "A i s B, B i s C, C i s D; t h e r e f o r e A i s D' h o l d i n g 

t h a t t h e s t u d e n t s h o u l d f i r s t f o c u s on t h e n a t u r e o f t h i s d e d u c -

t i v e r e a s o n i n g a s a w h o l e , and n e x t on t h e p r o o f o f t h e s p é c i f i e 

h y p o t h e t i c a l p r o p o s i t i o n s "A i s B', a d d i n g [ 1 8 3 5 a , 95] .-

H i s reasoning w i l l then be p e r f e c t l y c o r r e c t : f o r he must remember 

t h a t reasoning i s not the a f f i r m a t i o n o r négation o f p r o p o s i t i o n s , 

but the r i g h t déduction of them from one another; and tha t though 

the c e r t a i n t y of mathematical conclusions dépends upon th a t of the 

fundamental p r o p o s i t i o n s , the correetness of mathematical reasoning 

has nothing whatever t o do with t h a t c i r c u m s t a n c e
< l s >

. 

I n a n a t t e m p t t o e x p l a i n i n s i m p l e t e r m s t h e d i f f é r e n c e b e -

t w e e n a r i t h m e t i c and a l g e b r a he w r o t e [ 1 8 3 5 a , 9 8 - 9 9 1 : 

By a r i t h m e t i c we add o r s u b t r a c t ; by al g e b r a we f i n d out whether t o 

add o r s u b t r a c t . The l a t t e r i s t h e r e f o r e a s c i e n c e of i n v e s t i g a 

t i o n , without any r u l e s except those which we may please t o l a y 

ou r s e l v e s f o r the sake o f a t t a i n i n g any désirable o b j e c t . The 

hypothèses, the meaning of the symbols l a i d down, are i n our own 

power: subject o n l y t o the great r u l e of a i l s e a r c h a f t e r t r u t h , 

t h a t nothing i s t o be asserted as a c o n c l u s i o n , more than i s ac-

t u a l l y contained i n the premises<
1 6

>. 

So he i n i t i a t e d h i s r e a d e r i n t o t h e f r e e d o m o f s y m b o l i c a l 

g e b r a b u t w a r n e d h i m , as i n h i s [ 1 8 3 1 ] , a g a i n s t t h e e r r o n e o u s 

d é d u c t i o n o f g ê n e r a i c o n c l u s i o n s f r o m p a r t i c u l a r p r e m i s e s . E -

l a b o r a t i n g o v e r h i s e a r l i e r a p p r o a c h , he d i s t i n g u i s h e d i n d u c t i o n 

f r o m a n o t h e r m e t h o d o f g e n e r a l i z a t i o n p e c u l i a r t o a l g e b r a . The 

l a t t e r m e t h o d "does n o t a r i s e f r o m d r a w i n g c o n c l u s i o n s w i d e r t h a n 

t h e p r e m i s e s w i l l l o g i c a l l y a d m i t , b u t f r o m a r b i t r a r y c o n v e n t i o n s 

by w h i c h t e r m s i n common u s e a r e made t o s i g n i f y l e s s t h a n t h e i r 

v u l g a r m e a n i n g i m p l i e s , t h e a l g e b r a i c a l m e a n i n g b e i n g a l w a y s a 

p a r t , a n d n o t t h e w h o l e o f common m e a n i n g " [ 1 8 3 5 a , 1 0 3 ] . P r e p a r -

i n g t h e g r o u n d f o r P e a c o c k ' s p r i n c i p l e , he a d d e d : 

To the mathematician we have supposed we présent the a l g e b r a i c a l 

meaning; t o the common student we présent a t f i r s t the whole a r i t h -

m e t i c a l meaning; and, when the n e c e s s i t y a r i s e s , we show him the 

convenience of r e s t r i c t i n g the sensé he has h i t h e r t o used, of 

throwing away pa r t of what was n e c e s s a r i l y considered as implied i n 

the word, r e t a i n i n g o n l y those p r o p o s i t i o n s which are tru e of the 
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r e s t r i e t e d meaning, and of course r e j e c t i n g those which a r e t r u e 

only of the füllest sensé of the word. I t t h e r e f o r e f o l l o w s t h a t 

c e r t a i n formułae may be chosen, not as conséquences o f any meaning 

g i v e n t o the symbols, but as définitions of the symbol s themselves. 

F o l l o w e d few e l u c i d a t i n g e x a m p l e s . He d i s c u s s e d t h e a r i t h -

m e t i c a l and a l g e b r a i c m e a n i n g o f t h e o p é r a t i o n s +, - a s i n 

( 3 4 . 2 ) a + b - b - a 

[ 1 8 3 5 a , 1 0 3 - 4 ) . He t h e n p r o v i d e d t h e i d e n t i t y 

( 3 4 . 3 ) ( a + b ) x ( a - b ) - a x a - bxb<
Ł 7 ,

> 

w h i c h h o l d s t r u e u n d e r t h e " m a t e r i a ł a l t é r a t i o n " i n t o 

( 3 4.4) s i n ( a + b ) . s i n ( a - b ) - s i n
a

a - s i n
2

b , 

h o l d i n g t h a t t h è s e i n s t a n c e s e x e m p l i f y c h a n g e s o f m e a n i n g w h i c h 

do n o t a l t e r t h e t r u t h o f p a r t i c u l a r t h e o r e m s . He went o n t o i n -

t e r p r e t (34.3) g e o m e t r i c a l l y i n t r o d u c i n g t h e c o n c e p t s o f l e n g t h , 

a n g l e a n d < - l , e x t e n d i n g a d d i t i o n by d e f i n i n g t h e o p é r a t i o n a +'b 

( 3 4 . 5 ) a +'b - <a
a

 + b
a

 + 2 a b c o s ( a - 6 ) )
Ł

'
a

, 

where a and B a r e t h e a n g l e s t h a t t h e l i n e s a a n d b make w i t h t h e 

g i v e n a x i s . He c o n c l u d e d by s t a t i n g t h a t " t h e m e t h o d s a n d r e s u l t s 

o f a n e x t e n s i o n h a v e b e e n m a t u r e d , b e f o r e t h e e x t e n s i o n i t s e l f 

h a s b e e n f o r m a l l y made" ( 1 8 3 5 a , 1 0 5 - 9 ] . 

He o p e n e d t h e s e c o n d p a r t o f h i s r e v i e w by c a l l i n g a t t e n t i o n 

t o t h e c r u c i a l d i s t i n c t i o n b e t w e e n " e x t e n s i o n " ( a s i n t h e a b o v e 

e x a m p l e s ) a n d " a r b i t r a r y a l t é r a t i o n " i n t o w h i c h a s t u d e n t may a c 

c i d e n t a i l y i n d u l g e . S p e c u l a t i n g o v e r t h e i n s t r u c t i o n o f t h e 

f o r m e r m e t h o d , he w r o t e : "Our method w o u l d be t h e r e f o r e t o w a i t 

f o r e v e r y e x t e n s i o n u n t i l t h e p e r i o d when i t becomes n e c e s s a r y . 

t h a t i s , u n t i l some r e s u i t o f a r i t h m e t i c a l a l g e b r a a p p e a r s , w h i c h 

i s n o t e x p l i c a b l e on a r i t h m e t i c a l p r i n c i p l e s " [ 1 8 3 5 a , 2 9 4 ] . T h i s 

m e t h o d , by w h i c h a s t u d e n t i s p r e s e n t e d w i t h a f o r m a i d é f i n i t i o n , 

e x t e n s i o n o r c o m p l i c a t e d a p p l i c a t i o n o f a p r e v i o u s l y known c o n 

c e p t i n e l e m e n t a r y t e r m s a t t h e moment when i s r e a d y t o c o n -

f r o n t i t , i s r e m i n i s c e n t o f E u l e r a n d L a c r o i x [ 1 . 8 , ( 6 ) , ( 1 1 ) ; 

2.9, ( 3 ) ] a n d was f o l l o w e d by De M o r g a n i n h i s ( 1 8 3 6 ; 3 . 5 - 3 . 7 ] . 

De M o r g a n s e t o f f t o c o n s i d e r P e a c o c k ' s w o r k i n s t a g e s ; 

f i r s t i n c o n n e c t i o n w i t h t h e e l e m e n t a r y s t u d e n t ( p . 2 9 8 ) , n e x t i n 

c o n n e c t i o n w i t h t h e a d v a n c e d ( p . 300) and f i n a l l y " i n a p u r e l y 

m a t h e m a t i c a l p o i n t o f v i e w , as t h e e x p o s i t i o n o f a l g e b r a i n i t s 

most e x t e n d e d f o r m " ( p . 3 0 3 ) . He p o i n t e d o u t t h e m e r i t s a n d 

d e f e c t s o f P e a c o c k ' s a p p r o a c h i n e a c h o f t h è s e c a s e s , c o n c l u d i n g 
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t h a t A l g e b r a (1830] s h o u l d be r e g a r d e d a s a " h i g h book a t 

C a m b r i d g e " a n d a s a " d i f f i c u l t , b u t l o g i c a l " w o r k on t h e w h o l e 

[ 1 8 3 5 a , 3 0 0 - 3 0 9 ) . B u t b e f o r e we p r o c e e d t o De M o r g a n ' s own com-

m e n t s l e t us c i t e f e w i n s t a n c e s f r o m P e a c o c k
1

s A l g e b r a , as q u o t e d 

i n [ 1 8 3 5 a , 301-2] f r o m P e a c o c k [ 1 8 3 0 , x x i ] : 

I f we should r e s t s a t i s f i e d w i t h such assumed r u l e s , f o r the com-

b i n a t i o n s of Symbols and s i g n s by such Operations as are p e r f e c t l y 

independent o f any I n t e r p r e t a t i o n of t h e i r meaning [...) we should 

r e t a i n i n the r e s u l t s obtained a l l the Symbols which were i n c o r -

porated, without possessing the power of any f u r t h e r s i m p l i f i c a -

t i o n . 

P e a c o c k i n t r o d u c e d n e x t a r i t h m e t i c a s t h e " s c i e n c e o f 

Suggestion" i n h i s " s y m b o l i c a l a l g e b r a " a s f o l l o w s : 

I t i s a t t h i s p o i n t t h a t the e s s e n t i a l connexion of algebra and 

a r i t h m e t i c may be properly s a i d t o commence: f o r a s c i e n c e of mere 

s i g n s and Symbols must terminate i n the consequences of t h e i r laws 

of combination, u n l e s s they can be a s s o c i a t e d by I n t e r p r e t a t i o n 

w i t h r e a 1 operat ions upon rea 1 magni tudes w i t h spec i f i c 

r e p r e s e n t a t i o n s : and i t i s w i t h a view t o such a p p l i c a t i o n of t h i s 

s c i e n c e t h a t we have considered [...] a r i t h m e t i c o r a r i t h m e t i c a l 

a l gebra as the s c i e n c e of Suggestion: t h a t i s , as the science whose 

Operations and the general consequences of them should serve as 

guides t o the assumptions which become the foundations of symboli

c a l a l g e b r a
( 1 S >

. 

L a t e r on i n h i s b o o k , P e a c o c k f o r m u l a t e d h i s " p r i n c i p l e o f 

t h e p e r m a n e n c e o f e q u i v a l e n t f o r m s " , h e r e a f t e r c i t e d a s PEF: 

Whatever form i s a l g e b r a i c a l l y e q u i v a l e n t t o another when 

expressed i n general symbols, must be t r u e , whatever those Symbols 

denote. 

Conversely, i f we d i s c o v e r an e q u i v a l e n t form i n a r i t h m e t i c a l 

a l g e b r a , o r any o t h e r subordinate s c i e n c e , when the symbols are 

general i n form though s p e c i f i c i n t h e i r n a t u r a , the same must be 

an e q u i v a l e n t form when the symbols are general i n t h e i r natura as 

w e l l as i n t h e i r f o r m
( 1 9 >

. 

"By t h i s p r i n c i p l e " , w r o t e De M o r g a n , "we c o n c e i v e M r . 

P e a c o c k t o mean t h a t , i n e x t e n d e d a l g e b r a , t h e p r o p r i e t y o f p u t -

t i n g t h e s i g n = b e t w e e n two s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n s i s n o t d e -
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p e n d e n t upon t h e s p e c i f i c v a l u e s o f t h e e x p r e s s i o n s , o r o f t h e 

s y m b o l s t h e y c o n t a i n " [p 3 0 8 ] . He e n d o r s e d t h e f i r s t p a r t o f t h e 

p r i n c i p l e a s t h a t o n w h i c h " a l l t h e d e f i n i t i o n s a r e b u i l t "
;
b u t 

r a i s e d d o u b t s on m a t h e m a t i c a l an d p e d a g o g i c a l g r o u n d s s a y i n g : 

On any o t h e r s u p p o s i t i o n , we should h o l d t h i s p r i n c i p l e t o a t a k i n g 

f o r granted of a nature wholly i n a d m i s s i b l e i n a pure s c i e n c e . 

What more does the student o f o r d i n a r y a l g e b r a want, o r on what do 

the ideas depend, which have l e d P o i s s o n , Cauchy, and o t h e r s , t o 

reason o n l y on convergent s e r i e s , except doubts upon the p r i n c i p l e 

o f e q u i v a l e n t forms ? But the d i f f e r e n c e between Mr. Peacock and 

the common a l g e b r a i s t s i s t h i s , t h a t whereas the l a t t e r assume the 

p r i n c i p l e without g i v i n g t h e i r fundamental assumptions the neces

s a r y u n i v e r s a l i t y o f meaning, Mr. Peacock c o n s t r u c t s those fun

damental assumptions w i t h no other i n t e n t i o n than t o j u s t i f y the 

use of the p r i n c i p l e *
3 0 5

. 

The s e c o n d p a r t o f t h e PEF amounted t o t h e f o l l o w i n g : " I f , 

i n a p r o c e s s o f any s u b o r d i n a t e s c i e n c e , t h e l i m i t a t i o n s w h i c h 

p r e v e n t t h e g e n e r a l a p p l i c a t i o n o f a l g e b r a do n o t h a p p e n t o be 

i n t r o d u c e d , t h e r e s u l t i s a l s o one o f a l g e b r a " [p 3 0 9 ] . D r a w i n g 

on a g e o m e t r i c a l e x a m p l e , he e x p r e s s e d t h e f e a r t h a t " t h e s t u d e n t 

s e e i n g d e f i n i t i o n s a c c o m p a n i e d by a p r i n c i p l e , w h i c h a p p e a r s t o 

be u s e d i n d e p e n d e n t l y , w i l l be l e d t o i m a g i n e t h a t t h e p r i n c i p l e 

i s a s sumed of, t h e d e f i n i t i o n s , i n s t e a d o f i n t h e d e f i n i t i o n s " [p 

309] . 

D e s p i t e t h e s e d o u b t s . De M o r g a n c o n s i d e r e d P e a c o c k ' s w o r k a s 

t h e "most o r i g i n a l w h i c h h a v e a p p e a r e d i n E n g l a n d , i n p u r e m a t h e 

m a t i c s , s i n c e t h e " A n a l y t i c a l C a l c u l a t i o n s " o f P r o f e s s o r 

Woodhouse" [p 3 0 9 ] . E v e n 30 y e a r s l a t e r , t h e s e two work3 w o u l d 

f e a t u r e p r o m i n e n t l y i n h i s w r i t i n g s [ 3 . 9 ] . I n t h e mean t i m e he 

w o u l d u s e P e a c o c k ' s p r i n c i p l e a n d , n o t w i t h s t a n d i n g h i s r e f e r e n c e 

t o C a u c h y and P o i s s o n , he w o u l d a d m i t d i s c o n t i n u o u s s e r i e s 

^ w i t h o u t p r o b l e m [ 3 . 6 ; 3 . 9 ] . I n f a c t , he s u g g e s t e d o n l y one 

m o d i f i c a t i o n i n P e a c o c k ' s a p p r o a c h : 

I f we were t o recommend any a l t e r a t i o n , i t should be t o abandon, i n 

a great measure, the s c i e n c e of suggestion, except i n the very 

e a r l y p a r t of the work, where the methods o f the two should e i t h e r 

be placed i n double columns, o r the a p p l i c a t i o n t o a r i t h m e t i c [...] 

made a c o r o l l a r y of each theorem. But whether t h i s be done o r not, 

the work before us i s one which the student must look forward t o 
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r e a d i n g , i f ne i s r e a l l y d e s irous of knowing the meaning of a l -

g e h r a i c a l symbols i n t h e i r widest s e n s e
( 3 1 >

. 

I n t h e e n d o f t h e r e v i e w . De M o r g a n e m p h a s i z e d t h e i m p o r 

t a n c e o f P e a c o c k ' s w o r k , t h e n e c e s s i t y t o r e n d e r t h e l a t t e r ' s a p -

p r o a c h a c c e s s i b l e t o s t u d e n t s as w e l l a s t h e u t i l i t y o f a 

t r e a t i s e t o be composed on t h e e t y m o l o g y o f m a t h e m a t i c s . As t h è s e 

r e m a r k s s t r o n g l y f o r e s h a d o w h i s own i m m é d i a t e p r o j e c t s i t i s 

w o r t h q u o t i n g them i n f u l l . We r e a d a t (p 3 1 0 ) : 

We are not without hope that elementary works on algebra w i l l un-

dergo some m o d i f i c a t i o n , w i t h a view t o rendering the reading o f 

the présent work e a s i e r . Ihe higher p a r t s of a l g e b r a , and a i l the 

a p p l i c a t i o n s o f pure mathematics, r e q u i r e such a c o n t i n u a i 

knowledge o f the metaphysics of a l g e b r a , and comparatively so 

l i t t l e acquaintance w i t h the détails which occupy the h a l f of most 

of our works, t h a t much time may be saved t o the student by g i v i n g 

the f i r s t p r i n c i p l e s i n a very différent shape. I f algebra w i l l be 

h a r d , i t must be hard; nothing i s gained by s u b s t i t u t i n g a science 

which i s o n l y e a s i e r , be cause i t s u b s t i t u t e s opérations of the 

f i n g e r s f o r those o f the head, and c a l l i n g i t a l g e b r a . 

R e f l e c t i n g f u r t h e r o v e r t h e d i f f i c u l t i e s a r i s i n g f r o m t h e 

p r o p e r u n d e r s t a n d i n g o f P e a c o c k ' s t e r m i n o l o g y ^ h e w r o t e 

To speak o f symbols as t h i n g s invented t o obey r u l e s , i n s t e a d of 

b e i n g représentations of q u a n t i t y from the no t i o n of which r u l e s 

f o l l o w , c e r t a i n l y w i l l introduce a very new s e t of idioms. 

[ ] . We mention t h i s , which i s more or l e s s the accompaniment 

of a i l new e x p o s i t i o n s , t o suggest the p o s s i b i l i t y of w r i t i n g a 

t r e a t i s e on the use o f words i n mathematics, and t h e i r connexion 

w i t h symbols. Except perhaps Carnot, we know of no w r i t e r who has 

dwelt upon the meaning of h i s phrases. But we must perhaps wait un-

t i l the gênerai use of words, o r l o g i c , i s considered as a neces-

s a r y p r e l i m i n a r y f o r mathematical s t u d i e s
c 2 2 )

. 

De M o r g a n c o n t r i b u t e d c o n s i d e r a b l y on t h e g ê n e r a i p r o j e c t s 

s u g g e s t e d i n t h e c o n c l u d i n g pages o f h i s r e v i e w . H i s own e l e m e n 

t a r y a l g e b r a [ 1 8 3 5 b ] , w h i c h saw a s e c o n d é d i t i o n i n 1 8 3 7 , f o r m e d 

a p r e l im'^oru b a c k g r o u n d t o P e a c o c k ' s s y m b o l i c a l g e b r a [ s e e (13) 

a b o v e ] . I n 1839 h i s f i r s t book on l o g i c was p u b l i s h e d , a p r o o f o f 

h i s c l a i m s a b o v e t h a t l o g i c was m o s t l y u s e f u l t o m a t h e m a t i c i a n s 
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[ s e e 6 . 4 - 6 . 5 ] . B u t , m o s t l y r e l e v a n t t o t h e " t r e a t i s e o n t h e u s e 

o f w o r d s i n m a t h e m a t i c s " s u g g e s t e d a b o v e , i s t h e i n t r o d u c t o r y 

p a r t o f h i s e n c y c l o p e d i a a r t i c l e on t h e " C a l c u l u s o f f u n c t i o n s " 

[ 1 8 3 6 1 . F o r , as we s h a l l s e e , p r i o r t o s t u d y i n g f u n c t i o n a l e q u a 

t i o n s , he d e v o t e d some s p a c e t o t h e e l u c i d a t i o n o f f i r s t p r i n 

c i p l e s and t h e e t y m o l o g y o f t h i s b r a n c h o f m a t h e m a t i c s d i s p l a y i n g 

a b l e n d of i n f l u e n c e s f r o m P e a c o c k . Babbage, H e r s c h e l , C a r n o t 

a n d , t o a l e s s e r e x t e n t , f r o m L a p l a c e , A r b o g a s t , C o n d i l l a c a n d 

L a c r o i x . The k e y n o t i o n i n h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y was no o t h e r 

b u t t h a t o f " e x t e n s i o n " w h i c h he h a d a m p l y d i s c u s s e d i n h i s 

[1831] and [ 1 8 3 5 a ] , 

3.5 An i n t r o d u c t i o n t o De M o r g a n ' s t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s [ 1 8 3 6 ] ; p l a n o f o u r s t u d y . 

De Morgan's t r e a t i s e on t h e " C a l c u l u s o f f u n c t i o n s " , p u b -

l i s h e d i n ' E n c y c l o p e d i a M e t r o p o l i t a n a i n 1836, i s d i v i d e d i n 328 

a r t i c l e s
4 1 1

. T h i s d i v i s i o n f a c i l i t a t e s c r o s s - r e f e r e n c e s i n h i s 

t e x t and w i l l s e r v e i n 3.5-3.8 a s a means f o r c i t a t i o n . I n t h i s 

s e c t i o n we w i l l comment u p o n t h e s c o p e and c o n t e n t o f De M o r g a n ' s 

l e n g t h y work c o n c l u d i n g w i t h t h e p l a n o f o u r s t u d y i n t h e n e x t 

t h r e e s e c t i o n s , a n d t h e m a i n i s s u e s i n v o l v e d . We b e g i n o u r a c 

c o u n t w i t h De M o r g a n ' s o p e n i n g s t a t e m e n t s ; a l l t h e q u o t a t i o n s a n d 

p a s s a g e s g i v e n b e l o w a r e d r a w n f r o m t h e i n t r o d u c t o r y a r t . 1. 

De Morgan e x p l a i n s t h a t he h a s t o be v e r y s e l e c t i v e i n t h e 

m a t e r i a l c h o s e n f o r e x p o s i t i o n , f o r "To e n t e r i n t o a d e t a i l o f 

t h e a p p l i c a t i o n s o f t h e t h e o r y o f F u n c t i o n s , w o u l d be t o w r i t e a 

v e r y l a r g e w o r k " . H i s w i s h i s t o p r e s e n t an " e l e m e n t a r y " w o r k , 

a v o i d i n g e x c e s s i v e g e n e r a l i z a t i o n s and a b s t r a c t i o n s o n t h e f o l 

l o w i n g g r o u n d s : 

But i n a work which p r o f e s s e s t o be so f a r elementary, t h a t a s t u 

dent who has gone through the usual course of the D i f f e r e n t i a l and 

Int e g r a l C a l c u l u s i s supposed able t o read i t , n o t h i n g would be 

l e s s useful than f i l l i n g an I n t r o d u c t i o n on the C a l c u l u s o f Func

t i o n s with g e n e r a l i t i e s of which p a r t i c u l a r cases have not been 

g i v e n *
2 1

. 

A r t e f a c t s w h i c h f a c i l i t a t e t h e r e d u c t i o n o f a g i v e n c o m p l i 

c a t e d f u n c t i o n a l e q u a t i o n t o a s i m p l e r o n e , he w r o t e , " i s a mat

t e r o f g r e a t i n t e r e s t , t o be r e c o r d e d f o r t h e f u t u r e i n v e n t o r " . 
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B u t . t o t h e " s t u d e n t " , s u c h i n f o r m a t i o n i s " s e c o n d a r y " , u n l e s s 

" t h e a r t i f i c e t h r o w l i g h t upon h i s f i r s t p r i n c i p l e s o f n o t a t i o n , 

o r a d d a g e n e r a ł method t o h i s power o f c o m b i n a t i o n " . He d i s t i n -

g u i s h e d b e t w e e n a r e s e a r c h e r , o r " i n v e n t o r " , a n d a n " e l e m e n t a r y 

w r i t e r " . i d e n t i f y i n g h i m s e l f w i t h t h e l a t t e r . The d i f f é r e n c e b e 

t w e e n t h e two i s t h e same as b e t w e e n "an i n v a d e r and a c o l o n i s t ; 

t h e f i r s t must s e i z e a i l he c a n , t h e s e c o n d no more t h a n i s 

u s e f u l "
( 3 )

. U n d e r t h e r o l e o f a " c o l o n i s t " o r "an e l e m e n t a r y 

w r i t e r " . t h e c o n t e n t o f h i s " T r e a t i s e " , o r " E s s a y " - a s he i n d i f -

f e r e n t l y c a l l s i t - h a s a s f o l l o w s : 

We have, t h e r e f o r e , confined ourselves p r i n c i p a l l y t o the e l u c i d a -

t i o n o f f i r s t p r i n c i p l e s , and the extension of the ideas which a 

student must be supposed t o have on the s u b j e c t of n o t a t i o n , 

t o g e t h e r w i t h such methods f o r the s o l u t i o n of f u n c t i o n a l équations 

as have succeeded i n g i v i n g a l g e b r a i c r e s u l t s . We have a l s o g i v e n 

such methods of s o l u t i o n as have not yet been reduced t o A l g e b r a , 

i n every case wherein we supposed e i t h e r a u s e f u l view might be i n ~ 

t r o d u c e d , o r i n which we imagined i t probable t h a t the next step t o 

be made would be a n a t u r a l conséquence of what has a l r e a d y been 

done. 

I n t h e c o u r s e o f t h i s " e l e m e n t a r y " essaya, u s e f u l r é f é r e n c e s 

t o t h e w o r k o f a i l t h e p r e v i o u s c o n t r i b u t o r s i n t h i s b r a n c h o f 

m a t h e m a t i c s a r e p r o v i d e d , i n o r d e r t o e n a b l e t h e " M a t h e m a t i c i a n " 

t o s e e "where may l i e t h e most p r o b a b l e h e l p f o r a n y o b j e c t h e 

may h a v e i n v i e w " . T h u s , w h i l e t h e t r e a t i s e i s d e v o t e d t o a s t u 

d e n t o f t h e c a 1 e u l u s o f f u n e t i o n s , s u f f i c i e n t h i n t s a n d 

r é f é r e n c e s s e r v e a s a s t i m u l u s f o r t h e f u t u r e r e s e a r c h e r . De M o r 

g a n m u s t h a d b e e n aware o f t h e l a c k o f i n t e r e s t o f h i s E n g l i s h 

c o n t e m p o r a r i e s i n t h i s b r a n c h , f o r " t h e r e a r e p e r h a p s i n t h e 

w h o l e o f t h e E m p i r e n o t t w e n t y men who a r e l i k e l y t o l o o k i n t o a 

w o r k o f r é f é r e n c e w i t h a v i e w t o s e e what h a s b e e n done i n t h e 

h i g h e s t b r a n c h e s o f t h e s u b j e c t " . 

As we saw i n [ 3 . 4 , ( 2 2 ) ] , De M o r g a n had c o n c e i v e d t h e i d e a o f 

an e l e m e n t a r y w o r k on t h e f i r s t p r i n c i p l e s a n d e t y m o l o g y o f m a t h 

e m a t i c s i n h i s [ 1 8 3 5 a ] . I n d e e d , o n s i m i l a r l i n e s , he s t r e s s e d now 

t h a t among h i s g o a l s was t h e e l u c i d a t i o n o f f i r s t p r i n c i p l e s , 

n o t â t i o n a n d mathemat i c a 1 p r o c é d u r e s . 

CXir o b j e c t w i l l be gained i f the student i s l e d t o such a knowledge 

of forms and f a m i l i a r i t y w ith the r e s u l t s of gênerai opérations as 
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w i l l render h i s grasp of ordinär/ mathematical language more i n t e l -

l e c t u a l and l e s s m e c h a n i c a l
C 4 )

. The i n f l u e n c e o f s i g n s on mathe

m a t i c a l processes, o r , t o borrow a term, the e t y m o l o g i c a l branch of 

Mathematics, i s o n l y i n c i d e n t a l l y a p a r t o f the su b j e c t - m a t t e r o f 

most w r i t i n g s . But, o f l a t e years, i t has been t r e a t e d more f o r i t s 

own sake by the f o l l o w i n g w r i t e r s , Babbage, Carnot, Cauchy, 

Hers che 1, and Peacock, i n t o whose works the reader must look i f he 

would judge o f the présent State of mathematical language. 

I n a f o o t n o t e he p r o v i d e d r é f é r e n c e s o f t h e p r i n c i p a l w o r k s 

o f t h e s e a u t h o r s , s u c h a s C a r n o t ' s R e f l e x i o n s , i n c l u d i n g a l s o A r 

b o g a s t [1800] . S u r p r i s i n g l y ^ B a b b a g e ' s p h i l o s o p h i c a l p a p e r [1827] 

i s n o t c i t e d . He c o n c l u d e d by a p o l o g i s i n g f o r t h e d i s o r d e r o f h i s 

p r é s e n t a t i o n : 

We have found i t impossible t o préserve as much connection as i s 

désirable between the différent a r t i c l e s of t h i s T r e a t i s e . In a 

subject h a r d l y yet considered f i t f o r the s t u d e n t , and on which 

o n l y one elementary work e x i s t s [by Babbage], of which we have any 

knowledge, the arrangement which the gênerai methods o f the D i f 

f e r e n t i a l and I n t e g r a l C a l c u l u s enables w r i t e r s on those s u b j e c t s 

t o adopt. we soon found t o be impossible. More o f f i c e r s must enter 

the s e r v i c e before f u n c t i o n a l équations can be d r i l l e d i n t o 

d i s c i p l i n e *
3

' . 

T h us De M o r g a n commented upon t h e s c o p e a n d c o n t e n t o f h i s 

e s s a y . T h e s e r e m a r k s show above a l l a d e e p e d u c a t i o n a l a n d e p i s -

t e m o l o g i c a l c o n c e r n r o o t e d i n h i s e x p é r i e n c e o f t h e i n a d é q u a t e 

i n s t r u c t i o n o f m a t h e m a t i c s - a n d , most p a r t i c u l a r l y , o f a l g e b r a 

[ s e e 3 . 4 ] - i n h i s c o u n t r y . However, as we s h a l l s e e i n 3 , 6 - 3 . 8 , 

h i s p e d a g o g i c a l a n d p h i l o s o p h i c a l a i m s w e r e n o t c a r r i e d o u t v e r y 

s u c c e s s f u l l y . I n f a c t , t h e m a i n p a r t o f t h e w o r k was d e v o t e d t o 

t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s by means o f v a r i o u s known o r 

n e w l y s u g g e s t e d t e c h n i q u e s
A
f a r f r o m l u c i d l y p r e s e n t e d . 

D e s p i t e a l a c k o f d i r e c t r é f é r e n c e t o C o n d i l l a c , De M o r g a n ' s 

work i s i m p l i c i t l y i n f l u e n c e d by t h e l a t t e r ' s [ 1 7 9 8 ; s e e 1 . 8 ] . 

T h i s x m a i n l y p e r c e i v e d i n t h e mode o f e x p o s i t i o n o f t h e m a t e r i a l 

s t u d i e d . A c c o r d i n g t o t h i s mode, a s t u d e n t i s f i r s t p r e s e n t e d 

w i t h a n o t i o n i n t h e m o s t s i m p l e manner p o s s i b l e . (n** a r t i c l e s 

l a t e r , c e r t a i n p r o p e r t i e s o f t h a t n o t i o n a r e i n t r o d u c e d , f o l l o w e d 

by i t s p r o p e r d é f i n i t i o n a n d i t s a c c o m p a n y i n g " t h e o r e m s " . The 
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l a t t e r a r e q u i t e o f t e n " d e m o n s t r a t e d " e m p i r i c a l l y by means o f 

e l e m e n t a r y e x a m p l e s . T h e t h r e a d s o f t h i s i n q u i r y a r e t o be r e s u m e d 

a g a i n and a g a i n i n t h e c o u r s e o f t h e t r e a t i s e w h e r e a more a d 

v a n c e d s t u d y t a k e s p l a c e a n d new, g e n e r a l r e s u l t s a r e g i v e n
c e >

. 

F o r c o n v e n i e n c e we d i v i d e De M organ's t r e a t i s e i n t h r e e 

p a r t s , t h e c o r e o f e a c h p a r t t o be s t u d i e d i n 3.6-3.8 r e s p e c 

t i v e l y a s f o l l o w s : P a r t 1 c o n s i s t s o f a r t . 1 - 4 9 ( 1 8 3 6 . 3 0 5 - 3 1 9 ] . I t 

c o v e r s a g e n e r a l s u r v e y o f t h e f u n d a m e n t a l n o t i o n s a n d n o t a t i o n 

o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . P a r t 2 c o v e r s a r t . 5 0 - 2 6 1 [ 1 8 3 6 , 3 1 9 -

3 7 2 ) . I t d e a l s a m p l y w i t h f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e , a 

h i s t o r i c a l r e v i e w o f t h e s u b j e c t , and r e l a t e d t o p i c s o f a n a l y s i s . 

P a r t 3 c o v e r s a r t . 2 6 2 - 3 2 8 [ 1 8 3 6 , 3 7 2 - 3 8 9 ] . I t i s d e v o t e d t o f u n c 

t i o n a l e q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s . 

Due t o t h e l e n g t h and comple>a4y o f De M o r g a n ' s e x p o s i t i o n , 

we w i l l be v e r y s e l e c t i v e a s t o t h e m a t e r i a l c h o s e n f o r d i s c u s 

s i o n . We w i l l a v o i d m a r g i n a l t o p i c s s u c h a s A b e l ' s o r F o u r i e r ' s 

t h e o r e m s ( a r t . 9 0 , 2 2 5 - 2 2 9 , 3 0 2 3 . d i f f e r e n t i a l o r f u n c t i o n a l d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n s [ a r t . 1 4 3 , 2 1 1 - 2 1 7 , 2 2 3 ] , d i s c o n t i n u i t y o r a r 

b i t r a r y c o n s t a n t s [ a r t . 1 7 8 - 1 9 1 , 2 5 9 - 2 6 1 1 o r t h e h i s t o r i c a l r e v i e w 

o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s [ a r t . 2 4 5 - 2 5 8 ] . I n a d d i t i o n , we w i l l t a k e 

f o r g r a n t e d any t e c h n i q u e s p u t f o r w a r d i n t h e w o r k o f L a p l a c e , 

B a b b a g e , H e r s c h e l and S p e n c e t o w h i c h De M o r g a n r e p e a t e d l y 

r e f e r r e d i n h i s w o r k <
7 5

. 

The f o l l o w i n g l i s t s o f s u b j e c t s and i s s u e s w i l l c o m p r i s e o u r 

m a i n o b j e c t o f i n v e s t i g a t i o n . 

(1) A n a l o g y a s a means f o r e x t e n s i o n . 

(2) P e a c o c k ' s P E F . 

( 3 5 . 1 ) (3) The f o r m - m a t t e r i s s u e . 

(4) R e l a t i o n s b e t w e e n f o r m s a s a s o u r c e f o r i n v e n t i o n . 

(5) T e n d e n c y t o w a r d s c o n c e p t u a l u n d e r s t a n d i n g . 

(6) C l a s s i f i c a t i o n . 

By means o f t h e s e i s s u e s
< e >

. De M o r g a n was l e d t o p e r c e i v e a m u l 

t i p l i c i t y o f l i n k s b e t w e e n a l g e b r a and t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . 

I n a d d i t i o n , he was f a c i l a t e d i n h i s s t u d y o f t h e p r o p e r t i e s o f 

t h e f o l l o w i n g s p e c i e s o f f u n c t i o n s
( f i > ?

: 

(1) I n v e r s e . 

(2) C o n v e r t i b l e [ C o m m u t a t i v e ] . 

( 3 5 . 2 ) (3) P e r i o d i c . 

(4) D e r i v a t i v e <
1 0 1

 f u n c t i o n s : tpatp-
1

, and 

(5) Z e r o - f u n c t i o n s : ( p°, (p°-°. 
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As f a r a s f u n c t i o n a l e q u a t i o n s a r e c o n c e r n e d we p r e s e n t t h e 

r e a d e r i n 3.7 w i t h De M o r g a n ' s own t e c h n i q u e f o r t h e s o l u t i o n o f 

e q u a t i o n 

( 3 5 . 3 ) cpax = 6<px, 

where a , 8
A
k n o w n f u n c t i o n s [ a r t . 50]," w i t h a s p e c i a l a p p l i c a t i o n t o 

(3 5 . 4 ) cpax - <px 

[ a r t . 102] w h i c h i s a n i m p o r t a n t p a r t i c u l a r c a s e o f ( 3 5 . 3 ) . A s 

we s h a l l s e e , ' t h r o u g h o u t t h e s t u d y o f ( 3 5 . 1 ) - ( 3 5 . 4 ) , De M o r g a n 

d r a w s h e a v i l y on t h e w o r k o f h i s p r e d e c e s s o r s , most p a r t i c u l a r l y 

o n t h a t o f t h e members o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y . 

L i k e t h e M e m o i r s o f t h e S o c i e t y [ 2 . 3 . ( 1 ) , ( 3 ) , ( 4 ) ] , De 

M o r g a n ' s o b s c u r i l y w r i t t e n t r e a t i s e i s much n e g l e c t e d t o d a y . 

M o r e o v e r , t h i s w ork was h a r d l y r e a d by h i s c o n t e m p o r a r i e s . Some 

p l a u s i b l e r e a s o n f o r t h i s may be t h e f a c t t h a t t h e t r e a t i s e was 

p u b l i s h e d a s an e n c y c l o p e d i a a r t i c l e and n o t a s a b o o k , a s h i s 

[1831] o r [ 1 8 4 2 c ] w h i c h were w i d e l y r e a d . The c o n f u s i n g o r d e r o f 

e x p o s i t i o n o f t h e m a t e r i a l s t u d i e d , a s w e l l a s t h e a d h o c m e t h o d 

s u g g e s t e d f o r t h e s o l u t i o n o f ( 3 5 . 3 ) - ( 3 5 . 4 ) , must h a v e b e e n a l s o 

r e a s o n s f o r t h e a b s e n c e o f r e f e r e n c e s t o De M o r g a n ' s w o r k by h i s 

c o n t e m p o r a r i e s . N owadays, a p a r t f r o m few h i n t s [ 3 . 1 , ( 1 ) 1 , h i s 

[1836] r e m a i n s v i r t u a l l y u nknown. We w o u l d l i k e t o n o t e i t s o m i s 

s i o n i n [Dhombres 1986; s e e a l s o 0 . 2 ] . 

I n a d d i t i o n , t h e r e a r e s e v e r a l t y p o g r a p h i c a l e r r o r s , i n c o n 

s i s t e n t n o t a t i o n s , l a c k o f p a r e n t h e s i s a s w e l l a s many u n r i g o r o u s 

- by o u r s t a n d a r d s - p r o c e d u r e s . B u t e v e n f o r t h e s t a n d a r d s o f h i s 

own t i m e . De M o r g a n ' s d e m o n s t r a t i o n s l a c k t h e r i g o u r o f h i s c o n 

t e m p o r a r i e s , s u c h a s M u r p h y who was o c c u p i e d i n h i s [18371 w i t h a 

s t u d y o f i n v e r s e a n d n o n - c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n s
4 1 1

 ». One h a s t o 

g e t u s e d t o De M o r g a n ' s i d i o m a t i c v o c a b u l a r y a n d p e c u l i a r r e a s o n 

i n g w h i c h a c c e p t s a m b i g u i t i e s a n d e r r o r s . As R i c h a r d s p o i n t e d o u t 

i n h e r (1987; s e e 3 . 4 , ( 7 ) 1 , a l l t h e s e f e a t u r e s a r e p a r t o f De 

M o r g a n ' s h i s t o r i c a l a n d c o n c e p t u a l a p p r o a c h , a f a c t w h i c h f o r c e s 

us t o s t u d y h i s work - a s i n 3.4- t h r o u g h h i s own e y e s , a s f a r a s 

p o s s i b l e . I n many i n s t a n c e s , h o w e v e r , we w i l l p r o v i d e c o m p u t a 

t i o n s o r e l u c i d a t i n g e x p l a n a t i o n s m i s s i n g i n h i s w o r k , c l a r i f y i n g 

i n s o d o i n g c e r t a i n o b s c u r i t i e s i n n o t a t i o n . Any t y p o g r a p h i c a l 

e r r o r s d e t e c t e d w i l l be p o i n t e d o u t i n t h e e n d n o t e s . 
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3.6 De M o r g a n on t h e f o u n d a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

[ 1 8 3 6 ) • 

B a b b a g e a n d H e r s c h e l h a d v i e w e d t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s 

a new d o c t r i n e c a p a b l e t o s e r v e a s a mode o f d i s c o v e r y a p p l i c a b l e 

t o o t h e r b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s a n d s c i e n c e . I n t h e i r p u b l i s h e d 

w o r k e m p h a s i s l a y i n i n v e n t i n g n o t a t i o n a n d t e c h n i q u e s f o r t h e 

s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s ; an e n q u i r y i n t o t h e f o u n d a 

t i o n a l i s s u e s o f t h i s c a l c u l u s was l a r g e l y p a s s e d o v e r l o o k i n g 

f o r w a r d t o a p p l i c a t i o n s and g e n e r a l i z a t i o n s r a t h e r t h a n b a c k w a r d s 

t o t h e a c t u a l o r i g i n s a n d f o u n d a t i o n s o f t h e s u b j e c t . V a r i o u s 

a n a l o g i e s w e r e r e c o r d e d and e x p l o i t e d b e t w e e n t h i s c a l c u l u s and 

a l g e b r a , d i f f e r e n t i a l , and i n t e g r a l c a l c u l u s , b u t t h e s e were more 

o r l e s s i n t u i t i v e o b s e r v a t i o n s w h i c h 1 a c k e d t h e a p p r o p r i a t e s y s 

t e m a t i c s t u d y - d e s p i t e B a b b a g e
1

s i s o l a t e d s t u d y o f them i n h i s 

[ 1 8 1 7 ; s e e a l s o 2 . 6 - 2 . 9 ] . 

D r a w i n g on t h e i r n o t a t i o n , t h e new f u n d a m e n t a l c o n c e p t s i n 

t r o d u c e d , t h e p r o p e r t i e s o f t h e s e c o n c e p t s ( o f t e n i m p l i e d i n t h e 

c o u r s e o f a d e m o n s t r a t i o n ) a n d t h e d i v e r s i t y o f t h e a r t e f a c t s and 

m e t h o d s u s e d by t h e s e a n a l y s t s , De M o r g a n s e t o f f t o i n c o r p o r a t e 

a l l t h e s e e l e m e n t s i n a s y s t e r n a t i c and u n i f i e d way. As f a r a s t h e 

m e t h o d o l o g y f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s was c o n 

c e r n e d , l i t t l e i m p r o v e m e n t c o u l d be e f f e c t e d - a s we s h a l l s e e -

u p o n t h e methods o f L a p l a c e , Babbage a n d H e r s c h e l [ 3 . 7 - 3 . 8 1 . 

H o w e v e r , t h e s t u d y o f f o u n d a t i o n a l i s s u e s , s u c h a s t h e p r o p e r t i e s 

o f i n v e r s e , c o n v e r t i b l e . p e r i o d i c a n d o t h e r f u n c t i o n s [ s e e 

( 3 5 . 2 ) ] . f o r m e d t h e most c h a l l e n g i n g g r o u n d f o r De M o r g a n t o e x 

e r t f o r t h e f i r s t t i m e h i s c r i t i c a l r e a s o n i n g a n d h i s t e n d e n c y t o 

d e l v e i n t o t h e " n a t u r e o f t h i n g s " , d e d u c e a l l p o s s i b l e r e l a t i o n s 

b e t w e e n s y m b o l s , a n d v i n d i c a t e t h e v i e w - t h e germs o f w h i c h were 

t o be f o u n d i n t h e work o f h i s E n g l i s h ( a n d F r e n c h ) p r e d e c e s s o r s 

[ 1 . 8 , 2 . 9 1 - t h a t s y m b o l i c r e l a t i o n s " a r e w o r t h l o o k i n g a t a s modes 

o f i n v e n t i o n " [ a r t . 2 5 ; s e e a l s o ( 5 ) , ( 9 ) b e l o w ] . 

S o m e w ^ d ! p h i l o s o p h i c a l l y o r i e n t a t e d , a n d , a b o v e a l l i m p r e s s e d 

b y P e a c o c k ' s a l g e b r a w h i c h was v i e w e d a s an e x t e n s i o n o f a r i t h 

m e t i c - w h e r e t h e " a n o m a l i e s " p e r c e i v e d i n t h e l a t t e r were by now 

e l i m i n a t e d [ a r t . 8 ] - , De M o r g a n was i n i t i a l l y c o n c e r n e d l a y i n g 

t h e g r o u n d s f o r t h e s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s by c o n -
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s i d e r i n g t h i s c a l c u l u s a s an e x t e n s i o n o f a l g e b r a . I t was 

s t r i c t l y and c o n s c i o u s l y t h r o u g h t h i s p o i n t o f v i e w t h a t he c o u l d 

d e l v e i n t o t h e n a t u r e o f f u n c t i o n a l s y m b o l s a n d p r o v i d e t h e i r 

c r u c i a l c o n n e c t i o n s . T h i s p r o c e s s o c c u p i e d r o u g h l y a r t . 2 - 4 9 o f 

h i s t r e a t i s e a n d i t i s o u r c o n c e r n i n t h i s s e c t i o n t o c i t e a n d 

d i s c u s s i t s m o s t r e p r é s e n t a t i v e a s p e c t s . 

B a s e d u p o n C a r n o t ' s v e r s i o n o f t h e i s s u e o f d e g r e e s o f i n -

d e t e r m i n a t e n e s s o f m a t h e m a t i c a l s y m b o l i c a l l a n g u a g e i l . 8 . 2 . 9 3 , 

De M o r g a n i l l u s t r a t e d t h e a s c e n t f r o r a a r i t h m e t i c t o a l g e b r a , a n d 

f r o m a l g e b r a t o t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . T h i s p r o c e s s o f 

g r a d u a i e x t e n s i o n t h r o u g h a b s t r a c t i o n , i n v o l v e d a d e t a i l e d e n -

q u i r y i n t o t h e i n v e r s e o f a d i r e c t o p é r a t i o n . A most u s e f u l t o o l 

t h r o u g h o u t h i s d i s c u r s i v e s t u d y was h i s p e c u l i a r a d o p t i o n o f 

P e a c o c k ' s p r i n c i p i e ( P E F ) [ 3 . 4 , ( 1 9 ) 1 . A s we s h a l l s e e , t h i s a d 

hoc a p p l i c a t i o n o f t h e PEF o f t e n l e d t o f a l l a c i o u s r e a s o n i n g , a n d 

o c c a s i o n a l o p e n q u e s t i o n s <
1

' . 

He began by d e f i n i n g t h e t e r m " f u n c t i o n " a s "any m a t h e m a t i 

c a l e x p r e s s i o n c o n s i d e r e d w i t h r é f é r e n c e t o i t s f o r m , a n d n o t t o 

t h e v a l u e w h i c h i t d e r i v e s f r o m g i v i n g p a r t i c u l a r v a l u e s t o t h e 

l e t t e r s c o n t a i n e d i n i t " [ a r t . 2 ] . He c a l l e d a t t e n t i o n t o t h e f a c t 

t h a t "two f u n c t i o n s w h i c h a r e a l g e b r a i c a l l y i d e n t i c a l a r e n o t 

t h e r e f o r e o f t h e same f o r m " . F o r e x a m p l e , b e t w e e n ( a + x ) ( a - x ) a n d 

a
a

- x
a

 an " a l g e b r a i c a l e q u a l i t y e x i s t s " [ m e a n i n g t h a t t h e r e s u i t 

a f t e r t h e c o m p u t a t i o n s amounts t o t h e same f u n c t i o n ] , b u t t h è s e 

two f u n c t i o n s " a r e n o t o f t h e same f o r m " [ a r t . 3 ]
< 2

> . 

I n a r t . 5 he c l a i m e d t h a t p r e v i o u s l y t o e n t e r i n g u p o n t h e 

s y m b o l s p e c u l i a r t o t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , " i t w i l l be u s e f u l 

t o l o o k a t t h e n a t u r e o f t h e s y m b o l s . w h i c h h a v e p r e c e d e d " . 

R e c a l l i n g t h e e x a m p l e m e n t i o n e d a b o v e , he s a i d t h a t " I t i s u s u a l 

t o s a y t h a t a i l s y m b o l s a r e s y m b o l s o f q u a n t i t y " b u t t h a t i s t r u e 

" o n l y i n t h e s e n s é a n a l o g o u s t o t h a t i n w h i c h ( a + x ) ( a - x ) a n d 

a
2

- x
2

 a r e r e g a r d e d a s i d é n t i c a 1 i n A l g e b r a " ; t h è s e two f u n e t i o n s 

a r e n o t t h e same "as r e p r é s e n t a t i v e o f o p é r a t i o n s " [ a r t . 5 1 . He 

henee d e l v e d i n t o t h e n o t i o n o f a s y m b o l o f q u a n t i t y . I n t h e 

a r i t h m e t i c o f " c o n c r e t e q u a n t i t i e s " , 1 i s t h e o n l y s y m b o l o f 

q u a n t i t y " , w h i l e 2 i s " t h e q u a n t i t y r e s u l t i n g f r o m t h e o p é r a t i o n s 

c o n t a i n e d i n t h e s y m b o l 1+1"; by c o n t r a s t , i n t h e a r i t h m e t i c o f 

" a b s t r a c t n u m b e r s " , 2 i s " o n l y t h e r e p r é s e n t a t i o n o f t h e o p é r a 

t i o n 1+1". 

He c o n c l u d e d h i s e n q u i r i e s i n a r t . 5 by s a y i n g t h a t a r i t h -
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m e t i c i s " t h a t a r t o f r e d u c i n g t h e r e s u i t o f e v e r y o p é r a t i o n 

w h i c h c a n be p e r f o r m e d upon d i f f é r e n t f u n c t i o n s o f 1" t o t h e f o r m 

(36.1) a+bx+cx
a

+... 

w h e r e a . b . c , . . . a r e a n y o f t h e " d e f i n e d s y m b o l s " 0.1,...,9 and 

"x i s t h e o p é r a t i o n 9+1". As we s h a l l s e e b e l o w , h i s mode o f e x 

p r e s s i n g n a t u r a l numbers as f u n c t i o n s o f 1 w o u l d be s l i g h t l y 

e l a b o r a t e d v i a t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e i n v e r s e o f a d d i t i o n w h i c h 

s w i t c h e d t h e e m p h a s i s f r o m 1 t o 0 [see ( 3 6 . 6 ) ] . 

I n a r t . 6 he d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n a r i t h m e t i c a n d a l g e b r a , 

u s i n g h i s s o - c a l l e d l a t e r " f o r m - m a t t e r " i s s u e o f a b s t r a c t i o n [ s e e 

3.9, ( 1 6 ) ] . 

R i t i n Algebra, considered as a conséquence of a b s t r a c t a r i t h m e t i c , 

thèse [a,b,c,... ] are not symbols of q u a n t i t y , but of undefined, 

o r , ad l i b i t u m , opérations upon 1; having the same indeterminate 

c h a r a c t e r w i t h respect t o 1, which 1 has w i t h respect t o concrète 

q u a n t i t y [ . . . ] . And s t r i c t l y speaking, we have i n the l e t t e r s of 

Algebra our f i r s t a r b i t r a r y symbols of opération. 

I t a k e h i s u n d e r l i n e d p h r a s e t o mean t h a t a s a,b,c i n (36.1) 

s t a n d f o r t h e d e f i n e d s y m b o l s 0,1,...,9, e a c h s t a n d i n g f o r t h e 

r e s u i t o f t h e o p é r a t i o n s 1+1. 1+1+1 (0 n o t b e i n g d e f i n e d ) , t h e 

same s y m b o l s a , b , c , . . . i n a l g e b r a s t a n d f o r t h e r e s u i t o f a r 

b i t r a r y o p é r a t i o n s e x e r t e d upon t h e n a t u r a l numbers ( s e e a l s o 

3.9] . 

Now, t h e q u e s t i o n cornes as t o t h e l i n k b e t w e e n a l g e b r a and 

t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . S i n c e t h e s y m b o l s o f t h e l a t t e r a r e 

n o t y e t i n t r o d u c e d , an e s s e n t i a l d i f f é r e n c e b e t w e e n t h è s e two 

b r a n c h e s i s t o be p e r c e i v e d by a p p e a l i n g t o t h e k i n d o f p r o b l e m s 

t a c k l e d i n t h e r e a l m s o f e a c h o n e . A l g e b r a d e a l s p r i m a r i l y w i t h 

r e d u c i n g p r o b l e m s t o é q u a t i o n s i n a , b , c , . . . a n d i n t h e s o l u t i o n 

o f s u c h é q u a t i o n s v i a t h e d é t e r m i n a t i o n o f a , b . c . I t d e a l s , 

m o r e o v e r . w i t h a n o t h e r t y p e o f p r o b l e m d e s c r i b e d i n v a r i o u s ways; 

we c h o o s e t h e f o r m u l a t i o n g i v e n i n t h e f o o t n o t e o f a r t . 6 : 

" G i v e n a f u n c t i o n , a n d t h e g ê n e r a i f o r m o f a n o t h e r , 

(36.2) r e q u i r e d ( i f p o s s i b l e ) a s p é c i f i e f o r m , s u c h t h a t i t 

a n d t h e g i v e n f u n c t i o n s h a l l be r e d u c i b l e t o i d e n t i t y 

by t h e same o p é r a t i o n s " . 

I t i s somehow b i z a r r e t h a t , d e s p i t e h i s c l a i m t o p r é s e n t an 

i n t r o d u c t o r y w ork o f a n e l e m e n t a r y l e v e l [ a r t . l ; 3 . 5 ] , De M o r g a n 

o m i t t e d any e x a m p l e s t o i l l u s t r a t e ( 3 6 . 2 ) . He m i g h t h a v e ha d i n 
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m i n d , among o t h e r c a s e s , t h e p r o c e s s o f s o l v i n g a d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n by means o f v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s . I n a r t . 7 he s t a t e d 

t h e " g e n e r a ł p r o b l e m " i n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s f o l l o w s : 

" G i v e n any number o f q u a n t i t i e s a n d any c o n d i t i o n s 

( 3 6 . 3 ) w h i c h a r e t o e x i s t b e t w e e n f u n c t i o n s o f t h è s e q u a n 

t i t i e s . r e q u i r e d t h e f o r m s o f t h e f u n c t i o n s w h i c h w i l l 

s a t i s f y t h è s e c o n d i t i o n s " . 

A c a s e o f ( 3 6 . 3 ) i s t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

( 3 6 . 4 ) " r e q u i r e d t h a t o p é r a t i o n w h i c h b e i n g p e r f o r m e d u p o n x , 

a n d a g a i n upon t h e r e s u ł t s h a l l r e p r o d u c e x " . 

E v i d e n t l y . a p a r t i c u l a r a n s w e r t o ( 3 6 . 4 ) i s t h e f u n c t i o n a - x , a 

c o n s t a n t [ a r t . 7 ] . 

Had he h a d i n c l u d e d a w i d e r v a r i e t y o f e x a m p l e s h i s c o n c l u 

s i o n , a f t e r a b r i e f d i s c u s s i o n o f ( 3 6 . 3 ) i n a r t . 7 , m i g h t h a d b e e n 

b a s e d on more p e r s u a s i v e a r g u m e n t s . He c l a i m e d t h a t " a s A l g e b r a 

g i v e s r e s u l t s o f g r e a t e r g e n e r a ł i t y t h a n A r i t h m e t i c , s o t h e c o n 

s i d é r a t i o n o f t h e f o r m w h i c h w i l l s a t i s f y c e r t a i n c o n d i t i o n s 

[ i . e . p r o b l e m ( 3 6 . 3 ) ] g i v e s r e s u l t s o f g r e a t e r g e n e r a l i t y t h a n 

t h o s e o f common A l g e b r a " [ a r t . 7 ] . 

D e s p i t e t h e i n s u f f i c i e n c y o f h i s p r e c e d i n g d i s c u s s i o n . De 

M o r g a n f e l t c o n f i d e n t enough t o s t a t e h i s f i r s t g e n e r a ł r e m a r k , 

w h i c h f o r m s a s o r t o f m o t t o t h r o u g h o u t t h e t r e a t i s e : 

Every h i n t , t h e r e f o r e , which can be gained from the connection of 

A r i t h m e t i c and Algebra, may teach us what t o look f o r , and what t o 

a v o i d , i n the t r a n s i t i o n from A l g e b r a t o the C a l c u l u s of R m c t i o n s . 

And, a t f i r s t , we must observe, t h a t as the indeteraiinate c h a r a c t e r 

of the a l g e b r a i c a l symbols kept out of view the l i m i t a t i o n s neces-

s a r y i n A r i t h m e t i c , so the corresponding c h a r a c t e r o f the symbols 

t o which we s h a l l corne, as compared w i t h the d e f i n i t e forms of A l 

gebra, may egualły make us lose s i g h t of l i m i t a t i o n s necessary i n 

the l a t t e r s c i e n c e . And as each n e g l e c t o f the necessary c o n d i t i o n s 

of A r i t h m e t i c madę a l g e b r a i c a l opérations more extensive than those 

of the former s c i e n c e , the same may happen h e r e
( 3 >

. 

T h u s , a s P e a c o c k r e g a r d e d a r i t h m e t i c a s t h e " s c i e n c e o f s u g g e s t 

i o n " i n h i s a l g e b r a [ s e e 3.4, ( 1 8 ) ] , De M o r g a n was t o c o n s i d e r 

a l g e b r a a s a s c i e n c e o f s u g g e s t i o n i n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . 

De M o r g a n d i s c u s s e d t h e l i m i t a t i o n s o f p u r e A r i t h m e t i c , a s 

i n t h e c a s e o f a-b where a must be g r e a t e r t h a n b , a n d f u r t h e r 

t h e n e c e s s i t y f o r a m e t h o d o f i n t e r p r é t a t i o n o f <~l. He r e f e r r e d 
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t o P e a c o c k [ 1 8 3 0 , 1 8 3 3 Î f o r an answer t o s u c h d i f f i c u l t i e s . He 

d i s p l a y e d t h e u s u a l a l g e b r a i c f o r m s , s u c h a s (±x ) * ^ e t c a n d t h e 

l o g a r i t h m s and s i n e s o f s u c h f o r m s p o i n t i n g o u t t h a t c e r t a i n o f 

them "may be f o u n d t o s a t i s f y c o n d i t i o n s w h i c h common a l g e b r a i c a l 

r e a s o n i n g w o u l d i e a d u s t o c o n c l u d e i t i m p o s s i b l e t o s a t i s f y " 

[ a r t . 8 3 . P o s t p o n i n g c o n c r è t e e x a m p l e s u n t i l many a r t i c l e s l a t e r , 

he c l a i m e d o p t i m i s t i c a l l y t h a t " t h e e x p r e s s i o n s n o t y e t c o n -

s i d e r e d , and d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s i n p a r t i c u l a r , may s a t i s f y 

a n a l g e b r a i c a l l y i m p o s s i b l e c o n d i t i o n [ s t r e s s i n g a b o v e " i n A l 

g e b r a , a s i t now s t a n d s " ) , j u s t as t h e n e g a t i v e q u a n t i t y o f A l 

g e b r a s a t i s f i e s a n a r i t h m e t i c a l l y i m p o s s i b l e c o n d i t i o n " [ a r t . 8 ) . 

The n o t i o n o f d i s c o n t i n u i t y was t o be f u r t h e r d i s c u s s e d 

p a r t i c u l a r l y i n c o n n e c t i o n w i t h p r o b l e m s , w h i c h , l i k e B a b b a g e
1

 s 

( 2 7 . 4 1 ) . were r e g a r d e d a s i m p o s s i b l e i n t h e r e a l m s o f t h e f u n c -

t i o n a l c a l c u l u s [ s e e , f o r e x a m p l e , a r t . 7 2 on ( 2 7 . 4 1 ) ] . T h i s mat

t e r w i l l n o t be s t u d i e d i n t h i s t h e s i s . H o w e v e r , few i n s t a n c e s 

a r e w o r t h y t o be r e c o r d e d a s r e p r é s e n t a t i v e s a m p l e s o f De 

M o r g a n ' s r e a s o n i n g w h i c h o f t e n l e d t o n o n s e n s i c a l c o n c l u s i o n s . 

F i r s t o f a i l he r e m a r k e d t h a t we c a n n o t a r r a n g e a l g e b r a i c f o r m s 

f o r m s , s u c h as a , a+bx, l o g x i n o r d e r o f m a g n i t u d e o r i n any Or

d e r " d i c t a t e d by a n y o t h e r n o t i o n w h i c h a p p e a r s n e c e s s a r y t o 

t h e m " . J u d g i n g f r o m t h e " s o many and d i s t i n c t v a r i e t i e s " o f 

f o r m s , "we s h o u l d f e e l i n c l i n e d t o s a y t h a t t h e d i f f é r e n t c l a s s e s 

o f f u n c t i o n s a r e r a t h e r t h e o b j e c t s o f d i f f é r e n t s c i e n c e s t h a n o f 

d i f f é r e n t b r a n c h e s o f t h e same s c i e n c e ; o r , a t l e a s t , a r e t h e o b 

j e c t s o f b r a n c h e s a s d i f f é r e n t . a s t h o s e w h i c h t r e a t o f p o s s i b l e 

a n d i m p o s s i b l e q u a n t i t i e s i n A l g e b r a " [ a r t . 9 ] . 

He went t o s a y i n a r t . 1 0 t h a t d e s p i t e t h e i m p e r f e c t c o n 

s i d é r a t i o n s c o n n e c t e d w i t h f u n c t i o n s , we h a v e t h e n o t i o n o f 

" d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s " w h i c h were s u g g e s t e d i n t h e r e a l m s o f 

t h e i n t e g r a l c a l c u l u s " s o l i k e what we may c o n c e i v e t o h a v e 

p r e c e d e d c o n t i n u o u s v a r i a t i o n i n a l g e b r a i c a l q u a n t i t i e s , t h a t we 

do n o t d e s p a i r o f s e e i n g l a w s o f a r r a n g e m e n t e s t a b l i s h e d among 

f o r m s " . I n a r t . 7 3 he s t a t e d t h e f o l l o w i n g " t h e o r e m " : 

( 3 6 . 5 ) "a d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n o f a d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n 

may be a c o n t i n u o u s f u n c t i o n " . 

T h i s Statement, a s i n v o l v i n g t h e word "may" and as i l l u s t r a t e d by 

means o f an e x a m p l e , i s a t y p i c a l De M o r g a n - t h e o r e m . A w a r e , most 

p r o b a b l y , o f i t s l a c k o f c l a r i t y , he d r e w t h e f o l l o w i n g a r g u m e n t 

f r o m a l g e b r a i n o r d e r t o e s t a b l i s h ( 3 6 . 5 ) : 
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I f -(-a)=+a, because the négation of a négation i s an a f f i r m a t i o n , 

s u r e l y the discontinuance of d i s c o n t i n u i t y has a r i g h t t o be con-

s i d e r e d as the commencement of c o n t i n u i t y
w

 . 

o»" 

By means o f t h i s " a n a l o g y , w h i c h i n f a c t i s b u t a n u n t h o . d o x a p 

p l i c a t i o n o f P e a c o c k ' s P E F , De M o r g a n f o u n d a h e u r i s t i c way s o a s 

n o t t o e x c l u d e d i s c o n t i n u i t y f r o r a h i s System. 

We p r o c e e d now t o a d i s c u s s i o n o f h i s s t u d y o f e x t e n s i o n s , 

a s n e c e s s a r y f o r t h e d é f i n i t i o n o f i n v e r s e o p é r a t i o n s , a n d o f t h e 

d e s c r i p t i o n o f t h e f o r m a i t r a n s i t i o n f r o m a l g e b r a t o t h e c a l c u l i 

o f f u n c t i o n s and o p é r a t i o n s . " E v e r y new s t e p i n t h e s c i e n c e o f 

s y m b o l s " , he c l a i m e d i n a r t . 1 1 , "has b e en a c c o m p a n i e d b y a c o r -

r e l a t i v e [...) i n v e r s e s t e p " . T h i s r e q u i r e s "new m o d i f i c a t i o n s o f 

s y m b o l s " , i n o t h e r w o r d s , some " p r e v i o u s e x t e n s i o n o f t h e n o t i o n s 

n e c e s s a r y t o t h e p e r f o r m a n c e o f t h e d i r e c t o p é r a t i o n " . F o r e x 

a m p l e , i n a r i t h m e t i c 2 i s r e n c o n v e r t e d i n t o 1 o n l y by t h e 

" i n v e n t i o n o f new s y m b o l s " , s u c h as • _| j- . and "an e x t e n s i o n o f 

t h e n o t i o n o f w h o l e n u m b e r s " [ a r t . 1 1 ; s e e a l s o Woodhouse 1 8 0 3 , 5 8 -

6 3 , 1 6 0 - 6 2 ] . I n t h e n e x t two a r t i c l e s he p u t t h e f o u n d a t i o n s f o r 

t h e new s y m b o l s and t e r m s i n t r o d u c e d f u r t h e r b e l o w i n c o n n e c t i o n 

w i t h t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n . 

He g a v e i n s u c c e s s i o n t h e f o l l o w i n g d i s t i n c t " s e t s " o r 

" s é r i e s " o f q u a n t i t i e s 1,2,3,,.. and t h e i r i n v e r s e s a c c o r d i n g t o 

t h e number 0, 1 o r 2 r e s p e c t i v e l y t h a t a i l numbers c a n be c o n -

s i d e r e d as f u n c t i o n s o f , n a m e l y 

( 3 6 . 6 ) - 2 , - 1 , 0 , +1, +2, ... 

1 1 
( 3 6 . 7 ) - , - , 1, 2, 3, ... 

3 2 

a n d 

( 3 6 . 8 ) ... 2
1 / X 4

, 2
1 / :

*-
3

. ( 2
1

'
x a

 = 2 *
A

) , 2
X 3

, 2
X 4

, . . . 

w h e r e "Xx" s t a n d s f o r " l o g
2
x " [ a r t s . 1 2 - 1 3 ] . I n t h e c a s e o f 

( 3 6 . 6 ) , "by e x t e n s i o n o f o u r l a n g u a g e " we need s a y t h a t t h e 

n a t u r a l numbers a r e " f u n c t i o n s o f 0"; " f o r s i n c e i t i s t h e 

d é f i n i t i o n o f an i n v e r s e f u n c t i o n t h a t t h e d i r e c t o p é r a t i o n p e r -

f o r m e d upon i t p r o d u c e s t h e s u b j e c t o f t h e f u n c t i o n " a n d s i n c e 

-a+a i s a l w a y s = 0. I n t h e c a s e (36.7) a i l numbers a r e c o n s i d e r e d 

a s f u n c t i o n s o f 1. I m p r o v i n g o v e r h i s e a r l i e r s t a t e m e n t s i n a r t . 5 

[ s e e ( 3 6 . 1 ) ] he d e c i d e d t o c o n s i d e r 0 a s t h e s y m b o l f i r s t 

o p e r a t e d o n , a n d +1 a s t h e modus o p e r a n d i by w h i c h x b ecomes 
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x+1". The s é r i e s ( 3 6 . 8 ) was e v i d e n t l y t h e outcome o f t h e q u e s t i o n 

" a c c o r d i n g t o what m e t h o d o f d é r i v a t i o n may a i l numbers be c o n -

s i d e r e d a s f u n c t i o n s o f 2". He c o n c l u d e d a r t . 13 by s a y i n g : 

We might propose an infinité number of other ways i n which the 

séries of n a t u r a l numbers might be considered as f u n c t i o n s of any 

one among them: but the above w i l l be s u f f i c i e n t t o i l l u s t r a t e t h i s 

p o i n t , t h a t each s e t g i v e s a d i s t i n c t s e t of i n v e r s e s , and t h a t we 

have t h e r e f o r e an u n l i m i t e d number of methods by which we may rep-

resent inverse f u n c t i o n s of différent s p e c i e s . choosing of course 

those methods which présent any analogy t o the manner of d e r i v i n g 

the inverse i n q u e s t i o n . 

De M o r g a n a p p l i e d t h e r e s u l t s o f h i s i n q u i r i e s f o r a f i r s t 

d é f i n i t i o n o f c p
_ 1

x w i t h o u t y e t any r é f é r e n c e t o t h e u n i q u e n e s s o f 

t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n . He f i r s t i n t r o d u c e d t h e " f u n c t i o n a l 

s y m b o l s" F , f , cp, a , Q , . . . ; tpx o r cp>« s t a n d s f o r "sorae o p é r a t i o n t o be 

p e r f o r m e d on x" a n d cpipx means " t h a t t h e o p é r a t i o n I+J h a v i n g b e e n 

p e r f o r m e d upon x , t h e o p é r â t i o n cp i s t o be p e r f o r m e d u p o n t h e 

r e s u i t " . By means o f s i m p l e e x a m p l e s , s u c h a s cpx^a
3

* o r 4 » x = x
2

, he 

d e t e r m i n e d t h e compounds cpcpx, cp^jx e t c ( a r t . 1 4 } . B u t p r i o r t o t h a t 

he s u m m a r i z e d i n a r t . 1 4 h i s e a r l i e r s t u d y i n o r d e r t o e x p l a i n t h e 

n a t u r e o f t h e f u n c t i o n a l s y m b o l s by means o f t h e g r a d u a i p r o c e s s 

o f a b s t r a c t i o n f r o m t h e a l g e b r a i c o n e s . 

As i n A r i t h m e t i c the noti o n of concrète q u a n t i t y was gêneraiized 

i n t o t h a t of a b s t r a c t number. and i n Algebra défini t e a t e t r a c t num

ber was abandoned f o r symbols of gênerai number. thus enabling us 

to express any défini t e opération performed w i t h an i n d e f i n i t e num

ber. so i n the C a l c u l u s of Functions the d e f i n i t e character o f the 

opération i s dropped, and i n d e f i n i t e symbols o f opération are used, 

which may be e i t h e r unknown, t o be found by means o f c o n d i t i o n s , o r 

a r b i t r a r y . t o be assigned at pleasure, o r c o n v e n t i o n a l l y d e f i n i t e . 

( l i k e n and e i n Algebra) t o dénote p a r t i e u l a r opérations which 

fréquent1y o c c u r . 

I n a r t . 15 he a b b r e v i a t e d cpcpx i n t o cp
2

x, a c c o r d i n g l y e x p r e s s 

i n g t h e p r o b l e m ( 3 6 . 4 ) t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

(36.9) cp
2

x = x . 

I n a r t . 16 he t r e a t e d t h e n o t i o n o f t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n cpx. 

L e t t i n g cpx=y, he c l a i m e d t h a t x i s a l s o a f u n c t i o n o f y , h e n c e 

y.=yy • L e t y = ( x - l )
2

. S o l v i n g f o r x and c h a n g i n g y i n t o x we ha v e 
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t h a t one f o r m o f i+ix i s 1+-J~x. He cal l e d t h i s f u n c t i o n "an 

a l g e b r a i c a l " i n v e r s e o f ( x - 1 )
2

. On s i m i l a r l i n e s , i f <px=ax, t h e n 

c p
3

x = a
3

x , o r . t h e a l g e b r a i c a l i n v e r s e o f cp
3

x i s x / a
3

 ( a r t . 1 6 1 . 

I n o r d e r t o i n t r o d u c e a s u i t a b l e n o t a t i o n he drew o n ( 3 6 . 6 ) -

( 3 6 . 7 ) , r e à s o n i n g as f o l l o w s : I n t h e p r o c e s s o f d e d u c i n g t h e i n 

v e r s e o f cp
3

x a b o v e , he o b s e r v e d " t h a t t h e r e i s no r é f é r e n c e t o 

t h e a c c u m u l a t e d o p é r a t i o n s by w h i c h a
3

x was s u p p o s e d t o h a v e b e e n 

o b t a i n e d ; t h e i n v e r s e i s t h e same, w h e t h e r we c o n s i d e r a
3

x a s o u r 

p r i m i t i v e f u n c t i o n , o r [...1 a s t h e t h i r d . f u n c t i o n o f ax ( t h a t 

i s , r e g a r d i n g a x a s t h e p r i m i t i v e ] " . R e a s s u m i n g t h e s é r i e s 

( 3 6 . 6 ) , he n o t i c e d t h a t , s i n c e " t h e modus o p e r a n d i h a s no 

r é f é r e n c e t o t h e number o f s t e p s by w h i c h t h a t p r e d e c e s s o r was 

f o r m e d f r o m 0" we c a n c h o o s e - 1 , - 2 , ... "as c o n v e n i e n t i n d i c e s 

o f t h e a l g e b r a i c a l i n v e r s e s o f cpx, cp
3

x, [ a r t . 1 6 ] . T h u s , 

( 3 6 . 1 0 ) cpx^y > x=tp
- 1

y and cpcp~
l

x=cp°x=x 

o r , i n d u c t i v e l y , 

( 3 6 . 1 1 ) <p
n

<p-"x=x. 

B u t a n o t h e r q u e s t i o n a r o s e ; i f cp
a

x=ipx, "what i s t h e c o n n e c 

t i o n o f t h e o p é r a t i o n s cp a n d 41"? Now, by a n a l o g y w i t h t h e s é r i e s 

( 3 6 . 7 ) he c o n c l u d e d t h a t " s i n c e 41 i s cp
2

, cp s h a l l be v
1

''
2

", i n 

o t h e r w o r d s , f r a c t i o n a l i n d i c e s s e r v e t o d é n o t e what De M o r g a n 

c a l l e d a s " f u n c t i o n a l i n v e r s e s " . I n g ê n e r a i "y/™/™ i n d i c a t e s t h a t 

o p é r a t i o n , w h i c h b e i n g p e r f o r m e d n t i m e s , s h a l l p r o d u c e u i
m

" , o r , 

I+J"
1

"
1

 i s t h e n
t n

 f u n c t i o n a l i n v e r s e o f ijj"
1

 [ a r t . 1 6 ] . 

De M o r g a n went on t o compare t h e n a t u r e o f s y m b o l s o f t h e 

c a l c u l u s o f d i f f é r e n c e s w i t h t h o s e o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

o n l i n e s a n a l o g o u s t o t h o s e f o l l o w e d i n h i s c o m p a r i s o n o f t h e 

l a t t e r c a l c u l u s w i t h a l g e b r a . S y m b o l s A, d , 2 , he c l a i m e d , 

" a r e c e r t a i n l y n o t s y m b o l s o f q u a n t i t y b u t o f o p é r a t i o n , a n d y e t 

n o t s t r i c t l y f u n c t i o n a l s y m b o l s , i n t h e s e n s é i n w h i c h we h a v e t o 

c o n s i d e r f u n c t i o n s " [ a r t . 1 8 J . C o n t r a s t s a n d s i m i l a r i t i e s b e t w e e n 

t h è s e two c a l c u l ! w e r e o b s e r v e d t h r o u g h t h e p e c u l i a r f u n c t i o n o f 

A when a p p l i e d t o a f u n c t i o n cpx, by means o f i t s d é f i n i t i o n 

( 3 6 . 1 2 ) Acpx = cp(x+h) - cpx. 

He f i r s t r e g a r d e d Acpx w i t h r e s p e c t t o cpx a n d c o n s e q u e n t l y as a 

f u n c t i o n o f x . 

I n t h e f i r s t c a s e we n o t i c e a s u b s t a n t i a l d i f f é r e n c e b e t w e e n 

t h e Compounds Acpx a n d u»cpx a s t h e r e s u i t i n t h e l a t t e r Compound i s 

i n d e p e n d e n t o f t h e f o r m cp. I f U J X * X + X
3

. t h e n 4icpx=cpx+ ( c p x )
2

, 

^ e ^ - e ^ + t e » * )
2

 e t c . On t h e c o n t r a r y . due t o ( 3 6 . 1 2 ) , " A s i n x d o e s 
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n o t p e r f o r m t h e same o p e r a t i o n on s i n x w h i c h fix
2

 d o e s on x " . 

T h u s , d e s p i t e t h e s i m p l i c i t y o f t h e d e f i n i t i o n (36.12) "we h a v e 

a s c e n d e d one s t e p h i g h e r t h a n t h e c a l c u l u s i n t h e s c a l e o f 

g e n e r a l i z a t i o n " by w h i c h a r i t h m e t i c became - t h r o u g h g r a d u a l 

a b s t r a c t i o n - t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . More e x p l i c i t l y , A i n 

( 3 6 . 1 2 ) s t a n d s t o <p " i n t h e same r e l a t i o n a s cp t o x , o r a s x t o 

a b s t r a c t , o r as a b s t r a c t t o c o n c r e t e q u a n t i t y " [ a r t . 1 8 ] . 

O t h e r k i n d o f a n a l o g i e s were o b s e r v e d i n t h e s e c o n d c a s e 

w h e r e Atpx, o r Au»c, was c o n s i d e r e d w i t h r e s p e c t t o x . De M o r g a n 

r e g a r d e d +Au>« i n a way a n a l o g o u s t o +1 i n (36.6) c l a i m i n g t h a t 

Ux+Au>c has a connection w i t h (1+A)u»c of the same k i n d as a+ba 

w i t h (l+b)a; a being considered as the r e s u l t of an o p e r a t i o n on 

1, and (l+b)a being the same operation on a which 1+b i s on 

1. S t i l l more d i r e c t i s the analogy of Ux+Au^ and (1+A)u>< w i t h 

7 pebbles + 3 pebbles and (7+3) pebbles. 

C o n s i d e r e d i n t h i s l i g h t , he a d d e d , t h e c a l c u l u s o f d i f f e r e n c e s 

i s a " r e f i n e m e n t " , an " e x t e n s i o n " o f t h e m e t h o d o f f i g u r e s , t h a t 

i s , o f " t h e o n l y d e m o n s t r a b l e r o o t o f human k n o w l e d g e "
< 5 >

. 

I n a r t . 1 9 he c l a i m e d t o h a v e i n t r o d u c e d a b ove i n a s i m p l e 

m a n n e r t h e "common m e t h o d " o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s , m e n t i o n i n g 

b y t h i s o p p o r t u n i t y L a g r a n g e ' s t h e o r e m . He commented b r i e f l y u p o n 

L a p l a c e ' s m e t h o d o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s
< 6 >

 a n d i n a r t . 2 2 he 

r e m a r k e d t h a t t h e t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s do n o t 

r e q u i r e a n e x t e n s i o n o f t h e s i g n +, as i n t h e p a s s a g e f r o m u
x
+ A u

K 

t o (1+A)u»c, w h e r e a s . t h e c a s e i s n o t t h a t s i m p l e i f we c o n s i d e r 

(tp+40x t o mean tpx+i^x. T h u s , a l g e b r a g i v e s p l a c e t o a new i n q u i r y , 

t h a t i s "how t o i n v e n t n o t a t i o n , so t h a t t h e r u l e s w h i c h f o l l o w 

f r o m i t s h a l l be s i m p l e a n d a n a l o g o u s t o t h o s e w h i c h h a v e 

p r e c e d e d " [ a r t . 2 2 ] . 

A c c o r d i n g t o t h i s p o i n t o f v i e w , 

( 3 6 . 1 3 ) (cp+i+i)x => cpx + I+JX 

i s u s e l e s s as a d e f i n i t i o n , u n l e s s 

( 3 6 . 1 4 ) (p4>x = ipipx 

a n d 

( 3 6 . 1 5 ) (cp+4/)=x = (tp
2

 + 2<pY + 4 i
2

) x , 

f o r t h e n we h a v e an a n a l o g y w i t h t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s ( a r t . 

2 2 ] , De M o r g a n o b s e r v e d t h a t i n most c a s e s " a n a l y s i s d o e s n o t y e t 

f u r n i s h " t h e means o f i n t e r p r e t i n g + a n d - s o t h a t ( 36.15) h o l d s 

t r u e . F o r e x a m p l e "we h a v e n o t t h e most r e m o t e means" o f i n t e r -
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p r e t i n g + i n ( l o g + s i n ) x [ a r t . 2 3 ] . However, he p r e s e n t e d f e w 

s p e c i f i c c a s e s i n w h i c h b o t h (36.14) and (36.15) a r e s a t i s f i e d . 

He l e t two f u n c t i o n s cp and i*i be o f t h e f o r m 

(36.16) a±(x+m) - m 

f o r í-1,2 r e s p e c t i v e l y , a i c t ^ i m c o n s t a n t s , and p r o v e d t h a t b o t h 

( 3 6 . 1 4 ) - ( 3 6 . 1 5 ) a r e s a t i s f i e d i f we d e f i n e 

( 3 6 . 1 7 ) (cp+4i)x = tpx + i*JX + m
 <7

> . 

I f i = l , 2 n i n ( 3 6 . 1 6 ) , t h e n s e p a r a t i o n o f s y m b o l s c a n be 

c a r r i e d o u t i f we a s s i g n t o + t h e f o l l o w i n g m e a n i n g : 

( 3 6 . 1 8 ) ÍPlCpi +...+ pr,(pn)X = PitpxX +...+ Pntprx + ( p i +...+ p r * ~ l ) 

w h e r e p i n e g a t i v e o r p o s i t i v e i n t e g r a l numbers [ a r t . 2 2 ]
c o >

 . 

T h e s e l a s t e n q u i r i e s , h e l d De M o r g a n , "open a w i d e f i e l d o f 

s p e c u l a t i o n upon t h e p o s s i b l e l i m i t s o f a n a l y s i s " . A g a i n he 

l o o k e d b a c k a t a l g e b r a " t o p i c k o u t t h e l e a d i n g f e a t u r e s o f i t s 

n o t a t i o n " o b s e r v i n g t h a t t h e b a s i c o p e r a t i o n s +, - a n d x, + a r e 

c o n n e c t e d by t h e t h e o r y o f l o g a r i t h m s [ a r t . 2 4 ] . From t h i s a n g l e 

he p o s e d an a n a l o g o u s q u e s t i o n i n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , t h a t 

i s , g r a n t i n g any g i v e n f o r m s o f " o p e r a t i o n " <px,x,. a s " f u n d a m e n 

t a l " , what must t h e s e o p e r a t i o n s be s o t h a t c e r t a i n modes o f c o n -

n e c t i o n may e x i s t b e t w e e n them [ a r t . 2 5 ] . H i s e p i s t e m o l o g i c a l 

p o s i t i o n i s e n c a p s u l a t e d i n t h e f o l l o w i n g s u g g e s t i o n , - t h a t 

as every extensión o f n o t a t i o n has, by l a y i n g down new o p e r a t i o n s 

as fundamental, assumed the possession of c e r t a i n new powers, 

[ ] , the r e l a t i o n s o f symbols are worth l o o k i n g a t as modes o f 

i n v e n t i o n
< f i 3

. 

I n a r t . 2 6 , he h e l d t h a t "The s t u d e n t who e n d e a v o u r s t o a p p l y 

p r i n c i p i e s must i m m e d i a t e l y become an i n v e n t o r o f n o t a t i o n , a n d 

much o f h i s s u c c e s s m u s t d e p e n d upon w h e t h e r he d o e s i t w e l l o r 

n o t " . A few w a r n i n g s w e r e i n c l u d e d , one a g a i n s t an a b u s e o f a b -

b r e v i a t i o n a n d t h e o t h e r i n c o n n e c t i o n w i t h s ymmetry; t h e l a t t e r 

i s " i n d i s p e n s a b l e i n a l l c o m p l i c a t e d p r o c e s s e s " . M o r e o v e r "an u n -

s y m m e t r i c a l r e s u l t f r o m s y m m e t r i c a l d a t a i s a l m o s t a p r o o f o f e r 

r o r , w h i l e t h e c o n t r a r y i s a p r e s u m p t i o n o f t r u t h " [ a r t . 26]
 ( 1

°> . 

A n a l o g y f r o m a l g e b r a was t o be r e p e a t e d l y s t r e s s e d w i t h 

p r e c a u t i o n . The c a s e o f z e r o a s a f u n c t i o n a l i n d e x , <p°, was t o 

h a v e " e f f e c t s a n a l o g o u s t o t h o s e p r o d u c e d by m a k i n g x » 0 i n 

A l g e b r a " [ a r t . 2 7 ) . W h i l e i n a r t . 16 [ s e e (35.121 cp°x was d e f i n e d 

i n a n a l o g y w i t h t h e s e r i e s i n ( 3 6 . 5 ) , now we come a c r o s s a more 

c o n c e p t u a l d e f i n i t i o n d r a w n i n a n a l o g y f r o m a l g e b r a : "As t h e z e r o 
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o f q u a n t i t y i s t h a t w h i c h i s c o n c e i v e d n e i t h e r t o i n c r e a s e n o r 

d i m i n i s h q u a n t i t y , s o we s h a l l t e r m t h e zéro o f o p é r a t i o n t h a t 

w h i c h i s c o n c e i v e d t o make no a l t é r a t i o n i n t h e s u b j e c t o f a 

f u n c t i o n , and w h i c h i s d e n o t e d by < p°" [ a r t . 2 7 ] . 

P r o v i d i n g w i t h o u t e x p l a n a t i o n t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

(36.19) ^ c p ( a x ) = a
2

(px , 

\r\\h ' a ^ c o n s t a n t , i n t h e g ê n e r a i f o r m 

l o g x 
(36.20) "<px = x

2

 x any f o f ( c o s 2 n ) " 
l o g a 

he a d d e d t h a t c e r t a i n l i m i t a t i o n s a r e t o be p o s e d t o t h e w o r d 

"any" a s " d e r i v e d f r o m o u r f u t u r e c o n s i d é r a t i o n o f i n v e r s e 

f u n c t i o n s " ( a r t . 2 9 ]
£ l l ï

. 

I n a r t . 32 De Mo r g a n assumed t h e f u n c t i o n 

( 3 6.21) y = ( x
2

- l )
3

 = yx . ^
0 

I f we s o l v e ( 3 6 . 2 1 ) f o r x we have d u e , t h e s q u a r e and c u b i c r o o t s 

s i x d i f f é r e n t v a l u e s , and h e n c e s i x d i s t i n c t a l g e b r a i c a l i n v e r s e s 

o f ipx. One o f them i s 

(36.22) (1 + ^ x )
1

'
2

 , 

w h i c h was c a l l e d t h e " a r i t h m e t i c a l " i n v e r s e o f uix d i s t i n g u i s h e d 

Ù 

-J\-CW\ t h e o t h e r s , " n o n - a r i t h m e t i c a l " ones^ a s i t was t h e u n i q u e v a l u e 

i n h i s e x a m p l e t o s a t i s f y b o t h 

(36.23) vip-
1

x = x 

and 

( 3 6 . 2 4 ) y - ^ x = x . 

T h u s , 4J
- 1

x d e n o t e d t h e u n i q u e i n v e r s e *
3

-
2

* o f a f u n c t i o n HJX 

d e f i n e d by t h e a b o v e two p r o p e r t i e s ; t h e i n v e r s e s w h i c h s a t i s f i e d 

o n l y ( 3 6 . 2 3 ) w e r e d e n o t e d by 41-1 [ a r t . 3 2 - 3 3 ] . 

The c o n c e p t i o n o f 4r
_ 1

x by a s i m u l t a n e o u s c o n s i d é r a t i o n o f 

( 3 6 . 2 3 ) - ( 3 6 . 2 4 ) g a v e r i s e t o t h e n o t i o n o f " c o n v e r t i b l e " f u n c 

t i o n s cp, y a c c o r d i n g t o t h e r u l e 

( 36 . 25 ) (pijix = 4«tpx. 

Thus 4J-
X

x i s c o n v e r t i b l e w i t h i^x w h i l e 4i-iX a r e i n c o v e r t i b l e w i t h 

i t . C o m b i n i n g f u r t h e r t h i s new n o t i o n w i t h h i s e a r l i e r e n q u i r i e s 

he p r e s e n t e d t w o '" t h e o r e m s " . The f i r s t amounts t o 

(36.26) " E v e r y i n v e r s e i s c o n v e r t i b l e w i t h one o r o t h e r o f t h e 

f o r m s o f t h e d i r e c t f u n c t i o n . " 

T h i s o b s c u r e s t a t e m e n t was i l l u s t r a t e d s o l e l y by e x a m p l e s . F o r 

e x a m p l e , 1+^fx, l->J"x a r e n o t b o t h c o n v e r t i b l e w i t h t h e d i r e c t 

f u n c t i o n ( x - 1 )
2

; t h e f i r s t i s c o n v e r t i b l e w i t h ( x - 1 )
2

 and t h e 
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s e c o n d w i t h ( 1 - x )
2

 [ a r t . 3 3 ] . The s e c o n d t h e o r e m c o n c e r n e d 

a n o t h e r p r o p e r t y p e c u l i a r t o i n c o v e r t i b l e i n v e r s e s and was p r o v e d 

i n a most c o n f u s i n g , u n r i g o r o u s way [ a r t . 3 4 ] <
1 3 )

 . 

He went on t o i n t r o d u c e a " p e r i o d i c " f u n c t i o n tp o f o r d e r m 

a s one w h i c h s a t i s f i e s t h e é q u a t i o n 

(36.27) ^ x = x 

[ a r t . 3 5 ] . T h i s c o n c e p t d i v i d e d a i l f u n c t i o n s i n two c a t é g o r i e s , 

p e r i o d i c and n o n - p e r i o d i c . He i n q u i r e d n e x t i n t o t h e l i m i t o f <p"x 

i n t h e c a s e when cpx i s n o t p e r i o d i c , p r o v i n g t h a t 

( 3 6.28) "The l i m i t ( i f t h e r e be one) o f ip™x made by i n c r e a s i n g 

n w i t h o u t l i m i t i s a s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n (px=x". 

A s s u m i n g t h a t n i s s o g r e a t t h a t b o t h <p"x a n d <p
r

'*
1

x d i f f e r f r o m 

t h e l i m i t L by t h e q u a n t i t i e s 1, l i r e s p e c t i v e l y w h i c h "may be 

made a s s m a l l a s we p l e a s e " , he o b t a i n e d t p ( L ) - L [ a r t . 3 7 ] , I n 

a r t . 3 9 - 4 2 he i l l u s t r a t e d a p p l i c a t i o n s o f ( 3 6 . 2 8 ) in" p r o b l e m s o f 

a p p r o x i m a t i o n i n t h e r e a l m s o f a l g e b r a a n d o f t h e d i f f e r e n t i a l 

c a l c u l u s . I n h i s [ 1 8 3 8 ] , w r i t t e n s h o r t l y a f t e r h i s [ 1 8 3 6 ] , he 

r e f e r r e d t o t h i s t h e o r e m o f f e r i n g t h e f o l l o w i n g e x a m p l e f r o m t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . L e t 

(36.29) <px = a(x+m)-m, 

t h e n (px=a(x+m)-m, w h i c h e q u a l s -m when a < l ; b u t -m i s t h e r o o t o f 

cpx=x [ 1 8 3 8 , 187] <
14

> . 

Thus De M o r g a n l a i d t h e f i r s t f u n d a m e n t a l c o n c e p t s o f t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s f o c u s i n g i n and a r o u n d t h e i n t r i c a t e m a t t e r 

o f t h e i n v e r s e f u n c t i o n tp~
1

x. I n a r t . 4 4 - 4 9 he b u i l t t h e p r e l i m i -

n a r y n o t i o n s a n d t h e o r e m s n e c e s s a r y f o r t h e i n t r o d u c t i o n o f h i s 

b a s i c method g i v e n f o r t h e s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s i n 

a r t . 5 0 . The two k e y f e a t u r e s o f t h i s method c o n c e r n e d t h e n o t i o n 

o f t h e s u c c e s s i v e f u n c t i o n (p"x and t h e " d e r i v a t i v e " o f tpx, f ( p f
- 1

x . 

On l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d by H e r s c h e l i n h i s e a r l y 

e n q u i r e s [ 2 . 4 ] , De M o r g a n assumed t h a t 

( 3 6.30) <p"x = * ( n , x ) 

[ a r t . 4 4 ] , B a s e d u p o n two e x a m p l e s g i v e n by H e r s c h e l i n [1813] he 

i l l u s t r a t e d L a p l a c e ' s method f o r t h e d é t e r m i n a t i o n o f s u c c e s s i v e 

f u n c t i o n s by r é d u c t i o n t o f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s . The s e c o n d 

e x a m p l e c o n c e r n i n g t h e d é t e r m i n a t i o n o f tp
n

x when ( p x
œ

2 x
2

- l [ a r t . 

46] was i d e n t i c a l l y p r o v i d e d i n 2.4 [ s e e ( 2 4 . 1 4 ) ] . He c o n -

s e q u e n t l y r e g a r d e d n t o be n é g a t i v e o r f r a c t i o n a l i n t h e e x p r e s 

s i o n (24.14) w h i c h g i v e s <p"x [ a r t . 47-48] s t r e s s i n g t h a t : 

When we t a l k of the most gênerai form of a f u n c t i o n , we must be 
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c o n s i d e r e d as speaking c o n j e c t u r a l l y , f o r we have no test by v h i c h 

t o t r y the g e n e r a l i t y of any Solution whatsoever. 

F i n a l l y in a r t . 4 9 he s t u d i e d in d e p t h B a b b a g e ' s t r a n s f o r m 

( 2 6 . 5 ) c l a i m i n g t h a t "Much of what h a s b e en done i n t h e C a l c u l u s 

of F u n c t i o n s d e p e n d s upon a c l a s s of f o r m s of w h i c h we now 

p r o c e e d " ; i.e. upon t h e f o r m 

( 3 6 . 3 1 ) (pacp-'-x , 

w h i c h h e c a l l e d "a d e r i v a t i v e "
 C 1 S J >

 of t h e f u n c t i o n a x . S u c h f o r m s 

a r e common i n a l g e b r a . F o r , l e t cpx=x
2

, ax=x+c; t h e n >fx
2

+c=tp~
1
a(px. 

Among t h e t h e o r e m s p r o v e d i n a r t . 4 9 we n o t e t h e f o l l o w i n g : 

( 3 6 . 3 2 ) D e r i v a t i v e s o f d e r i v a t i v e s o f a x a r e d e r i v a t i v e s o f a x . 

( 3 6 . 3 3 ) I f u and v be c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e f o r m s o f a a n d 

B, t h e n uv i s a d e r i v a t i v e o f a B . 

( 3 6 . 3 4 ) I f a and 8 a r e i n v e r s e t o one a n o t h e r , o r c o n v e r t i b l e 

w i t h e a c h o t h e r , t h e n t h e i r c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e s 

h a v e t h e same p r o p e r t i e s . 

( 3 6 . 3 5 ) The s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f t h e d e r i v a t i v e s o f a x a r e
 A 

Aht' i u c c c » i u c ^ u * i t -K-o^j o D 
t h e c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e s o f ^ a x . 

( 3 6 . 3 6 ) The d e r i v a t i v e s o f a p e r i o d i c f u n c t i o n a r e p e r i o d i c 

f u n c t i o n s o f t h e same o r d e r . 

A l l t h e s e t h e o r e m s were p r o v e d d i r e c t l y f r o m t h e d e f i n i t i o n 

( 3 6 . 2 1 ) ; (36.35) and ( 3 6 . 3 6 ) w e r e a t t r i b u t e d t o B abbage 

[ a r t . 4 9 , f n
;
 s e e 2.6 a f t e r ( 2 6 . 5 ) ] . We w i l l c o n c l u d e De M o r g a n ' s 

f o u n d a t i o n a l s t u d y w i t h h i s p r o o f o f t h e o r e m ( 3 6 . 3 3 ) . L e t 

(36 . 37) ux = t p a c p
- 1

x , v x = <pB<P
—1

x. 

T h e n , Mvx=tpa(p
_ 1
tpB<p

- a

-x. B u t , a c c o r d i n g t o ( 3 6 . 2 4 ) , tp
_ 1
<px=x, t h e r e 

f o r e i t f o l l o w s t h a t Mvx=cpa8(p
- 1

x, o r uv i s a d e r i v a t i v e o f a B - We 

n o t i c e t h a t as i n o t h e r c a s e s i n a r t . 4 9 , he s i m p l i f i e d t h e p r o c e 

d u r e b y t a k i n g <p t o be t h e a r b i t r a r y f u n c t i o n i n b o t h u a n d v as 

g i v e n b y ( 3 6 . 3 7 ) . The f i r s t b a s i c p r o b l e m t o be s t u d i e d was t o 

s e e w h e t h e r g i v e n two f u n c t i o n s a ( x ) and B ( x ) t h e r e e x i s t s an <p 

s o t h a t B ( x ) i s d e r i v e d f r o m a ( x ) by means o f i t [ a r t . 5 0 ; 3 . 7 ] . 

3.7 De M o r g a n on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e [ 1 8 3 6 ] ; 

c o n n e c t i o n s b e t w e e n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s and a l g e b r a . 

On t h e w h o l e , De M o r g a n ' s s t u d y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n 

one v a r i a b l e , i n c l u d i n g i n q u i r i e s and comments on r e l a t e d t o p i c s 

o f t h e i n t e g r a l c a l c u l u s a n d o n t h e h i s t o r y o f t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s , c o v e r s a r t . 5 0 - 2 6 1 , i n o t h e r w o r d s t h e lav^es'f' p a r t o f 
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h i s t r e a t i s e [ s e e 3.5, ( 1 ) ] . F o c u s i n g on f u n c t i o n a l e q u a t i o n s 

o n l y , we n o t i c e t h a t what p r e v a i l s i s a r a t h e r c o n f u s i n g c o m b i n a 

t i o n o f B a b b a g e
1

s t e c h n i q u e s as i n [ 1 8 1 5 ] , and De M o r g a n ' s own 

m e t h o d g i v e n b e l o w . A r e p r e s e n t a t i v e i n s t a n c e o f t h i s c o m b i n a t i o n 

i s t h e s o l u t i o n o f e q u a t i o n ( 3 7 . 1 4 ) . To a l e s s e r e x t e n t , we 

n o t i c e an a n a l o g o u s b l e n d o f L a p l a c e ' s o r i g i n a l method o f r e d u c 

t i o n t o f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s w i t h De M organ's s u g g e s t e d 

m e t h o d - a s i n t h e c a s e o f e q u a t i o n ( 37.54) [ s e e ( 3 7 . 7 0 ) - ( 3 7 . 7 9 ) ] . 

H a v i n g d e a l t w i t h B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s f u n c t i o n a l 

m e t h o d s i n 2.4-2.8 - i n c l u d i n g De M o r g a n ' s comments on them ( s e e 

3 . 5 , ( 7 ) ] - we f o c u s h e r e on De M o r g a n ' s p e c u l i a r a d a p t a t i o n o f 

t h e i r t e c h n i q u e s , p r o v i d i n g an a c c o u n t o f h i s m e t h o d f o r t h e 

s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n s (35.3) and ( 3 5 . 4 ) . Due t o t h e l e n g t h 

a n d c o m p l e x i t y o f De M o r g a n ' s e x p o s i t i o n we w i l l c o n 

f i n e p r i m a r i l y t o t h e s e two e q u a t i o n s w h i c h f o r m t h e c o r e o f h i s 

s t u d y . H o w e v e r , what m o s t l y a t t r a c t s o u r a t t e n t i o n i n s t u d y i n g 

t h i s p a r t o f h i s w o r k , i s h i s c o n s t a n t t e n d e n c y t o d raw p o t ^ l i a 

l i n k s and a n a l o g i e s b e t w e e n a l g e b r a a n d h i s s u b j e c t u n d e r s t u d y . 

We w i l l t h u s f i r s t d i s p l a y some r e p r e s e n t a t i v e e x a m p l e s , o u t c o m e s 

o f a c o m b i n a t i o n o f h i s e a r l i e r f o u n d a t i o n a l s t u d y o f p e r i o d i c , 

c o n v e r t i b l e a n d o t h e r f u n c t i o n s a n d o f h i s new t e c h n i q u e s 

p r o p o s e d , c o n c l u d i n g w i t h t h e t e c h n i c a l i t i e s o f h i s m e t h o d . 

T h i s s l i g h t l y u n o r t h o d o x o r d e r o f e x p o s i t i o n a i m s i n em

p h a s i z i n g h i s mode o f r e a s o n i n g r a t h e r , t h a n t h e a c t u a l t e c h 

n i q u e s i n v o l v e d . H o w e v e r, as we w i l l b r i e f l y r e f e r i n s o d o i n g t o 

h i s o r i g i n a l m e t h o d , we p r e s e n t f i r s t a b r i e f s k e t c h o f t h e s o l u 

t i o n o f e q u a t i o n ( 3 5 . 4 ) a s g i v e n by De M o r g a n i n h i s t e x t b o o k o n 

t h e c a l c u l u s [ 1 8 4 2 c , 7 3 7 ] . 

The o n l y mode of s o l v i n g 5&x=£x which has yet been g i v e n , when Bx 

i s not r e p e a t i n g (.'. n o n - p e r i o d i c ] , depends upon the expression o f 

B
1

^ as a f u n c t i o n of n and x. Let 6
r >

x=x(n,x). T h i s f u n c t i o n x i s 

not a l t e r e d by a simultaneous change of n i n t o n-1, and x i n t o Bx: 

i f , then, n=Bx be the s o l u t i o n of c o n s t . =x (x, n ) , the f u n c t i o n Bx i s 

a s o l u t i o n B6x=Bx-l. Consequently, cos2nBx i s one s o l u t i o n of 

SBx=£x, and 8cos2nBx i s a very general s o l u t i o n , where 8 i s any 

f u n c t i o n which does not c o n t a i n inverse t r i g o n o m e t r i c a l 

operations*
3

-*. 

T h u s , i f we h a v e f o r s o l u t i o n e q u a t i o n ( 3 5 . 4 ) , o r , 

( 3 7 . 1 ) <pax=<px . 
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w h e r e a a known f u n c t i o n , i t s u f f i c e s t o t a k e 

( 3 7 . 2 ) a^x = x (
n
'

x
)

 = c
 * 

w h e r e a n o n - p e r i o d i c a n d c an a r b i t r a r y c o n s t a n t , a n d d é t e r m i n e 

v i a ( 3 7 . 2 ) t h e v a l u e o f n a s a f u n c t i o n A o f x
< 2 5

. T h i s f u n c t i o n 

A x ( o r Bx i n t h e a b o v e q u o t a t i o n ) i s c a l l e d by De M o r g a n t h e 

" e x p o n e n t i a l i n v e r s e " o f a x ( a r t . 1 0 2 , 1 0 4 ] . E q u a t i o n ( 3 7 . 1 ) i s i n 

f a c t a p a r t i c u l a r c a s e o f a more g ê n e r a i é q u a t i o n ( 3 5 . 3 ) , o r , 

( 3 7 . 3 ) <pax=B(px o r ax=<p~
1

 ßcpx 

t a c k l e d b e f ö r e ( 3 7 . 1 ) i n a r t . 5 0 . E q u a t i o n ( 3 7 . 3 ) e x p r e s s e s t h e 

f o l l o w i n g p r o b l e m w h i c h f o r m s one o f b i s m a i n c o n c e r n s : 

" I f f u n c t i o n s a x and ß x be g i v e n , n e i t h e r o f w h i c h a r e 

( 3 7 . 4 ) p e r i o d i c , r e q u i r e d t o f i n d w h e t h e r ß be a d e r i v a t i v e o f 

a , a n d , i f s o , what d e r i v a t i v e " . 

P o s t p o n i n g e x p l a n a t o r y r e m a r k s f o r a w h i l e , l e t us s e e De 

M o r g a n ' s p r i n c i p a l c o n c e r n s i n h i s s t u d y o f v a r i o u s c a t é g o r i e s o f 

f u n c t i o n s . One o f t h e s u b j e c t s t h a t d e e p l y i n t e r e s t e d h i m was t h e 

i n v e s t i g a t i o n o f " c o n v e r t i b l e " ( i . e . c o m m u t â t i v e ) f u n c t i o n s , t h e 

d é f i n i t i o n o f w h i c h came as an outcorne o f h i s s t u d y o f i n v e r s e 

f u n c t i o n s ( s e e ( 3 6 . 2 3 ) - ( 3 6 . 2 5 ) ] . I f a i s a g i v e n f u n c t i o n , t h e n 

t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

( 4 7 . 5 ) (pax - acpx 

a c c o r d i n g t o t h e m e t h o d o f p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , w i l l p r o v i d e us w i t h a 

" l a r g e number" o f f u n c t i o n s w h i c h a r e c o n v e r t i b l e w i t h a x [ a r t . 

1 1 4 - 1 1 6 ; s e e a l s o a r t . 7 7 a n d ( 3 7 . 6 9 ) b e l o w j . 

L a t e r he resummed h i s f o r m e r e n q u i r i e s ^ c l a i m i n g i n a r t . 1 4 4 : 

. Un l e s s we can combine our v a r i o u s cases by some method of connec

t i o n , there i s l i t t l e use i n c o n s i d e r i n g them at présent. The na

t u r e of Compound f u n c t i o n s i s of f i r s t importance. What connection 

e x i s t s between cpipc and 4Äpx? T i l l something more than we s h a l l be 

able t o e x h i b i t i s made known upon t h i s p o i n t , the C a l c u l u s of 

Functions w i l l be i n much the same p o s i t i o n as A r i t h m e t i c without 

the knowledge of the r e l a t i o n which e x i s t s between b times a and a 

times b
( 3 >

. 

C a l l i n g ycp t h e " c o n v e r s e " o f t h e Compound cptjj, "a t e r m w h i c h 

must be c a r e f u l l y d i s t i n g u i s h e d f r o m t h e i n v e r s e " [ a r t . 1 4 4 ] , De 

M o r g a n went on t o i n v e s t i g a t e t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

" G i v e n t h e r e s u l t s o f a Compound o p é r a t i o n o f t h e 

( 3 7 . 6 ) s e c o n d o r d e r , and o f i t s c o n v e r s e , r e q u i r e d t h e o p é r a 

t i o n s t h e m s e l v e s " . 
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P r o b l e m (37.6) a m o u n t s , e v i d e n t l y , t o t h e s o l u t i o n o f t h e s y s t e m 

o f t h e é q u a t i o n s 

( 3 7 . 8 ) <p4JX = a x , iptpx - ß x 

w h ere a , ß a r e g i v e n . I f we r e p l a c e x by c p
_ 1

x i n t h e f o r m e r , we 

h a v e a c c o r d i n g t o t h e l a t t e r 

( 3 7 . 9 ) a x = cp8(p-
x

x, 

and a s y m m e t r i c a l r e s u i t f o r S i n t e r m s o f 41. T h u s . t h e g i v e n 

p r o b l e m ( 3 7 . 6 ) i s o n c e more r e d u c e d t o h i s i n i t i a l p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) 

[ a r t . 145; s e e a l s o a r t . 1 4 6 - 1 5 0 ) . 

A n o t h e r t y p e o f p r o b l e m t a c k l e d . c l o s e l y r e l a t e d t o t h e 

s t u d y o f c o n v e r t i b l e f u n c t i o n s , was t h e s o l u t i o n o f ( 2 6 . 7 ) , o r , 

( 3 7.10) (p"x = a x . 

F i r s t he d i s t i n g u i s h e d s h a r p l y between (37.10) a n d 

( 3 7.11) <p"x = x , 

o r ( 2 6 . 4 ) , a r g u i n g t h a t t h e r a n g e o f t h e s o l u t i o n s o f t h e f o r m e r 

é q u a t i o n i s "much l e s s e x t e n s i v e " t h a n t h o s e o f t h e l a t t e r 

[ a r t . 1 5 2 ] . He f u r t h e r r e m a r k e d t h a t s i n c e 

( 3 7.12) <p
n

(<px) = <p(<p"x), 

i t f o l l o w s t h a t 

( 3 7.13) tpax - acpx ; 

t h a t i s ^ t p and a i n ( 3 7 . 1 0 ) must be c o n v e r t i b l e . He a d d e d : "Now 

when ax=x, i t i s c o n v e r t i b l e w i t h e v e r y f u n c t i o n o f x ; b u t when 

a x i s any o t h e r f u n c t i o n o f x , h owever s i m p l e . i t i s c o n v e r t i b l e 

o n l y w i t h a v e r y i n c o n s i d e r a b l e v a r i e t y o f f o r m a , a n d t h o s e n o t 

a l l a s s i g n a b l e a t p r é s e n t " [ a r t . 1 5 2 ] . 

He t h u s e x p r e s s e d , as i n t h e c a s e o f c o n v e r t i b l e f u n e t i o n s 

i n a r t . 1 4 4 , h i s w i s h t o h a v e any e x i s t i n g g a p s f i l l e d i n t h e n e a r 

f u t u r e . De M o r g a n
1

 s o p e n q u e s t i o n s a r e i n t e r e s t i n g n o t s o much a s 

c h a r a c t e r i s t i c o f h i s p e r i o d b u t a s c h a r a c t e r i s t i c s a m p l e s o f h i s 

own p e c u l i a r way o f v i e w i n g m a t h e m a t i c s . I n a r t . 152 he s t a t e d : 

Now though (p°x=x i s a case of (p"x=ax, we cannot f o r any u s e f u l pur— 

pose cons i d e r them together. u n t i l we have some idea how t o f i l l up 

the v o i d , i f we may so s peak, between ax and x, so as t o a s s i g n 

f u n c t i o n s c o n t i n u a i l y approaching nearer and nearer t o x i n the ex-

tensiveness of the forms with which they are c o n v e r t i b l e . 

To s o l v e ( 3 7 . 1 0 ) i n t h e f o r m 

( 3 7 . 1 4 ) 4i"x = a x , 

De M o r g a n p u t , a f t e r B a b b a g e . 

(37.15) ipx = <pf<p
-1

x . 
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T h u s , t h e s o l u t i o n o f ( 3 7 . 1 4 ) was r e d u c e d t o t h e d e t e r m i n a t i o n o f 

cp f r o m 

( 3 7 . 1 6 ) <pf
n

x - acpx , 

w h e r e a an d f a r e known, a c c o r d i n g t o t h e p r o b l e m (37.4) - o r 

( 3 7 . 3 ) . As i n p r o b l e m ( 3 7 . 1 ) , he l e t A a n d F be t h e e x p o n e n t i a l 

i n v e r s e s o f a and f . I s o l a t i n g h i s r e s u l t s we h a v e t h a t 

( 3 7 . 1 7 ) H>X = A - M A x - 1/n) 

( 3 7 . 1 8 ) 4J"x = F f F '
x

x = x-1 

( a r t . 1 5 6 ; s e e f o r d e t a i l s ( 3 7 . 5 8 ) , ( 3 7 . 6 5 ) ] . T h u s , "The w h o l e q u e s 

t i o n r e l a t i v e t o t h e s o l u t i o n o f y ^ x ^ a x i s t h u s r e d u c e d t o t h e 

s o l u t i o n o f 4f
r >

x=x-l" [ a r t . 1 5 7 ] . F u r t h e r b e l o w i n a r t . 1 5 8 we r e a d : 

The s o l u t i o n of ip"x=ax, i n a l l i t s g e n e r a l i t y , i s a fundamental 

i n q u i r y i n the s u b j e c t of the present T r e a t i s e : nor can more essen

t i a l progress be looked f o r without i t , than i n common Algebra 

without the complete s o l u t i o n of x " = l . Our own s u s p i c i o n i s , t h a t 

the s o l u t i o n s are i n f i n i t e i n number, but embraced under a f i n i t e 

number of forms; but we hope the s u b j e c t w i l l be f u r t h e r 

c o n s i d e r e d
t 4

> . 

W i t h t h e e x c e p t i o n o f h i s method f o r t h e s o l u t i o n o f ( 3 7 . 1 ) 

w h i c h d o e s n o t d e p e n d u p o n t h e a s s u m p t i o n o f a p a r t i c u l a r s o l u 

t i o n . De M o r g a n ' s s t u d y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s - d r a w i n g h e a v i l y 

o n h i s E n g l i s h p r e d e c e s s o r s - a c h i e v e s v e r y l i t t l e b e y o n d 

e l a b o r a t i n g B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s m e t h o d s and c o n c e r n s . Ap

p a r e n t l y , he f e l t t h a t t h e v a l u e o f h i s s t u d y l a y p r i n c i p a l l y i n 

h i s i l l u s t r a t i o n o f t h e l i n k s b e t w e e n t h e c a l c u l u s o f a l g e b r a a n d 

f u n c t i o n s a n d i n h i s o p e n q u e s t i o n s w h i c h m i g h t f o u n d t h e b a s i s 

f o r f u t u r e r e s e a r c h e r s [ s e e a l s o (4) a b o v e ] . 

C e r t a i n o f De M o r g a n ' s i n t e r e s t s , a s i n t h e c a s e o f c o n v e r t 

i b l e f u n c t i o n s , c o i n c i d e w i t h M u r p h y ' s i n [1837; (3) a b o v e ] . B u t , 

t h e ca1 c u i u s o f f u n e t i o n s i s f a r more e x t e n s i v e t h a n t h a t o f 

o p e r a t i o n s , a n d , w h i l e t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n cpqj and 4Kp c a n be 

i n v e s t i g a t e d f o r (p, 4; s p e c i f i c d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n s [as i n 

( 3 3 . 4 2 ) - ( 3 3 . 4 6 ) ] , i n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s t h e p r o b l e m i s 

more c o m p l i c a t e d . De M o r g a n was c l o s e t o M u r p h y ' s l a w ( 3 3 . 3 7 ) , o r 

(<P4/)-
1

=4i-
1

cp-
1

, when he c a l l e d 411p t h e " c o n v e r s e " o f tpv [ a s . i n 

a r t . 1 4 4 ] b u t s u r p r i s i n g l y he o m i t t e d t o f o r m u l a t e i t , ^ p r o b a b l y 

o u t o f l a c k o f n e c e s s i t y i n h i s a p p l i c a t i o n s . H i s a p p r o a c h , a s 

b a s e d u p o n t h e i s s u e s l i s t e d i n ( 3 5 . 1 ) , w o u l d p r o v e much more 

^ e x c e p t for- "iMconuer-f i t ' e ' » w v e ^ e * O e
e
 C G ^ -1"7") ~ \ y 

a n d 

219 



f r u i t f u l i n t h e r e a l m s o f t r a d i t i o n a l i o g i c ( 6 . 4 - 6 . 9 ] . 

B e f o r e we p r o c e e d t o a d i s c u s s i o n o f h i s method a s p r i m a r i l y 

b a s e d upon ( 3 7 . 2 ) , l e t us s e e f e w more i n s t a n c e s w h i c h e n c a p s u -

l a t e t h e s p i r i t o f h i s i n v e s t i g a t i o n s . H a v i n g t a c k l e d t h e p r o b l e m 

( 3 7 . 5 ) i n a r t . 1 1 5 , f o l l o w e d by t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

(37 . 19) <pax = (px-1 

i n a r t . 1 1 9 , De M o r g a n , f o l l o w i n g r o u g h l y B a b b a g e ' s o r d e r o f e x 

p o s i t i o n i n [ 1 8 1 5 ; s e e ( 2 5 . 5 ) - ( 2 5 . 2 9 ) ] c o n s i d e r s t h e n e x t s t e p 

w h i c h amounts t o f i n d i n g a f u n c t i o n w h i c h s h a l l n o t c h a n g e when 

a * u j o f a x , ß x , yx, i s s u b s t i t u t e d f o r x [ s e e ( 2 5 . 2 9 ) ] . "We 

must c o n t e n t o u r s e l v e s h e r e " , he c l a i m s , " w i t h s h o w i n g t h a t we 

want a p r o c e s s a n a l o g o u s t o one o f o r d i n a r y A l g e b r a , w h i c h , i f i t 

h a d n o t b e e n f o u n d , w o u l d have l e f t t h a t s c i e n c e a s f ü l l o f d i f -

f i c u l t i e s a s i s t h e C a l c u l u s o f F u n c t i o n s a t p r é s e n t " [ a r t . 1 2 0 ] . 

C o n s i d e r i n g t h e p r o b l e m 

( 3 7 . 2 0 ) q>(x+l) = <p(x
2

) = <p(x), 

he d e d u c e d f r o m i t 

( 3 7 . 2 1 ) <p( ( x + l )
z

+ l ) = <p( ( x
2

+ l )
2

+ l ) = <px
y 

a n d s o o n , l e d , by s u b s t i t u t i n g a x a n d Bx f o r x+1 and x
2

 r e s p e c -

t i v e l y t o a more g ê n e r a i é q u a t i o n , w h i c h , i_f i t c o u l d be s o l v e d , 

" i t w o u l d become t h e most u n f a i l i n g i n s t r u m e n t " f o r s u c h p r o b l e m s 

[ a r t . 1 2 0 ] , I n a r t . 1 2 1 he c o n s i d e r e d i t n e c e s s a r y t o comment a s 

f o 11ows: 

In A l g e b r a , the d i f f i c u l t y of r e s o l v i n g such an équation as aBx=yx 

i s overcome by developing aß and y *
n

 powers of x, t h a t i s , chang-

i n g a i l f u n c t i o n s i n t o f u n c t i o n s of one gênerai form. But i n the 

C a l c u l u s of Functions there i s yet no theorem by which any f u n c t i o n 

may be expressed i n terms of the s u c c e s s i v e f u n c t i o n s of another 

f u n c t i o n , o r of functions i n any o t h e r way r e l a t e d t o i t
( S )

. 

I n a r t . 1 2 2 he c l a i m e d t h a t "The o n l y c a s e s i n w h i c h t h e 

p r e c e d i n g q u e s t i o n c a n now be s o l v e d a r e w h e r e t h e g i v e n f u n c 

t i o n s a r e among t h e s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f some o t h e r f u n c t i o n " . 

P o s t p o n i n g B a b b a g e ' s method f o r t h e g ê n e r a i p r o b l e m m e n t i o n e d i n 

a r t . 1 2 0 [ s e e (25.29) a p a r t i c u l a r c a s e o f w h i c h i s ( 3 7 . 2 0 ) ] f o r 

a r t . 1 6 1 - 1 6 3 , he d i s c u s s e d numerous p r o b l e m s , o n l y f e w o f t h e m 

d i r e c t l y r e l a t e d t o t h a t . F i r s t o f a l l ^ he commented u p o n 

t r a n s c e n d e n t a l s w h i c h a r i s e f r o m i n v e r s e o p é r a t i o n s - i n c l u d i n g 

h i s t o r i c a l r é f é r e n c e s - i n a r t . 1 2 3 - 1 2 4 . He c l a i m e d t h a t t h e c a l 

c u l u s o f f u n c t i o n s i s e s s e n t i a l l y "an i n v e r s e c a l c u l u s " [ a r t . 1 2 5 ] 
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a n d n e x t he g a v e f e w i n s t a n c e s f r o m t h e d i r e c t p a r t o f t h i s c a l -

c u l u s , e . g . g i v e n ß x a n d ax how we c a n e x p r e s s ß
n

x i n t e r m s o f 

a
n

x , t h r o u g h an e x a m p l e [ a r t . 1 2 6 ] . A n o t h e r i n s t a n c e c o n c e r n e d t h e 

s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f p e r i o d i c f u n c t i o n s a c c o m p a n i e d by t h e 

r e m a r k : "The p e r i o d i c f u n c t i o n s h a v e h i t h e r t o a p p e a r e d t o s t a n d 

i n some s o r t o f r e l a t i o n t o o t h e r s , s i m i l a r t o t h a t o f r a t i o n a l 

a n d i r r a t i o n a l e x p r e s s i o n s i n A l g e b r a " [ a r t . 1 2 9 ] . 

I n a r t . 1 3 1 he r e m a r k e d t h a t t h o u g h " T h e r e i s no g e n e r a ł 

m e t h o d o f f i n d i n g a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f a f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

[...] t h e r e i s an i n d e f i n i t e number o f ways i n w h i c h t h e s o l u t i o n 

o f one é q u a t i o n may be made t o d é p e n d upon t h a t o f a n o t h e r , 

e i t h e r w i t h o r w i t h o u t a p a r t i c u l a r s o l u t i o n " . O m i t t i n g t o men

t i o n B a b b a g e
1

 s name, he t o o k t h e l i n e a r é q u a t i o n 

( 3 7 . 2 2 ) a^tpax + b^cpßx + . . . + m* = 0 > 

w h e r e a * , b x , . . • , m>< a r e g i v e n f u n c t i o n s o f x , n o t i c i n g t h a t by 

means o f a p a r t i c u l a r s o l u t i o n , ( 3 7 . 2 2 ) c a n be r e d u c e d t o an 

é q u a t i o n d e p r i v e d o f i t s l a s t t e r m [ s e e ( 2 2 . 2 5 ) - ( 2 2 . 2 6 ) ; a r t . 1 3 5 1 . 
ono 

He s t r e s s e d t h a t i f a A 6 a r e s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f a p e r i o d i c 

f u n c t i o n , a p a r t i c u l a r s o l u t i o n may be o b t a i n e d [ a r t . 1 3 6 ; s e e 

c l a i m s i n a r t . 1 2 0 - 1 2 1 m e n t i o n e d a b o v e l . 

W i t h t h e i n s t a n c e s r e c o r d e d s o f a r we h a v e some é v i d e n c e 

o f De M o r g a n ' s f r a g m e n t a r y and d i s c u r s i v e e x p o s i t i o n , o f t e n i n -

t e r r u p t e d by h i s t o r i c a 1 r é f é r e n c e s , e d u c a t i o n a 1 c o n c e r n s , f o u n d a — 

t i o n a l p r o b l e m s a n d comments on t h e a n a l o g i e s he p e r c e i v e d b e -

t w e e n a l g e b r a and t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s . A t y p i c a l c a s e o f 

t h e d i s o r d e r o f h i s p r é s e n t a t i o n i s h i s d i s c u s s i o n o f t h e p r o b l e m 

p u t f o r w a r d i n a r t . 1 2 0 , a c a s e o f w h i c h i s t h e s o l u t i o n o f 

( 3 7 . 2 0 ) . D e s p i t e t h e c r o s s - r e f e r e n c e s - w h i c h a r e n o t a l w a y s 

s u p p l i e d - t h e r e a d e r i s c o n f r o n t e d b e t w e e n a r t . 1 2 0 and a r t . 1 6 2 , 

w h e r e t h e g ê n e r a i m e t h o d ( 2 5 . 2 9 ) i s d i s p l a y e d , w i t h numerous i r 

r e l e v a n t p r o b l e m s . M o r e o v e r , a r t . 1 2 0 i s n o t r e f e r r e d t o i n a r t . 1 6 2 

a n d t h e i n t e r m e d i a t e e x a m p l e s a r e f a r f r o m i u c i d l y e x p o s e d
( e >

. 

L e t us now f o c u s on t h e t e c h n i c a l i t i e s i n v o l v e d i n h i s 

m e t h o d . I n a r t . 5 0 p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) i s r e d u c e d t o t h e s o l u t i o n o f 

( 3 7 . 2 3 ) ß x = <pa<p-
Ł

x . 

I f we p u t tpx i n s t e a d o f x i n ( 3 7 . 2 3 ) we a r r i v e a t t h e é q u a t i o n 

( 3 7 . 2 4 ) ß<px = tpax. 

E q u a t i o n ( 3 7 . 2 4 ) was t a c k i e d a n a l y t i c a l l y by means o f 

T a y l o r ' s t h e o r e m i n [ C o l l i n s 1 8 3 1 , 3 4 5 ] . De M o r g a n had n o t s e e n 
t h i s i n v e s t i g a t i o n b u t he dawäre o f t h e " t h e o r e m " ( 3 7 . 4 ) t h r o u g h 
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a n o t h e r r é f é r e n c e o f C o l l i n s [ a r t . 5 0 , f n ]
< 7 1

. M o t i v a t e d by C o l l i n s 

he s e t o f f t o d e a l w i t h ( 3 7 . 2 4 ) . H i s p r o c é d u r e was b a s e d u p o n t h e 

a s s u r a p t i o n t h a t i f a x , 0 y , a r e n o n - p e r i o d i c f u n c t i o n s , we c a n a l -

ways d é t e r m i n e t h e i r s u c c e s s i v e v a l u e s i n t h e f o r m 

( 3 7 . 2 5 ) a"x = A ( n , x ) , 0"^ = B ( n , y ï . 

The t e c h n i q u e p u t f o r w a r d c o n s é q u e n t l y c o n s i s t e d o f e l i m i n a t i n g n 

[ e x c e p t where i t i s an i n d e x o f a f u n c t i o n ] b e t w e e n t h e t w o é q u a 

t i o n s i n ( 3 7 . 2 5 )
< S J

. L e t t h e r e s u i t o f t h i s é l i m i n a t i o n be 

( 3 7 . 2 6 ) F ( x , y , a " x . B " y ) = 0 . 

He t h e n assumed a r e l a t i o n y=<px t o e x i s t b e t w e e n x , y w h i c h 

r e s u l t s o u t o f r e p l a c i n g a
n

x a n d B
n

y i n (37.26) by a r b i t r a r y c o n 

s t a n t s C, C' r e s p e c t i v e l y ; t h a t i s , y=<px i s d e f i n e d b y 

( 3 7 . 2 7 ) F ( x , y , C , C ) = 0 . 

ït r e m a i n e d t o be p r o v e d t h a t s u c h an <p s a t i s f i e s ( 3 7 . 2 4 ) , f o r 

t h e n p r o b l e m (37.4) i s s o l v e d . 

From (37.25) we h a v e r e a d i l y t h a t -

( 3 7 . 2 8 ) a " -
Ł

x = A ( n , a x ) , 8 " -
Ł

y = B ( n , B y ) . 

Once more, é l i m i n a t i o n o f n ( b e t w e e n t h e r i g h t - h a n d s i d e s o f f o r -

m u l a e ( 3 7 . 2 8 ) ; s e e (2) a b o v e ] l e a d s t o 

( 3 7 . 2 9 ) F ( a x , B y , a
r ï + 1

x , B
r i

-
1

y ) = 0-

T h u s , a c c o r d i n g t o t h e d é f i n i t i o n o f <px by ( 3 7 . 2 7 ) , we h a v e t h a t 

By=(pax s a t i s f i e s r e l a t i o n 

( 3 7 . 3 0 ) F ( a x , B y , C . C ) = 0 . 

O r , t h e s y s t e m o f é q u a t i o n s 

( 3 7 . 3 1 ) y=<px, 8y=<pax 

" a r e b o t h t r u e " when ( 3 7 . 2 7 ) i s t r u e . E l i m i n a t i o n o f y f r o m 

( 3 7 . 3 1 ) g i v e s ( 37.23) a s r e q u i r e d . I n o t h e r w o r d s , i t was shown 

i n a r t . 50 t h a t t h e é q u a t i o n (37.24) bas as s o l u t i o n a n y (px w h i c h 

s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n ( 3 7 . 2 7 ) where y=<px. 

As an e x a m p l e o f t h i s " t h e o r e m " , he u n d e r t o o k t o f i n d "what 

d e r i v a t i v e i s a '+b
1

 x o f a+bx" [ a r t . 5 1 ) . We c a n p u t a f u n c t i o n 

a+bx i n t h e f o r m p ( x + q ) - q . T h u s . i f ax*=a+bx, we h a v e t h a t 

a a 
( 3 7 . 3 2 ) a x = b ( x + ) . 

b-1 b-1 

a s y m m e t r i c a l e x p r e s s i o n h o l d i n g f o r Bx=a'+b'x. By i t é r a t i o n i t 

f o l l o w s t h a t 

a a 

( 3 7 . 3 3 ) a"x - b " ( x + ) , 
b-1 b-1 

a n d s i m i l a r l y f o r B
n

x . He t h e n l e t f o r s i m p l i c i t y 
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a a ' 
(37.34) a"x = C , ß

n

y - C' -

b-1 b ' - l 

T h u s , a s i n ( 3 7 . 2 ) , he assumed f o r c o n v e n i e n c e t h e s u c c e s s i v e 

v a l u e o f a x , a " x , t o be e q u a l t o a c o n s t a n t
1 9

' . E l i m i n a t i n g now n 

b e t w e e n t h e r i g h t - h a n d s i d e s o f ( 3 7 . 3 3 ) a n d (37.34) he o b t a i n e d , 

by t a k i ng t h e 1 o g a r i t hms, 

(37.35) X . f y + 1 - X . [ x + 1 = C ' Xb - CXb ' , 

L b ' - l J L b-1 J 

w h ere X x = l o g x a n d C', C s t a n d f o r l o g C ' a n d l o g C r e s p e c t i v e l y . 

R e g a r d i n g now 

(37.36) l o g -
Ł

( C ' X b - CXb') = C, 

e q u a t i o n ( 3 7 . 3 5 ) [ s o l v e d a l g e b r a i c a l l y f o r y=tpx ] g i v e s 

1

 r
 a

 i ^
 a

' 
(37.37) <px - C ^ x + - . 

L b-1J b ' - l 

A p p a r e n t l y , s o l v i n g (37.35) f o r x and c h a n g i n g t h e v a r i a b l e , <p
-1

x 

was d e t e r m i n e d i n e x a c t l y t h e same f o r m ( 3 7 . 3 7 ) o n l y a,b w e r e 

c h a n g e d i n t o a ' , b ' and v i c e - v e r s a a n d t h e e x p o n e n t o f C was now 

n e g a t i v e . V i a ( 3 7 . 3 2 ) , (37.37) and t h e c o r r e s p o n d i n g f o r m u l a f o r 

<p~
x

x, we c a n d e t e r m i n e a<p~
Ł

x and n e x t (pa(p
_ 1

x, t h e l a t t e r p r o v e d 

e a s i l y t o be e q u a l t o ß x . T h u s , a'+b'x i s a d e r i v a t i v e o f a+bx, 

w h e r e t h e d e r i v a t i v e f u n c t i o n ipx i s g i v e n by (37.37) [ a r t . 5 1 ] . 

W i t h t h i s e x a m p l e . De Morgan s o l v e d h i s f i r s t f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r , i n f a c t , e q u a t i o n 

( 3 7 . 3 8 ) a'+b'tpx = tf>(a+bx) , 

a c a s e o f ( 3 7 . 2 4 ) t a c k l e d above i n a r t . 5 0
( l O >

. B e s i d e s C o l l i n s , 

De M o r g a n was a d d i t i o n a l l y i n f l u e n c e d b y H e r s c h e l ' s c o n c e p t i o n ' o f 

ip
n

 (x) a s a f u n c t i o n o f n and x [ s e e (24.14) and (36.30) ] . 

M o r e o v e r , t h e u s e o f l o g a r i t h m s a n d t h e e l i m i n a t i o n t e c h n i q u e 

m i g h t h a d b e e n t h e r e s u l t o f an i n d i r e c t i n f l u e n c e f r o m Monge a n d 

Babbage [ s e e ( 1 4 . 2 2 ) - ( 1 4 . 2 4 ) ; ( 2 5 . 3 8 ) - ( 2 5 . 3 9 ) ; a r t . 2 4 9 - 2 5 0 ] . 

An i m m e d i a t e c o n c e r n was t o e x a m i n e t h e s o l u t i o n o f p r o b l e m 

( 3 7 . 4 ) , o r ( 3 7 . 2 3 ) - ( 3 7 . 2 4 ) , i n t h e c a s e w h e r e one o r b o t h o f t h e 

f u n c t i o n s a x a n d ß x a r e p e r i o d i c . F o c u s i n g on p e r i o d i c f u n c t i o n s , 

t h e f i r s t move was t o d e t e r m i n e cp
m

x f o r any m when 

(37.39) tp
n

x = x , 
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f o r a s p e c i f i c n known. D r a w i n g on H e r s c h e l ' s c i r c u l a t i n g f u n c -

t i o n s [ 1 8 1 8 ; 2 . 8 ] , h e l e t r i , . . , r
n
 be t h e n

t h

 r o o t s o f 1 a n d c a l l e d 

r i
w

+ . . . + r
n
^ 

( 3 7.40) R « , 
n 

w h e r e w any p o s i t i v e i n t e g e r {see ( 2 8 . 1 9 ) ] . I f <px any p e r i o d i c 

f u n c t i o n o f t h e n
t h

 o r d e r , t h e n we have (28.18) o r 

( 3 7.41) (p^x = xRo, + ( p x R ^ _ i + . . . + c p
r i

^
1

x R
w
-

n
*

1 

where w = ( m u l t . o f n)+m. F o r e x a m p l e , i f <p
a

x=x, t h e n 

l - ( - l )
m

 l + ( - l )
m 

(37.42) (p™x = (px + x 
2 2 

( a r t . 66] . 

I n a r t . 70 he l e t cpx and t^x be two p e r i o d i c f u n c t i o n s o f t h e 

s e c o n d o r d e r , t h e f o r m o f t h e i r s u c c e s s i v e v a l u e s g i v e n by 

(37.42) . E q u a t i n g (p
n

x and Y
0

y t o two c o n s t a n t s c and c ' r e s p e c -

t i v e l y , he o b t a i n e d a f t e r e l i m i n a t i n g n ( a s i n ( 37.35) , ( 3 7 . 3 7 ) ) 

(37.43) y c p x - x i ^ " c ( y - y y ) - c ' ( x - c p x ) ^ 

f r o m w h i c h y i s t o be d e t e r m i n e d i n t e r m s o f x . T h u s i^x c a n be 

made a d e r i v a t i v e o f <px. 

Take now p r o b l e m (37.4) and l e t o n l y one o f t h e f u n c t i o n s 

a x A, ßx be p e r i o d i c . E v i d e n t l y , (37.4) c a n n o t be s o l v e d , f o r a 

d e r i v a t i v e o f a p e r i o d i c f u n c t i o n i s a l s o p e r i o d i c ( s e e ( 3 6 . 3 6 ) ] . 

A w a r e , t h u s , t h a t i n t h i s c a s e (37.4) i s i m p o s s i b l e . De M o r g a n 

t o o k t h e o p p o r t u n i t y t o d e l v e i n t o t h e n o t i o n o f i m p o s s i b i 1 i t y , a 

n o t i o n d i r e c t l y l i n k e d w i t h t h a t o f d i s c o n t i n u i t y . L e t t i n g i n 

( 3 7 . 2 3 ) , ßx=»x+l and c t x = l - x , n o n - p e r i o d i c a n d p e r i o d i c f u n c t i o n s 

o f t h e s e c o n d o r d e r r e s p e c t i v e l y , he a r r i v e d a t 

( 3 7.44) x + l = 8 ( l - 8 -
1

) x . 

A p p l y i n g ( 37.42) t o a x , é l i m i n a t i o n o f n b e t w e e n a" x a n d ß
n

y h a d 

a s outcome an e x p o n e n t o f t h e f o r m 

(37.45) l / l o g ( - l ) 

w h i c h s t o o d f o r h i m as a s i g n o f i m p o s s i b i 1 i t y , h e n c e o f d i s c o n 

t i n u i t y . W i t h i n t h i s c o n t e x t he f u r t h e r c o n t e m p l a t e d o n B a b b a g e ' s 

i m p o s s i b l e é q u a t i o n (27.41) [ a r t . 7 1 - 7 4 ; s e e a l s o 3 . 6 ] . F i n a l l y , 

he c o n s i d e r e d t h e i n i t i a l p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , o r é q u a t i o n ( 3 7 . 2 3 ) f o r 

a x and ß x p e r i o d i c f u n c t i o n s o f any o r d e r . I n t h i s c a s e , he 

p r o v e d i n a t h e o r e t i c a l way t h a t i n d e e d ß x c a n be e x p r e s s e d a s a 

d e r i v a t i v e o f a x [ a r t . 7 5 ] , 

I n t h e c o u r s e o f t h è s e i n q u i r i e s r e l a t e d t o p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , 
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he i n v e s t i g a t e d t h o r o u g h l y a s e p a r a t e c a t e g o r y o f f u n c t i o n s , 

a+bx 
( 3 7 . 4 6 ) a+bx, , a x

b

. 
a'+b'x 

whose s u c c e s s i v e f u n c t i o n s a r e o f t h e same f o r m , w h i c h he c a l l e d 

a s " a l g e b r a i c a l c o g n â t e s " [ a r t . 5 5 - 6 5 ) . Among h i s c o n c e r n s was t h e 

c o n d i t i o n o f c o n v e r t i b i 1 i t y o f s u c h f u n c t i o n s [ a r t , 5 6 - 5 8 ]
c 1 1

 *. 

He went on t o s t u d y c o n v e r t i b l e f u n c t i o n s . I n a r t . 7 6 he 

r e m a r k e d t h a t i f tp and ip a r e c o n v e r t i b l e , s o a r e t h e i r d e r i v a 

t i v e s , and v i c e v e r s a . He p o i n t e d o u t , h o w e v e r , t h a t i f 

( 3 7 . 4 7 ) 3(p8-*-x - S ^ a - i x , 

we a r e n o t t o assume t h a t 

( 3 7 . 4 8 ) cp <= y , 

" t h o u g h t h i s [ ( 3 7 . 4 8 ) ] i s e v i d e n t l y one o f t h e v a l u e s w h i c h 

s a t i s f y t h a t é q u a t i o n [ ( 3 7 . 4 7 ) ] " [ a r t . 7 6 ] . T h u s , i n many r e s p e c t s 

De M organ was f a r more c r i t i c a l and c a r e f u l t h a n Babbage who h a d 

i n f e r r e d f r o m (26.3) o r (37.14) t h a t 

( 3 7 . 4 9 ) 4KÏX - 04JX, 

a n d h e n c e 41=0 [ s e e 2.6, ( 3 ) 3 . 

H i s p r e l i m i n a r y a c c o u n t i n c l u d e d t h u s a c o m p l è t e s t u d y o f 

P r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , a f i r s t s t u d y o f c o n v e r t i b l e f u n c t i o n s i n a r t . 7 6 -

79 c o n c l u d i n g w i t h s y m m e t r i c a l f u n c t i o n s i n a r t . 8 0 - 9 3 . We q u o t e 

f r o m h i s [ 1 8 4 2 c , 737] f o r a summary o f h i s i n q u i r i e s i n t o t h e 

1 a t t e r s p e c i e s o f f u n c t i o n s ; 

But when ßx i s a r e p e a t i n g [ p e r i o d i c ] f u n c t i o n of the n ^ o r d e r , 

any symmetrical f u n c t i o n of x, ßx, ß
2

x , .... ß^^-x i s a s o l u t i o n of 

^ßx=^x. But so much i s not necessary: f o r any symmetrical f u n c t i o n 

of the s e t x(x,ßx , ß
r

*
- 1

x ) , x(ß
x

'ß
2

x *) > x ^ x . ß ^ ß x ) , 

w i l l do; and the l a s t i s not n e c e s s a r i l y symmetrical with respect 

t o x,ßx, .. . Thus ab
a

c
3

+bc
2

a
3

+ca
2

b
3

 i s not symmetrical with r e s p e c t 

t o a, b, c
( 1 2 >

. 

T h u s , De M o r g a n d e a l t w i t h t h e é q u a t i o n 

( 3 7 . 5 0 ) tpxpx = ipx , where tp"x = x , 

b e f o r e e x a m i n i n g t h e same é q u a t i o n when (px i s n o n - p e r i o d i c [ s e e 

a r t . 88-89 and 102 r e s p e c t i v e l y ] . 

He t h e n d e c i d e d t o i n t r o d u c e p r o p e r l y t h e " v a r i o u s c l a s s e s 

o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s w h i c h i t may be n e c e s s a r y t o c o n s i d e r " 

[ a r t . 9 4 ] . T h r e e c a s e s were d i s t i n g u i s h e d . I n t h e f i r s t c a s e . 
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g i v e n t h e r e l a t i o n 

(37.51) F(x,y,<py,YX, . . . ) = 0 

w h e r e F,<p,Y,... a r e a i l known f o r m s , we s e e k t h e r e l a t i o n w h i c h 

e x i s t s b e t w e e n t h e v a r i a b l e s y and x . I n t h e s e c o n d c a s e . t h e 

f u n c t i o n a l f o r m s a r e r e q u i r e d t o s a t i s f y t h e é q u a t i o n , a s f o r e x 

a m p le 

(37.52) cpx + cpy - <p(x+y), 

i n d e p e n d e n t l y o f any r e l a t i o n s b e t w e e n x . y , . . . ( a r t , 9 4 - 9 7 ] <
1 3 >

. 

The t h i r d c a s e , e . g . t h e s t u d y o f t h e é q u a t i o n ( 2 6 . 5 3 ) , o r 

(37.53) F(x,cpx,cpax,tpBx, . . . ) = 0 , 

w h e r e F , a , S a r e known f u n c t i o n s a n d cp t h e f o r m s o u g h t , was t h e 

one t o w h i c h t h e t r e a t i s e was d e v o t e d [ a r t . 9 4 , 9 5 , 9 8 ] . 

I s o l â t i n g ( 3 7 . 5 3 ) i n a r t . 9 8 , he r e p r o d u c e d i n b r i e f 

B a b b a g e ' s r e a s o n i n g i n [ 1 8 1 5 ; s e e ( 2 5 . 3 3 ) - ( 2 5 . 3 5 ) ] . He s t r e s s e d 

t h a t " I n a l m o s t e v e r y c a s e , i t w i l l be n e c e s s a r y t o s u p p o s e a 

p a r t i c u l a r s o l u t i o n " o f ( 3 7 . 5 3 ) , and h a s t e n e d t o a d d t h a t 

" p r e c i s e l y t h e same t h i n g t a k e s p l a c e i n A l g e b r a . F o r i n s t a n c e , 

x
2

+ax=b i s n o t s o l v e d , e x c e p t by r é d u c t i o n t o t h e more s i m p l e 

f o r m y
2

=b..." [ a r t . 9 8 ] . He i n t r o d u c e d n e x t L a p l a c e ' s m e t h o d f o r 

(37.54) F(x,cpax,cp8x) - 0 , 

o n l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d by H e r s c h e l i n [ 1 8 1 3 b ; s e e 

( 2 4 . 1 9 ) ; 1836, a r t . 1 0 0 ] . 

The f i r s t b a s i c c o n c e r n was t h e s o l u t i o n o f ( 3 7 . 1 ) , o r 

(37.55) cpax = cpx , 

i n o t h e r w o r d s , o f t h e b a s i c é q u a t i o n ( 2 5 . 5 ) . I n s t e a d o f r e l y i n g 

u pon Babbage's a s s u m p t i o n o f a p a r t i c u l a r s o l u t i o n - s i n c e , i n 

t h i s c a s e "no g ê n e r a i m e t h o d c a n be g i v e n " [ a r t . 1 0 1 ] - De M o r g a n 

p r o c e e d e d t o a p p l y h i s own method as p u t f o r w a r d i n a r t . 50 f o r 

t h e s o l u t i o n o f p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , o r o f é q u a t i o n ( 3 7 . 2 4 ) . Now, t h e 

g i v e n é q u a t i o n ( 3 7 . 5 5 ) i s e v i d e n t l y a c a s e o f ( 3 7 . 2 4 ) w h e r e i n 

t h e l a t t e r 6 x - x . H e n c e , a c c o r d i n g t o ( 3 7 . 2 5 ) - ( 3 7 . 2 7 ) [ o r , a s i n 

t h e e xample w h i c h f o l l o w e d , ( 3 7 . 3 3 ) - ( 3 7 . 3 4 ) ] , we a r e t o e l i m i n a t e 

n b e t w e e n 

(37.56) ct"x [ = x ( n , x ) ] - c , [8"y=ï y = c * . 

B u t n does n o t app.ear i n t h e s e c o n d o f t h e a b o v e two f o r r a u l a e . We 

a r e a t l i b e r t y t o w r i t e i n s t e a d o f c , c ' "any f u n c t i o n s o f n 

w h i c h do n o t c h a n g e on c h a n g i n g n i n t o n+1", t h u s , i t s u f f i c e s t o 

e l i m i n a t e n b e t w e e n 

(37.57) a
n

x ( " x t ^ x ) ] » u c o s 2 n n , [B
n

y=] y - v c o s 2 n n 

w here u,v a r e a p p a r e n t l y a r b i t r a r y f u n c t i o n a l s y m b o l s f x k n o w n . 
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s i n c e a i s g i v e n ) and v s u c h t h a t d o e s n o t i n v e r t t h e c o s i n e 

[ a r t . 102; s e e a l s o (2) a b o v e ] . 

L e t ( 3 7 . 5 7 ) g i v e by s o l u t i o n 

( 3 7 . 5 8 ) n=Ax, n=By. 

A and B known f u n c t i o n s [ s e e , f o r e x a m p l e , ( 3 7 . 6 7 ) ] . L e t x be r e 

placée! by a x i n ( 3 7 . 5 7 ) . We h a v e 

( 3 7 . 5 9 ) a
n

( a x ) = u c o s 2 n ( n + l ) * u c o s 2 n n , y = c ' 

a n d h e n c e 

( 3 7 . 6 0 ) n = Aax , n = By ; 

t h u s , " t h e f u n d a m e n t a l r e l a t i o n i s p r e s e r v e d , n a m e l y , t h a t a 

change o f n i n t o n+1 i s é q u i v a l e n t t o a c h a n g e o f x i n t o a x " . 

E l i m i n a t i o n o f n b e t w e e n r e l a t i o n s ( 3 7 . 5 8 ) and ( 3 7 . 6 0 ) g i v e s 

( 3 7 . 6 1 ) y = B ~
l

A x , y = B ~
1

A a x 

o r , i f we c a l l £ a x t h e s o l u t i o n o f ( 3 7 . 5 5 ) , we h a v e t h a t 

( 3 7 . 6 2 ) £ a x - B-^-Ax [= v c o s 2 n A x ] . 

M o r e o v e r , 

( 3 7 . 6 3 ) a ^ - M a x ) = u c o s 2 n ( n - l ) 

and t h u s , i n s t e a d o f (37.60) i t w o u l d be more p r o p è r t o s a y t h a t 

( 3 7 . 6 4 ) n-1 - Aax , n-1 = B y . 

I n o t h e r w o r d s , as a r e s u i t o f t h i s p r o c é d u r e we h a v e t h e f o l l o w -

i n g " t h e o r e m s " 

( 3 7 . 6 5 ) L e t (37.57) w i t h a
n

x = c . T h e n , n o r Ax s a t i s f i e s t h e 

é q u a t i o n Aax -» Ax-1 ( i ) and ? a x » v c o s 2 n A x ( i i ) 

[ a r t . 102]
 c 1 - 4 >

 . T h i s d e t a i l e d a c c o u n t - c o n s i d e r e d w i t h t h e p r o c e s s 

g i v e n f o r p r o b l e m (37.4) and t h e e x a m p l e w h i c h f o l l o w e d i t a b o v e -

somehow c l a r i f i e s De M o r g a n ' s c o n d e n s e d p r é s e n t a t i o n g i v e n i n 

[ 1 8 4 2 c ] w h i c h we q u o t e d a t t h e b e g i n n i n g o f t h i s s e c t i o n . 

F o r a d i r e c t a p p l i c a t i o n o f ( 3 7 . 6 5 ) assume (37.55) w i t h 

a x =bx, b c o n s t a n t . To d e f i n e t h e e x p o n e n t i a l i n v e r s e o f a^x we 

r e a s o n a s f o l l o w s : 

( 3 7 . 6 6 ) a ^ x = b
n

x = c > l o g b " c = l o g e o r 

Xc - Xx 
(37.67) n - Ax = , 

Xb 

t h u s , t h e s o l u t i o n o f <pbx=tpx i s g i v e n by 

(37.68) tpx = v c o s 2 n A x , 

where Ax i s g i v e n by (37.67) a n d v an a r b i t r a r y f u n c t i o n w h i c h 

d o e s n o t i n v e r t t h e c o s i n e [ a r t . 1 0 6 ]
£ 1 S )

. A n o t h e r a p p l i c a t i o n o f 

t h i s m e t h o d f o l l o w e d f o r t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n ( 3 7 . 5 ) . I n t h i s 

c a s e é l i m i n a t i o n o f n was c a r r i e d o u t b e t w e e n 
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(37.69) a^x = u c o s 2 n n , a
n

y = v c o s 2 n n , 

" i n w h i c h , h o w e v e r , t h e p r e s e n t s t a t e o f a n a l y s i s w i l l o b l i g e u s 

t o assume e i t h e r u o r v c o n s t a n t f o r m " ( a r t . 1 1 5 ] . See a l s o 

p r o b l e m s ( 3 7 . 6 ) , ( 3 7 . 1 4 ) a b o v e . 

On t h e w h o l e , De Morgan's method was a p p l i e d t o s e v e r a l 

c a s e s , t h e most i m p o r t a n t o f them s k e t c h e d s o f a r i n o u r s t u d y . 

I n t h e r e s t o f t h e p a r t d e v o t e d t o f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , i t was 

m a i n l y B a b b a g e ' s m a n o e u v r e s t h a t he u s e d w i t h f e w i n s t a n c e s w h e r e 

he a p p l i e d L a p l a c e ' s m e t h o d o r H e r s c h e l ' s a n d S p e n c e
1

s t e c h n i q u e s 

[on t h e l a t t e r two s e e ( 2 8 . 9 ) - ( 2 8 . 1 0 ) ; 2.8, ( 3 ) ] . 

We c o n c l u d e o u r s t u d y w i t h a c o m b i n a t i o n o f De M o r g a n ' s a n d 

L a p l a c e ' s m e t h o d a s a p p l i e d t o e q u a t i o n s t a c k l e d by H e r s c h e l a n d 

Babbage i n 2.4 a n d 2.6 r e s p e c t i v e l y . L e t e q u a t i o n (37.54) [ o r 

( 2 4 . 1 9 ) ] . R e p l a c i n g x by a
_ 1

x , (37.54) i s r e d u c e d t o 

(37.70) F ( a -
1

x , < p x
#
( p B a -

1

x ) - 0. 

L e t Ex be t h e e x p o n e n t i a l i n v e r s e o f 6 a
_ 1

x a n d assume 

(37.71) ipx - I * JEX . 

T h e n , i t f o l l o w s t h a t 

(37.72) (pQa-^x = i
(
/EBa-

1

x = v ( E x - l ) . 

S u b s t i t u t e ( 3 7 . 7 2 ) i n (37.70) and w r i t e E -
X

x f o r x w h i c h g i v e s 

(37.73) F ( a ~
1

E -
1

x , y x , i p t x - l ) ) = 0, 

o r , i f 

(37.74) u * = H i ( x - l ) , 

we have 

(37.75) F ( a -
1

E -
1

x , u ^ x , u
x
) = 0, 

"a common e q u a t i o n o f d i f f e r e n c e s " [ a r t . 1 7 5 ] . On s i m i l a r l i n e s 

e q u a t i o n ( 2 6 . 1 2 ) , o r 

(37.76) F(x,<px,<pax cpa"x) - 0 

was r e d u c e d i n a r t . 1 7 5 t o t h e f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n 

(37.77) F ( A - i x , u
X )

u
x + 1

 u
x
+ „ ) = 0 

Summing u p , we saw De Morgan's r a t h e r u n s u c c e s f u l m e t h o d 

p r o p o s e d f o r t h e s o l u t i o n o f t h e b a s i c f u n c t i o n a l e q u a t i o n s t h a t 

a p p e a r e d i n .Babbage's and H e r s c h e l ' s s t u d i e s . C o n t r a r y t o 

H e r s c h e l who h a d a v o i d e d t r a n s c e d e n t a l s on t h e g r o u n d s t h a t t h e y 

were " u s e l e s s " [ s e e ( 2 4 . 3 2 ) ] . De M o r g a n was h a p p y n o t o n l y t o 

make use o f t h e m , b u t a l s o t o s e e k f o r new t r a n s c e d e n t a l f o r m s 

[ s e e a r t . 1 2 3 - 1 2 8 ] . The c o n f u s i o n and a m b i g u i t y w h i c h c h a r a c 

t e r i z e d h i s e x p o s i t i o n and p r o c e d u r e s a p p a r e n t l y l e f t l i t t l e 

g r o u n d f o r one t o p e r c e i v e e a s i l y h i s j u s t c r i t i c a l r e m a r k s a n d 

f o u n d a t i o n a l c o n c e r n s [ s e e a l s o comments i n ( 3 ) . ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) 
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a b o v e ] . We c o n c l u d e o u r s t u d y 

t i o n s w i t h a b r i e f r e v i e w o f h i s 

t i o n s w i t h two v a r i a b l e s . 

o f De M o r g a n ' s t r e a t i s e o f 

f o u n d a t i o n a l i n q u i r i e s i n 

f u n c -

f u n c -

3.8 De M o r g a n on t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s 

[ 1 8 3 6 ] . 

I n t h e l a s t p a r t o f h i s t r e a t i s e . [ 1 8 3 6 , a r t . 2 6 2 - 3 2 8 ] , De 

M o r g a n e x t e n d e d h i s e n q u i r i e s on f u n c t i o n s w i t h one v a r i a b l e t o 

f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s . T h i s e x t e n s i o n r e q u i r e d t h e i n t r o 

d u c t i o n o f new c o n c e p t s and n o t a t i o n , w h i c h a c c o r d i n g l y g a v e r i s e 

t o a more d e t a i l e d c l a s s i f i c a t i o n and h e n c e t o a g r e a t e r amount 

o f a s s u m p t i o n s and c o m p l i c a t i o n s . A r t . 2 6 2 - 2 8 8 c o v e r a f o u n d a 

t i o n a l s t u d y o f f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s , t h e p r i n c i p a l c o n 

c e p t u n d e r c o n s i d e r a t i o n b e i n g t h e " z e r o - f u n c t i o n " t p° - ° ( x , y ) 

d e f i n e d i n a n a l o g y w i t h tp°(x). A f t e r a d e t a i l e d s t u d y o f t h e 

z e r o - f u n c t i o n and i t s p r o p e r t i e s , De M o r g a n a p p l i e d h i s 

e x p o n e n t i a l - e l i m i n a t i o n t e c h n i q u e i n o r d e r t o s t u d y h i s b a s i c 

p r o b l e m (37.4) on f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s . I n t h e r e s t o f 

h i s e s s a y , a r t . 2 8 9 - 3 2 8 , he f o c u s e d o n t h e s o l u t i o n o f f i r s t o r d e r 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s , s u c h a s , 

( 3 8 . 1 ) t p ( o ( x , y ) , B ( x , y ) ) = <p(x,y) , 

( 3 8 . 2 ) (p(u»(x,y), 4J(x,y)) = i+i((p(x,y), <p(x,y)) 

a n d 

( 3 8 . 3 ) <p(a(x) , B ( y ) ) - cp(x,y) , 

c o n c l u d i n g w i t h few e q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n one a n d some 

f u n c t i o n a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . 

Due t o an i n c o n s i s t e n t n o t a t i o n and h i s c l a s s i f i c a t i o n o f 

f u n c t i o n s i n v a r i o u s c a t e g o r i e s - a c c o r d i n g t o t h e p r o p e r t i e s o f 

t h e i r m o d u l i [ s e e ( 3 8 . 1 9 ) ] and t h e i r z e r o ^ f u n c t i o n s [ ( 3 8 . 7 ) -

( 3 8 . 8 ) 3 , h i s method o f p r o b l e m (37.4) becomes now more c o m p l i 

c a t e d . F o r e x a m p l e , t h e z e r o - f u n c t i o n o f a ( x , y ) , a°*°(x,y ) , i s 

d e n o t e d o c c a s i o n a l l y as a
0 , 0

, a ° , a
0
 o r as a ° [s e e a r t . 2 6 8 - 2 7 0 ; 

2 8 9 - 2 9 0 ; 270,279; 313 r e s p e c t i v e l y ] . Due t o numerous t y p o g r a p h i 

c a l a m b i g u i t i e s , i t i s i m p o s s i b l e i n c e r t a i n c a s e s t o d i s t i n g u i s h 

b e t w e e n t h e f u n c t i o n a l s y m b o l a an d t h e c o n s t a n t a . P a r e n t h e s i s 

a r e o f t e n o m i t t e d , and t h u s b o t h ( 33 . 1) and (38.3) c a n be f o u n d 

w r i t t e n i n t h e same f o r m 

( 3 8 . 4 ) <p(a,B) = <p, 

c a u s i n g d i f f i c u l t y i n d i s c e r n i n g b e t w e e n c r ( x , y ) and a ( x ) . 
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C l a r i f i c a t i o n s on s u c h m a t t e r s w i l l be p r o v i d e d i n o u r s t u d y i n 

due c o u r s e . 

Once m o r e , De Mo r g a n d r a w s h e a v i l y on Babb a g e ' s s t u d y o f 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n two v a r i a b l e s , p a r t i c u l a r l y as i n h i s 

[ 1 8 1 6 ; 2 . 6 ] . O m i t t i n g B a b b a g e ' s g e n e r a l i t i e s , he d o e s l i t t l e more 

t h a n r e p r o d u c i n g t h e f o r m e r ' s t e c h n i q u e s o r c o m b i n i n g them w i t h 

h i s own m e t h o d . Of most i n t e r e s t i s h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f 

f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s , an e x t e n s i o n o f B a b b a g e ' s few p e r 

t i n e n t comments i n [ 1 8 1 6 ; 1 8 2 2 ] on l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d 

i n t h e e a r l y p a r t o f t h e e s s a y W e w i l l f o c u s on De M o r g a n ' s 

o r i g i n a l r e s e a r c h i n f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s c o n c l u d i n g w i t h 

a b r i e f commentary on h i s t r e a t m e n t o f (38- . 1 ) - ( 3 8 . 3 ) . 

De M o r g a n i n t r o d u c e d s i m u l t a n e o u s s u b s t i t u t i o n v i a two 

e q u a t i o n s : 

( 3 8 . 5 ) ^'
m

(4J(x,y) , v(x,y)) - i^+i-

 m

*
1

 (x,y)
 <2> 

and 

( 3 8 . 6 ) i4j(Y
m

*
m

(x,y) , 4)
m

'
m

(x,y) = Ĵ*
1

-*-
1

 -
 m

*
1

(x,y). 
I n o r d e r t o d e t e r m i n e 41

0

'
0

 he w r o t e t h a t i f we make m = 0 i n 

( 3 8 . 5 ) - ( 3 8 . 6 ) " i n l i k e manner a s we h i t h e r t o h a v e a p p l i e d e x 

t e n d e d n o t a t i o n o n l y t o c a s e s w h i c h s a t i s f y s u c h c o n d i t i o n s o f 

c o n v e r t i b i l i t y a s a r e s a t i s f i e d by t h e g e n e r a l n o t a t i o n , we must 

make t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n s d e t e r m i n e 4*°-°, n a m e l y " : 

( 3 8 . 7 ) ui°'
0

(v(x,y) , 4J(x,y)) = i|/(x,y) 
and 

( 3 8 . 8 ) 4i<Y
0

-°(x,y) , (x.y) ) = v(x,y)
 <3) 

[ a r t . 2 6 7 ] . T h u s , t h e c o n d i t i o n o f c o n v e r t i b i l i t y f o r o n e -

v a r i a b l e f u n c t i o n s ( 3 6 . 2 5 ) , was now v i a ( 3 8 . 7 ) and ( 3 8 . 8 ) e x 

t e n d e d t o t h e c o n d i t i o n o f " s i m u l t a n e o u s c o n v e r t i b i l i t y " 

( 3 8 . 9 ) 6 ( a xTy, a xTy) = a ( B xTy, 8 x,y), 

where t h e b a r d e n o t e d a p a r e n t h e s i s [ a r t . 2 6 7 ] ( ' * ) . 

A c c o r d i n g l y ^ , cp° was e x t e n d e d t o 4J
0

-
0

 a s f o l l o w s : I n a n a l o g y 

w i t h (p°(px=(p(p°x=x, w h i c h do n o t i n v o l v e a c o n d i t i o n , b e c a u s e (p°x 
o r x i s c o n v e r t i b l e w i t h a l l f u n c t i o n s , we s h a l l l e t 41°-° s i g n i f y 

t h o s e f u n c t i o n s o n l y i n w h i c h b o t h e q u a t i o n s [ ( 3 8 . 7 ) - ( 3 8 . 8 ) ] a r e 

s a t i s f i e d " [ a r t . 2 6 8 ] . He r e m a r k e d t h a t ( 3 8 . 7 ) i s s a t i s f i e d b y an 

i n f i n i t e number o f f u n c t i o n s " i n d e p e n d e n t o f t h e f o r m o f 

4j(x,y)"
<Sj

. F u r t h e r , "whenever t h e s e c o n d e q u a t i o n i s s a t i s f i e d , 

t h e f i r s t i s s a t i s f i e d by one o r o t h e r [ s i c ] o f t h e v a l u e s o f 

41
0

-
0

 d e r i v e d f r o m i t " [ a r t . 2 6 9 ] . He b a s e d h i s l a t t e r o b s e r v a t i o n 

r e a s o n i n g a s f o l l o w s . I f a i s d e t e r m i n e d f r o m t h e e q u a t i o n 
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( 3 8 . 1 0 ) 4«(a,a) - v ( x , y ) , 

t h e n , m a k i n g x=y " i t i s e v i d e n t t h a t one v a l u e o f a r e d u c e s i t 

s e l f t o x" ( a r t . 2 6 9 ) . T h i s r e a s o n i n g i s f a i r l y c l o s e t o t h a t f o l 

l o w e d i n a r t . 3 2 i n c o n n e c t i o n w i t h t h e d e f i n i t i o n o f <p
- 1

(x) [ s e e 

( 3 6 . 2 1 ) - ( 3 6 . 2 4 ) ) . 

G o i n g f u r t h e r t h a n Babbage [1822] -who h a d d e f i n e d 4t°-°(x.y) 

s i m p l y by means o f ( 2 9 . 5 ) - ( 2 9 . 6 ) - he s e t o f f t o i n q u i r e i n t o t h e 

p r o p e r t i e s o f t h e " z e r o - f u n c t i o n of 41", 41
0

 *
0

, s t a r t i n g w i t h an 

e x a m p l e . L e t 

(3 8 . 1 1 ) y ( x , y ) =• x = +y. 

A c c o r d i n g t o (38.10) we h a v e t h a t 

1 1 
( 3 8 . 1 2 ) a

2

+a = x
2

+y > a = ± ( — + x
2

+ y )
1

' '
2

. 
2 4 

T a k i n g t h e p o s i t i v e s i g n , t h e z e r o - f u n c t i o n o f (38.11) was 

d e d u c e d f r o m (38.12) t o be 

1 1 

( 3 8 . 1 3 ) 4/°-°(x,y) = + ( — + x
3

+ y )
1

'
a

. 
2 4 

I n d e e d , i f we make x ^ y , i t f o l l o w s f r o m (38.13) t h a t 4 1° -
0

 ( x , x ) =x, 

o r , i n a d d i t i o n t o ( 3 8 . 8 ) , (38.7) i s a l s o s a t i s f i e d [ a r t . 2 6 9 ] . 

I n a r t . 2 7 0 De M o r g a n i n t r o d u c e d t h e name o f " p r i m i t i v e z e r o -

f u n c t i o n s " a s " a l l t h o s e w h i c h have no o t h e r z e r o - f u n c t i o n s e x 

c e p t t h e m s e l v e s " ; t h a t i s a l l f u n c t i o n s x ( x , y ) w h i c h s a t i s f y t h e 

e q u a t i o n 

( 3 8 . 1 4 ) x<x,x) = x<
6

>. 

He t h e n c l a i m e d t h a t e v e r y f u n c t i o n (p(x,y) c a n be r e p r e s e n t e d u n 

d e r t h e f o r m 

( 3 8 . 1 5 ) $<*>o(x,y) 

"where tpo means t h e z e r o - f u n c t i o n o f <p, and i s one o f t h e p r i m i 

t i v e z e r o - f u n c t i o n s c o n t a i n e d i n t h e g e n e r a l s o l u t i o n o f 

( p ( x , x ) = x " [ a r t . 270] . B a s e d upon t h e p r o p e r t i e s ( 3 8 . 7) - (38 . 8) 

w h i c h d e f i n e 41° -
0

 he p r o v e d r e a d i l y t h a t 

( 3 8 . 1 6 ) "The z e r o - f u n c t i o n o f a ( x , y ) i s a l s o a z e r o - f u n c t i o n o f 

4 * a ( x , y ) , 41 b e i n g any f o r m w h a t e v e r o f a s i n g l e s u b j e c t " 

a n d 

( 3 8 . 1 7 ) "The z e r o - f u n c t i o n o f a z e r o - f u n c t i o n i s t h e z e r o -

f u n c t i o n i t s e l f
1 1 

[ a r t . 2 7 0 1 . A t h i r d p r o p e r t y f o l l o w e d i n a r t . 2 7 1 , i t s p r o o f b a s e d 

on t h e f o r m ( 3 8 . 1 5 ) w h e r e $ a f u n c t i o n o f a s i n g l e v a r i a b l e : 
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(38.18) " a l 1 z e r o - f u n c t i o n s a r e p r i m i t i v e s " . 

I n a r t . 2 7 5 he d e l v e d f u r t h e r i n t o a s t u d y o f t h e f o r m 

(38.15) c a l l i n g * t h e " m o d u l u s " o f (p(x,y) w h i c h he p r o p e r t y 

d e f i n e d a s f o l l o w s : b y a " o r A he d e f i n e d t h e " m o d u l u s " o f a ( x , y ) 

as t h e " f u n c t i o n a ( x , x ) c o n s i d e r e d a s o f a s i n g l e " s u b j e c t " , o r 

(38.19) â*(z) - a ( z , z ) =• A ( z ) . 

f h u s , a c c o r d i n g t o ( 3 8 . 1 6 ) - ( 3 8 . 1 7 ) i t c a n be e s t a b l i s h e d t h a t 

(38.20) a ( x , y ) = â a°*°(x,y) - A a°-°(x,y) 

f o r e v e r y f u n c t i o n a ( x , y ) ( a r t . 2 7 0 - 2 7 5 ]
< 7 y

 . L e t , f o r e x a m p l e 

x
3

+ y
3

 l o g ( x / y ) 
(38.21) a ( x , y ) = <

e

> . 
x

2

+ x y + y
2 

T h e n , by ( 3 8 . 1 0 ) we h a v e a ( a , a ) « a ( x , y ) > a/3 = a ( x , y ) o r 

(38.22) a°~^( x , y ) » 3 a ( x , y ) 

and by (38.19) t h a t 

z 
(38.23) a ( z ) o r A ( z ) = — . 

3 

C o m b i n i n g ( 3 8 . 2 2 ) a n d ( 3 8 . 2 3 ) . f o r m u l a (38.20) i s s a t i s f i e d f o r 

a ( x , y ) g i v e n by ( 3 8 . 2 1 ) [ s e e a r t . 2 8 1 ] . 

T h i s n o v e l c o n c e p t i o n o f any a ( x , y ) - b e i n g e x p r e s s e d i n t h e 

f o r m ( 3 8 . 1 5 ) , o r ( 3 8 . 2 0 ) , h a d a b i g a d v a n t a g e i n f o r m u l a t i n g t h e 

s u c c e s s i v e f u n c t i o n s a
m

-
m

( x , y ) o f a ( x , y ) . As we saw i n 3.7. t h e 

a b i l i t y t o e x p r e s s t p ^ f x ) was one o f t h e k e y p o i n t s o f De M o r g a n ' s 

t e c h n i q u e p u t f o r w a r d f o r t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s ( 3 7 . 1 ) a n d 

( 3 7 . 3 ) . B a s e d u p o n ( 3 8 . 2 0 ) and (38.7) he p r o v e d i n d u c t i v e l y t h a t 

(38.24) a
m

-
m

( x , y ) = A
m

 a°*°(x,y) 

[ a r t . 2 8 1 ] . The l a s t s t e p r e q u i r e d i n o r d e r t o c o n s i d e r t h e b a s i c 

p r o b l e m (37.4) f o r f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s , was t o e x t e n d 

t h e n o t i o n o f t h e d e r i v a t i v e ( 3 6 . 3 1 ) . L i k e B a b b a g e , he l e t 

(38.25) tpo(tp-
: L

x, <p-
1

y) , 

t o s t a n d f o r t h e d e r i v a t i v e o f a ( x , y ) , where (p an a r b i t r a r y f u n c 

t i o n [ a r t . 2 7 8 ] . 

W i t h o u t p r o o f he s t a t e d i n a r t . 2 7 8 t h e t h e o r e m s 

(38.26) D e r i v a t i v e s o f d e r i v a t i v e s o f a ( x , y ) a r e d e r i v a t i v e s o f 

a ( x , y ) . 

(38.27) I f u ( x , y ) a n d v ( x . y ) a r e d e r i v e d by means o f t h e same 

f u n c t i o n <p f r o m a ( x , y ) and 8 ( x , y ) , t h e n 

u ( v ( x , y ) , v ( x , y ) > i s t h e c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e o f 

a ( 6 ( x , y ) , ß ( x , y ) ) . 

232 



( 3 8 . 2 8 ) I f a a n d ß h a v e t h e c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e s u and v , 

and i f a ( ß , ß ) - ß ( a , c r ) . t h e n u ( v , v ) = v ( u , u ) . 

( 3 8 . 2 9 ) The s u c c e s s i v e f u n c t i o n s , h o w e v e r t a k e n , o f any d e r i v a 

t i v e o f a ( x , y ) , a r e t h e c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e s o f 

t h e same s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f a . 

The d é f i n i t i o n ( 3 8 . 2 5 ) a n d t h e p r o p e r t y ( 3 8 . 2 9 ) were a t t r i b u t e d 

t o Babbage (1816; s e e ( 2 6 . 4 5 ) ] . By means o f (38.29) i t was i n 

f a c t shown t h a t f o r any p p o s i t i v e i n t e g e r 

( 3 8 . 3 0 ) [ c p a ( ( p
- 1

x , <p
_1

y)]'
p

 = tpa^ftp-^-x, <p
-1

y) 
( a r t . 2 7 8 ) < * > . 

T a k i n g n e x t u n d e r c o n s i d é r a t i o n h i s t h e o r y o f z e r o - f u n c t i o n s 

he p r o v e d b a s e d d i r e c t l y on d é f i n i t i o n s t h a t 

( 3 8 . 3 1 ) " A l l t h e d e r i v a t i v e s o f z e r o - f u n c t i o n s a r e z e r o -

f u n c t i o n s " 

a n d 

( 3 8 . 3 2 ) " I f any f u n c t i o n be s i m u l t a n e o u s 1 v p e r i o d i c t h e n a i l 

i t s d e r i v a t i v e s a r e t h e same". 

The d é f i n i t i o n o f s i m u l t a n e o u s p e r i o d i c i t y was g i v e n i n a n a l o g y 

w i t h f u n c t i o n s w i t h one v a r i a b l e ( 3 6 . 2 7 ) , by 

( 3 8 . 3 3 ) a « «
T

^ ( x . y ) = a°^°(x,y) 

[ a r t . 2 8 0 ] . He d i s t i n g u i s h e d two t y p e s o f s i m u l t a n e o u s l y p e r i o d i c 

f u n c t i o n s , t h e " p e r m a n e n t " and t h e " n o t - p e r m a n e n t " . The f i r s t 

c a t e g o r y c o n s i s t s o f a i l z e r o - f u n c t i o n s w h i c h o b v i o u s l y s a t i s f y 

( 3 8 . 3 3 ) s i n c e by d é f i n i t i o n a ( x , x ) = x [ s e e ( 3 8 . 7 ) ] . He t h e n ' 

p r o v i d e d a r u l e f o r how t o c o n s t r u c t n o n - p e r m a n e n t f u n c t i o n s o f 

a n y d e g r e e n b a s e d on any p e r i o d i c f u n c t i o n o f a s i n g l e v a r i a b l e 

o f d e g r e e n and a z é r o f u n c t i o n . 

Te t e , f o r e x a m p l e , t h e z e r o - f u n c t i o n 

( 3 8 . 3 4 ) a ( x , y ) = 1/2 ( x + y ) . 

as o f a s i n g l e s u b j e c t , we have t h a t 

2 

( 3 8 . 3 5 ) 
x+y 

i s p e r i o d i c o f t h e s e c o n d d e g r e e [ i n r e s p e c t w i t h ( 3 8 . 3 4 ) ] . ' F o r , 

by ( 3 8 . 3 4 ) we h a v e t h a t a ( x , x ) = x and t h u s ( 3 8 . 3 5 ) i s b u t <px=l/x, 

w i t h (p
2

x=x=a ( x , x ) . I t s u f f i c e s t o S u b s t i t u t e a ( x , y ) f o r x and y 

i n ( 3 8 . 3 5 ) . We t h e n h a v e t h a t 

( 3 8 . 3 6 ) <pa(x,y) 
i s s i m u l t a n e o u s l y p e r i o d i c o f t h e s e c o n d d e g r e e . I n d e e d , we h a v e 

2 3 3 



. 2 

( c p a )
3

'
 2

(x,y)=tpa(<pa(x,y) , <pa(x,y) ) = [ « 
1 

— (<pa ( x , y ) +<pa(x,y) ) 
2 

2 2 ( x + y ) x+y 
] = - = [ a ( x , y ) =3a°'°(x,y) = 

1 2 2 2+2 2 
- ( + ) 
2 1/2(x+y) l / 2 ( x + y ) 

- [ ( q > a ) ~ ( x , y ) ] = <p
2

a(x,y) [ a r t , 280] <
1 0 >

 . 

H a v i n g p r o v e d t h e p r o p e r t y (38.24) i n a r t . 2 8 1 , ne i n t r o d u c e d 

e x a m p l e (38.21) d e r i v i n g t h e z e r o - f u n c t i o n ( 3 8 . 2 2 ) , t h e m o d u l u s 

A ( 3 8 . 2 3 ) and f i n a l l y t h e s u c c e s s i v e f u n c t i o n o f ( 3 8 . 2 1 ) w h i c h , 

a c c o r d i n g t o (38.24) i s 

1 x
3

+ y
3

l o g ( x / y ) 
( 3 8 . 3 7 ) a

n

-
n

( x , y ) = — . 
3

n

 x
2

 + x y + y
2 

[ a r t . 2 8 1 ] , Now t h e g r o u n d was r e a d y f o r a c o n s i d é r a t i o n o f 

p r o b l e m ( 3 7 . 4 ) , t h a t i s o f 

( 3 8 . 3 8 ) How t o make a n y f u n c t i o n 8 a d e r i v a t i v e o f any o t h e r 

f u n c t i o n a . 

[ a r t . 2 8 4 ] . 

I t was f i r s t p r o v e d t h a t 

( 3 8 . 3 9 ) " I f 8 be a d e r i v a t i v e o f a , t h e n b o t h t h e m o d u l u s a n d 

z e r o - f u n c t i o n o f 8 a r e t h e c o r r e s p o n d i n g d e r i v a t i v e s o f 

t h o s e o f a " . 

A c c o r d i n g t o t h e f o r m u l a (38.20) we h a v e 

( 3 8 . 4 0 ) 6 ( x , y ) = B8°^"°(x,y), a ( x , y ) - A o° 7 ^ ( x , y ) . 

By a s s u m p t i o n 

( 3 8 . 4 1 ) 8 » <pa(<p-
l

x, (p"
1

y) , 

h e n c e , ( 3 8 , 4 0 ) g i v e s r e a d i l y 

( 3 8 . 4 2 ) B8
5 T

"°(x,y) » c p A a ^ (<p-*x. <p-*y) . 

P u t t i n g y=x i n (38.42) we h a v e t h a t 

( 3 8 . 4 3 ) Bx=(pAcp-ix. 

a n d t h u s t h e f i r s t p a r t o f p r o p o s i t i o n ( 38.39) i s p r o v e d 

[ a r t . 2 8 4 ] . 

R e p l a c i n g n e x t Bx by <pA<p
-1

x i n ( 3 8 . 4 2 ) we h a v e 

( 3 8 . 4 4 ) $~°(x,y) = tpa^
7 5

(<p-
A

x, <p"
x

y) . 

h e n c e (38.39) i s p r o v e d . " I t i s é v i d e n t " , r e m a r k e d De M o r g a n , 
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" t h a t t h e p r o b l e m [ ( 3 8 . 3 8 ) ] c a n n o t be g ê n e r a i l y . s o l v e d . F i r s t 

make t h e m o d u l u s o f one a d e r i v a t i v e o f t h e m o d u l u s o f t h e o t h e r ; 

t h e n s e e w h e t h e r t h e d e r i v i n g f u n c t i o n s o o b t a i n e d w i l l make t h e 

z e r o - f u n c t i o n o f one t h e d e r i v a t i v e o f t h a t o f t h e o t h e r " 

[ a r t . 2 8 4 ) . He t h u s went f o r w a r d t o e x t e n d h i s t e c h n i q u e u s e d i n 

(37.4) t o t h e s o l u t i o n o f t h e more g ê n e r a i p r o b l e m ( 3 8 . 3 8 ) . We 

w i l l i l l u s t r a t e h i s metho d w i t h an e x a m p l e . 

L e t a a n d ß be g i v e n by 

(38.45) a ( x , y ) - a x + b y , ß ( x ' , y ' ) - t a x '
2

 + b y '
2

)
1

'
2

. 

The n e x t s t e p i s t o f i n d t h e s u c c e s s i v e f u n c t i o n s o f a and ß . A c -

c o r d i n g t o ( 3 8 . 2 4 ) t h i s amounts t o f i n d i n g t h e i r m o d u l i and z e r o -

f u n c t i o n s . By ( 3 8 . 1 9 ) 

( 3 8 . 4 6 ) A ( z ) = ( a + b ) z 

and by ( 3 8 . 1 0 ) , O ( K , K ) - a ( x , y ) o r 

ax+by 
(38.47) K « a°-°(x,y) = . 

a+b 

H e n c e , by ( 3 8 . 2 4 ) we b a v e 

ax+by 
(38.48) a

n

* " ( x , y ) = ( a + b )
n

. « ( a + b )
n

~
1

. ( a x + b y ) . 
a+b 

On s i m i l a r l i n e s B « ( a + b )
1

' '
2

 and 

ßor°(x',y') = (
a
x '

2

+ b y
, 2

)
1 / 2

/ ( a + b )
1

'
/ 2

, h e n c e 

(38.49) ß ~ ( x * , y ' ) - ( a + b )
C n

~
1 ) x a

 ( a x '
2

 + b y '
2

)
1

'
2

. 

O m i t t i n g a n y c o m p u t a t i o n a l d é t a i l s . De M o r g a n s t a t e d s i m p l y 

( 3 8 . 4 8 ) a n d ( 3 8 . 4 9 ) e q u a t i n g t h e i r r i g h t - h a n d s i d e s t o u n i t y s o 

a s t o e l i m i n a t e n . The r e s u i t i s 

(38.50) a x '
2

+ b y '
2

 = ax+by. 

D i v i d i n g b o t h s i d e s o f (38.50) by (a+b) a n d t a k i n g t h e s q u a r e 

r o o t s , we h a v e 

r
ax+by - ,

1 / 2 

(38.51) ß°*°(x
,

, y
l

) = = ( a° -° ( x , y ) )
1

^
2

, 
L a+b -I 

o r , t h e z e r o - f u n c t i o n o f ß i s d e r i v e d f r o m t h e z e r o - f u n c t i o n o f a 

by tp(z) = From ( 3 8 . 4 8 ) - ( 3 8 . 4 9 ) we n o t i c e t h a t t h e m o d u l u s A 

o f a i s a l s o c o n n e c t e d w i t h B by means o f t h e same r e l a t i o n B=^A 

[ a r t . 2 8 4 ] <
1 1 3

. 

S t i l l u n s e t t l e d was t h e q u e s t i o n " w h e t h e r any g i v e n z e r o -

f u n c t i o n c a n be made a d e r i v a t i v e o f any o t h e r " . He p u t f o r w a r d a 

method w h i c h " w i l l show t h a t ( c o n t i n u o u s l y o r d i s c o n t i n u o u s l y ) a 

z e r o - f u n c t i o n may, i n some c a s e s , be made a d e r i v a t i v e o f 
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a n o t h e r " [ a r t . 2 8 5 ] . We w i l l n o t d e l v e i n t o h i s f a r f r o m l u c i d 
m e t h o d , b u t m e r e l y s t a t e t h a t he i l l u s t r a t e d i t w i t h t h e f o l l o w 
i n g e x a m p l e . He l e t 

x+y 
( 3 8 . 5 2 ) a ( x , y ) = , 8<x,y) = ( x y )

1

'
3

. 
2 

w h e r e a and 6 a r e e v i d e n t l y z e r o - f u n c t i o n s . H i s p r o c e d u r e g a v e a s 

a r e s u l t t h a t 8 c a n be a d e r i v a t i v e o f o by means o f t h e f u n c t i o n 

( 3 8 . 5 3 ) tp(x) - e
m

* 

[ a r t . 2 8 5 ] <
1 2 )

. 

L e t u s now c o n c l u d e t h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y w i t h a f e w w o r d s 

on h i s t h e o r y o f t h e " s i m u l t a n e o u s i n v e r s e s " . He c l a i m e d i n 

a r t . 286 t h a t t h i s t h e o r y c a n be r e d u c e d t o t h a t o f i n v e r s e s o f 

f u n c t i o n s o f one s u b j e c t o n l y , by t h e e q u a t i o n s 

( 3 8 . 5 4 ) (p(x,y) = *(p°-°(x,y), q>"^"(x,y) = $
n

(p°^~°(x,y) . 

T hus <J>~
1

 and a r e t h e m o d u l i o f t h e c o n v e r t i b l e a n d i n c o n v e r 

t i b l e i n v e r s e s r e s p e c t i v e l y . I n t h e f o r m e r c a s e we h a v e : 

( 3 8 . 5 5 ) $ a ~ ( J - ^ ^ - i a ^
0

) = $$-i.
a
Z7Z =

 a
°^°( x , y ) ^ 

a s i m i l a r r e l a t i o n h o l d i n g f o r i n t e r c h a n g e d . L e t 

( 3 8.56) <p(x,y) = x + y . 

We r e a d i l y h a v e t h a t 

. . x+y z 
( 3 8.57) <p°*°(x,y) - , $ z = 2 z , $-*z = - , 

2 2 

h e n c e , 

(38.58) ( p -
1

- -
1

( x , y ) = [a
0

'
0

($-
1

a°-
0

,$-
1

a
0

'
0

) = 

(x+y) ( x + y ) 
+ 

x+y 

The r e s t o f h i s e s s a y was d e v o t e d t o f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . 

The f i r s t c a s e t o be c o n s i d e r e d was (38.1) i n t h e f o r m ( 3 8 . 4 ) o r 

( 3 8.59) <p(ct,B) = <p. 

A c c o r d i n g t o t h e method a p p l i e d t o e q u a t i o n s i n one v a r i a b l e , t h e 

g e n e r a l s o l u t i o n o f ( 3 8 . 5 9 ) ( a n e x t e n s i o n o f e q u a t i o n ( 3 7 . 5 5 ) ] 

d e p e n d s upon t h e d e t e r m i n a t i o n o f 

(38.60) <x(x,y> , 8 ( x , y ) ^ £ <
13

> 

a s e x p l i c i t f u n c t i o n s o f n , x , y . The s y m b o l s a t t h e r i g h t - h a n d 

s i d e d e n o t e " i n t e r n a 1 s u b s t i t u t i o n " , t h a t i s x i s r e p l a c e d by 

a ( x , y ) and y by 8 ( x , y ) [ a r t . 2 8 8 , 2 9 1 ) . 

L e t - — 

( 3 8.61) a ( x , y ) ^'* = V ( x , y , n ) , 8 ( x , y ) * ] £ « W ( x , y , n ) , 
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a n d f a c o n v e n i e n t f u n c t i o n , by roeans o f w h i c h V and W a r e r e 

l a t e d . Assume t h a t 

( 3 8 . 6 2 ) f(V,W) - 0 . 

T h e n , f r o m t h i s é q u a t i o n we c a n deduce n i n t h e f o r m 

( 3 8 . 6 3 ) n - F ( x , y ) , 

( t h e é q u i v a l e n t o f t h e e x p o n e n t i a l f u n c t i o n A o f a i n ( 3 7 . 5 8 ) ) . 

A c c o r d i n g t o h i s t h e o r y F must s a t i s f y é q u a t i o n 

( 3 8 . 6 4 ) n-1 = F ( a , ß ) o r F ( a , ß ) = F ( x , y ) - 1. 

F r o m ( 3 8 . 6 4 ) we may " e i t h e r d é r i v e t r a n s c e n d e n t a l s o l u t i o n s " , 

s u c h a s 

( 3 8 . 6 5 ) <p(x,y) = 8 c o s 2 n F ( x , y ) , 

o r , " b y t a k i n g a n o t h e r f o r m , f i i n s t e a d o f f " d é r i v e a new f o r m 

F i o b t a i n i n g 

( 3 8 . 6 6 ) cp(x.y) = F ( x , y ) - F i t x . y ) , 

t h a t i s "any number o f p a r t i c u l a r s o l u t i o n s , and may t h u s f o r m a 

g e n e r a ł s o l u t i o n " ( a r t . 2 9 1 ]
1 1 4 5

. 

F o r e x a m p l e , ^ ^ t h e é q u a t i o n 

( 3 8 . 6 7 ) <p(x + y , 2y) = <p(x,y). 

We c a n e a s i l y f i n d t h a t 

( 3 8 . 6 8 ) o ( x , y ) ^ ' * = x + ( 2 " - l ) y and ß ( x , y ) - 2 " y . 

I t r e m a i n s " t o d é t e r m i n e n by m a k i n g x-y+2"y any f u n c t i o n w h a t -

s o e v e r o f 2
r ,

y " , o r , make 

1 

( 3 8 . 6 9 ) 2" = — H»(x-y) , 

y 
h e n c e 

Xy 
( 3 8 . 7 0 ) n = ly-(x-y) 

X2 

w h e r e X y = l o g y . Now, t a k i n g "two s u c h s o l u t i o n s , t h e d i f f é r e n c e o f 

w h i c h m e r e l y g i v e s an a r b i t r a r y f u n c t i o n o f x - y , we f i n d 8 ( x - y ) 

a s a g e n e r a ł f o r m o f a s o l u t i o n " ( a r t . 2 9 2 ] <
1 3 1

. 

One more e x a m p l e f o l l o w e d [ a r t . 2 9 3 ] a n d n e x t De Morgan sum-

m a r i z e d h i s f i r s t c o n c l u s i o n s d r a w i n g a c o m p a r i s o n b e t w e e n f u n c -

t i o n a l é q u a t i o n s i n one and two s u b j e c t s r e s p e c t i v e l y , t a k i n g 

u n d e r c o n s i d e r a t i on t h e d e g r e e o f i n d e t e r m i n a t e n e s s o f t h e new 

P r o b l e m s t h a t a p p e a r e d . I n a r t . 2 9 4 we r e a d : 

Or r a t h e r , i f we consider the greater indeterminateness of the 

problem as r e g u i r i n g g reater generał i t y i n the terms employed t o 

express the s o l u t i o n , we should say t h a t , i n f u n c t i o n s of two sub

j e c t s , a generał a l g e b r a i c a l form, c o n t a i n i n g an a r b i t r a r y func-
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t i e n , stands i n the same r e l a t i o n t o the s o l u t i o n as the s i n g l e a i -

g e b r a i c a l f u n c t i o n c o n t a i n i n g an a r b i t r a r y constant does t o the 

s o l u t i o n s of équations of fun c t i o n s c o n t a i n i n g one s u b j e c t o n l y . I f 

we consider the deqree of indeterminateness o f a problem as a con

c e p t i o n of comparison which a c t u a l l y must be formed, though not 

capable of numerical appréciation, we are j u s t i f i e d i n s a y i n g t h a t , 

w i t h i n the l i m i t s o f common a l g e t r a , the indeterminateness o f (px i s 

t o t h a t of <p(x,y) i n the same r e l a t i o n as an a r b i t r a r y constant t o 

an a r b i t r a r y f u n c t i o n of gi v e n f o r m s
< l s >

. 

We t h u s s e e once more De Morgan's t e n d e n c y t o p o i n t o u t a i l 

p o s s i b l e r e l a t i o n s b e t w e e n t h e c o n c e p t s a n d s y m b o l s o f t h e c a l -

c u l u s o f f u n c t i o n s [ s e e 3.6,3.7] .U p a r t i c u l a r ^ t h e c o n c e p t o f t h e 

z e r o - f u n c t i o n g a v e r i s e t o new a n a l o g i e s b e t w e e n a l g e b r a and t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s [ a r t . 2 7 2 - 2 7 4 ] , a s w e l l a s t o a new g r o u n d 

f o r c l a s s i f i c a t i o n o f f u n c t i o n s [ a r t . 2 7 4 , 3 0 5 ]
1 X 7

> . 

I n a r t . 2 9 6 he commented upon t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n i n t e r — 

n a l a n d e x t e r n a l s u b s t i t u t i o n as i n (38.60) a n d (3 8 . 5 ) r e s p e c -

t i v e l y . He t h e n went on t o c o n s i d e r t h e é q u a t i o n 

s t a n t and n e x t when t h i s c o n d i t i o n i s d r o p p e d . I n t h e f i r s t c a s e 

he showed t h a t ( 3 8 . 7 1 ) a d m i t s o f no c o n t i n u o u s s o l u t i o n s e x c e p t 

(p(x,y) -= c o n s t . I n t h e l a t t e r c a s e we o b t a i n a t r a n s c e n d e n t a l 

s o l u t i o n b e a r i n g "a g r e a t a n a l o g y w i t h t h e c a s e o f s u b j e c t s 

[ f u n c t i o n s ] o f a s i n g l e f u n c t i o n [ s u b j e c t ] " [ a r t . 2 9 7 ]
< 1 8 )

. 

I n a r t . 2 9 8 he i n t r o d u c e d t h e i n v e r s e o f 3 ( x , y ) , a s " t h e 

f u n c t i o n i n w h i c h a a n d 6 must be s i m u l t a n e o u s l y s u b s t i t u t e d f o r 

x a n d y i n o r d e r t h a t 8 ( x , y ) may r e s u i t " . L e t a ( x , y ) = x ' , 

B (x ,y ) =y ' f r o m w h i c h x=a
x
(x',y

1

) a n d y = B i ( x
1

, y ' ) . T h e n 

8 ( a i ( x , y ) , B i ( x , y ) ) i s t h e f u n c t i o n r e q u i r e d <
X 9 )

. 

I n a r t . 3 0 5 he i n v e s t i g a t e d t h e " c o n d i t i o n s o f s i m u l t a n e o u s 

c o n v e r t i b i t y " , o r t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n ( 3 8 . 2 ) o r 

(38.72) (p(Y,i<J) = ip(<p,(p) 

i n f i v e d i s t i n c t c a s e s : 

1) When cp,ip a r e b o t h z e r o - f u n c t i o n s . 

2) When o n l y (p i s a z e r o - f u n c t i o n . 

3) When b o t h (p and t+j ha v e c o n s t a n t m o d u l i . 

4) When o n l y <p h a s c o n s t a n t m o d u l u s , and 

5) When b o t h (p a n d y h a v e v a r i a b l e modul i . 

t h e m o d u l u s o f a i s c o n -
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I n t h e f i r s t c a s e , (38.72) i s r e d u c e d t o 41 - tp, w h i c h i s t h e 

o n l y s o l u t i o n . I n t h e s e c o n d c a s e we h a v e e q u a t i o n ( 3 8 . 7 1 ) . I n 

t h e t h i r d c a s e i t i s s u f f i c i e n t t h a t t h e c o n s t a n t m o d u l i a r e t h e 

same. I f o n l y (p has a c o n s t a n t m o d u l u s , t h e n (38.72) i s r e d u c e d 

t o 4 J ( t p , ( p ) - c o n s t . I n t h e l a s t c a s e i t s h o u l d h o l d t h a t 

( 3 8.73) tp4J4j° = 4J(p{p°, 

w h i c h shows t h a t t h e m o d u l i o f <p and 41 must be c o n v e r t i b l e and 

t h a t 4J 0 , <p° must be t h e same. T h u s , i f we t a k e t h e c o n v e r t i b l e 

f u n c t i o n s 

( 3 8.74) 2 x
2

- l and 4 x
3

- 3 x 

and t h e z e r o - f u n c t i o n -Jxy, we f i n d t h e s i m u l t a n e o u s l y c o n v e r t i b l e 

f u n c t i o n s 

( 3 8 . 7 5 ) 2 x y - l = <p and >Txy ( 4 x y - 3 ) = 41 

( a r t . 3 0 5 ] <
2

°> . 

F i n a l l y , e q u a t i o n (38.3) was t r e a t e d i n a r t . 3 0 8 . He d i s t i n 

g u i s h e d b e t w e e n two c l a s s e s o f s o l u t i o n s , t h e " d i s j u n c t i v e " o n e s 

and t h e " s i m u l t a n e o u s " . He i l l u s t r a t e d b o t h c a s e s w i t h B a b b a g e
1

 s 

e x a m p l e s ( 2 6 . 2 7 ) and (26.28) r e s p e c t i v e l y . I n t h e n e x t a r t i c l e he 

r e c o n s i d e r e d ( 3 8 . 3 ) f o r ß ( x ) = a ( x ) , a p p l y i n g h i s own method a s 

b a s e d on t h e e x p o n e n t i a l i n v e r s e o f a ( a r t . 3 0 9 1 . He t h e n c o n 

s i d e r e d e q u a t i o n s o f o r d e r h i g h e r t h a n o n e , s u c h as 

( 3 8.76) ( p " ( x , y ) = a ( x , y ) 

[ a r t . 3 1 1 ] , B a b b a g e ' s e q u a t i o n s ( 26.44) and (26.50) [ a r t . 3 1 9 - 3 2 5 ] 

a n d l a s t l y f u n c t i o n a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , s u c h as (26.54) and 

( 2 5 . 4 9 ) t a r t . 3 2 6 - 3 2 6 ] . 

3.9 De M o r g a n ' s m a t h e m a t i c a l work 1837-1865: c o n n e c t i o n s b e t w e e n 

a l g e b r a a n d t h e c a l c u l i o f f u n c t i o n s and o p e r a t i o n s . 

A c c o r d i n g t o . R . B a l l , De M o r g a n ' s t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f A

 c o n f e r s 
f u n c t i o n s [1836] ^"an i n v e s t i g a t i o n o f t h e p r i n c i p l e s o f sym-

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s r a t h e r t h a n w i t h t h e g e n e r a l t h e o r y o f 

f u n c t i o n s " [ 1 8 8 9 , 1 3 3 ] . I n d e e d , h a r d l y 60 o u t o f t h e 326 a r t i c l e s 

o f h i s [1836] a r e d e v o t e d t o a s t u d y o f f u n d a m e n t a l n o t i o n s , 

t h e i r p r o p e r t i e s and t h e i r s y m b o l i c a l c o n n e c t i o n s . C o n t r a r y t o 

h i s s t a t e m e n t s i n a r t . 1 [ s e e 3 . 5 , ( 2 ) - ( 4 ) ] . De M organ's t r e a t i s e 

was ar'*My c o n c e r n e d w i t h t e c h n i c a 1 a s p e c t s o f t h e so l u t i on o f 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . M o r e o v e r , t h e s e a s p e c t s were t r e a t e d i n a 

most o b s c u r e way f o r r e a s o n s d i s c u s s e d above [ 3 . 5 ; 3 . 6 , ( 1 ) ; 

b o l i c r e a s o n i n g b u t t h e s o l u t i o n o f 
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3 . 7 , ( 6 ) ; 3 . 8 ] . 

I t i s t h u s h a r d l y s u r p r i s i n g t h a t De M o r g a n ' s t r e a t i s e 

p a s s e d v i r t u a l l y u n n o t i c e d by h i s c o n t e m p o r a r i e s [ 3 . 5 ] , O n l y 

J . G r a v e s had a p p a r e n t l y b e e n t h r o u g h i t i n 1836 i n c o n n e c t i o n 

w i t h B abbage's p a r a d o x ( 2 7 . 4 1 ) ( 2 . 7 , ( 1 2 ) ) . F u n c t i o n a l e q u a t i o n s 

e x e r t e d v e r y l i t t l e i n t e r e s t among E n g l i s h a n a l y s t s o f m i d 1 9
t h 

c e n t u r y and none o f De M o r g a n ' s open q u e s t i o n s f o r m e d t h e b a s i s 

f o r " f u t u r e " r e s e a r c h e r s o f h i s t i m e ^ c o n t r a r y t o h i s w i s h e s . I n 

f a c t , up t o B o o l e ' s t e x t b o o k (1860) i t was m a i n l y L a p l a c e ' s 

m e t h o d w h i c h s u r v i v e d , t o g e t h e r w i t h B a b b a g e ' s e l i m i n a t i o n t e c h 

n i q u e [see ( 2 4 . 1 9 ) , ( 2 5 . 2 ) ; 2 . 5 , ( 1 3 ) ] . The o n l y n o v e l t y t o be 

n o t i c e d d u r i n g t h a t t i m e , was G r e g o r y ' s a p p l i c a t i o n o f s y m b o l i e 

m e t h o d s t o l i n e a r f u n c t i o n a l e q u a t i o n s [ s e e 4 . 4 ] . 

I t r e m a i n s t o s e e w h i c h were t h e c o n s e q u e n c e s o f De M o r g a n ' s 

t r e a t i s e i n h i s own w o r k f r o m 1837 o n w a r d s . As we s h a l l s e e , 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s a s s u c h f e a t u r e d i n v e r y few c a s e s ; t h a t i s 

m a i n l y i n c o n n e c t i o n w i t h t h e ca1 c u i u s [ 1 8 4 2 c ] a n d t h e f o u n d a -

t i o n s o f a l g e b r a [ 1 8 4 2 a ; 1 8 4 9 a ]
( l î

. H o w e v e r , we w i l l h a v e t h e o p 

p o r t u n i t y t o r e c o r d s e v e r a l i n s t a n c e s where h i s e a r l y s t u d y o f 

ana 1 o g i e s and 1 i n k s b e t w e e n a r i t h m e t i c , a l g e b r a , f i n i t e — 

d i f f e r e n c e o p e r a t o r s a n d t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s h a d numerous 

e f f e c t s i n h i s l a t e r r e s e a r c h i n a l g e b r a a n d t h e c a l c u i u s o f 

o p e r a t i o n s . I t i s t h r o u g h t h i s a n g l e t h a t we w i l l p r e s e n t a n 

o v e r v i e w o f De M o r g a n ' s m a t h e m a t i c a l work up t o 1 8 6 5 . 

F i r s t o f a l l we w i l l comment upon h i s t e x t b o o k on The d i f 

f e r e n t i a l and i n t e g r a l c a l c u l u s [ 1 8 4 2 c ] , u s e d on numerous o c c a 

s i o n s s o f a r i n t h e t h e s i s a s a s o u r c e o f r e f e r e n c e [ 2 . 2 , ( 1 3 ) ; 

2 . 3 , ( 2 1 ) ; 3 . 1 , ( 2 ) ; 3 . 3 , ( 7 ) ] . I n h i s s t u d y o f t h e s o l u t i o n o f p a r 

t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s . De M o r g a n 

came a c r o s s an e q u a t i o n o f t h e f o r m 

( 39.1) cpx = ux + vxepax, 

w h e r e u,v,a a r e known f u n c t i o n s ( 1 8 4 2 c , 2 2 8 ] . T h i s e q u a t i o n , i n i 

t i a l l y s o l v e d by Babbage as ( 2 5 . 2 1 ) , and c o n s e q u e n t l y t r e a t e d by 

De Morgan i n ( 1 8 3 6 , a r t . 1 3 3 , 1 7 6 ] , was r e s s u m e d i n [ 1 8 4 2 c , 7 2 7 ] 

f o l l o w e d by t h e r e m a r k t h a t 

though our present means of expression h a r d l y enable us t o l a y the 

merest rudiments of what w i l l one day be the c a l c u l u s of f u n c t i o n s , 

yet as much as t h i s i s known, that many such equations can be 

s o l v e d , and t h a t there i s an i n f i n i t e number of s o l u t i o n s i n most 

cases. 
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A b r i e f t h e o r e t i c a l s t u d y o f t h e e q u a t i o n 

( 3 9 . 2 ) l&x = £ x , 

w h e r e Bx a known f u n c t i o n , was d i s p l a y e d a t [1842c,737) f o r Bx 

n o n - p e r i o d i c and p e r i o d i c r e s p e c t i v e l y [ s e e 3.7, ( 1 ) , ( 1 2 ) 3 . T h i s 

s t u d y was p r e c e d e d by t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n " c o n v e r t i b l e " and 

" i n c o v e r t i b l e " i n v e r s e s and b e t w e e n " r e p e a t i n g " and " n o t 

r e p e a t i n g " f u n c t i o n s [ 1 8 4 2 c , 7 3 6 ] . The change o f t e r m i n o l o g y i n 

t h e l a t t e r c a s e was e x p l a i n e d i n a f o o t n o t e " I use t h e w o r d 

r e p e a t i n g . and n o t p e r i o d i c , b e c a u s e I c o n s i d e r t h a t t h e l a t t e r 

t e r m i s w a n t i n g t o e x p r e s s t h e d i f f e r e n c e o f c h a r a c t e r b e t w e e n 

a l g e b r a i c and t r i g o n o m e t r i c a l q u a n t i t i e s " [ 1 8 4 2 c , 7 3 6 ] . 

As we saw i n 3.6-3.8, De M o r g a n b e l i e v e d f i r m l y t h a t a m a t h 

e m a t i c i a n s h o u l d be c a p a b l e o f i n v e n t i n g new t e r m s and s y m b o l s . 

T h i s f r e e d o m he had e x e r t e d i n s e v e r a l c a s e s b u t he was o f t e n i n -

c o s i s t e n t r e n d e r i n g t h e s t u d y o f h i s w o r k d i f f i c u l t . By 1840 he 

was a w a r e o f t h e t e r m i n o l o g y o f b o t h S e r v o i s a n d M u r p h y , b u t i n 

many c a s e s he p r e f e r r e d h i s own f l e x i b l e v o c a b u l a r y . I n h i s a r 

t i c l e on " O p e r a t i o n s " , p u b l i s h e d i n Penny E n c v c l o p e d i a i n 1 8 4 0 , 

he d i s t i n g u i s h e d t h r e e " c h a r a c t e r s o f f u n d a m e n t a l s y m b o l i c a l 

r e 1 a t i o n s o f a l g e b r a " , n a m e l y , t h e " d i s t r i b u t i v e " ( a b s e n t i n 

1 8 3 6 ] , t h e " c o m m u t a t i v e o r c o n v e r t i b l e " , and t h e " d e p r e s s i b l e " ; 

by t h e l a t t e r he r e f e r r e d t o t h e l a w s 

( 3 9 . 3 ) a
m

d
n

 = a
m

*
n

, ( a
m

)
n

 = a
mn 

[ 1 8 4 0 , 4 4 4 ] . 

De M o r g a n i n c l u d e d i n h i s [ 1 8 4 2 c ] a summary o f G r e g o r y ' s 

r e c e n t work i n l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s and an a c c o u n t o f 

t h e s y m b o l i c s o l u t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n . M o r e o v e r , he 

i n c l u d e d t h e b a s i c t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s and r e -

1 a t e d t o p i c s , s u c h as A r b o g a s t
1

s d e r i v a t i o n s and Lap 1 a c e ' s g e n e r 

a t i n g f u n c t i o n s '
2

' . T h u s , h i s book f o l l o w e d L a g r a n g e ' s 

c o u r s e o f a l g e b r a i c c a l c u l u s . H o w e v e r , w h i l e a v o i d i n g C a u c h y ' s 

name a n d n o t a t i o n , he g a v e a n e l e m e n t a r y e x p o s i t i o n o f C a u c h y
1

s 

t h e o r y o f l i m i t s [ 3 . 1 , ( 2 ) ; R i c h a r d s 1 9 8 7 , 2 4 - 2 5 ] . 

J . P . H i g m a n was p a r t i c u l a r l y s t r u c k by De M o r g a n ' s e l e m e n t a r y 

i l l u s t r a t i o n s o f t h e d o c t r i n e o f l i m i t s , h o l d i n g t h a t t h e b e s t 

t r e a t i s e on t h e s u b j e c t w r i t t e n p r i o r t o [ 1 8 4 2 c ] was W a l l a c e ' s 

" F l u x i o n s " i n 1815 [ s e e 2.2, ( 5 ) , and (4) b e l o w ] . Higman, a mem

b e r o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y [ E n r o s 1 9 8 3 , 3 3 ] , h a d p r o d u c e d h i m 

s e l f a t e x t b o o k on t h e c a l c u l u s , i n c l u d i n g l i m i t s [ s e e Higman 
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1825; 3 . 2 ] . I n a l e t t e r o f h i s t o De M o r g a n i n 5.5.1847 we r e a d 

t h a t t h e l a t t e r was h i s " f a v o u r i t e p u p i l i n t h e l e c t u r e room a t 

T r i n i t y "
t 3 ï

. A y e a r l a t e r Higman w r o t e t o t h a n k De Morgan f o r 

h a v i n g s e n t h i m F o r m a l l o g i c [ 1 8 4 7 b ] . W i t h t h i s o p p o r t u n i t y he 

p r a i s e d t h e l a t t e r ' " s t e x t b o o k by s a y i n g : 

But although I have not had time t o devote t h a t a t t e n t i o n t o your 

work on L o g i c which the profound nature of the s u b j e c t [.-•-] 

r e q u i r e s , y e t I have been reading again and again your work on the 

D i f f
1

 C a l c u l u s [1842c], which appears t o me t o be beyond a l l com

parison the most profound and p h i l o s o p h i c a l t r e a t i s e t h a t has ap

peared upon the s u b j e c t . [ . . . . ] . I got o v e r from Cambridge, the 

works of Coumot, Navier, ..., Moigno, and w i t h the exception of 

the l a s t which appeared t o me very v a l u a b l e as c o n t a i n i n g the l e c 

t u res of Cauchy, they would not bear t o be placed i n comparison 

with yours. As f o r the Cambridge works on the s u b j e c t which are 

very numerous, they appear t o me u t t e r l y w o r t h l e s s
C 4 Î

. 

Higman w o u l d h a v e a l s o a d m i r e d De M o r g a n ' s [ 1 8 3 6 ] ^ b u t t h e r e 

i s no e v i d e n c e i n h i s l e t t e r s t h a t he h a d r e a d i t . I n f a c t . De 

M o r g a n r e g a r d e d l i m i t s a s p a r t o f a l g e b r a . W h i l e d i s c u s s i n g a n 

i m p o s s i b l e c a s e i n [ 1 8 3 6 , a r t . 5 3 ] , he c l a i m e d t h a t i t s u f f i c e d t o 

f i n d a l i m i t o f a n u n d e f i n e d f u n c t i o n "upon p r i n c i p l e s a d o p t e d i n 

A l g e b r a " , a d d i n g i n a f o o t n o t e : 

By A l g e b r a , we mean a l s o the theory of l i m i t s : we c o n s i d e r that 

common A r i t h m e t i c introduces the theory o f l i m i t s i n such expres

sions as >[2; nor can we f i n d a meaning f o r the equation <8=2>f2, 

without e i t h e r the theory of l i m i t s o r geometry. We assume, the r e 

f o r e , the former as a part of A l g e b r a
t s >

. 

A l g e b r a was t h e g r o u n d f o r many o f De M o r g a n ' s i n q u i r i e s . We 

n o t i c e d i n 3.6-3.7 v a r i o u s c o n n e c t i o n s p e r c e i v e d by h i m i n [ 1 8 3 6 ] 

b e t w e e n a l g e b r a a n d t h e c a l c u l i o f o p e r a t i o n s a n d f u n c t i o n s . L e t 

us s e e now what e l s e he was t o s a y on t h i s m a t t e r . H i s f i r s t i m 

p o r t a n t s t a t e m e n t s , e c h o i n g s t r o n g l y o f h i s [ 1 8 3 6 ] , a r e t o be 

f o u n d i n h i s a r t i c l e on " C p e r a t i o n s " [ 1 8 4 0 ] c i t e d a b o v e . I n o r d e r 

t o e s t a b l i s h i n e l e m e n t a r y t e r m s t h e m e t h o d o f s e p a r a t i o n o f sym

b o l s , he p r e s e n t e d T a y l o r ' s t h e o r e m i n t h e f o r m 

1 1 
(39.4) A(px = D(px + -D

2

<px + D
3

cpx + ... 
2 2.3 
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r e m a r k i n g t h a t i f we c o n s i d e r A , D as s y m b o l s o f q u a n t i t y , we 

c o u l d d i v i d e by tpx and o b t a i n 

1 1 

(39.5) A = D + -D
2

 + D
3

 + ... - e
D

- l 
2 2.3 

( 1 8 4 0 . 4 9 2 ] . 

He t h e n d r e w a b i z a r r e a n a l o g y b e t w e e n t h e a r i t h m e t i c o f 

n é g a t i v e numbers and t h e c a l c u l u s ^ o p e r a t i o n s . " L e t two p e r s o n s be 

r e q u i r e d " , he w r o t e , " t h e one t o t a k e f o u r p e b b l e s o u t o f t h r e e , 

and t h e o t h e r t o s u b t r a c t a u n i t f r o m ( n o t t h e d i f f e r e n t i a l c o e f 

f i c i e n t o f (px, b u t ) t h e d i r e c t i o n t o t a k e t h e d i f f e r e n t i a l c o e f 

f i c i e n t o f <px [ e
D

- l o r d/dx - 1 ] , and i t c o u l d h a r d l y be s a i d t h a t 

t h e f i r s t h a d a more h o p e l e s s t a s k t h a n t h e s e c o n d " [ 1 8 4 0 , 4 4 2 ) . 

T h i s e x a m p l e was g i v e n s o as t o j u s t i f y h i s c l a i m t h a t i f mathe-

m a t i c i a n s h a d g i v e n t o o p é r a t i o n s a s o r t o f e x i s t e n c e a s q u a n -

t i t i e s , t h e n t h e c o m p l i c a t i o n s i n v o l v e d i n t h e e a r l y c o n c e p t i o n 

o f a n é g a t i v e q u a n t i t y w o u l d h a d been r e s o l v e d . 

To i l l u s t r a t e f u r t h e r t h e v i e w t h a t a r i t h m e t i c c a n be c o n -

s i d e r e d "as a s c i e n c e o f o p é r a t i o n s upon one s i n g l e m a g n i t u d e , 

t h e u n i t " , he r e a s o n e d as f o l l o w s : " I f we a l w a y s e x p r e s s t h e u n i t 

by I , we may, i f we p l e a s e , c o n s i d e r 2 n o t a s I + I , b u t as t h e 

d i r e c t i o n t o p e r f o r m upon I t h e o p é r a t i o n I + I ; s o t h a t 2 b e i n g 

m e r e l y a d i r e c t i o n what t o d o , 21 may r e p r e s e n t t h e r e s u i t o f s o 

d o i n g " . A r r i v i n g n e x t a t t h e é q u a t i o n 

(39.6) 3 x ( 2 I ) = 61 

he c l a i m e d t h a t " i f we t h r o w away I " we h a v e 

(39.7) 3x2 = 6, 

"an e x p r e s s i o n o f é q u i v a l e n c e o f o p é r a t i o n s " d e d u c e d f r o m (39.6) 

on l i n e s a n a l o g o u s t o t h e d é d u c t i o n o f (39.5) f r o m (39.4) by 

t h r o w i n g away (px [ 1 8 4 0 , 4 4 3 ] . 

T h i s mode o f r e a s o n i n g i s b u t a more s o p h i s t i c a t e d r e p r o d u c 

t i o n o f t h a t d i s p l a y e d i n [ 1 8 3 6 , a r t . 5 , 12; ( 3 6 . 1 ) , ( 3 6 . 6 ) ] where 

he had c a i l e d t h e s y m b o l s o f a l g e b r a a s s y m b o l s o f o p é r a t i o n . 

M o r e o v e r , t h e h e u r i s t i c e x a m p l e w i t h t h e p e b b l e s , s e r v e d o n c e 

mo're as a j u s t i f i c a t i o n f o r t h e c l a i m t h a t a r i t h m e t i c i s t h e o n l y 

" t r u e d e m o n s t r a b l e r o o t o f human k n o w l e d g e " [ s e e 3 . 6 , ( 5 } ] . B e f o r e 

we s w i t c h f r o m t h e n o t i o n o f a r i t h m e t i c a s a c a l c u l u s o f o p é r a 

t i o n s , we c i t e a r e l e v a n t p a s s a g e f r o m some m a n u s c r i p t s on t h e 

c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s w r i t t e n i n 1854: 

The c a l c u l u s of opérations i s a system of s i g n i f i c a n t a l g e b r a . i n 
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which the l e t t e r s s i g n i f y , not q u a n t i t i e s but operations performed 

on q u a n t i t y : and not any oper a t i o n s , but c e r t a i n operations proper 

f o r the purpose [ . . . ] . The idea o f t h i s c a l c u l u s i s not so f a r 

removed from ordinary notions as a beginner might imagine. Even 

common a r i t h m e t i c may e a s i l y be made a c a l c u l u s of o p e r a t i o n s . I f I 

be the a c t u a l o b j e c t i v e u n i t , then 2 s i g n i f i e s the o p e r a t i o n of 

j o i n i n g I and I , and t h i n k i n g of them as j o i n e d , 5 s i g n i f i e s the 

op e r a t i o n of j o i n i n g 1,1,... and 1 s i g n i f i e s the no-operation of 

l e t t i n g what there i s a l o n e
t e )

. 

We t h u s have a c a s e where De M o r g a n ' s i n t r o d u c t i o n o f a c e r 

t a i n mode o f r e a s o n i n g i n 1836 r e m a i n e d u n c h a n g e d t w e n t y y e a r s 

l a t e r . I n [ 1 8 4 0 , 4 4 2 - 3 ] , he commented upon t h e i n s u f f i c i e n t 

d e m o n s t r a t i o n s o f t h e t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s b y 

F r e n c h a n a l y s t s , h o l d i n g t h a t i t was S e r v o i s who made a " s e p a r a t e 

s p e c i e s o f c a l c u l u s o f f u n c t i o n s " o u t o f t h e p r o p e r t i e s o f 

" s e p a r a b l e " o p e r a t i o n s . The l a s t i m p o r t a n t s t e p was a t t r i b u t e d t o 

P e a c o c k [1830] d e s p i t e h i s " i ^ M ' A ' t t o m e n t i o n t h e c a l c u l u s o f 

o p e r a t i o n s . P e a c o c k , he c l a i m e d , l a i d down t h e p r i n c i p l e s a c c o r d 

i n g t o w h i c h " t h e t h e o r y o f s e p a r a t i o n " i s n o t a c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s f o u n d e d on a l g e b r a , b u t " a l g e b r a i t s e l f " [ 1 8 4 0 , 4 4 3 ] . 

I n s t a n c e s f r o m De M o r g a n ' s e n q u i r i e s a n d v i e w s o n t h e c a l 

c u l i o f o p e r a t i o n s and f u n c t i o n s a r e a l s o f o u n d i n h i s p a p e r s o n 

t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a c o n t r i b u t e d t o t h e C a m b r i d g e 

P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s f r o m 1839 up t o 1844, c i t e d a c c o r d i n g 

t o t h e i r d a t e o f p u b l i c a t i o n a s [ 1 8 4 2 a , b ; 1 8 4 9 a , b ] . T h e s e f o u r 

p a p e r s , s t u d i e d c u r s o r i l y by r e c e n t h i s t o r i a n s , d e a l m a i n l y w i t h 

t h e l a w s a c c o r d i n g t o w h i c h t h e o p e r a t i o n s A+B, AB a n d A
B

 a r e 

d e f i n e d ; w h i l e [1849a] d e a l s w i t h a c o n s i d e r a t i o n o f A
B

 f o r com

p l e x numbers A,B, [1849b] i s d e v o t e d t o " T r i p l e a l g e b r a " on l i n e s 

s i m i l a r t o H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s . T a k i n g f o r g r a n t e d a l l t h e 

r e c e n t s t u d i e s on t h e s e p a p e r s * "
7

' , we f o c u s on t h e f i r s t a n d 

t h i r d o f them s o a s t o p i c k up a f e w s c a t t e r e d i n s t a n c e s w h i c h 

show e x p l i c i t i n f l u e n c e s f r o m h i s e a r l y w o r k . 

De M o r g a n ' s d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h e " a r t " and " s c i e n c e " o f 

a l g e b r a d a t e s
A
1 8 3 5 [ s e e 3 . 4 , ( 1 3 ) J . I n f a c t , t h e same d i s t i n c t i o n 

a p p e a r e d i n h i s [ 1 8 3 0 , 1 3 ; s e e 3.5 b e f o r e ( 8 ) ] i n c o n n e c t i o n w i t h 

a r i t h m e t i c . He d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n " t e c h n i c a l " a n d " l o g i c a l " 

a l g e b r a ; t h e f o r m e r a s c o n c e r n e d w i t h " t h e a r t o f u s i n g s y m b o l s 

u n d e r r e g u l a t i o n " , t h e l a t t e r w i t h t h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e 
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" s y m b o l i c r e s u l t s " i n [ 1 8 4 2 a , 1 7 3 ] . A t t r i b u t i n g t h i s d i s t i n c t i o n 

t o P e a c o c k , he p r e f e r r e d t h e t e r m " t e c h n i c a 1 " t o P e a c o c k ' s 

" s y m b o l i c a l " on t h e g r o u n d s t h a t t h e l a t t e r "does n o t d i s t i n g u i s h 

t h e u s e o f s y m b o l s f r o m t h e e x p l a n a t i o n o f s y m b o l s " 

[ 1 8 4 2 a , 1 7 7 , f n ] . We t h u s d i s c e r n b e t w e e n a s y m b o l b e i n g " d e f i n e d " 

a n d a s y m b o l b e i n g " e x p l a i n e d " [ 1 8 4 2 a , 1 7 4 ] . T h i s d u a l c h a r a c t e r 

o f a l g e b r a i c s y m b o l s c o r r e s p o n d s t o what g r a d u a i l y came t o be 

c a l l e d by De Morgan as t h e " f o r m - m a t t e r " d i s t i n c t i o n [ s e e ( 3 5 . 1 ) ; 

and ( 6 ) b e l o w ] . 

The c o n t e n t o f [1842a] i s p a r t i c u l a r l y i 1 1 - a r r a n g e d . D r a w i n g 

f i r s t f r o m h i s [1836] and some q u e e r i n s t a n c e s f r o m t h e c a l c u l u s 

o f o p é r a t i o n s . De M o r g a n commented upon a d d i t i o n , t h e s y m b o l >f-l 

and i n v e r s e o p é r a t i o n s [ 1 8 4 2 a , 1 7 7 - 1 8 2 ] . The r e s t o f t h e p a p e r 

d e a l s o n c e more w i t h t h e same i s s u e s , t h i s t i m e w i t h i n t h e c o n -

t e x t o f P e a c o c k ' s [ 1 8 3 0 ] . A s s u m i n g a s y m b o l ß s u c h t h a t 

( 39.8) a + bÏÏ = a i + b i ß > a * a i , b = b i , 

he c l a i m e d t h a t "no d e f i n i t e s y m b o l o f o r d i n a r y a l g e b r a w i l l f u i -

f i l t h i s c o n d i t i o n " . He r e m a r k e d t h a t i n p a s s i n g f r o m x t o - x by 

two o p é r a t i o n s , we make u s e i n o r d i n a r y a l g e b r a o f one p a r t i c u l a r 

s o l u t i o n o f 

( 3 9 . 9 ) (p
2

x - -x , 

n a m e i y o f 

( 3 9 . 1 0 ) <px = J - l x . 

He f u r t h e r showed t h a t i f nx i s a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f 

(39 .11 ) (p
2

x = a x , 

a a known f u n c t i o n , t h e n a g ê n e r a i s o l u t i o n o f ( 3 9 . 1 1 ) i s 

( 3 9 . 1 2 ) f n f ~
1

x , 

w h e r e f i s a r b i t r a r y b u t c o n v e r t i b l e w i t h a [ 1 8 4 2 a , 1 7 7 ] . 

T h u s , i f f an a r b i t r a r y f u n c t i o n w h i c h o b e y s t h e p r o p e r t y 

( 3 9 . 1 3 ) f ( - x ) = - f x , 

a g ê n e r a i s o l u t i o n o f ( 3 9 . 9 ) i s 

( 3 9 . 1 4 ) f ( ( - 1 )
1 / 2

f -
1

x ) . 

W i t h o u t r e f e r r i n g t o B a b b a g e ' s t r a n s f o r m ( 3 9 . 1 2 ) , o r t o h i s 

[ 1 8 3 6 ] , he a d d e d : " w i t h o u r v e r y l i m i t e d k n o w l e d g e o f t h e l a w s o f 

i n v e r s i o n , no s o l u t i o n w h i c h we c a n now e x p r e s s i n f i n i t e t e r m s 

w i l l a f f o r d any h e l p . Our means o f e x p r e s s i o n must be a u g m e n t e d 

b e f o r e we c a n hope t o o v e r c o m e . t h i s d i f f i c u l t y " [ 1 8 4 2 a , 1 7 7 ] . 

He n e x t l e t 0 s t a n d f o r t h e s t a t e w here "we h a v e no o b j e c t 

u n d e r o u r p e r c e p t i o n " and 1 f o r t h e f i r s t m a g n i t u d e u n d e r 

c o n s i d é r a t i o n ; t h u s , t h e " o p é r a t i o n f r o m one s t a t e t o t h e o t h e r " 
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i s d e n o t e d by 0+1. He t h u s v i e w e d a d d i t i o n a s " c o n n e c t e d w i t h t h e 

s y m b o l 0", c a l l ï n g i t a n d s u b t r a c t i o n r e s p e c t i v e l y t h e " d i r e c t " 

a n d " i n v e r s e z é r o p r o c e s s " , w h i l e , m u l t i p l i c a t i o n a n d d i v i s i o n 

"ivTight be c a l l e d t h e d i r e c t and i n v e r s e u n i t p r o c e s s e s " { 1 8 4 2 a , 

178-180]-. A t a f o o t n o t e a t page 179, he r e f e r r e d t o ( 1 8 3 6 , 

a r t . 1 2 , 1 3 , 17] w h e r e one c a n f i n d "some a n a l o g i e s C o n n e c t i n g 

s i m p l e a d d i t i o n w i t h zéro, a n d m u l t i p l i c a t i o n w i t h unity" [ s e e 

( 3 6 . 6 ) - ( 3 6 . 7 ) ] . F u r t h e r , i f we h a v e a r i g h t " t o assume a c l e a r 

c o n c e p t i o n " o f t h e d i r e c t - i n v e r s e d i s t i n c t i o n , " i t i s in t h e com-

p a r i s o n o f a d d i t i o n w i t h s u b t r a c t i o n , and o f m u l t i p l i c a t i o n w i t h 

d i v i s i o n " . B u t . he r e m a r k e d t h a t a+x, a-x a r e i n v e r s e f u n c t i o n s 

o n l y w i t h r e s p e c t t o a , and s i m i l a r l y ax and a+x. "When we corne 

t o t h e s y m b o l x
n

[ 1 8 4 9 a ] , t h e n , a n d t h e n o n l y do we b e g i n t o 

d e s c r i b e i n v e r s i o n c o r r e c t l y : f o r we u s u a l l y c o n s i d e r t h i s a s a 

f u n c t i o n o f x a n d n o t o f n , when we a s s e r t x
l /

" t o be t h e 

i n v e r s e " ( 1 8 4 2 a , 1 8 0 ] . 

A i l t h è s e i n s t a n c e s , e x p l i c i t l y drawn f r o m h i s s t u d y o f t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s , a r e n o t g i v e n a t t e n t i o n by r é c e n t h i s -

t o r i a n s . On s i m i l a r l i n e s , t h e e x a m p l e s drawn b e l o w f r o m t h e c a l 

c u l u s o f o p é r a t i o n s a r e a l s o o m i t t e d . I n a f a r f r o m lucid way. De 

M o r g a n t r i e d t o e x p l a i n t e c h n i c a l a l g e b r a v i a t h e m e t h o d o f 

s é p a r a t i o n o f s y m b o l s d r a w i n g an a n a l o g y b e t w e e n 0,+,- a n d 

cp(x--oh), X a n d A r e s p e c t i v e l y [ 1 8 4 2 a , 180-1 ] . A n o t h e r a n a l o g y 

was d i s p l a y e d b e t w e e n 0, 0+1, 0+1+1, and "a new p r o g r e s s i o n of 

o p é r a t i o n s " . S?°, ^ \ V
 3

. . ., " i n w h i c h t h e z é r o and i t s p r o c e s s e s 

r e m a i n s u b j e c t t o t h e u s u a l d é f i n i t i o n s " ; i n t h i s c a s e " n o t h i n g 

p r e v e n t s us f r o m s u p p o s i n g t h a t t h e p r e s c r i b e d d é f i n i t i o n s o f t h e 

u n i t p r o c e s s may r e m a i n t r u e i f \7°be made t h e unit, V a being 
d e r i v e d f r o m ^ by t h e same t r a i n o f o p é r a t i o n s as ^7 f r o m V ° , 

a n d s o o n " [ 1 8 4 2 a , 1 8 1 ] . 

I t i s a b o v e a i l p e c u l i a r t o De M o r g a n , among E n g l i s h a l -

g e b r a i s t s o f t h a t time, t o c o r r e l a t e i n a i l p o s s i b l e ways f u n 

d a m e n t a l n o t i o n s o f d i f f é r e n t b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s a n d t o u s e 

any a n a l o g i e s p e r c e i v e d s o a s t o d e l v e i n t o t h e n a t u r e o f t h e 

s p e c i f i c n o t i o n u n d e r c o n s i d é r a t i o n . I n h i s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

[ 1 8 3 6 ] i t was a l g e b r a w h i c h s e r v e d more o r i e s s a s t h e s c i e n c e o f 

s u g g e s t i o n . Now, i n h i s s t u d y o f t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a he 

d r a w s o n f u n c t i o n a l a n d O p e r a t o r n o t i o n s a n d p r o p e r t i e s . The sym-

bolVabove was a p p a r e n t l y b o r r o w e d f r o m L a p l a c e o r H e r s c h e l [ 1 . 6 , 

( 2 ) ; ( 2 3 . 1 4 ) ] . I n f a c t , he h a d i n t r o d u c e d i t a s an O p e r a t o r i n 
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[ 1 8 3 6 , a r t . 2 1 ) i n c o n n e c t i o n w i t h t h e s o - c a l l e d " C a l c u l u s o f 

R a t i o s " <
e

> . 

The c l i m a x o f h i s t e n d e n c y t o l i n k f u n c t i o n a l w i t h a l g e b r a i c 

n o t i o n s i s t o be f o u n d i n t h e end o f h i s t h i r d p a p e r [ 1 8 4 9 a ] . 

H a v i n g i l l u s t r a t e d t h e g e n e r a l m e a n i n g o f A
B

, when A, B were com-

p l e x n u m b e r s , he commented upon t h e p r o c e s s o f i n v e r s i ó n o f an 

a l g e b r a i c o p e r a t i o n . D r a w i n g on t h e f o r m - m a t t e r d i s t i n c t i o n , a s 

p u t f o r w a r d i n [1836] . he w r o t e [ 1 8 4 9 a , 142] : 

But though we are not t o look f o r any new i n e x p l i c a b l e s from A+B, 

AB, o r A
B

, i t should be remembered th a t there i s a sea l e of ascent 

i n the fundamental mode of d e r i v i n g them from one another which 

does stop any-where. A d d i t i o n being obtained, and the general no-

t i o n of o p e r a t i o n , the s o l u t i o n of íp(x+l)=ípx+c g i v e s (px=cx, and i n 

troduces m u l t i p l i c a t i o n . Next íp(x+l)=ccpx g i v e s ípx^c**, and i n t r o 

duces i n v o l u t i o n . But ( p í x + D - c ^ , the s o l u t i o n of which g i v e s the 

next s t e p , g i v e s f o r <px a f u n c t i o n which has not been considered; 

though i t s p a r t i c u l a r cases <pl = a, y>
2

=c
0

, [....] are known. I f ípx 

c o u l d be completely i n v e r t e d , new i n e x p l i c a b l e s might, and perhaps 

would a r i s e , e i t h e r from t h i s or some succeeding c a s e s
c 9 )

. 

B e s i d e s t h e f a c t t h a t he drew h e a v i l y on h i s [1836] i n o r d e r 

t o f o u n d h i s new a r g u m e n t s i n t h e r e a l m s o f t h e f o u n d a t i o n s o f 

a l g e b r a , we a l s o n o t i c e t h a t De Morgan's mode o f r e a s o n i n g i s 

v i r t u a l l y t h e same. H y p o t h e s i s a f t e r h y p o t h e s i s , and w o r d s s u c h 

a s "may" a n d " p r o b a b l y " a r e t o be f o u n d f r e q u e n t l y i n h i s w r i t -

i n g s t o g e t h e r w i t h h i n t s f o r f u t u r e r e . s e a r c h . Any m y s t e r i e s p e r -

c e i v e d he v\oíed o p t i m i s t i c a l l y e x p e c t i n g t h e i r 

r e s o l u t i o n , - t h e t h r e a d o f r e s e a r c h i s t o be t h a t o f h i s t ó r i c a 1 

c o n t i n u i t y . T h i s t e n d e n c y t o b r i n g t o t h e s u r f a c e any o b s c u r e 

p o i n t s i s r a t h e r p a r t o f h i s r o l e a s a t e a c h e r , t h a n a s a r e -

s e a r c h e r . H i s e f f o r t , b a s e d on t h e c e r t a i n t y o f t h e r e s u l t s 

p r o d u c e d s o f a r , l i e s more i n p r e s e n t i n g a u n i f i e d p r e s e n t a t i o n 

o f w h a t h a s been a c h i e v e d i n v a r i o u s b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s 

t h r o u g h a l l p o s s i b l e l i n k s and a n a l o g i e s , t h a n i n f u l l y s t u d y i n g 

a s i n g l e t o p i c and d e v e l o p i t f u r t h e r [ see 3 . 7 , ( 3 ) - ( 5 ) ] . 

When a s t u d e n t . De M o r g a n was i m p r e s s e d by Woodhouse's d i c -

tum " S i n c e i t l e a d s t o t r u t h , i t must have a l o g i c " , a p p l i e d t h e n 

f o r t h e j u s t i f i c a t i o n o f i m a g i n a r y q u a n t i t i e s [ 1 8 6 5 , 1 7 9 ] . T h i s 

d i c t u m , t o g e t h e r w i t h W h e w e l l ' s f a i t h i n h i s t o r i c a l p r o g r e s s [ s e e 

3 . 2 , ( 1 1 ) ; 3 . 4 , ( 7 ) ] l e d De Mo r g a n n o t t o d i s m i s s any i m p o s s i b l e o r 
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i n e x p l i c a b l e e n t i t i e s , a s f o r e x a m p l e i n c o n v e r t i b l e i n v e r s e s , o r 

d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s [ 3 . 6 , ( 4 ) , ( 1 3 ) ; 3 . 7 ] . I n [ 1 8 3 6 , a r t . 1 8 4 ] he 

w r o t e : "Some w r i t e r s h a v e r e j e c t e d d i v e r g e n t s e r i e s , on a c c o u n t 

o f t h e d i f f i c u l t i e s t o w h i c h t h e y a r e s u b j e c t . But we s h a l l e n -

d e a v o u r t o make i t a p p e a r l i k e l y t h a t s e r i e s w h i c h a r e n e v a r 

d i v e r g e n t s h o u l d be much more c a u t i o u s l y u s e d " . T h u s , he d i d n o t 

d i s m i s s any a mbiguous n o t i o n s
í l o >

, b u t t r i e d t o d e l v e i n t o t h e i r 

" l o g i c " a n d t o embrace them a l l i n a u n i q u e s y s t e m whose b a s i s 

was a l g e b r a . 

As we h a d m e n t i o n e d a b o v e , t h e v e r y t h e o r y o f l i m i t s was t o 

be v i e w e d f r o m an a l g e b r a i c a n g l e [ s e e (5) a b o v e ] . I n h i s [ 1 8 6 5 ] 

he s t u d i e d t h e c o n c e p t s o f 0 and O
-3

- o r
 4 0

 i n a s i m i l a r manner a s 

he h a d s t u d i e d i n v e r s e o p e r a t i o n s i n h i s [ 1 8 3 6 ] , He i s once more 

c o n c e r n e d now w i t h a s u i t a b l e e x t e n s i ó n o f t h e s i g n o f e q u a l i t y 

i n a l g e b r a , s o a s t h e new s y s t e m c o u l d embrace t h e n o t i o n o f O
-3

-

a s an outcome o f t h e s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n x + 2
; =

x + l . A l l t h e s e 

e n q u i r i e s , he w r o t e , a r e " s e t o u t , a s w a n t e d , i n a 1 g e b r a i c a 1 

r e a s o n i n g , w h i c h i s o f t e n an a t t e m p t t o s n a t c h a f e a r f u l e x p l a n a -

t i o n , a s i f t h e w r i t e r w ere a f r a i d o f a r e p r o v i n g v o i c e i n t h e 

w i n d " [ 1 8 6 5 , 1 8 8 ] . 

The c r o w n o f De M o r g a n ' s i n q u i r i e s i n a l g e b r a was h i s 

T r i q o n o m e t r y and d o u b l e a l g e b r a [ 1 8 4 9 c ] , The t e r m s " s i n g l e " a n d 

" d o u b l e " a l g e b r a a p p l i e d r e s p e c t i v e l y t o a s t u d y o f a l g e b r a 

w i t h o u t t h e u s e o f a n g l e s , a n d t o a s t u d y w h i c h i n v o l v e d t h i s n o 

t i o n [ 1 8 4 9 b . 2 5 4 ] . I n h i s book [ 1 8 4 9 c ] " d o u b l e a l g e b r a " s t o o d a s 

a n e q u i v a l e n t t o s y m b o l i c o r t e c h n i c a l a l g e b r a [ 1 8 4 9 c , 8 9 ] . Some 

p a s s a g e s e c h o C o n d i l l a c ' s e p i s t e m o l o g y , w h i l e o t h e r $ g i v e 

e v i d e n c e o f h i s o u t m o s t c o n c e r n w i t h t h e i n t r i c a t e m a t t e r o f i n 

v e r s i ó n . 

Language i t s e l f i s a science of symbols (namely, words) having 

meanings (which are described i n the d i c t i o n a r y , by words of the 

same or other language) and r u l e s of combination ( l a i d down i n i t s 

grammar)
< 1 1 >

. 

F u r t h e r b e l o w we r e a d [ 1 8 4 9 c , 9 3 , f n ] : 

Most inverse questions lead to m u l t i p l i c i t y of answers. But the 

student does not f u l l y expect t h i s when he asks an i n v e r s e ques-

t i o n , unless he be f a m i l i a r w i t h the l o g i c a l c h a r a c t e r of the 

predícate of a p r o p o s i t i o n . A always g i v e s B: what g i v e s B? answer, 

A always, and, f o r aught th a t appears, many other t h i n g s . 

T h i s i n s t a n c e r e i n f o r c e s h i s e a r l i e r a r g u m e n t s on t h a t l o g i c 
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s h o u l d be t a u g h t t o s t u d e n t s b e f o r e t h e y a r e a c q u a i n t e d w i t h a d -

v a n c e d m a t h e m a t i c s [ 1 8 3 5 a , 2 9 3 ; 3 . 4 , ( 1 4 ) ] . 

I n h i s [ 1 8 4 9 c , 101-5] he e n c a p s u l a t e d a i l h i s p r e v i o u s i n -

q u i r i e s i n s y m b o l i c a l g e b r a , l a y i n g down 14 l a w s w h i c h e s t a b l i s h 

t h e o p é r a t i o n s A+B, AB, A
B

. I n so d o i n g . De M o r g a n was v e r y c l o s e 

t o f o r m a l l y d e f i n i n g t h e n o t i o n o f f i e l d i n a b s t r a c t m o d e m 

a l g e b r a
Ï 1 2 ï

. E a r l i e r i n t h e book he had c l a i m e d t h a t s y m b o l i c a l 

g e b r a i s an " a p p a r e n t l y u s e l e s s a r t , e x c e p t a s i t may a f t e r w a r d s 

f u r n i s h t h e grammar o f s c i e n c e " [ 1 8 4 9 c , 9 2 - 3 ] . He a d d e d t h a t by 

t h e 14 l a w s o f c o m b i n a t i o n o f a l g e b r a i c s y m b o l s we a r e p r o v i d e d 

w i t h a " s y m b o l i c a l g e b r a w h i c h may h e r e - a f t e r become t h e grammar 

o f a h u n d r e d d i s t i n c t s i g n i f i c a n t a l g e b r a s " [ 1 8 4 9 c , 1 0 1 ] . I n t e r -

p r e t a t a t i o n o f s y m b o l i c a l f o r m s was a m a t t e r t h a t c o n c e r n e d h i m 

more t h a n t h e mere e s t a b l i s h m e n t o f r e l a t i o n s b e t w e e n s u c h f o r m s . 

I n t h e 1860's he h e l d t h a t a l g e b r a was n o t t o be c o n s i d e r e d a s 

" s a t i s f a c t o r i l y e s t a b l i s h e d u n t i 1 e v e r y s y m b o l i c c h a n g e h a s i t s 

i n t e r p r é t a t i o n " [ 1 8 6 5 , 1 7 1 ] . 

H i s i n t e r e s t i n a s s i g n i n g s u i t a b l e i n t e r p r é t a t i o n s t o m a t h e -

m a t i c a l s y m b o l s i s p a r t i c u l a r l y a p p a r e n t i n h i s b r i e f i n q u i r i e s 

i n t o t h e n a t u r e o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s i n t h e 1 8 5 0 ' s . I n 

t h e m a n u s c r i p t s q u o t e d a b o v e i n ( 6 ) , he d i s c u s s e d t h e s y m b o l 

E, where E s t o o d f o r t h e f o r w a r d d i f f é r e n c e o p e r a t o r . He h e l d 

t h a t " o u r v i e w o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s c a n o n l y be c o m p a r e d 

t o s u c h a v i e w o f a l g e b r a " a s we t a k e i n a r i t h m e t i c b e f o r e t h e 

a c c e p t a n c e o f n é g a t i v e n u m b e r s . "We c a n h a r d l y p r é t e n d , w i t h 

s a f e t y t o u s e any f r a c t i o n a l i n d i c e s o f o p é r a t i o n , t h o u g h we may 

p u t them on t r i a l i n a c a s e o r t w o " . He n e x t r e f e r r e d t o h i s 

[ 1 8 4 9 c , 101-3] f o r t h e r u l e s o f common a l g e b r a , r e m a r k i n g t h a t E 

i s d i s t r i b u t i v e , and c o m m u t a t i v e w i t h c o n s t a n t s , a d d i n g . h o w e v e r , 

t h a t some "compound s y m b o l s " , s u c h as l o g E o r e
E

, do n o t a d m i t o f 

i m m é d i a t e i n t e r p r é t a t i o n . He n e x t a p p e a l e d t o h i s f u n c t i o n a l i n 

q u i r i e s r e a s o n i n g as f o l l o w s . -

I n order t o understand the p o s s i b i l i t y of i n t r o d u c i n g such symbols, 

we must remember that a i l the leading combinations of algebra have 

what we may c a l l t h e i r f u n c t i o n a l définition, t h a t i s , each com

b i n a t i o n may be d e f i n e d by a f u n c t i o n a l property which belongs t o 

t h a t combination and t o 40 o t h e r s . Ihus we know tha t (p(x+y)=<px.(py 

cannot be t r u e independent of x and y unless ^ ( x j ^ a ^ f . . .] . Now, i f 

i n s t e a d of i n d i c a t i n g by cp a process of créâting new v a l u e by 

o p e r a t i n g upon value, we could i n d i c a t e a process of c r e a t i n g new 
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modus of operation by o p e r a t i n g upon operations, and i f A.B, being 

any operations and AB: compound, <p(AB) : new operation e q u i v a l e n t t o 

tpA-KpB, then, i f tpe=l we might [have] cpA=logA. We cannot however, up 

t o t h i s time, a r r i v e a t any notions of operation s u f f i c i e n t l y 

general t o make the proceeding of any use i n demonstration
( 1 3

' . 

The same mode o f r e a s o n i n g . a s b a s e d on f u n c t i o n a l d e f i n i 

t i o n s and p r o p e r t i e s , was t o a p p e a r i n h i s p a p e r s on t h e s y l 

l o g i s m i n t h e 185Q's. A l l t h e i s s u e s l i s t e d i n ( 3 5 . 1 ) w e r e t o be 

a p p l i e d i n h i s g r a d u a l s t u d y o f t h e a b s t r a c t c o p u l a a n d o f t h e 

c a l c u l u s o f r e l a t i o n s ; among them t h e f o r m - m a t t e r i s s u e s t u d i e d 

i n 3.6. A n o t h e r i n s t a n c e o f i t a p p e a r e d i n h i s ( 1 8 4 9 a , 1 4 2 ; s e e 

( 9 ) ] b u t a s a t e r m i t i s f o u n d as s u c h i n h i s p h i l o s o p h i c a l p a p e r 

o n i n f i n i t y [ 1 8 6 5 1 . T h i s p a p e r d r a w s h e a v i l y on De M o r g a n ' s l o g i 

c a l s t u d i e s and a t c e r t a i n i n s t a n c e s r e m i n d s u s o f B o o l e ' s s t u d y 

o f i n f i n i t y i n h i s Laws o f t h o u g h t [ 1 8 5 4 1 <
l 4

> . 

We c o n c l u d e o u r o v e r v i e w o f De Morgan's l a t e m a t h e m a t i c a l 

w o r k w i t h few p a s s a g e s f r o m h i s p a p e r on i n f i n i t y w h e r e we s e e 

h i s more m a t u r e v i e w s on t h e t o p i c s d i s c u s s e d s o f a r i n 3 . 4 - 3 . 9 . 

A c t u a l l y h i s v i e w s r e m a i n t h e same, o n l y now t h e y a r e c l o t h e d i n 

a more p h i l o s o p h i c a l l a n g u a g e , an outcome o f h i s s t u d y o f l o g i c 

i n t h e 1 8 5 0 ' s . I n [ 1 8 6 5 , 169] we r e a d : 

Those who have s e i z e d the s p i r i t of the r e l a t i o n between the 

d i f f e r e n t forms of a l g e b r a , the ascent from a r i t h m e t i c t o s i n g l e 

and thence t o double a l g e b r a , and t o such t r i p l e a l g e b r a as has 

been g i v e n , the divergence t o the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s , the a l 

gebra d i v e s t e d of some of i t s laws which has been made an e x t e n s i o n 

of the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s , and the method of qu a t e r n i o n s , seek 

f o r i l l u s t r a t i o n of d i f f i c u l t i e s by a l l o w i n g the formal s c i e n c e t o 

remain untouched, and l o o k i n g f o r other matter of meaning t o the 

symbols, under which a l l the r e l a t i o n s of form s h a l l be preserved. 

Algebra i s a deduction of complex r e l a t i o n s from simple r e l a t i o n s , 

i n which the meaning of the complex i s derived from that of the 

simple, but the meaning of the simple requires m a t e r i a l i n t r o d u c 

t i o n , and cannot be deduced from the form i t s e l f . Set a person t o 

i n t e r p r e t the h i e r o g l y p h i c A+B=B+A, t e l l i n g him no more than t h a t = 

i s a s i g n of sameness, and he may come out s u c c e s s f u l by a t t r i b u t 

i n g t o + r e p r e s e n t a t i o n of any c o n v e r t i b l e r e l a t i o n whatever; as 

that A cannot walk s i d e by s i d e with B unless B walk s i d e by 3ide 

w i t h A. The fundamental forms of a r i t h m e t i c and a l g e b r a are so few. 
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t h a t no doubt many systems of meaning are capable of g i v i n g l i f e t o 

t h e m
t l O Ï

. 

A p a r a l l e l i s m b e t w e e n a l g e b r a and l o g i c , f o l l o w e d by c e r t a i n 

p e d a g o g i c a 1 v i e w s on a l g e b r a , f o r m t h e cone l u d i ng s e c t i o n o f h i s 

p a p e r on i n f i n i t y . R a i s i n g t h e s u b j e c t o f t h e n e g l e c t o f p u r e 

l o g i c by m a t h e m a t i c i a n s , he w r o t e : 

I know of no mathematical w r i t i n g which more s t r o n g l y i l l u s t r a t e s 

my o p i n i o n s on t h i s p o i n t than the f i r s t e d i t i o n of Dr Peacock's 

A l g e b r a . I t i s founded on the b a s i s of the permanence of e q u i v a l e n t 

forms. "Ibis i s a very near approach t o the a s s e r t i o n t h a t a l g e b r a 

i s , l i k e l o g i c , a formal s c i e n c e : nothing was wanted but an i n t r o 

d u c t i o n and i n c o r p o r a t i o n of that d i s t i n c t i o n between form and mat

t e r which now r u l e s i n the d e f i n i t i o n of pure l o g i c . My mode of 

statement would be th a t algebra ought t o be a formal s c i e n c e : I do 

not maintain t h a t i t i s . I t w i l l become a formal science when a l l 

i t s forms, without e x c e p t i o n , s h a l l be tr u e of every m a t e r i a l i n 

st a n c e , e q u a l l y without e x c e p t i o n *
i e )

. 

He c o n t i n u e d h i s a r g u m e n t s g i v i n g two e x a m p l e s o f i d e n t i t i e s 

w h i c h a r e n o t " p u r e l y f o r m a l " . A l g e b r a , he h e l d , i s n o t a f o r m a l 

s c i e n c e u n t i l " t h e s y m b o l s a r e s o u n d e r s t o o d t h a t 2x = x g i v e s 

2 = 1". T h u s t h e " f o r m o f a l g e b r a " 

( 3 9 . 1 5 ) "ab - b n e c e s s i t a t e s a = 1" 

" i s n o t u n i v e r s a l ; i t f a i l s when 6 = 0 " ( 1 8 6 5 , 181; s e e a l s o 

R i c h a r d s 1 9 8 7 , 2 9 - 3 0 ] . 

W i t h t h e s e l a s t c i t a t i o n s f r o m De M o r g a n ' s l a t e m a t h e m a t i c a l 

w o r k 11865] we h a v e a c o m p l e t e - more o r l e s s - v i e w o f h i s w h o l e 

w o r k , f r o m e a r l y i n 1830's up t o e a r l y i n t h e 1 8 6 0 ' s , s t r i c t l y 

t h r o u g h t h o s e o f h i s c o n c e r n s t h a t f o u n d t h e b a s i s o f h i s e s s a y 

on f u n c t i o n s [ 1 8 3 6 ] . As t h e t i m e p a s s e d b y , he l o o k e d upon t h e 

t h e o r i e s o f e m p i r i c a 1 p h i l o s o p h e r s c r i t i c a l l y [ 1 8 6 5 , 160 ] . 

H o w e v e r , h i s m a t h e m a t i c a l p o i n t o f v i e w , r e i n f o r c e d by h i s m a t u r e 

w o r k on l o g i c , r e m a i n e d deep down t h e same. S t r e s s i n g i n h i s own 

p e c u l i a r way t h e o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r o f m a t h e m a t i c a l s y m b o l s , 

he n e v e r c e a s e d t o s e e k f o r a n a l o g i e s b e t w e e n a l g e b r a a n d t h e 

c a l c u l i o f o p e r a t i o n s o f f u n c t i o n s . - . I n d i f f e r e n t p i e c e s o f h i s 

w o r k he t r i e d t o u n i t e t h e s e b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s , l i m i t s a n d 

d i v e r g e n t s e r i e s i n c l u d e d . H i s i n t e r e s t i n t h e p r o p e r s t u d y a n d 

i n s t r u c t i o n o f t h e f o u n d a t i o n o f b o t h a l g e b r a and f u n c t i o n s 
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r e m a i n e d u n c h a n g e d t o g e t h e r w i t h h i s w i d e r e d u c a t i o n a l c o n c e r n s 

[on t h e l a t t e r s e e sorae i n t e r e s t i n g comments i n 1865, 146 f n 1 } . 

I n p r a c t i c e , a l g e b r a became more o f an a r t t h a n a s c i e n c e 

[ R i c h a r d s 1987, 3 0 ] . H o w e v e r , t h r o u g h o u t h i s l i f e De Morgan p e r -

s i s t e d i n d i s c o v e r i n g t h e u n i v e r s a l Interpretation o f a l g e b r a i c 

f o r m s . T h i s t e n d e n c y was i n füll a c c o r d a n c e w i t h t h e V i c t o r i a n 

u n i t a r y v i e w o f t r u t h . A l l t h e i s s u e s d i s c u s s e d s o f a r i n 3.4-3.9 

w i l l be s e e n a p p l i e d i m p i c i t l y o r e x p l i c i t l y i n h i s work i n l o g i c 

p r o d u c e d on p a r a l l e l l i n e s f r o m 1831 up t o t h e 1860's [ 6 . 4 - 6 . 3 ] . 
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C h o p t e r 4 

The d e v e l o p m e n t o f t h e c o l c u l us o f o p é r a t i o n s f r o m Mur-

phy t o B o o l e : 1 837-1845. 

4.1 I n t r o d u c t i o n . 

P h y s i c a l a p p l i c a t i o n s h a d m o t i v a t e d Murphy t o d e l v e i n t o a 

s t u d y o f i n v e r s e d i s t r i b u t i v e o p e r a t o r s [ 1 8 3 3 b ] . As a r e s u i t he 

c o m p o s e d h i s [1837] i n w h i c h he i n c l u d e d a f i r s t s t u d y o f n o n -

c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s . P o o r i n a p p l i c a t i o n s , M u r p h y ' s a b s t r a c t 

a n d g ê n e r a i work g a i n é e ! no i m p a c t up t o t h e e a r l y 1 8 4 0 ' s 

[ 3 . 3 ] , I n d e p e n d e n t l y f r o m M u r p h y , G r e g o r y j u s t i f i e d t h e m e t h o d o f 

s é p a r a t i o n o f s y m b o l s i n 1 8 3 9 , p r o v i d i n g a s y m b o l i c a l m e t h o d f o r 

t h e s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f 

f i c i e n t s on l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d by B r i s s o n a n d F r a n 

ç a i s e a r l i e r i n t h e c e n t u r y [ 1 . 6 ) . The i n q u i r i e s o f G r e g o r y a n d 

M u r p h y f o r m u l a t e d t h e m a i n b a c k g r o u n d f o r B o o l e ' s p a p e r "On a 

g ê n e r a i m e t h o d i n a n a l y s i s " [ 1 8 4 4 ] . The s y m b o l i c a l method i n -

v e n t e d by B o o l e c o u l d b e [ a p p l i e d j n o w l t o é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e 

c o e f f i c i e n t s ^ m a r k i n g t h e b e g i n n i n g o f a new e r a w i t h i n E n g l i s h 

m a t h e m a t i c s . 

T h i s b r i e f h i s t o r i c a l r e v i e w i s a more o r l e s s known 
A 

I n p a r t i c u l a r , B o o l e ' s s i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n s i n t h e e s t a b 

l i s h m e n t o f t h e o p e r a t o r c a l c u l u s w i t h i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

a r e a c k n o w l e d g e d i n o u r d a y s
( 1 )

. H o w e v e r , c e r t a i n i m p o r 

t a n t i s s u e s have b e e n o v e r l o o k e d a n d v e r y l i t t l e i s known i n c o n 

n e c t i o n w i t h t h e a c t u a l t e c h n i q u e s u s e d , o r w i t h t h e é v a l u a t i o n 

o f t h e r e s u l t s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s i n g ê n e r a i . F o c u s i n g h e r e on 

t h e p e r i o d b e t w e e n M u r p h y
1

 s p a p e r [1837] and B o o l e ' s m e t h o d 

[ 1 8 4 4 ] we n o t i c e f i r s t t h a t t h e c o r e o f t h e l a t t e r ' s m e t h o d i s 

t o t a l l y u n f a m i l i a r t o u s
< a

> . M o r e o v e r , h a r d l y a n y a t t e n t i o n h a s 

b e e n p a i d t o t h e a p p l i c a t i o n s o f s y m b o l i c a l methods t o d i f f e r e n 

t i a l é q u a t i o n s , i n d e p e n d e n t l y f r o m M u r p h y ' s and G r e g o r y
1

 s t h e o r y , 

f r o m 1837 up t o 1 8 4 3 . T h è s e a p p l i c a t i o n s f o r m a l s o p a r t o f 

B o o l e ' s b a c k g r o u n d and c a n n o t be i g n o r e d . 

I n g ê n e r a i we d i s t i n g u i s h b e t w e e n two p a r a i l e l a n d i n d e p e n -

d e n t l i n e s o f r e s e a r c h w h i c h b r o u g h t a s a r e s u i t B o o l e ' s s o p h i s -

t i c a t e d s y m b o l i c a l a p p r o a c h . On one hand we have t h e t h e o r e t i c a l 
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s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f O p e r a t i o n s f r o m B r i n k l e y and H ö r s c h e l u p 

t o M u r p h y and G r e g o r y t o g e t h e r w i t h t h e l a t t e r ' s method f o r é q u a 

t i o n s w i t h l i n e a r c o e f f i c i e n t s . T h i s t h e o r e t i c a l a p p r o a c h c a n b e 

s e e n b r i e f l y a s an a t t e m p t t o i m p r o v e o v e r t h e w o r k o f F r e n c h a l -

g e b r a i s t s a n d t o r e n d e r i t s f o u n d a t i o n s r i g o r o u s . 

The o t h e r l i n e o f r e s e a r c h c o n c e r n e d s t r i c t l y t h e s t u d y o f 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w h i c h stemmed ^rovv\ W h e w e l l ' s u p d a t e d 

c u r r i c u l u m i n m e c h a n i c s . The s t u d y o f e l e c t r i c i t y a n d ' p h y s i c a l 

a s t r o n o m y g a v e r i s e t o a c o n s i d é r a t i o n o f t h e R i c c a t i ( 3 3 . 2 ) , t h e 

L e g e n d r e ( 3 3 . 5 ) [ s e e 3.3, ( 8 ) 1 a n d t h e e a r t h - f i g u r e (32.11) é q u a 

t i o n s . D e f i n i t e i n t é g r a i s , v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s , s é r i e s , 

T a y l o r ' s t h e o r e m a n d i n s t a n c e s o f t h e method o f s é p a r a t i o n o f 

s y m b o l s w e r e g r a d u a i l y p u t i n a c t i o n f r o m 1830 o n w a r d s f r o m 

C a m b r i d g e g r a d u â t e s s u c h a s M u r p h y , A . J . E l l i s , G r e a t h e e d , G a s k i n 

a n d R . L . E l l i s , i n c l u d i n g a n o u t s i d e r , B r o n w i n . What i s i n d e e d i n -

t e r e s t i n g t o n o t i c e i s t h a t , f r o m G a s k i n ' s s o l u t i o n o f t h e e a r t h -

f i g u r e é q u a t i o n i n 1839 w e l l up t o t h e 1 8 5 0 ' s , most o f t h e p a p e r s 

p u b l i s h e d i n t h e r e a l m s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s f o c u s e d on t h e 

e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n a s t h e i r m o d e l
t 3 >

. T h i s f a c t o r i s v e r y i m 

p o r t a n t , m i s s e d h i t h e r t o i n a h i s t o r y o f t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s . 

W i t h t h e s e v i e w s i n m i n d , t h e c o n t e n t s o f t h i s c h a p t e r a r e 

a s f o l l o w s : S e c t i o n 4.2 Covers G r e a t h e e d
1

 s a p p l i c a t i o n o f 

T a y l o r ' s t h e o r e m t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n 1837 a n d 

G a s k i n ' s t r e a t m e n t o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n i n t h e f o r m 

( 1 3 . 3 3 ) i n 1839 - a s i t a p p e a r e d i n Hymers [ 1 8 3 9 ] , G a s k i n ' s p r o c é 

d u r e a p p a r e n t l y c h a l l e n g e d R . L . E l l i s a n d B r o w n w i n t o d e l v e i n t o a 

more g ê n e r a i a p p r o a c h i n 1 8 4 1 - 4 3 . The s i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n s 

o f t h e s e two a n a l y s t s a r e r e s c u e d f r o m o b l i v i o n i n 4 . 3 . I n 4.4 we 

c o v e r G r e g o r y ' s c o n t r i b u t i o n s b e t w e e n 1 8 3 9 - 1 8 4 3 , c o n c l u d i n g w i t h 

B o o l e ' s work i n t h e n e x t two s e c t i o n s . I n 4.5 we g i v e a b r i e f 

r e v i e w o f h i s w o r k b e t w e e n 1 8 4 1 - 1 8 4 3 , i n t r o d u c i n g n e x t h i s 

o b s c u r e , l e n g t h y p a p e r [ 1 8 4 4 ] . I n 4.6 we s t u d y i n d e p t h t h e m o s t 

i m p o r t a n t a s p e c t s o f [1844] i l l u s t r a t i n g B o o l e ' s g é n é r a l m e t h o d 

v i a h i s s o l u t i o n o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n . We w i l l c l o s e i n 

4.S w i t h a coraraentary on t h e r e s u l t s o b t a i n e d s o f a r , i n c l u d i n g 

i m p o r t a n t i n s t a n c e s f r o m B o o l e ' s s e q u e l p a p e r t o [ 1 8 4 4 ] , ( 1 8 4 5 d J ^ 

i n -f-7. 
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4.2 The f i r s t a p p l i c a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s t o d i f 

f é r e n t i e l é q u a t i o n s by G r e a t h e e d and G a s k i n : 1 8 3 7 - 1 8 3 9 . 

The method o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s was n o t p r o m o t e d a s 

a m a t h e m a t i c a l t e c h n i q u e w i t h i n W h e w e l l ' s l i b e r a l é d u c a t i o n . 

S t i l l , o u r s t u d y i n 3.2 o f t h e q u e s t i o n s p o s e d i n t h e T r i p o s 

d u r i n g t h e p e r i o d 1820-1837 showed t h a t t h e ' a d v a n c e d s t u d e n t s 

w ere a c q u a i n t e d w i t h H e r s c h e l ' s E x a m p l e s [1820] a n d h i s N o t e s i n 

L a c r o i x [ 1 8 1 6 ] . H o w e v e r , w e l l up t o M urphy [ 1 8 3 7 ] , t h e method o f 

s é p a r a t i o n o f Symbols was i n no way c o n n e c t e d w i t h t h e s o l u t i o n 

o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s
c 1

> . The f i r s t n o t i c e a b l e a t t e m p t t a k e n 

i n t h a t d i r e c t i o n was by t h e C a m b r i d g e g r a d u a t e S . S . G r e a t h e e d i n 

h i s p a p e r on "A new m e t h o d o f s o l v i n g é q u a t i o n s o f p a r t i a l 

d i f f e r e n t i a l s " p u b l i s h e d i n t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e i n 1 8 3 7 . 

G r e a t h e e d , f o u r t h w r a n g l e r j j r i n i t y C o l l e g e ^ i n 1 8 3 5 , was a 

c o m p o s e r o f c h u r c h m u s i c . He a l s o c o n t r i b u t e d v a r i o u s p a p e r s i n 

t h e f i r s t v o l u m e o f t h e C a m b r i d g e M a t h e m a t i c a l J o u r n a l a s s i s t i n g 

G r e g o r y i n t h e e d i t o r s h i p o f t h e j o u r n a l . We h a v e no é v i d e n c e 

w h a t s o e v e r on G r e a t h e e d ' s b a c k g r o u n d when he composed h i s [1837] 

m e n t i o n e d a b o v e ; a most p l a u s i b l e h y p o t h e s i s i s t h a t he d r e w on 

H e r s c h e l ' s w o r k o n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . H o w e v e r , we m i g h t 

add t h a t i n a l a t e r p a p e r "On g ê n e r a i d i f f e r e n t i a t i o n " [1839] we 

have é v i d e n c e t h a t he was w e l l a c q u a i n t e d w i t h L a p l a c e ' s g e n e r -

a t i n g f u n c t i o n s , M u r p h y ' s ' - d e f i n i t e i n t e g r a l m e t ^ o d s and w i t h 

F o u r i e r ' s T h e o r i e de l a c h a l e u r [ 1 8 2 2 ] <
a )

. 

G r è a t h e e d ' s o p e n i n g r e m a r k s t o h i s [1837] f o r e s h i a d o w t h e e x -

t r a b r d i n a r y i n t e r e s t E n g l i s h a n a l y s t s w e r e s o o n t o show i n t h e 

method o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s : 

Separation o f the syrntbls of Operation' from those of q u a n t i t y , has, 

as f a r as I know, been h i t h e r t o a p p l i e d o n l y t o the c a l c u l u s of 

f i n i t e différences, and t o the d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s where both are 

i n v o l v e d . I t appears t o me t h a t i f any much g r e a t e r em ine nee than 

th a t t o which a h a l y s i s has already been brought, remains t o be ob-

t a i n e d by i t , t h a t process i s the most obvious and l i k e l y p a t h
t 3 >

. 

I n b r i e f , s é p a r a t i o n o f s y m b o l s and T a y l o r ' s t h e o r e m 

(42.1) f (x + h) - e
 0

 f (x) , 

s e r v e d t o r e d u c e a p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n t o an o r d i n a r y 

one and t o e f f e c t t h e l a t t e r ' s i n t é g r a t i o n r e s p e c t i v e l y . I n g r e a t 
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d é t a i l ne a p p l i e d t h e c o m b i n a t i o n o f t h è s e two t e c h n i q u e s t o t h e 

é q u a t i o n •• 

d z d z 
(4 2 . 2 ) a — + b — - c . 

dx dy 

w h e r e a , b , c c o n s t a n t s , j u s t i f y i n g . t h u s t h e v a l i d i t y o f h i s sym-

b o l i c a l m e t h o d by r e l y i n g on i t s e f
t
f i c a c y [1837 2 3 9 - 3 4 1 ]

( 4 Ï

. 

G r e a t h e e d ' s p a p e r i n v o l v e d t h e s t u d y o f ^ e q u a t i o n 

d z d z 
(4 2 . 3 ) " — + X Y — - P z + Q, 

dx d y 

w h e r e X = X ( x ) . Y - Y ( y ) a n d P,Q f u n c t i o n s o f b o t h x a n d y . L e t -

t i n g 

d z d z 

d y d y ' 

P dy 

( 4 2 . 4 ) y ' - J — , h e n c e Y ' — -
:
 — 

a n d s e p a r a t i n g t h e s y m b o l s o f o p é r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y , 

he r e d u c e d t h e "most g ê n e r a i c l a s s " o f e q u a t i o n s t r e a t e d by h i s 

m e t h o d , ( 4 2 . 3 ) , t o t h e f o r m o f t h e l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n 

d z
 r

 d 
—
 +

 X -
dx L dy 

( 1 8 3 7 , 2 4 1 - 2 ] . 

(42.5) _ + [ x P | z - Q 
rfv L 

The i n t e g r a t i n g f a c t o r o f ( 4 2 . 5 ) i s 

(4 2 . 6 ) e ^ o r e ^.e
 4 

w h e r e X'=Xdx. By m u l t i p l i c a t i o n w i t h (42.6) t h e l e f t - h a n d s i d e o f 

( 4 2 . 5 ) becomes a t o t a l d i f f e r e n t i a l w i t h r e s p e c t t o x . I t r e m a i n s 

t o i n t e g r a t e b o t h s i d e s w i t h r e s p e c t t o x , a d d an a r b i t r a r y f u n c -

t i o n o f y a n d f i n a l l y d i v i d e b o t h s i d e s b y ( 4 2 . 6 ) . The l e f t - h a n d 

s i d e g i v e s z , w h i l e t h e r i g h t - h a n d s i d e i n v o l v e s m u l t i p l i c a t i o n 

by a n . o p e r a t o r w h i c h c h a n g e s y i n t o y-X* a c c o r d i n g t o ( 4 2 . 1 ) 

[ 1 8 3 7 . 2 4 2 ] . 

I n many c a s e s t h i s f i n a l s t e p i n v o l v e s m u l t i p l i c a t i o n o f t h e 

r i g h t - h a n d s i d e by f a c t o r s o f t h e f o r m ( a ± d / d l o g y )
- 1

. F o r s u c h 

c a s e s t h e f o l l o w i n g " c u r i o u s t h e o r e m " was u s e d : 

1 y
m 

( 4 2 . 7 ) . y ™ - . 
d a ± m 

a ± 

d l o g y 
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G r e a t h e e d p r o v e d (42.7) b a s e d on t h e s i m p l e t r a n s f o r m 

( 4 2 . 8 ) y - e* > d l o g y - d t - d y / y . 

He n e x t s t a t e d {42.7) f o r any number o f i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s 

( 1 8 3 7 , 2 4 3 ) . N o t i c e t h a t t h e o r e m - ( 42.7) i s a c a s e o f t h e o r e m 

( 4 5 . 1 9 ) , f i r s t g i v e n by M u r p h y a s (33.54) o r ( 3 3 . 5 5 ) . 

We w i l l i l l u s t r a t e h i s m e t h o d by s o l v i n g t h e e q u a t i o n 

d z d z 
( 4 2 . 9 ) , x — + y — - n z . 

dx dy 

We f i r s t d i v i d e b o t h s i d e s o f ( 4 2 . 9 ) by x and n e x t e l i m i n a t e t h e 

c o e f f i c i e n t o f d z / d y , y , by means o f ( 4 2 . 8 ) . H e n c e , ( 4 2 . 9 ) i s 

r e d u c e d t o t h e f o r m ( 4 2 . 5 ) , o r . . 

d z r 1 d n - i 

( 4 2 . 1 0 ) — + - z - 0. 
1

 dx L x d l o g y ' x ••« 

The i n t e g r a t i n g f a c t o r o f ( 4 2 . 1 0 ) i s 

( 4 2 . U , ' e
l 0 S ,

' - W
D l 0 5 ,

- x - n . 

M u l t i p l i c a t i o n o f (42.10) b y ( 4 2 . 1 1 ) a n d i n t e g r a t i o n r e l a t i v e t o 

x g i v e s : 

logx - i — -lotpc - i — 
x - ^ e

 w

z - (p(y) - (pie
10

**) > z «= x"e ^ ^ ( e
1 0

^ ) "= 

x
n

(p ( e
1 1

 oax ) , o r , 

( 4 2 . 1 2 ) z - x"<p [ - ] 

( 1 8 3 7 , 2 4 3 ) .
 1 

G r e a t h e e d c l a i m e d t h a t h i s method was s u p e r i o r t o t h a t o f 

L a g r a n g e . He a l s o h e l d t h a t i n c a s e s t o w h i c h L a g r a n g e ' s m e t h o d 

d i d h o t a p p l y , h i s own g i v e s , " v e r y r e a d i l y , a n a b b r e v i a t e d e x 

p r e s s i o n f o r t h e s é r i e s , i n w h i c h t h e s o l u t i o n s may be e x h i b i t e d , 

b u t w h i c h c o u l d o f t e n be h a r d t o d e t e r m i n e by i n d i r e c t m e t h o d s " 

t l ' 8 3 7 , 246-71 . 

F r o m t h i s l a s t r e m a r k we h a v e two b a s i c r e a s o n s f o r 

G r e a t h e e d ' s m o t i v a t i o n t o a p p l y i n s t a n c e s o f t h e c a l c u l u s o f 

o p e r a t i o n s i n t h e r e a l m s o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s : 

" ( i ) I n s u f f i c i e n c y o f known m è t h o a s , and 

( 4 2 . 1 3 ) ( i i ) P r e f e r e n c e t o d i r e c t m e t hods w h i c h p r o v i d e 

e l e g a n t , a b b r e v i a t e d f o r m s o f s o l u t i o n . 

To t h e s e we m i g h t a d d a n o t i c e a b l e t e n d e n c y t o w a r d s a b s t r a c t i o n 
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a n d g e n e r a l . j z a t i o n , . A M . . t h è s e é l é m e n t s , i n c l u d i n g t h e . p r o p o s a i o f 

new t h e o r e m s , s u c h a s ( 4 2 . 7 ) . , w o u l d a l s o c h a r a c t e r i z e t h e p e r 

t i n e n t , i n d e p e n d e n t a t t e m p t s o f h i s c o n t e m p o r a r i e s . We h a v e no 

é v i d e n c e o f t h e i m p a c t o f G r e a t h e e d ' s m e t h o d o t h e r t h a n i t s 

r e c o n s i d e r a t i o n by G r e g o r y i n . t h e w i d e r f r a m e o f t h e l a t t e r ' s 

m e t h o d i n 1841 t s e e ( 4 4 . 3 6 ) 1 . We h a v e é v i d e n c e , n e v e r t h e l e s s , o f 

some o f t h e f a c t o r s t h a t l e d t o t h e r a p i d g r o w t h o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s i n t h e 1 8 4 0 ' s , o t h e r t h a n a c o n c e r n f o r t h e j u s t i f i c a t i o n 

o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , i n ( 4 2 . 1 3 ) . 

G r e a t h e e d h a d meant t ô c o n t r i b u t e f u r t h e r i n t h i s f i e l d 

[1837,2461 b u t no moVe was p u b l i s h e d by h i m o h d i f f e r e h t i a l 

é q u a t i o n s . T o g e t h e r w i t h G a s k i n t h e y a r e t h e I n i t i a t o r s o f t h e 

" p r a c t i c a l " l i n e o f d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l m e t h o d s , a s d i s t i n -

g u i s h e d i n [ 4 . 1 , ( 3 ) 1 f r o m t h e " t h e b r e t i c a l " . o n e . W i t h G a s k i n t h e 

a c t u a l m o t i v a t i o n stemmed p r i n c i p a l l y f r o m e d u c a t i o n a l c o n c e r n s 

and a n a r d e n t i n t e r e s t i n p r o b l e m - c o n s t r u c t i n g a n d s o l v i n g . 

H o w e v e r , t h e r é s u l t a o f h i s o r i g i n a l s o l u t i d r i ' o f t h é e a r t h — f i g u r e 

é q u a t i o n i n 1839 c o n t r i b u t e d i m p l i c i t j y on t h e U n e s e n g r a v e d i?y 

G r e a t h e e d i n t h e e x p l o i t a t i o n o f t h e method o f t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s t o a d e g r e e g r e a t e r t h a n e x p e c t e d b y G r e a t h e e d ( s e e 

(3) a b o v e ] <°> . 

W i t h T h . G a s k i n we i n t r o d u c e a l s o J.Hymers w i t h whom he c o l -

l a b o r a t e d . B o t h were g r a d u â t e s o f S t . J o h n ' s C o l l e g e a s s e c o n d 

w r a n g l e r s i n 1831 and 1826 r e s p e c t i v e l y l . B b t h w e r e m o d e r a t o r s ; 

G a s k i n i n 1 8 3 5 , 1 8 3 9 , 1 8 4 0 . 1 8 4 2 , 1848 a n d 1851
 a V l <

*Hymers i n 

1 8 3 3 - 1 8 3 4 . T h e s e two f i g u r e s m a r k e d a n e r a i n t h e h i s t o r y o f t h e 

c o l l è g e t h r o u g h t h e i r l e c t u r e s a n d o v e r a l l c o n c e r n f o r t h e s t a t e 

o f s t u d i e s . Hymers was a s p e c i a l i s t i n t e x t b o o k w r i t i n g . The 

v a l u e o f h i s b o o k s d i d n o t l a y s o much i n " t h e i r p r e s e n t i n g t h e 

r e s u i t o f D r . Hymers' own r e s e a r c h e s a s i n t h e i r b r i n g i n g i n t o 

t h e r e a d i n g o f t h e u n i v e r s i t y t h e methods a n d d i s c o v e r i e s o f c o n 

t i n e n t a l m a t h e m a t i c s " [ M u l l i n g e r 1 9 0 1 , 2 7 9 ] . On t h e o t h e r h a n d , 

G a s k i n was known " f o r h i s u n r i v a l l e d s k i 11 i n t h e c o n s t r u c t i o n 

and s o l u t i o n o f p r o b l e m s [ . . . . ] . I t seems t p h a v e b e e n h i s c u s t o m 

t o p u t a n y new t h e o r e r o t h a t he d i s c o v e r e d i n t h e f o r m o f a 

P r o b l e m , r a t h e r t h a n i n t h a t o f a p a p e r i n a m a t h e m a t i c a l 

j o u r n a l " [ R o u t h 1 8 8 9 , i i i l . 

I n t h e 1 9
t h

 c e n t u r y , G a s k i n ' s name was d i r e c t l y l i n k e d w i t h 
. ! , j • . I M , , 

t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n . H i s b i o g r a p h e r was w e l l a w a r e o f h i s 

r e l e v a n t c o n t r i b u t i o n s when he w r o t e : 
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I n Dr,., Hymer's t r e a t i s e on " D i f f e r e n t i a l Equations" [1839], we f i n d -

the s o l u t i o n of one qf problems proposed fcy him i h the Senate 

House, when .Modérâtor i n 1839, given as the b e s t and s i m p l e s t 

method o f s o l v i n g an important d i f f e r e n t i a l équation. "Ihis i s the 

équation, a p a r t i eu l a r case of which occurs i n the theory of the 

f i g u r e of the e a r t h
< e >

. 

I n what f o l l o w s b e l o w we g i v e G a s k i n ' s t r e a t m e n t o f t h i s é q u a t i o n 

a s i n Hyrners [1839] c o n c l u d i n g w i t h a commentary o n t h e ' a c t u a l 

q u e s t i o n a s po&ed i n t h e T r i p o s 

G a s k i n c o n s i d e r e d t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n - h e r e ë f t e r 

c i t e d a s EFE - i n t h e g ê n e r a i f o r a ( 1 3 . 3 3 ) , o r 

d
a

y m(m+l) ' 
(42.13) , + n

3

y * . y 
d x

2

 x
a 

where m i s a n i n t e g e r . He l e t 

u , 
(42.14) y - — , 

x
m

 "* 

h e n c e , (42.13) was r e d u c e d t o t h e f o r m 

d
a

u 2m du 
(42.15)

 :

 + n
a

u - — . • — , 
d x

a

 x dx 

w r i t t e n more c o n v e n i e n t l y a s 

(42.16) x [ d ^
2

u + n
a

u l - 2md^u. 

I f we d i f f e r e n t i a t e ( 4 2 . 1 6 ) and ^add n
a

 t i m e s ( 4 2 . 1 6 ) t o t h e 

r e s u i t , we h a v e , a f t e r s é p a r a t i o n o f s y m b o l s 

(42.17) x [ d
x

a

 + n
a

l
a

u - 2 ( m - 1 ) d
x
( d «

a

 + n
a

) u . , 

C o n t i n u i n g t h i s p r o c e s s m t i m e s , we a r r i v e a t é q u a t i o n 

(42.18) [ d *
2

 + n
3

J
m

*
A

. u - 0. 

The g ê n e r a i s o l u t i o n o f (42.18) i s . 

(42.19) u - (a + a i x + . . . a
w
x

n

) c o s n x + (b + ... + b
m
x

m

) s i n n x . 

G a s k i n was i n t e r e s t e d j n t h e c a s e o f m=2, f o r t h e n (42.13) g i v e s 

t h e o r i g i n a l f o r m o f t h e E F E (13.32) o r ( 3 2 . 1 1 ) , i n o t h e r w o r d s 

e q u a t i p n 

, d
2

y : 6y, 
(42.20) + n

2

y - — . 
d x

2 1

 x
a 

B u t t h e same p r o c e s s , a s t h a t g i v e n b e l o w , c a n be u s e d f o r any 

c h o s e n m. L e t t i n g m=2 i n ( 4 2 . 1 9 ) , we d i f f e r e n t i a t e t h e e x p r e s s i o n 

t w i c e , s u b s t i t u t e t h e r e s u i t i n (42.16) and d é t e r m i n e a c c o r d i n g l y 
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a i . a
3
, b i , b

a
 r e l a t i v e t o a a n d b . As a r e s u i t we o b t a i n t h e v a l u e 

o f u i n two a r b i t r a r y c o n s t a n t s : 
n

2

x
3

 n
a

x
a 

( 4 2 . 2 1 ) u - a [ ( l - ) c o s n x + n x s i n x ) + b ( ( 1 ^ ) s i h x - n x c o s n x ] . 

3 ? 

O r , b y means o f ( 4 2 . 1 4 ) f o r m-2, (42.21) g i v e s t h e v a l u e o f y a s 

1 n
a

 n 1 '
 :

 h
3 1

 n 
(42 . 2 2 ) y - a [ ( J c o s n x H — s i n x ] + b ( ( ) s i n x c o s n x 3 

. x
a

 3 x x
a

 3 x 

(Hymers 1 8 3 9 . 83-4].,. . 

The l o g i c u n d e r l y i n g G a s k i n ' s p r o c é d u r e i s v e r y s i m i l a r t 

t h a t o f A . J . E l l i s ( s e e ( 3 2 . 1 1 } - ( 3 2 , 2 0 ) ].
f
 I t c o n s i s t s i n f a c t o f 

a m o d i f i c a t i o n o f t h e g i v e n é q u a t i o n s o a s t o a p p l y t h e method, o f 

v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s . The m a i n d i f f é r e n c e l i e s i n t h e 

g e n e r a l i t y o f G a s k i n ' s p r o c é d u r e w h i c h a f f o r d s t h e i n t é g r a t i o n o f 

a w i d e r c l a s s o f é q u a t i o n s . I n t h i s he was a i d e d b y t h e m e t h o d o f 

s é p a r a t i o n o f s y m b o l s . The s o l u t i o n s o f
 1

t h e E F E , i n t h e 

" s t a n d a r d " f o r m ( 3 2 . 1 1 ) o r ( 4 2 . 2 0 ) , (32.12) a n d ( 4 2 . 2 2 ) r e s p e c -

t i v e l y a r e d i f f é r e n t i n f o r m . T h e i r é q u i v a l e n c e i s p r o v e d i f we 

c h a n g e t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t s a , b i n (42.22) b y 

(42 . 2 3 ) a - C s i n a , b - C c o s a . 

We t h e n h a v e t h e s o l u t i o n ( 4 2 . 2 2 ) i n two c o n s t a n t s a , C a s 

3 3 
(42 . 2 4 ) y - C [ ( l ) s i n ( n x + a) + — c o s ( n x + a ) ] . 

n
a

x
a

 nx 

I f we make y - u , n - q , x - c a n d a - c ' , (42.24) becomes ( 3 2 . 1 2 )
c 7 )

. 

G a s k i n c o n s i d e r e d f u r t h e r t h e c a s e o f (42.13) f o r a n y r a -

t i o n a l m. He l e t 

(42 . 2 5 ) y - x"
1

-
1

 .u. 

T h u s (42.13) was r e d u c e d t o t h e f o r m 

( 4 2 . 2 6 ) x [ d *
3

u + n
a

u ] + 2(m + l ) d
x
u - 0. 

He c l a i m e d t h e n t h a t u i s o f t h e d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m 

r 
( 4 2 . 2 7 ) ' u - b ~

n

 I ( r
a

- n
a

)
m

. c o s ( x r + a ) d r , 

a , b c o n s t a n t s . The r e s u i t was v e r i f i e d s o l e l y b y d i f f e r e n t i a t i o n 

a n d s u b s t i t u t i o n i n ( 4 2 . 2 6 ) [Hymers 1 8 3 9 , 84-5; 1 8 5 8 , 1 2 5 ] . 

T h è s e r e s u l t s f i r s t a p p e a r e d i n a q u e s t i o n p o s e d b y h i m a t 

t h e T r i p o s i n J a n u a r y 1839 a s f o l l o w s : 

I f m be the g r e a t e s t r o o t o f the équation m
3

+ Œ - p , [0] 
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o r C ) T
l

( - )(r*-ri*)+.coB(rx**1 [2] 

are general values o f y i n the equation 

P 
dx^V-f £ n

2

 - - - J y - 0 [31 

a c c o r d i n g as m i s an i n t e g r a l o r f r a c t i o n and i n the f i r s t case 

(â»«
a

+n
2

)
aH

'
3

-u - 0 14] where u « yx»' [51; 

apply the f i r s t o r t h i r d r e s u l t t o s o l v e the equation 

d ^ y + £n
2

 - — | y - 0 Í61 <«*>. 

Now, s i n c e p=m(m+l), e q u a t i o n [31 i s no o t h e r t h a n ( 4 2 . 1 3 ) 

and [61 i s ( 4 2 . 2 0 ) . A l s o [5] and [4] a r e ( 4 ^ . 1 4 ^ and ( 4 2 . 1 8 ) 

r e s p e c t i v e l y . A p p a r e n t l y G a s k i n e x p e c t e d t h e s t u d e n t s e i t h e r * t o 

a p p l y [1] f o r m-2 a n d p r o v e t h a t i t s a t i s f i e s t h e EFE [ 6 1 , o r t o 

p r o c e e d f r o m [4] by v a r i a t i o n o f c o n s t a n t s a n d d e d u c e f o r m=
s

2 t h e 

r e s u l t ( 4 2 . 2 2 ) by [5) a n d ( 4 2 . 2 1 ) . 

L e t u s f o c u s on e x p r e s s i o n (11 o r 

r
 c o s ( x < r + a ) - i 

( 4 2 . 2 8 ) Cd , — , 

L x«srr -I 

w h e r e C an'd a s t a n d f o r two a r b i t r a r y c o n s t a n t s a n d r i s r e p l a c e d 

by n
2

 a f t e r t h e d i f f é r e n t i a t i o n
(

* > . F o r m-2 (42 .*2Q)' g i v e s 

^ p c o s i x ^ r + a K 

r a
1

l L y a ^ r J ( 4 2 . 2 9 ) Cd 

x
2

>fr 

I f we e f f e c t t h e d i f f e r e n t i a t i o n we n o t i c e t h a t t h e r e s u l t i s 

t h e same a s ( 4 2 . 2 2 ) i f i n s t e a d o f a a n d b we p u t 

( 4 2 . 3 0 ) a - C c o s a , b - - C s i n a . 

F i n a l l y , f o r m u ł a [21 s t a n d s f o r 

( 4 2 . 3 0 ) C x
m

*
Ł

 ( r
a

- n
2

)
I t t

. c o s ( r x + a ) - y . 

I f we make C - b ~
n

, we o b t a i n t h e s o l u t i o n y o f [ 3 ] , o r ( 4 2 . 1 3 ) , 

g i v e n a b o v e v i a ( 4 2 . 2 5 ) and ( 4 2 . 2 7 ) . We t h u s h a v e e x a c t l y t h e 

same r e s u l t s a s c o n s e q u e n t l y g i v e n i n [Hymers 1839] o n l y u n d e r a 
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s l i g h t l y d i f f é r e n t f o r m . 

G a s k i n a n d Hymers s p e n t t h e b e s t p e r j o d o f t h e i r l i f e 

d e v o t e d t o ^ b e n e f i t o f t h e s t u d e n t s . Hymers was p a r t i c u l a r l y 

p r o l i f i c as a t e x t b o o k w r i t e r . a n d G a s k i n was t h e f i r s t t o be a p -

p o i n t e d as a m o d e r a t o r s o many t i m e s . Hymers . i n c l u d e d i n h i s 

A t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s and t h e c a l c u l u s o f f i n i t e 

d i f f é r e n c e s [1939] a l s o o t h e r r e s u l t s a t t r i b u t e d t o G a s k i n , s u c h 

a s t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n 

( 4 2 . 3 1 ) d
x

n

y + p i d ^ - ^ y + ... +p
n
y - X, 

wh e r e P i . . . . , pn, X a r e f u n c t i o n s o f x [Hymers 1 8 3 9 , 6 6 - 8 ] . 

T h r o u g h h i s p r o c é d u r e G a s k i n a n t i c i p a t e d F r . o b e n i u s i n t h e s o l u 

t i o n o f (42.31) i n 1 8 7 3 . On t h e l a t t e r ' s p r o c e s s s e e ( I n c e 1 9 2 7 , 

119; V e s s i o t 1 9 1 0 , 1 1 7 ] . 

Thanks t o H y m e r s , G a s k i n ' s work o n t h e EFïJ d i d n o t p a s s 

u n o t i c e d . R.L. E l l i s was t h e f i r s t t o p e r c e i v e t h e i m p o r t a n c e o f 

i t and t o c o n t r i b u t e f u r t h e r i n t h e d i r e c t i o n h i n t e d a t by G a s k i n 

[ E l l i s 1 8 4 1 a , 169; 4 . 3 ] . He was m é n t i o h e d à f t e r w a r d s b y De M o r g a n 

[ 1 8 4 2 c , 7 0 5 ] . As we s h a l l s e e i n 4 . 3 , G a s k i n must h a d b e e n a d d i -

t i o n a l l y an i m p o r t a n t i n f l u e n c e f o r B r o n w i n , t h e m o s t p r o l i f i c 

w r i t e r i n t h e r e a l m s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r à t o r s i n t h e 1 8 4 0 ' s 

a n d 1 8 5 0 ' s . M o r e o v e r , G a s k i n i m p l i c i t l y i n f l u e n c e d B o o l e i n h i s 

own s y m b o l i c a l m e t h o d [ s e e 4 . 6 1 . B u t B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d i n 

1844 o v e r s h a d o w e d t h e r e s u l t s o f h i s p r e d e c e s s o r s a n d G a s k i n ' s 

name was h a r d l y m e n t i o n e d e v e r s i n j p e . 

B u t w h i l e G a s k i n ' s f o l l o w e r s were b u s y w i t h e s t a b l i s h i n g a 

h i g h s t a t u s f o r t h e m e t h o d o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , t h e i r 

b a s i c model f o r s o d o i n g t h e E F E , G a s k i n ' s name s h o n e b r i g h t l y 

a g a i n s e v e r a l y e a r s l a t e r i n G l a i s h e r . ' s e l a b o r a t e p a p e r on t h e 

R i c c a t i é q u a t i o n [ 1 8 8 1 ; s e e 1 . 4 , ( 4 ) ] . G l a i s h e r n o t o n l y i n c o r -

p o r a t e d G a s k i n ' s r e s u l t s i n h i s huge p a p e r b u t
 A
 i m p r o v e d on 

the m , l i n k i n g thera a l s o w i t h t h o s e p r o v i d e d by B o o l e a n d o t h e r s 

o n t h e E F E . C e r t a i n o f G l a i s h e r ' s commenta w i l l r e n d e r o u r s t u d y 

more l u c i d a n d c o m p l è t e . B u t , à p r o p o s , we w i l l i n t r o d u c e t h i s 

e m i n e n t m a t h é m a t i c i e n , who, l i k e G a s k i n , i s t o t a l l y i g n o r e d , 

J . W . L . G l a i s h e r , a s e c o n d w r a n g l e r i n 1871> was l i k e G a s k i n 

v e r y c o n c e r n e d w i t h t h e s t a t u s o f m a t h e m a t i c a l s t u d i e s a t 

C a m b r i d g e a n d a l s o k e e h i n c o n s t r u c t i n g exam p r o b l e m s . A d i s t i n -

g u i s h e d m à t h e m à t i c i a n a n d a s t r o n o m e r , G l a i s h e r c o n t r i b u t e d i n a l -

most e v e r y d o m a i n o f m a t h e m a t i c s , t h e t o t a l amount o f h i s p a p e r s 
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b e i n g n e a r l y f o u r h u n d r e d . A d e f e n d e r o f p u r e m a t h e m a t i c s , he 

s p e n t t h e most f r u i t f u l y e a r s o f h i s l i f e i n t h e i n t é g r a t i o n o f 

o r d i n a r y l i n e a r é q u a t i o n s i n s e r i e s
< 1 0 >

. An e x p e r t i n d i s t i n -

g u i s h i n g q u a l i t y (he was a n o b s e s s i v e c o l l e c t o r o f p o t t e r y ) , 

G l a i s h e r , l i k e De M o r g a n , had an " u n f a i l i n g i n t e r e s t i n t h e h i s -

t o r y o f m a t h e m a t i c s , a l m o s t i n an a n t i q u a r i a n s p i r i t , f r o m t i m e 

t o t i m e " ( F o r s y t h 1 9 3 0 , v i i i ] . W o r k i n g on t h e R i c c a t i é q u a t i o n 

s i n c e h i s g r a d u a t i o n - s e e h i s ( 1 8 7 1 ; 1 8 7 2 1 — he c o m b i n e d h i s own 

o r i g i n a l c o n t r i b u t i o n s i n t h i s d o m a i n w i t h h i s p a r a l l e l h i s t o r i -

c a l r e s e a r c h e s i n h i s l e n g t h y p a p e r [ 1 8 8 1 ]
t l l J

. 

G l a i s h e r showed t h a t (42.30) i s n o t , a s G a s k i n h a d c l a i m e d , 

t h e g ê n e r a i i n t é g r a l o f t h e EFE (42.13) by p o i n t i n g o u t t h a t i t 

c o n t a i n s one a r b i t r a r y c o n s t a n t o n l y ( 1 8 8 1 , 8 1 5 1 . I n s t e a d , t h e 

c o m p l è t e i n t é g r a l s o l u t i o n o f (42.13) was d e d u c e d i n t h e f o r m 

( 4 2 . 3 2 ) y = x
m + 1

 £ C i J ( r
2

- n
2

)
m

e
X I

" d r + c
3
| ( r

2

- n
2

)
m

e -
x r

d r J 

( 1 8 8 1 , 8 1 6 ] . 

O m i t t i n g h i s p r o c é d u r e s a t t h e moment, we w o u l d l i k e t o 

s t a t e one more i m p o r t a n t r e s u i t , t h a t i s t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n 

t h e s y m b o l i c a l f o r m ( 4 2 . 2 8 ) , o r 

d i
m

 cos(x>Jr+a) 
( 4 2 . 3 3 ) y «* Cx-' 

d r -I <r 

a n d 

1 d i
m

 c o s ( n x + a) 

["-] 
( 4 2 . 3 4 ) y = C x ™ *

1

, 
x dx 

As we s h a l l s e e , s y m b o l i c a l f o r m s s u c h a s ( 4 2 . 3 3 ) and ( 4 2 . 3 4 ) 

w e r e t o r e a p p e a r i n t h e r e a l m s o f r e s e a r c h i n t h e EFE f r o m 1839 

o n w a r d s . G l a i s h e r a t t r i b u t e d b o t h f o r m s t o G a s k i n [ 1 8 8 1 , 8 1 0 - 1 1 ; 

f o r d é t a i l s o n ( 4 2 . 3 3 ) - ( 4 2 . 3 4 ) s e e 4 . 6 ] . 

4.3 E l l i s a n d B r o n w i n on t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n : 1 8 4 1 - 1 8 4 3 . 

R . L . E l l i s g r a d u a t e d f r o m T r i n i t y C o l l è g e as a s e n i o r 

w r a n g l e r i n 1 8 4 0 . I n h i s t e e n s he h a d one t u t o r i n c l a s s i c s and 

a n o t h e r i n m a t h e m a t i c s a n d w o u l d r e a d C u v i e r ' s T h e o r y o f t h e 

e a r t h w i t h p l e a s u r e . He s o o n b e g an t o r e a d m e c h a n i c s and a t t h e 

â g e o f t h i r t e e n he commenced r e a d i n g d i f f e r e n t i a l a n d i n t é g r a l 
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c a l c u l u s . H a v i n g p o o r e y e s i g h t he o n c e m e n t i o n e d t o h i s c o l l è g u e , 

H.Goodwin, t h a t t h e t h e o r y o f t h e e a r t h ' s s h a p e a^Wt^ i n P r a t t 

[ 1836; s e e 3.2] was r e a d t o h i m [ E l l i s 1 8 6 3 , x i i i - x v ] . By 1841 

E l l i s was a c q u a i n t e d b o t h w i t h L a p l a c e ' s M é c a n i q u e C e l e s t e a n d 

w i t h G a s k i n ' s r e s e a r c h e s on t h e EFE w h i c h m o t i v a t e d h i s own w o r k 

on t h a t e q u a t i o n a s i n h i s [ 1 8 4 1 a , b ]
C 1 >

. 

E l l i s d i d n o t make w i d e use o f s y m b o l i c p r o c e d u r e s l i k e 

G r e a t h e e d a n d G a s k i n . I n s t e a d he assumed t h e s o l u t i o n o f t h e 

e q u a t i o n t o be i n t h e f o r m o f a power s e r i e s a n d by s u b s t i t u t i o n 

a n d c e r t a i n t r a n s f o r m a t i o n s he w o u l d a c h i e v e t h e r e d u c t i o n o f h i s 

i n i t i a l e q u a t i o n t o one o f t h e f o r m 

(43.1} + q«"y = 0 . 
d x

m 

I n b o t h p a p e r s t h e f i n a l s o l u t i o n was p r o v i d e d i n a f i n i t e f o r m ; 

b u t i n t h e s e c o n d p a p e r he showed a p a r t i c u l a r c o n c e r n f o r sym

b o l i c a l s o l u t i o n s . The v e r y c o r e o f E l l i s ' s i n q u i r i e s w c o n 

v e n i e n t l y s u m m a r i z e d by De M o r g a n i n h i s [ 1 8 4 2 c ] . F i r s t we w i l l 

d i s c u s s E l l i s ' s m e t h o d a s i n [1841a] f o r t h e E F E i n t h e 

" s t a n d a r d " f o r m , a n d n e x t we w i l l g i v e De M o r g a n ' s v e r s i o n o f 

E l l i s ' s m e t h o d o f [1841b] f o r t h e EFE i n t h e " g e n e r a l " f o r m 

[ s e e 4 . 2 , ( 7 ) o n t h i s t e r m i n o l o g y ] . 

L e t t h e E F E i n i t s i n i t i a l s t a n d a r d f o r m 

d
3

y 6y 
(43.2) + n

a

y - . 
d x

a

 x
a 

E l l i s -5et y be i n t h e s e r i e s f o r m 

(43.3) y = ZamX
m

 . 

By d i f f e r e n t i a t i o n o f (43.3) and s u b s t i t u t i o n i n ( 4 3 . 2 ) he o b 

t a i n e d t h e r e l a t i o n 

(43.4) ( m - 3 ) ( m + 2 ) a
m
 + n

a

a
m
_

a
 * 0. 

To s i m p l i f y ( 4 3 . 4 ) he g o t r i d o f t h e f a c t o r (m-3) by d e f i n i n g a 

new s e r i e s 

( 4 3 . 5 ) z - 2bmX
m 

d e p e n d i n g on t h e f i r s t , ( 4 3 . 3 ) , t h r o u g h t h e r e l a t i o n 

( 4 3 . 6 ) (m + 2 î a
r a
 = (m - D b » . 

By s u b s t i t u t i o n , ( 4 3 . 4 ) becomes 

(43.7) m(m - l ) b m + n a b m _ a - 0. 

T h i s f o r m i m p l i e s t h a t t h e s e r i e s ( 43.5) s a t i s f i e s t h e e q u a t i o n 
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d
3

z 
( 4 3 . 8 ) + n

a

z - 0, 
d x

2 

o r t h a t 

( 4 3 . 9 ) z - C s i n ( n x + a ) , 

where C a n d a a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s
( 2 >

. 

F r o m t h e r e l a t i o n s (43.6) and ( 4 3 . 7 ) b e t w e e n t h e c o e f f i 

c i e n t s o f t h e two s é r i e s ( 4 3 . 3 ) , ( 4 3 . 5 ) , we c a n d e d u c e e a s i l y 

3 

( 4 3 . 1 0 ) 2 a
m
x ™ - SbmX™ + — 2 ( m - l ) b

T n
x

m

-
2

. 
n

2 

The t r i c k i s t o w r i t e (m-1) as t(m+2)-3] on t h e r i g h t - h a n d s i d e 

o f ( 4 3 . 6 ) , s o t h a t t o d i v i d e by m+2 a n d t h e n r e p l a c e one o f t h e 

bm by bro+a v i a ( 4 3 . 7 ) . T h u s , f r o m t h e s é r i e s we a r r i v e a t a r e l a 

t i o n b e t w e e n t h e i r c o e f f i c i e n t s and c o n v e r s e l y b a c k a t a r e l a t i o n 

b e t w e e n t h e two s é r i e s . I n f a c t , ( 4 3 . 1 0 ) c a n be w r i t t e n i n t h e 

f orm 

3 r Zi ' 
( 4 3 . 1 1 ) y = z + 

- H • 

n
2

 L xJ 
S u b s t i t u t i n g now t h e known v a l u e o f z f r o m ( 4 3 . 9 ) , (43.11) g i v e s 

r e a d i l y t h e v a l u e o f y i n t h e known f o r m ( 3 2 . 1 2 ) o r ( 4 2 . 2 4 ) : 

3 3 
( 4 3 . 1 2 ) y = C [ ( l ) s i n ( n x + a ) + — c o s ( n x + a ) ] 

n=x
2

 nx 

[ 1 8 4 1 a , 1 6 9 - 1 7 0 ] . 

E l l i s a p p l i e d c o n s e q u e n t l y t h e same p r o c e s s f o r t h e g ê n e r a i 

c a s e w h e r e t h e c o e f f i c i e n t o f y / x
2

 i n ( 4 3 . 2 ) i s o f t h e f o r m 

m(m-l) [ s e e ( 4 2 . 1 3 ) ] b u t t h e o p é r a t i o n s i n v o l v e d a r e t o o c o m p l i -

c a t e d a n d t h e r e s u i t was m e r e l y h i n t e d a t a n d s o we o m i t i t 

[ 1 8 4 1 a , 1 7 0 - 1 ] . I n t h e r e s t o f h i s p a p e r he d e a l t w i t h é q u a t i o n s 

o f t h e f o r m 

d"*y 1 d
m - 2

y 
( 4 3 . 1 3 ) + q"y - p ( p - 1) 

d x
m

 x
a

 d x
m _ a 

s h o w i n g t h a t when e i t h e r p o r p-1 i s d i v i s i b l e b y m, t h e s o l u t i o n 

o f ( 4 3 . 1 3 ) "may be made t o d é p e n d on t h a t o f " ( 4 3 . 1 ) [ 1 8 4 1 a , 1 7 2 -

5] . 

E l l i s c o n c l u d e d h i s f i r s t p a p e r w i t h t h e f o l l o w i n g r e m a r k s : 

"The é q u a t i o n s w h i c h we have s o l v e d a r e n o t a v e r y numerous n o r 

p e r h a p s an i m p o r t a n t c l a s s . B u t one o f t h e m , a t l e a s t [ ( 4 3 . 2 ) ] i s 
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s u s c e p t i b l e o f a p h y s i c a l a p p l i c a t i o n o f g r e a t i n t e r e s t ; a n d s o 

few é q u a t i o n s o f t h e h i g h e r o r d e r s a r e i n t e g r a b l e i n f i n i t e 

t e r m s , t h a t t h e d i s c u s s i o n o f t h o s e w h i c h a r e , h a s a l w a y s some 

d e g r e e o f v a l u e " [ 1 8 4 1 a , 1 7 7 ] . 

W h i l e t h e i m p o r t a n c e p a i d by G a s k i n t o t h e E F E m o t i v a t e d E l -

1 i s t o p u t f o r w a r d h i s s o - c a l l e d method o f " s u c c e s s i v e 

r é d u c t i o n s " a n d i n t é g r a t e a w i d e r c l a s s o f é q u a t i o n s t h a n ( 4 2 . 1 3 ) 

i n h i s ( 1 8 4 1 a î , G a s k i n ' s s y m b o l i c a l f o r m u l a t i o n o f t h e s o l u t i o n 

o f (42.13) c h a l l e n g e d f u r t h e r E l l i s t o m o d i f y b o t h h i s m e t h o d a n d 

t h e f i n i t e f o r m o f t h e s o l u t i o n s o b t a i n e d so f a r i n h i s [ 1 8 4 1 a ] . 

I n h i s n e x t p a p e r [1841b] E l l i s d e a l t w i t h é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

d
l

u pm d
l

~
Ł

u 
(43.14) + n

2

y = — . . 
d x

1

 x d x * - * 

I n t e r e s t e d m a i n l y i n s e c o n d - o r d e r é q u a t i o n s ^ we w i l l c o n f i n e t o 

t h e c a s e o f l =p=2, t h a t i s 

d
2

u 2m du 
(43.15) + n

2

y = , 
d x

a

 x dx 

o r ( 4 2 . 1 5 ) , w h i c h i s a t r a n s f o r m e d f o r m o f t h e EFE i n i t s g e n e r a l 

f o r m (42.13) [ s e e a l s o ( 4 2 . 1 4 ) ] . 

We w i l l p r é s e n t E l l i s ' s s o l u t i o n o f (43.15) a s g i v e n by De 

M o r g a n i n s i m p l e t e r m s i n [ 1 8 4 2 c , 7 0 2 - 3 ] . L e t u i n ( 4 3 . 1 5 ) b e , a s 

i n ( 4 3 . 3 ) , o f t h e f o r m 

(43.16) u =- S a i x 1 . 

By d i f f e r e n t i a t i o n a n d s u b s t i t u t i o n i n (43.15) we o b t a i n 

( 4 3.17) ( 1 - 2 ) ( l - 2 m + l ) a
l
* a + n 2 a i = 0. 

Assume now, 

(43.18) a i = ( 1 - 1 ) ( 1 - 3 ) ... ( l - 2 m + l ) b
1 

w h i c h r e d u c e s ( 4 3 . 1 7 ) t o t h e s i m p l e r f o r m 

(43.19) ( l + 2 ) ( l + l ) b
l + a

 + n
2

b i - 0. 

E q u a t i o n ( 4 3 . 1 9 ) i s é q u i v a l e n t t o (43.7) w h i c h i m p l i e s t h a t t h e 

new s e r i e s w i t h b i a s c o e f f i c i e n t s s a t i s f i e s e q u a t i o n ( 4 3 . 8 ) . 

T h u s 

(4 3 . 2 0 ) S b i x
1

 - C s i n ( n x + a ) . 

I t now s u f f i c e s , as i n t h e c a s e o f ( 4 3 . 2 ) , t o d e f i n e t h e 

o p e r a t i o n a l r e l a t i o n b e t w e e n t h e two s e r i e s . F r o m ( 4 3 . 1 8 ) , by 

m u l t i p l i c a t i o n w i t h x
l

 i t f o l l o w s t h a t 

( 43.21) a i x 1 - x
2

" T — . — l í b i x
1

) . 

L d x x J 
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t h e s t e p w h i c h d i f f e r e n t i a t e s t h e p r e v i o u s p r o c é d u r e as a p p l i e d 

i n [ 1 8 4 1 a ] . From (43.21) we c a n r e a d i l y d e d u c e t h e r e l a t i o n b e -

t w e e n (43.16) and (43.20) by t a k i n g t h e s é r i e s on b o t h s i d e s , o r 

r d 1
 1

-
( 4 3 . 2 2 ) u = C x

3 m

 — . — s i n ( n x + a ) . 
L dx x J 

De M o r g a n showed t h a t (43.22) c a n e a s i l y be r e d u c e d t o 

[ d - i m s i n ( - i r . x + a ) —
 r 

d r J >fr 

w h e r e r = n
2

 a n d C,a c o n s t a n t s . T a k i n g u n d e r c o n s i d é r a t i o n t h e l i n k 

b e t w e e n (43.15) o r (42.15) a n d t h e E F E (42.13) we s e e t h a t 

( 4 3 . 2 3 ) i s no o t h e r b u t G a s k i n ' s s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f ( 4 2 . 1 5 ) 

w h i c h g i v e s c o n s e q u e n t l y t h a t o f ( 4 2 . 1 3 ) [ s e e ( 4 2 . 2 8 ) ]
C 3 >

. 

A t t r i b u t i n g t h e r e s u i t (43.23) t o G a s k i n [ 1 8 4 2 c , 7 0 5 ] , De 

M o r g a n e n r i c h e d h i s a c c o u n t o f t h e EFE by i n c o r p o r a t i n g P o i s s o n ' s 

m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f t h e R i c c a t i é q u a t i o n and by p o i n t i n g 

o u t t h e c l o s e l i n k b e t w e e n t h è s e two é q u a t i o n s [ 1 8 4 2 c , 7 0 3 - 4 ; s e e 

a l s o 1 . 4 ] . A p p a r e n t l y De M o r g a n was t h e f i r s t E n g l i s h m a t h e -

m a t i c i a n s t o n o t i c e t h i s c o n n e c t i o n . T h r o u g h h i s t e x t b o o k , he 

m ust h a v e c o n t r i b u t e d t o w a r d s t h e d i f f u s i o n o f t h e r é c e n t w o r k 

p r o d u c e d i n t h e d o m a i n o f t h è s e two é q u a t i o n s e n r i c h i n g a p 

p a r e n t l y B o o l e ' s own b a c k g r o u n d f o r h i s [ 1 8 4 4 , 4 . 5 ] <
4 )

. 

E l l i s c o n c l u d e d h i s s e c o n d p a p e r by r e m a r k i n g t h a t : 

F o u r i e r ' s e x p r e s s i o n , by means of d e f i n i t e intégrais f o r the,.!*** 

différentiel c o e f f i c i e n t o f any f u n c t i o n , would enable us t o extend 

our s o l u t i o n s t o the cases i n which p [m i n (43.14)] i s f r a c t i o n a l . 

But merely a n a l y t i c a l transformations o f the r e s u l t s a t which we 

have a r r i v e d are not of much i n t e r e s t , and the methods of e f f e c t i n g 

them are d i r e c t and obvious [ ] . I t i s not d i f f i c u l t t o mul-

t i p l y a r t i f i c e s , by means of which p a r t i e u l a r équations may be 

s o l v e d , but the r e s u l t s w i l l , g e n e r a l l y speaking, be of l i t t l e 

v a l u e
t O Ï

. 

The l a s t s e n t e n c e o f t h i s q u o t a t i o n . t o g e t h e r w i t h G r e a t h e e d ' s 

o p e n i n g r e m a r k s i n h i s [1837] - s e e [ 4 . 2 , ( 3 ) ] - a r e more t h a n 

s i m p l y p r o p h é t i e . G r e a t h e e d h a d r e a l i s e d t h a t t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s w o u l d s o o n becoroe a most u s e f u l t o o l i n a n a l y s i s . E l -

l i s was f a r more c r i t i c a l s e e i n g t h a t by means by s u c h d e v i c e s , 

a n a n a l y s t m i g h t i n d u l g e i n o v e r - u s i n g s y m b o l i c a l t e c h n i q u e s t h e 
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r é s u l t a o f w h i c h w o u l d o n l y g i v e a l t e r n a t i v e f o r m s o f s o l u t i o n 

w h i c h , i n t e r e s t i n g i n t h e o r y , w o u l d be o f l i t t l e use i n p r a c t i c e . 

E l l i s c o n t r i b u t e d s e v e r a l p a p e r s on d i s t i n c t t o p i c s s u c h a s 

o p t i c s , l o g i c [ s e e 8.4,(8)1, l i n g u i s t i c s , g e o m e t r y a n d d e f i n i t e 

i n t é g r a i s . I w o u l d l i k e t o r e f e r b r i e f l y t o h i s p a p e r o n 

" A n a l y t i c a l d é m o n s t r a t i o n s o f D r . M a t t h e w S t e w a r t ' s t h e o r e m s ' 

[ 1 8 4 1 c ] i n w h i c h he a p p l i e d s y m b o l i c a l m e t o d s f o r an a n a l y t i c a l 

e x p r e s s i o n a t page 271,and t o h i s [ 1 8 4 5 ] on f i n i t e d i f f é r e n c e s , 

w h e r e he d i s c u s s e d F o u r i e r ' s s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s . F i n a l l y , i t i s w o r t h m e n t i o n i n g h i s two p a p e r s o n 

f u n c t i o n a l é q u a t i o n s [ 1 8 4 2 a , b ] . I n t h e f i r s t he d e l v e d b r i e f l y 

i n t o a n e t y m o i o g i c a l s t u d y o f t h e d i f f é r e n c e s b e t w e e n a l g e b r a i c 

a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s ; Murphy i s m e n t i o n e d i n c o n n e c t i o n w i t h 

h i s s u b j e c t - o p e r a t i o n - r e s u l t d i s t i n c t i o n [ 1 8 4 3 a , 9 2 ; s e e a l s o 3 . 3 , 

( 1 0 ) ) . I n h i s [ 1 8 4 3 b ] he d r e w o n L a g r a n g e , C l a i r a u t a n d B a b b a g e 

i n c o n n e c t i o n w i t h f u n c t i o n a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . H i s o b s e r 

v a t i o n s e n d e d b y t h e r e m a r k t h a t t h e v a l u e o f t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s " a r i s e s c h i e f l y f r o m t h e w i d e v i e w s i t g i v e s o f t h e 

s c i e n c e o f t h e c o m b i n a t i o n o f s y m b o l s " [ 1 8 4 3 b , 1 3 8 ] . E l l i s was a 

m o d e r a t o r a t T r i p o s i n 1 8 4 4 - 1 8 4 5 . A i l h i s p a p e r s were c o l l e c t e d 

i n h i s M a t h e m a t i c a l w r i t i n q s [ 1863] by W.Walton^ i n c l u d i n g a 

b i o g r a p h i c a l m e m o i r by H . G o o d w i n
< 6 ï

. 

The n e x t t o c o n t r i b u t e i n t h e " p r a c t i c a l " a s p e c t o f t h e 

d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l m e thods was B . B r o n w i n . B r o n w i n was a 

C a m b r i d g e o u t s i d e r , c l e r g y m a n by p r o f e s s i o n o f Denby, Y o r k s h i r e . 

A p p a r e n t l y h i s m a i n 1 i n k w i t h C a m b r i d g e was t h e a s t r o n o m e r 

J .W.Lubbock, w r a n g l e r o f T r i n i t y C o l l e g e i n 1 8 2 5 , w i t h whom he 

h e l d a c o r r e s p o n d e n c e on t h e t h e o r y o f p l a n e t a r y d i s t u r b a n c e f r o m 

1831 w e l l up t o 1 8 5 0
< , 7 >

. An a r d e n t r e a d e r o f F r e n c h w o r k s i n 

p h y s i c a 1 a s t r o n o m y , B r o n w i n must h a d r e a l i z e d t h e a b s e n c e o f e f -

f i c i e n t m e t h o d s f o r t h e i n t é g r a t i o n o f é q u a t i o n s w h i c h f e a t u r e d 

p r o m i n e n t l y i n t h e r e a l m s o f p h y s i c s . B r o n w i n c o n t r i b u t e d a r o u n d 

40 p a p e r s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 1 - 1 8 5 2 . Among t h e s u b j e c t s he 

w o r k e d on we n o t i c e e l l i p t i c f u n c t i o n s , i n t e g r a l t r a n s f o r m a t i o n s , 

d e f i n i t e m u l t i p l e i n t é g r a i s , t h e t h e o r y o f t i d e s a n d t h e p r o b l e m 

o f t h r e e b o d i e s . 

B r o n w i n ' s f i r s t p a p e r [1841] was d e v o t e d t o p a r t i a l d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s . F a r f r o m o r i g i n a l e t h i s p a p e r was f o l l o w e d by 

a s é q u e n c e o f t h r e e p a p e r s [ 1 8 4 3 a , b , c ] o n d i f f e r e n t i a l a n d f i n i t e 

d i f f é r e n c e é q u a t i o n s i n w h i c h he p u t f o r w a r d new t e c h n i q u e s i n -
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c l u d i n g d e f i n i t e i n t é g r a i s . As s o o n a s B o o l e p u b l i s h e d h i s 

g e n e r a ł method [ 1 8 4 4 1 , B r o n w i n s e t o f f a p p l y i n g s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , c o n t r i b u t i n g a l t o g e t h e r o v e r 14 p a p e r s . N o t o n l y t h e 

most p r o l i f i c o f t h e w r i t e r s on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , B r o n 

w i n was t o s u p e r s e d e B o o l e i n a b s t r a c t i o n a n d g e n e r a ł i t y [ s e e 

5 . 2 , 5 . 4 1 . We w i l l c o n f i n e h e r e t o a b r i e f s t u d y o f h i s [1843a,b] 

w h i c h g i v e é v i d e n c e o f t h e i n f l u e n c e o f G a s k i n and E l l i s , and 

f o r m t h e b a s i s f o r h i s i m p o r t a n t m a t u r e w o r k i n t h e l a t e 1 8 4 0 ' s . 

A i l B r o n w i n ' s p a p e r s u n d e r s t u d y i n t h i s s e c t i o n , t o g e t h e r 

w i t h t h o s e by E l l i s , w e r e p u b l i s h e d i n t h e C a m b r i d g e M a t h e m a t i c a l 

J o u r n a l . They a l s o b e a r t h e same t i t l e "On t h e i n t é g r a t i o n o f 

c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " . T h i s t i t l e m ost o f t e n i m p l i e d 

t h a t t h e é q u a t i o n s u n d e r s t u d y w e r e p r i n c i p a l l y s e c o n d o r d e r 

é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i n c l u d i n g t h e E F E . 

B r o n w i n c o n s i d e r e d i n h i s [ l S 4 3 a l t h e é q u a t i o n 

d
2

y m 
( 4 3 . 2 4 ) q

2

y = — y , m = p ( p -1) . 
d x

a

 x
2 

N o t i c e t h a t , i f we p u t 

(43.25) q = n>f-l , 

a n d c h a n g e m and p , t h e r e s u l t i n g é q u a t i o n i s t h e EFE i n t h e 

g ê n e r a i f o r m ( 4 2 . 1 3 ) . B r o n w i n made u s e o f t h e t r a n s f o r m 

( 4 3 . 2 6 ) y « z e - « * 

r e d u c i n g t h u s ( 4 3 . 2 4 ) t o t h e f o r m 

d
2

z d z m 
( 4 3 . 2 7 ) 2q — = — z . 

d x
2

 dx x
2 

P r o b a b l y a f t e r E l l i s , B r o n w i n l e t 

( 4 3 . 28) z •= S a
n
x

n

, 

o b t a i n i n g , a f t e r d i f f e r e n t i a t i o n and s u b s t i t u t i o n i n ( 4 3 . 2 7 ) , t h e 

r e l a t i o n 

( 4 3 .29) [ n ( n - l ) - m ] a
n
 = ( n - l ) 2 q a „ _ i . 

w h i c h he c a l l e d f o r c o n v e n i e n c e " t h e s c a l e " o f t h e é q u a t i o n 

[ 1 8 4 3 a , 2 9 - 3 7 1 . 

P u t t i n g n=0,-1,-2, . . . i n ( 4 3 . 2 9 ) , he o b t a i n e d a p a r t i c u l a r 

i n t e g r a l o f (43.27) i n t h e f o r m o f t h e d e s c e n d i n g s é r i e s i n x 

[ m m(m-1.2) - i 
1 + + + . 

2qx 2 ( 2 q x )
2

 -1 

N o t i c e t h a t s i n c e ra=p(p-l), t h e t e r m s o f t h i s s é r i e s f r o m t h e 

t e r m c o n c e r n i n g x ~
p

 o n w a r d s v a n i s h . i n o t h e r w o r d s t h e s é r i e s 
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( 4 3 . 3 0 ) i a a t e r m i n a t i n g o n e . C h a n g i n g q i n t o -q he o b t a i n e d 
a n o t h e r p a r t i c u l a r i n t e g r a l . By a d d i t i o n and c o n s i d é r a t i o n o f 
( 4 3 . 2 5 ) we h a v e t h e c o m p l e t e i n t e g r a l o f t h e g i v e n é q u a t i o n 
( 4 3 . 2 4 ) i n t h e s e r i e s f o r m 

[ m m(m-1.2) - i r m m(m-1.2) - i 
1+ + + . . . +Ce** 1 H . . . 

2qx 2 ( 2 q x )
a

 J
 L

 2qx 2 ( 2 q x )
a

 -I 
>~\ 

w h e r e C , C a r b i t r a r y c o n s t a n t s . C h a n g i n g q i n t o q-J-1, s u i t a b i y 

c h a n g i n g C , C a n d a r r a n g i n g t h e o d d a n d e v e n t e r m s , we h a v e t h e 

s o l u t i o n o f t h e EFE (42.13) i n t h e f o r m o f a t e r m i n a t i n g s e r i e s 

[ 1 8 4 3 a , 3 7 ] . As we m e n t i o n e d a b o v e , E l l i s h a d t r i e d t o p r o v i d e t h e 

s o l u t i o n o f (42.13) i n a s e r i e s f o r m b u t h i s metho d was n o t a s 

s u c c e s s f u l a s B r o n w i n ' s . D e s p i t e any l a c k o f r é f é r e n c e t o E l l i s 

o r t h e E F E , i t i s r a t h e r o b v i o u s t h a t B r o n w i n was s t i m u l a t e d by 

E l l i s ' s s e r i e s method a s i n t h e l a t t e r ' s p a p e r [ 1 8 4 1 a ] , 

I n h i s [ 1 8 4 3 a ] , B r o n w i n i n t r o d u c e d b r i e f l y , v i a some e x -

a m p i e s , a n o t h e r t e c h n i q u e , t h a t o f r e d u c i n g a n é q u a t i o n t o a n i n 

t e g r a b l e one by s u c c e s s i v e t e r m by t e r m d i f f e r e n t i a t i o n o r i n 

t é g r a t i o n [ 1 8 4 3 a , 3 1 - 2 ] . T h i s m e t h o d was f u r t h e r d e v e l o p e d i n h i s 

n e x t p a p e r l e a d i n g t o some i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n s . He l e t t h e 

é q u a t i o n 

d
a

y d y 
( 4 3 . 3 2 ) A

0
 + B

0
 — + Coy = 0 

d x
a

 d x 

w h e r e A o , B
Q
. Co a r e f u n c t i o n s o f x , e x p l a i n i n g t h e o r e t i c a l l y t h e 

, m e t h o d o f s u c c e s s i v e d i f f e r e n t i a t i o n and c o n s é q u e n t é l i m i n a t i o n 

o f y , d y / d x e t c . u n t i l we a r r i v e a t an é q u a t i o n w i t h t w o t e r m s 

w h i c h i s e a s i l y i n t e g r a t e d [ 1 8 4 3 b , 1 7 5 - 6 ] . By means o f e x a r a p l e s 

he f u r t h e r e x a m i n e d t h e d i f f é r e n t c a s e s t o w h i c h s u c c e s s i v e d i f -

f e r e n t i a t i o n may l e a d [ 1 8 4 3 b , 1 7 6 - 9 ] . He n e x t s t u d i e d t h e same 

é q u a t i o n (43.22) by e m p 1 o y i n g s u c c e s s i v e i n t e g r a t i o n [ 1 8 4 3 b , 1 7 9 -

1 8 0 ] ^ c o n c l u d i n g t h a t t h r o u g h t h è s e two p r o c é d u r e s he a p p r o a c h e d 

" c e r t a i n t r a n s f o r m a t i o n s " w h i c h he b r i e f l y n o t i c e d . Among h i s a p 

p l i c a t i o n s we t r a c e a n i n s t a n c e o f t h e EFE w i t h w h i c h we w i 1 1 

c o n c l u d e o u r s t u d y i n t h i s s e c t i o n . 

B r o n w i n t o o k t h e E F E (4 2 . 1 3 ) i n t h e f o r m 

r
d a y

 i 
( 4 3 . 3 3 ) x

a

 + n
a

y - my, m » r ( r + l ) . 
L d x

a

 J 

He l e t c o n s e q u e n t l y t h e t r a n s f o r m a t i o n 
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dy r 
( 4 3 . 3 4 ) — + - y - y i . 

dx x 

By d i f f e r e n t i a t i o n and s u b s t i t u t i o n i n ( 4 3 . 3 3 ) , t r a n s f o r m (43.34) 

r e d u c e s t h e g i v e n é q u a t i o n t o one i n y i o f t h e same f o r m , o n l y 

m ~ r ( r + l ) i
s n o w

 c h a n g e d t o m
x
= ( r - l ) r . By r é p é t i t i o n o f t h i s 

p r o c e s s m may v a n i s h ( 1 8 4 3 b , 1 8 1 ] . 

He went o n t o m e n t i o n t h a t "Many o f t h e é q u a t i o n s t r e a t e d o f 

i n t h è s e p a p e r s seem p a r t i c u l a r l y a d a p t e d f o r t h e a p p l i c a t i o n o f 

a d e f i n i t e i n t é g r a l . T h e r e i s , h o w e v e r , g r e a t d i f f i c u l t y i n t h a t 

a p p l i c a t i o n . . . " [ 1 8 4 3 b , 1 8 1 ] . C o n s i d e r i n g é q u a t i o n ( 4 2 . 2 6 ) , t h e 

r e d u c e d f o r m o f t h e EFE i n i t s g ê n e r a i f o r m (42.13) when m i s r a -

t i o n a l , he a c c u s e d Hymers [1839,84] i n c l a i m i n g t h a t (42.27) i s a 

c o m p l è t e i n t é g r a l s i n c e i t r e d u c e s t o two i n t é g r a i s one o f w h i c h 

v a n i s h e s [ 1 8 4 3 b , 1 8 2 ] . B r o n w i n s u g g e s t e d a n o t h e r f o r m f o r t h e com

p l è t e i n t é g r a l o f (42.26) b u t he s o o n d i s c o v e r e d t h a t he ^ w a s j a l s o 1 

m i s t a k e n [ 1 8 4 3 c , 2 6 3 - 4 ] . 

C o m p a r i n g G a s k i n ' s and B r o n w i n ' s p r o c é d u r e s i n c o n n e c t i o n 

w i t h ( 4 3 . 3 3 ) , we n o t i c e t h a t t h e i d e a l y i n g b e h i n d i s t h e same, 

t h a t i s é l i m i n a t i o n o f t h e l a s t t e r m o f t h e E F E . T o g e t h e r w i t h 

E l l i s ' s m e t h o d , a i l d é p e n d u p o n t h e s o l u t i o n ( 4 2 . 1 8 ) . T h ough n o t 

a i l o f t h e m
A
s y m b o l i c a l , t h è s e m e t h o d s e m p l o y t e c h n i q u e s w h i c h 

e i t h e r s u g g e s t e d t h e f i n a l s o l u t i o n t o be p u t i n s y m b o l i c a l f o r m 

o r i n f l u e n c e d i m p l i c i t l y t h e l a t e r u s e o f o p e r a t o r m e t h o d s . The 

f a c t i s t h a t a i l t h e f i g u r e s d i s c u s s e d s o f a r f o c u s e d o n f i n i t e 

s o l u t i o n s . W i t h t h e e x c e p t i o n o f G r e a t h e e d , a i l t h e o t h e r s u s e d 

t h e E F E a s t h e b a s i c é q u a t i o n u n d e r c o n s i d é r a t i o n . I n i t s g ê n e r a i 

f o r m , t h e EFE m o t i v a t e d i n t h e e a r l y 1 8 4 0 ' s t h e s e a r c h f o r 

g ê n e r a i m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f a w i d e r c l a s s o f s e c o n d o r d e r 

s y m b o l i c a l é q u a t i o n s . We now t u r n t o t h e o t h e r l i n e o f d e v e l o p -

m e n t , t h e " t h e o r e t i c a l " one as d e v e l o p e d by G r e g o r y a t t h a t t i m e . 

4.4 G r e g o r y
1

 s j u s t i f i c a t i o n and a p p l i c a t i o n o f t h e m e t h o d o f 

s é p a r a t i o n o f s y m b o l s : 1 8 3 9 - 1 9 4 3 . 

D.F. G r e g o r y was b o r n i n E d i n b u r g h i n 1 8 1 3 . One o f W a l l a c e ' s 

f a v o u r i t e p u p i l s , G r e g o r y e n t e r e d T r i n i t y C o l l è g e C a m b r i d g e i n 

1833 g r a d u a t i n g a s a f i f t h w r a n g l e r i n 1837 A^in 1 8 3 1 . t o g e t h e r 

w i t h h i s f r i e n d R.L. E l l i s , he f o u n d e d t h e C a m b r i d g e M a t h e m a t i -
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c a 1 J o u r n a l . W h i l e b e i n g c h i e f H j r e s p o n s i b l e f o r t h e e d i t i n g o f 

t h e f i r s t v o l u m e s o f t h i s j o u r n a l , G r e g o r y c o n t r i b u t e d t o i t 

s e v e r a l p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s - p a r t i c u l a r l y i n i t s 

f i r s t v o l u m e , b e f o r e he d i e d i n 1844, he was s u c c e e d e d by 

E l l i s i n t h e e d i t o r s h i p o f t h i s j o u r n a l . The c o r e o f h i s t h e o r y 

i n t h e r e a l m s o f s y m b o l i c a l m e thods was i n c o r p o r a t e d i n h i s 

E x a m p l e s [1841] t o g e t h e r w i t h a n a b u n d a n c e o f e x a m p l e s w h i c h 

c o v e r e d a w i d e r a n g e o f p r o b l e m s f r o m t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n 

t e g r a l c a l c u l u s i n c l u d i n g r e s u l t s f r o m r e c e n t r e s e a r c h i n 

d e f i n i t e i n t e g r a l s by C a u c h y , F o u r i e r , P o i s s o n a n d o t h e r s . T h i s 

b o o k f o r m e d a most i m p o r t a n t s e q u e l t o P e a c o c k ' s an d H e r s c h e l ' s 

c o l - l e c t i o n o f E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ] . M o s t o f G r e g o r y ' s m a t h e m a t i c a l 

p a p e r s were e d i t e d by W.Wa1ton as M a t h e m a t i c a l w r i t i n g s 

[ 1 8 6 5 ]
( 1

> . 

L i k e De M o r g a n , G r e g o r y was i n i t i a l l y i n f l u e n c e d by 

P e a c o c k ' s w o r k i n s y m b o l i c a l g e b r a and by H e r s c h e l ' s w o r k o n 

t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . H o w e v e r , a c q u a i n t e d a d d i t i o n a l l y w i t h 

t h e w o r k o f F r a n c a i s , S e r v o i s a n d B r i s s o n o f t h e 1 8 1 0 ' s [ s e e 

1 . 6 - 1 . 7 ] , G r e g o r y was m o t i v a t e d t o i m p r o v e t h e i r f o u n d a 

t i o n a l s t u d y o f t h e m e t h o d o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s a n d t o e x t e n d 

t h e i r a p p l i c a t i o n s . T h o ugh a w a r e o f C a u c h y ' s own i n q u i r i e s i n t h e 

s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i 

c i e n t s by s y m b o l i c a l m e t h o d s [ 1 . 7 ] , G r e g o r y e x p r e s s e d h i s d e s i r e 

t o o f f e r a m e t h o d , l e s s c o m p l i c a t e d t h a n C a u c h y ' s and n e a r e r t o 

t h a t o f B r i s s o n [ G r e g o r y 1 8 3 9 a , 1 4 ] . T h i s m e t h o d was s o o n t o be 

a p p l i e d t o v a r i o u s k i n d o f e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s , 

i n c l u d i n g f u n c t i o n a l e q u a t i o n s . 

G r e g o r y i n t r o d u c e d two d i s t i n c t ways f o r t h e s o l u t i o n o f 

l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . The f i r s t m e t h o d , i m p r o v e d by 

B o o l e i n 1 8 4 1 , l e d t o what i s nowadays u s u a l l y c a l l e d a s 

" H e a v e s i d e e x p a n s i o n t h e o r e m " w h i c h i s none o t h e r t h a n C a u c h y ' s 

t h e o r e m ( 1 7 . 5 1 ) . The s e c o n d m e t h o d c o n s i s t e d i n d e v e l o p i n g b i n o 

m i a l s o f t h e f o r m ( a - d / d x )
- n

 i n p o w e r s o f d/dx. T h i s m e t h o d was 

o f t e n p r e f e r r e d t o t h e f o r m e r as more c o n v e n i e n t i n a p p l i c a t i o n s . 

P o s t p o n i n g B o o l e ' s own e a r l y i n q u i r i e s t o 4 . 5 , we w i l l f o c u s h e r e 

o n G r e g o r y ' s own i m p o r t a n t r e s u l t s i n t h e f i e l d o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , a s i n d e p e n d e n t f r o m B o o l e ' s w o r k , b e t w e e n 1839 a n d 1 8 4 3 . 

I n s o d o i n g we w i l l d r a w b o t h on h i s p a p e r s , p r o v i d i n g p a g i n a t i o n 

f r o m h i s [ 1 8 6 5 ] , a n d on h i s E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] . A t some o c c a s i o n s we 

w i l l a l s o d r a w f r o m t h e s e c o n d e d i t i o n o f t h e l a t t e r b o o k [ 1 8 4 6 ] . 
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B u t b e f o r e we p r o c e e d t o G r e g o r y ' s s y m b o l i c a 1 m e t h o d s , l e t u s 

f i r s t d i s c u s s h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f t h e m e t h o d o f s e p a r a t i o n 

o f s y m b o 1 s . 

G r e g o r y V/fo4€ "On t h e r e a l n a t u r e o f s y m b o l i c a l a l g e b r a " 

a n d h e n c e ^ t - t * ^ t h e n a t u r e o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , i n h i s 

f i r s t p a p e r c o n t r i b u t e d i n t h e T r a n s a c t i o n s o f t h e R o y a l S o c i e t y 

o f E d i n b u r g h i n 1 8 3 8 a n d p u b l i s h e d a s [ 1 8 4 0 ] . As he m e n t i o n e d i n 

t h e o p e n i n g p a r a g r a p h , he was l e d t o t h i s i n v e s t i g a t i o n " i n f o l 

l o w i n g o u t t h e p r i n c i p l e o f t h e s e p a r a t i o n o f s y m b o l s o f o p e r a 

t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y " [ 1 8 4 0 , 1 ] . He t h u s c o n s i d e r e d sym

b o l i c a l a l g e b r a a s " t h e s c i e n c e w h i c h t r e a t s o f t h e c o m b i n a t i o n 

o f o p e r a t i o n s d e f i n e d n o t by t h e i r n a t u r e , [ . . . ] , b u t by t h e l a w s 

o f c o m b i n a t i o n t o w h i c h t h e y a r e s u b j e c t ' [ 1 8 4 0 , 2 ] . 

G r e g o r y d i s c u s s e d f i r s t t h e o p e r a t i o n s + , - i n a r i t h m e t i c 

a n d g e o m e t r y [ 1 8 4 0 , 3 - 4 ] a n d t h e n made some i n t e r e s t i n g comments 

o n t h e e x p o n e n t a t i o n o p e r a t i o n , i t s b a s i c r u l e s b e i n g 

( 4 4 . 1 ) a m fln = f ( g m ) n = Q m « 

When m i s no l o n g e r i n t e g e r o r f r a c t i o n a l , we know, c l a i m e d 

G r e g o r y , o n l y one i n t e r p r e t a t i o n o f a
m

 where m i n d i c a t e s an 

o p e r a t i o n , n a m e l y t h e r e s u l t o f T a y l o r ' s t h e o r e m w h e r e m=d/dx and 

h = l o g a . T h a t i s , s i n c e 

( 4 4 . 2 ) e ™ f ( x ) = f ( x + h) 

we ha v e t h a t 

d 

( 4 4 . 3 ) a
E

f ( x ) = f ( x + l o g a ) 

[ 1 8 4 0 . 4 - 5 ] . 

But what a b o u t e x p r e s s i o n s (±)
m

 f o r m=d/dx o r l o g x ? I n t e r 

p r e t a t i o n s c a n n o t be p r o v i d e d , o b s e r v e d G r e g o r y [ 1 8 4 0 , 5 - 6 ] and 

w e n t on t o i n t r o d u c e S e r v o i s ' s p a p e r [ 1 8 1 4 ] - " w h i c h d o e s n o t seem 

t o have r e c e i v e d t h e a t t e n t i o n i t d e s e r v e s " - w h e r e t h e p r o p e r t i e s 

o f d i s t r i b u t i v e a n d c o m m u t a t i v e f u n c t i o n s a r e p r e s e n t e d f o r t h e 

f i r s t t i m e [ 1 8 4 0 , 6 - 7 ] . He m e n t i o n e d L a g r a n g e ' s t h e o r e m ( 1 5 . 3 ) , 

a c k n o w l e d g e d H e r s c h e l a s " t h e p e r s o n i n t h i s c o u n t r y who made t h e 

f r e e s t u s e " o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , " t h e p r i n c i p l e s o f 

w h i c h d i d n o t a p p e a r t o be v e r y s o u n d " r e m a r k i n g n e x t t h a t " I n 

F r a n c e , S e r v o i s w a s , I b e l i e v e , t h e o n l y m a t h e m a t i c i a n who a t 

t e m p t e d t o e x p l a i n i t s p r i n c i p l e s , t h o u g h B r i s s o n and Cauchy 

s o m e t i m e s e m p l o y e d a n d e x t e n d e d i t s a p p l i c a t i o n " . S e r v o i s p e r 

c e i v e d , c l a i m e d G r e g o r y , t h a t t h e p r o p e r t i e s o f d i s t r i b u t i v i t y 
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a n d c o m m u t a t i v i t y "were t h e f o u n d a t i o n o f t h e method o f s é p a r a 

t i o n o f t h e s y m b o l s [ . . . J . T h i s v i e w , w h i c h s o f a r a s i t g o e s , 

c o i n c i d e s w i t h t h a t w h i c h i t i s t h e o b j e c t o f t h i s p a p e r t o 

d e v e l o p , a t o n c e f i x e s t h e p r i n c i p l e s o f t h e m e t h o d on a f i r m a n d 

s e c u r e b a s i s " ( 1 8 4 0 , 7 ] . 

G r e g o r y s t u d i e d n e x t t h e b i n o m i a l t h e o r e m , " t h e most i m p o r 

t a n t i n s y m b o l i c a l a l g e b r a " a s " e x p r e s s i n g a r e l a t i o n b e t w e e n 

d i s t r i b u t i v e a n d c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s " [ 1 8 4 0 , 9 ] . He o b s e r v e d 

t h a t i t a p p l i e s t o 

( 4 4 . 4 ) ( l + a ) * ' * * , 

s i n c e a and d/dx a r e d i s t r i b u t i v e a n d c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s , b u t 

n o t t o e x p r e s s i o n s s u c h a s 

(44 . 5 ) ( l + a )
1 0

» . ( 1 + f ( x ) )
d

'
d

* , 

s i n c e l o g i s n o t d i s t r i b u t i v e and f ( x ) , d/dx a r e n o t r e l a t i v e l y 

c o m m u t a t i v e [ 1 8 4 0 , 1 0 ] . 

I g n o r a n t a t t h i s s t a g e o f M u r p h y ' s r e l e v a n t w o r k , G r e g o r y 

w r o t e t h a t " C l o s e l y c o n n e c t e d w i t h t h e b i n o m i a l t h e o r e m i s t h e 

e x p o n e n t i e l t h e o r e m , a n d t h e same r e m a r k s w i 1 1 a p p l y e q u a l l y t o 

b o t h " . He m e n t i o n e d t h e f o r m u l a ( 3 3 . 3 5 ) i n x , h o l d i n g t h a t 

"x s h o u l d be a d i s t r i b u t i v e a n d c o m m u t a t i v e f u n c t i o n " . I t i s upo n 

t h e f o r m u l a w h i c h g i v e s t h e d e v e l o p m e n t o f e
x

 t h a t T a y l o r ' s 

t h e o r e m i n i t s s y m b o l i c f o r m ( 4 4 . 2 ) d é p e n d s u p o n , he n o t i c e d 

[ 1 8 4 0 , 1 0 ] . H o w e v e r , n e i t h e r i n t h i s p a p e r n o r i n any c o n s é q u e n t 

one d i d G r e g o r y d e l v e a t a i l i n t h e e s t a b l i s h m e n t o f e
x

 [ e
e

 i n 

( 3 3 . 3 5 ) ] a s a n o p e r a t o r . When he d i s c o v e r e d M u r p h y
1

 s w o r k i n 1841 

he c o n f i n e d t o t h e s t a t e m e n t : "Some v e r y v a l u a b l e r e s e a r c h e s o n 

[The p r i n c i p l e o f t h e method o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s ] by M r . 

Mu r p h y w i l l be f o u n d i n t h e P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s f o r 1837" 

[ 1 8 4 1 , 235]<=>. 

F o r G r e g o r y i t s u f f i c e d t o e s t a b l i s h t h e a p p l i c a t i o n o f t h e 

b i n o m i a l t h e o r e m i n t h e c a s e o f 

d 
( 4 4 . 6 ) ( — ± a ) " f ( x ) . 

d x 

S u c h o p é r a t i o n s were i n v o l v e d i n h i s n e x t p a p e r "On t h e s o l u t i o n 

o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s " 

[ 1 8 3 9 a ] i n w h i c h he p u t f o r w a r d t h e two d i s t i n c t m e t h o d s f o r t h e 

s y m b o l i c s o l u t i o n o f s u c h é q u a t i o n s . S i n c e t h e b i n o m i a l t h e o r e m 

h o l d s t r u e f o r s y m b o l s o f q u a n t i t y a,b w h i c h f o l l o w t h e t h r e e 
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l a w s o f c o m b i n a t i o n 

a
m

. a " x - a
m + n

 x (1) 

( 4 4 . 7 ) a [ b ( x ) ] = b t a ( x ) ] (2) 

a ( x ) + a ( y ) = a ( x + y ) , (3) 

i t s h o u l d a l s o h o l d t r u e f o r any s y m b o l s o f o p e r a t i o n w h i c h h a v e 

t h e s e t h r e e p r o p e r t i e s . G r e g o r y r e p e a t e d (44.7) f o r f i , f g e n e r a l 

s y m b o l s o f o p e r a t i o n and o b s e r v e d t h a t t h e t h r e e l a w s l a i d above 

a r e i n d e e d s a t i s f i e d i f i n s t e a d o f f , f
x
 we p u t t h e s p e c i f i c sym

b o l s d / d x , d/dy o r A [ 1 8 3 9 a , 2 5 ) . 

I n a l a t e r p a p e r " D e m o n s t r a t i o n s o f t h e o r e m s i n t h e d i f 

f e r e n t i a l c a l c u l u s and c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s " [ 1 839c) he 

r e s u m e d t h e t h r e e l a w s (44.7) c a l l i n g ( 1 ) , ( 2 ) , (3) as t h e i n d e x , 

t h e c o m m u t a t i v e and t h e d i s t r i b u t i v e l a w s r e s p e c t i v e l y . S i n c e 

d/dx a n d A o b e y t h e s e l a w s , t h e b i n o m i a l t h e o r e m "may be a t o n c e 

assumed a s t r u e w i t h r e s p e c t t o them, s o t h a t i t i s n o t n e c e s s a r y 

t o r e p e a t t h e d e m o n s t r a t i o n o f i t f o r e a c h c a s e " [ 1 8 3 9 e , 1 0 9 ) . He 

w r o t e i n a f o o t n o t e " i t i s s c a r c e l y n e c e s s a r y t o a d d , t h a t t h o s e 

t h e o r e m s w h i c h d e p e n d on t h e b i n o m i a l , a s t h e p o l y n o m i a 1 and e x 

p o n e n t i a l , a r e e q u a l l y e x t e n s i v e , s o t h a t t h e y t o o may be a p p l i e d 

t o t h e D i f f e r e n t i a l C a l c u l u s a n d C a l c u l u s o f F i n i t e 

D i f f e r e n c e s "
C 3 >

. 

G r e g o r y ' s p r o o f o f t h e b a s i c t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s o f 

f i n i t e d i f f e r e n c e s i n v o l v e d a f a r more c o n s i d e r a t e u s e o f t h e 

m e t h o d o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s t h a n t h a t u s e d by L a g r a n g e , A r -

b o g a s t o r H e r s c h e l . H o w e v e r, i t l a c k e d t h e d e t a i l e d r i g o u r o f 

M u r p h y ' s d e m o n s t r a t i o n s i n [ 1 8 3 7 ] . F o r e x a m p l e , d e f i n i n g D by 

( 4 4 . 8 ) D f ( x ) = f ( x + 1 ) , 

i t was r e a d i l y d e d u c e d f r o m T a y l o r ' s t h e o r e m (44.2) - w h i c h he 

t o o k f o r g r a n t e d - t h a t 

( 44.9) D = e
d / d x

. 

I t was c o n s e q u e n t l y d e r i v e d by means o f t h e d e f i n i t i o n o f A t h a t 

( 4 4.10) A « D - l o r D = 1+A. [ ( 3 3 . 1 8 ) ] 

T h u s , "D b e i n g a l i n e a r compound o f c o m m u t a t i v e and d i s t r i b u t i v e 

o p e r a t i o n s , i s a l s o a c o m m u t a t i v e a n d d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n " 

[ 1 8 3 9 e . 1 1 3 3 . By means o f t h e i n d e x l a w he w o u l d d e d u c e f r o m 

( 4 4 . 1 0 ) L a g r a n g e ' s t h e o r e m (15.3) o r ( 2 2 . 1 2 ) [ 1 8 3 9 e , 1 2 0 ] . B u t no 

s t u d y was i n c l u d e d i n c o n n e c t i o n w i t h t h e p r o p e r t i e s o f d i s t r i b u 

t i v e o p e r a t i o n s s u c h a s (33.21) o r o f i n v e r s e o p e r a t i o n s s u c h a s 

( 3 3.37) a n d ( 3 3 . 3 8 ) w h i c h were i m p l i e d i n h i s w o r k
c 4

> . 

P u t t i n g t h e known f o r m u l a 
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d du du 
+ u — 

dx 
( 4 4 . 1 1 ) (uu) u 

dx d x 

u n d e r t h e f o r m 

( 4 4 . 1 2 ) 
d 
— (uu) 

d
1

 d 
( — + — ) u u , 

d x dx 

w h e r e d'/dx ^ d/dx o p e r a t e o n l y on u and u r e s p e c t i v e l y , G r e g o r y 

t o o k t h e n
t h

 d i f f e r e n t i a l o f b o t h s i d e s o f ( 4 4 . 1 2 ) e x p a n d i n g t h e 

r i g h t - h a n d s i d e a c c o r d i n g t o t h e b i n o m i a l . He j u s t i f i e d t h i s b y 

o b s e r v i n g t h a t d / d x , d ' / d x , a r e d i s t r i b u t i v e , a n d s i n c e t h e y a r e 

i n d e p e n d e n t o p é r a t i o n s , t h e y a r e a l s o c o m m u t a t i v e . As a r e s u i t he 

a r r i v e d a t L e i b n i z ' s t h e o r e m ( 3 3 . 4 8 ) c l a i m i n g t h a t i t h o l d s t r u e 

f o r n n e g a t i v e o r f r a c t i o n a l [ 1 8 3 9 e , 1 1 0 - 1 1 1 ] <
5

> . 

L e i b n i z ' s t h e o r e m p r o v e d u s e f u l i n many w a y s . Among i t s a p 

p l i c a t i o n s we h a v e f o r 

( 4 4 . 1 3 ) u = e
a

~ > d'/dx « a . 

o r , f r o m (44.12) i t f o l l o w s r e a d i l y t h a t 

[ 1 8 3 9 e , 1 1 1 - 1 1 2 ] . The t h e o r e m (44.14) was i n i t i a l l y i n t r o d u c e d i n 

[ 1 8 3 9 a , 18] i n a s l i g h t l y more c o m p l i c a t e d way [ s e e a l s o K o p p e l -

man 1 9 7 1 , 1 9 3 ] . N o t i c e t h a t t h e o r e m (44.14) was p r o v e d e a r l i e r b y 

M u r p h y , as ( 3 2 . 5 4 ) , t h r o u g h h i s c o m p l i c a t e d t h e o r y o f t r a n s m u t a 

t i o n s . By means o f ( 4 4 . 1 4 ) G r e g o r y p r o v e d i n [ 1 8 4 1 , 3 1 - 3 2 ] t h e 

f o r m u l a (33.57) w h i c h g i v e s y
n

d " u / d y " r e l a t i v e t o x [ s e e 3 . 3 , 

( 1 4 ) , f o r m u l a ( i ) ] . We w o u l d l i k e t o add t h a t a s i m i l a r t h e o r e m 

t o (44.14) was p r o v e d b y G r e g o r y i n t h e f i n i t e d i f f é r e n c e c a l -

c u l u s , n a m e l y 

( 4 4 . 1 5 ) (D - a ) " X = a " - * A " ( X a - ~ ) , 

w h e r e D i s g i v e n by ( 4 4 . 1 0 ) , i n [ 1 8 3 9 b , 3 4 ] . T h e o r e m s ( 4 4 . 1 4 ) a n d 

( 4 4 . 1 5 ) were t o p l a y an i m p o r t a n t r ô l e i n t h e s y m b o l i c a l i n t é g r a 

t i o n o f d i f f e r e n t i a l a n d f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s r e s p e c 

t i v e l y . 

H a v i n g l a i d down G r e g o r y ' s t h e o r e t i c a l f o u n d a t i o n we now 

p r o c e e d t o h i s a c t u a l mode o f s o l u t i o n o f v a r i o u s k i n d s o f é q u a 

t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . He assumed any l i n e a r d i f f e r e n 

t i a l é q u a t i o n i n t h e f o r m 

( 4 4 . 1 4 ) 
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d 
( 4 4 . 1 6 ) f ( — ) y - X, 

dx 

s y m b o l i c a l l y s o l v e d a s 

d 
( 4 4 . 1 7 ) y - [ f ( — ) ] "

l

X , 
d x 

w h e r e 
d d " d "

- 1

 d 
( 4 4 . 1 8 ) f ( — ) - + A + . . .+R — + S, 

dx d x " d x " -
1

 dx 

A, . . , S c o n s t a n t s and X - X ( x ) . R e s o l v i n g ( 44.18) i n t o f a c t o r s 

- i m p l i c i t l y a s s u m e d a s d i f f é r e n t - (44.16) i s r e d u c e d t o 

( 4 4 . 1 9 ) [ — - a i 1 ... [ — - a . l y = X 
L dx J L dx J 

[ 1 8 3 9 o . l 5 , 1 9 1 . On s i m i l a r l i n e s a n a r b i t r a r y f i n i t e d i f f é r e n c e 

é q u a t i o n s was p u t i n t h e f o r m 

( 4 4 . 2 0 ) F ( D ) u
x
 = (D - a i ) . . . ( D - a

n
) u « - X, 

w h e r e a i , a
n
 c o n s t a n t s , X ~ X ( x ) and D t h e f o r w a r d d i f f é r e n c e 

o p e r a t o r g i v e n by (44.10) [ 1 8 3 9 b , 3 3 - 3 4 ] . 

A c c o r d i n g t o t h e f i r s t method s u g g e s t e d , (44.19) g i v e s , by 

s u c c e s s i v e l y p e r f o r m i n g t h e o p é r a t i o n s ( d / d x - a i )
- 1

 on X v i a . t h e 

t h e o r e m ( 4 4 . 1 4 ) , t h e s o l u t i o n o f (44.16) i n t h e f o r m 

( 4 4 . 2 1 ) y - ^
 1

 ' 

( a i - a i ) . . . ( a i - a n ) 

( 1 8 3 9 a , 1 9 - 2 1 ] . The c o r r e s p o n d i n g s o l u t i o n f o r t h e c a s e o f e q u a l 

a n d i m a g i n a r y r o o t s was a d d i t i o n a l l y p r o v i d e d i n h i s E x a m p l e s
< 6 )

 . 

T h i s m e t h o d c o r r e s p o n d s t o C a u c h y
1

 s t h e o r e m ( 1 7 . 5 1 ) [ s e e a l s o 

P e t r o v a 1 9 8 7 , 8 - 1 0 ; 4 . 5 ] . On s i m i l a r l i n e s t h e f i n i t e d i f f é r e n c e 

é q u a t i o n ( 4 4 . 1 5 ) was s o l v e d . F o r e x a m p l e , f o r two d i s t i n c t r o o t s 

a
x
, a a , we h a v e 

a i * -
1

 a a * "
1 

( 4 4 . 2 2 ) Ux - 2 ( X a i - * ) + 2 ( X a
2
- ~ ) 

a i — a a a a - a i 

a n d i n t h e c a s e o f n e q u a l r o o t s , a i = a a = . . . = a n
3

a , t h e s o l u t i o n o f 

( 4 4 . 1 5 ) i s g i v e n by 

(44.23) u>c= (D-a) -"X+ (D-a) -"0 = a
x

"
n

2
n

( X a "
y

) + a ~ - " ( c + c
x
x + . . +c

n
x
n

) 

[ 1 8 3 9 t ,33-35] . 

An a l t e r n a t i v e m e t h o d t o (44.21) was a d d i t i o n a û y g i v e n i n 

[ 1 8 3 9 a î f o r t h e s o l u t i o n o f ( 4 4 . 1 6 ) . S i n c e f ( d / d x ) was w r i t t e n a s 
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a p r o d u c t o f t e r m s o f t h e f o r m 
d 

(44.24) 
dx 

G r e g o r y w o u l d e x p a n d t h e i n v e r s e o f ( 4 4 . 2 4 ) , e i t h e r i n an a s c e n d 

i n g s e r i e s o f p o w e r s o f d/dx, as 

d i~"r a 

( 4 4 . 2 5 ) f — 1 il 1 

L d x J L d/dx J 

o r , i n a d e s c e n d i n g s e r i e s v i a 

d ( 4 4 . 2 6 ) (-1) 
d x 

by means o f t h e b i n o m i a l t h e o r e m w h i c h f o r m e d t h e c o r e o f h i s 

m e t h o d o l o g y . T h e s e e x p r e s s i o n s were n o t g i v e n by h i m i n t h i s 

g e n e r a l manner b u t were i m p l i c i t l y a p p l i e d i n s p e c i f i c e x a m p l e s 

a s b e l o w . 

L e t t h e e q u a t i o n 

d
3

y dy 
( 4 4 . 2 7 ) 4 — + 4 y « x

2

 . 
d x

2

 dx 

By s e p a r a t i o n o f s y m b o l s and f a c t o r i z a t i o n o f t h e f o r m (44.18) we 

h a v e i n s t e a d e q u a t i o n 

(44.28) [ 2 1 y = x
3 

L dx J 

w h i c h , s y m b o l i c a l l y s o l v e d , g i v e s r e a d i l y 

d - i " 2 r d i " 2 (44.29) 

L dx
 J L

 dx 

Now, by ( 4 4 . 2 6 ) we h a v e : 

F 2 1 x
a

 = |~2 1 x
a

 = Í 2 -
2

+ 2 . 2 -
3

 — + 3 . 2 — » + . . . l x
2

 o r , 

L dx J L dx J L dx d x
2

 J 

[--] 
L dx J 

_ a

 x
a

 4x 6 
(44.30) I 2 I X A - — + — + — + 0 . 

2
a

 2
3

 2-* 

s i n c e f r o m d
3

/ d x
3

 o n w a r d s t h e r e s u l t i s z e r o . 

By ( 4 4 . 2 5 ) t h e s e c o n d t e r m i n ( 4 4 . 2 9 ) i s e v a l u a t e d a s 

f o l l o w s : 
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Ë - - A 0 - f l - 2 ] 0 - [ l - 2 ] ( e x + c
t
) -

x J dx-= L d x - i J L d x - i J 

r 2 x
a

 2
2

X
3

 - i
 r

 2
2

x
2

 -, 
= e x + 2 + 3 + .... + c

x
 l + 2 . 2 x + 3 . 2

2

 + ... L o r 
L 1.2 1.2.3 J L 1.2 J 

(44.31) £ 2 j 0 - (ci + c
2
x ) e

2

~ 

i f we p u t c+2ci - c
a
. C o m b i n i n g (44.30) w i t h ( 4 4 . 3 1 ) t h e s o l u t i o n 

o f t h e g i v e n é q u a t i o n (44.27) i s by ( 4 4 . 2 9 ) 

x
2

 4x 6 
(44.32) y = — + — + — + ( d + c

2
x ) e

2

» * 
2

2

 2
3

 2-* 

[ 1 8 3 9 a , 2 2 ; 1 8 4 6 , 2 9 3 - 2 9 4 ] <
7

> . 

We w i l l now i l l u s t r a t e G r e g o r y ' s f i r s t m e t h o d by a p p l y i n g i t 

t o a m i x e d é q u a t i o n , n a m e l y t o 

d dy 

(44.33) — û y + a — + bAy + aby = X. 
d x dx 

E q u a t i o n ( 4 4 . 3 3 ) i s p u t i n t h e f o r m 

( 4 4 . 3 4 ) F — + b 1 (A + a) y - X. 
L d x J 

We t h u s h a v e b y (44.14) t h a t 

( A + a ) y = e -
b x

J x e
t o > e

d x . N o w , s i n c e A+a = D - ( l - a ) , we f i n a l l y h a v e by 

(44.22) f o r n = l t h a t 

( 4 4.35) y = ( l - a )
5

* -
1

^ ( 1 - a ) - ^ e - ^ j x e ^ d » * ] + 

+cie"
b x

+ ( 1-a) »*<p ( s i n 2 n x , c o s 2 n x ) . 

The r e s u i t w i l l be o f a d i f f é r e n t f o r m e v i d e n t l y i f we o p e r a t e 

f i r s t b y (A+a) [ 1 8 3 9 b , 3 7 ] . 

M e n t i o n i n g G r e a t h e e d b r i e f l y i n [1839b,38] f o r h i s u s e o f 

t h e " c h a r a c t e r i s t i c " d/dy as "an i n d e p e n d e n t q u a n t i t y " , G r e g o r y 

a c k n o w l e d g e d h i m as " t h e f i r s t t o c a l l t h e a t t e n t i o n o f m a t h e -

m a t i c i a n s t o t h e u t i l i t y " o f s y m b o l i c a l methods i n t h e c a s e o f 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n [ 1 8 3 9 c , 6 2 - 6 3 ] . He i n c o r p o r a t e d 

a s k e t c h o f G r e a t h e e d ' s t r e a t m e n t o f é q u a t i o n ( 4 2 . 3 ) [ 1 8 3 9 c , 6 9 -

70] b u t m e n t i o n e d F o u r i e r as h i s m a i n i n s p i r a t t e v j f o r h i s own 
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w o r k on p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s [ 1 8 3 9 c , 6 2 ; s e e F o u r i e r ' s 

s y m b o l i c s o l u t i o n s ( 1 7 . 2 7 ) - ( 1 7 . 3 1 ) ] . 

L e t u s i l l u s t r a t e G r e g o r y ' s own t e c h n i q u e w i t h e q u a t i o n 

( 42.9) o r 

d z d z 
( 4 4.36) x — + y — « n z . 

d x d y 

I n [ 1 8 3 9 c . 701 he a p p l i e d G r e a t h e e d ' s method a s f o l l o w e d f r o m t h e 

g e n e r a l c a s e ( 4 2 . 3 ) . I n h i s E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] , i n s t e a d o f r e g a r d i n g 

y as a c o n s t a n t - a n d t h u s r e d u c e (44.36) t o an o r d i n a r y l i n e a r 

e q u a t i o n i n x , a s i n ( 4 2 . 1 0 ) - he assumed 

dx dy 
( 4 4.37) du - — , du - — 

x y 

r e d u c i n g t h u s ( 4 4 . 3 6 ) t o an e q u a t i o n i n two v a r i a b l e s w i t h o u t 

c o e f f i c i e n t s 

d d 
(44.38) [ — + n ] 

i- d u d u J 
0 

I n t e g r a t i n g ( 4 4 . 3 8 ) i n r e s p e c t t o u we have 

(44.39) z - e <p(u) » e""<p(u - u) . 

S o l v i n g ( 4 4 . 3 7 ) f o r u a n d u r e s p e c t i v e l y and s u b s t i t u t i n g t h e i r 

v a l u e s i n ( 4 4 . 3 9 ) , we h a v e f i n a l l y 

y 
(44.40) z - x

n

f( - ), 
x 

w here f an a r b i t r a r y f u n c t i o n [ 1 8 4 6 , 3 6 1 ] . The r e s u l t ( 4 4 . 4 0 ) i s 

i d e n t i c a l t o G r e a t h e e d ' s ( 4 2 . 1 2 ) , a n d t h e method i s v e r y s i m i l a r , 

o n l y f a r s i m p l e r . 

Our f i n a l i l l u s t r a t i o n w i l l be f r o m G r e g o r y ' s p a p e r "On t h e 

s o l u t i o n o f c e r t a i n f u n c t i o n a l e q u a t i o n s " [ 1 8 4 3 b ] . O p e n i n g h i s 

p a p e r w i t h E l l i s ' s i m p o r t a n t r e m a r k s on t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n 

f u n c t i o n a l a n d a l g e b r a i c e q u a t i o n s - a s i n t h e l a t t e r ' s [ 1 8 4 3 a ] -

G r e g o r y went on t o " e n f o r c e and i l l u s t r a t e " E l l i s ' s v i e w s . W r i t 

i n g a l i n e a r f u n c t i o n a l e q u a t i o n i n t h e f o r m 

( 4 4.41) (p(w
n

x) + a i ( p ( ( j
n

-
l

x ) + ...+ a
n
<p(x) - X, 

where u
i

( x ) , X g i v e n f u n c t i o n s o f x^ and <p t h e unknown f u n c t i o n , 

he c l a i m e d t h a t ( 4 4 . 4 1 ) b e a r s a c l o s e a n a l o g y w i t h t h e g e n e r a l 

l i n e a r e q u a t i o n i n f i n i t e d i f f e r e n c e s , a n d h e n c e c o u l d be s o l v e d 

by a s i m i l a r p r o c e s s ( 1 8 4 3 b , 2 4 7 , 2 5 0 ] . 
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L e t t i n g n be an Operator d e f i n e d b y 

( 4 4 . 4 2 ) ntp(x) - (p(ux) , 

he s bowed t h a t n i s d i s t r i b u t i v e , c o m m u t a t i v e w i t h c o n s t a n t s a n d 

o b e y s t h e i n d e x l a w ( s e e ( 4 4 . 7 ) ] . H e n c e , v i a ( 4 4 . 4 2 ) , ( 4 4 . 4 1 ) b e -

c ornes 

( 4 4 . 4 3 ) n
n

<p(x) + a i n
n

-
1

< p ( x ) + ...+ a
n
<p(x) « X 

" w h i c h i s no l o n g e r i n a f u n c t i o n a l f o r m , s i n c e t h e unknown 

o p é r a t i o n <p i s t h e s u b j e c t o f known o p é r a t i o n s " [ 1 8 4 3 b , 2 5 0 - 2 5 1 ) . 

By s é p a r a t i o n o f s y m b o l s and f a c t o r i z a t i o n (44.43) i s r e d u c e d t o 

( 4 4 . 4 4 ) (n - r i ) . . . ( n - r i ) < p ( x ) - X, 

w h e r e r
t
 t h e r o o t s o f t h e é q u a t i o n 

( 4 4 . 4 5 ) z
n

 + a i z " "
1

 + . . . a „ - 0 , 

e x a c t i y a s i n t h e c a s e o f t h e 1 i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n 

( 4 4 . 1 6 ) ( 1 8 4 3 b , 2 5 1 ] . 

I f N i , N
2
 N

n
 a r e t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e p a r t i a l f r a c 

t i o n s a r i s i n g f r o m t h e d é c o m p o s i t i o n o f 

1 
( 4 4 . 4 6 ) 

( z - r i ) . . . ( z - r
n
) 

t h e n , e f f e c t i n g t h e i n v e r s e o p é r a t i o n s o n ( 4 4 . 4 4 ) , we h a v e 

( 4 4 . 4 7 ) <p(x)= N i ( n - r
i
) -

1

X + . . . + N
n
( n - r „ ) "

1

X + ( n - r i ) "
1

0 + . . . + ( n - r
n
) -

1

0 

[ 1 8 4 3 b , 2 5 1 ] . T h i s a n a l y s i s shows t h a t t h e s o l u t i o n o f a c e r t a i n 

c l a s s o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s may be r e d u c e d t o t h e d é t e r m i n a t i o n 

o f " c e r t a i n i n v e r s e o p é r a t i o n s " . T h e s e i n v e r s e o p é r a t i o n s w e r e 

i l l u s t r a t e d by few e x a m p l e s where G r e g o r y c o m b i n e d L a p l a c e ' s 

known m e t h o d and h i s own e x p a n s i o n o f ( n - r ) -
1

 by means o f t h e b i -

n o m i a l t h e o r e m [ 1 8 4 3 b , 2 5 2 - 2 5 6 ] . 

O m i t t i n g a l t o g e t h e r t o m e n t i o n B a b b a g e , G r e g o r y r e f e r r e d i n -

s t e a d t o H e r s c h e l d r a w i n g on h i s E x a m p l e s [1820] w h e r e f u n c t i o n a l 

é q u a t i o n s were t r e a t e d by L a p l a c e ' s m e t h o d [ f o r s u c h i n s t a n c e s 

s e e ( 2 4 . 1 9 ) , (26.20) a n d ( 3 2 . 4 ) ] . De M o r g a n was a l s o o m i t t e d i n 

G r e g o r y ' s b r i e f a c c o u n t . As we h a d m e n t i o n e d i n 3.9, E n g l i s h 

a n a l y s t s o f t h e 1840's and 1850's d i d n o t g e t i n v o l v e d w i t h t h e 

s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . An i d e n t i c a l p r é s e n t a t i o n o f 

G r e g o r y ' s a c c o u n t , a s b r i e f l y s k e t c h e d a b o v e , was i n c o r p o r a t e d by 

B o o l e i n h i s t e x t b o o k on f i n i t e d i f f é r e n c e s [ 1 8 6 0 , 222-223]
 (e

> . 

G r e g o r y a p p l i e d f u r t h e r h i s s y m b o l i c a l m e t h o d , a s i n t h e 

c a s e o f ( 4 4 . 3 8 ) , f o r t h e s o l u t i o n o f s i m u l t a n e o u s d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s i n h i s [1839d; s e e d é t a i l s i n K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 1 9 2 ) . We 

w o u l d 1 i k e t o add a b r i e f n o t e i n c o n n e c t i o n w i t h a n o t h e r p a p e r 
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"On a d i f f i c u l t y i n t h e t h e o r y o f a l g e b r a " [ 1843a] i n w h i c h 

G r e g o r y came c l o s e t o d e f i n i n g t h e a s s o c i a t i v e l a w - poi'Atta ^ b y 

H a m i l t o n a y e a r l a t e r [ s e e 1 8 4 3 a , 238-9; C l o c k 1964, 4 6 - 7 ] . 

L e g e n d r e was t h e f i r s t t o d i s c o v e r t h i s l a w i n 

1 7 9 8 . 

We c o n c l u d e o u r a c c o u n t w i t h few comments o n G r e g o r y ' s E x 

a m p l e s . I n t h e r e a l m s o f t h e c h a p t e r " I n t e g r a t i o n o f d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s by s e r i e s " , he r e p r o d u c e d s e v e r a l e x a m p l e s f r o m E l l i s ' s 

p a p e r s ( 1 8 4 1 a , b ] s u c h a s t h e l a t t e r ' s t r e a t m e n t o f ( 4 2 . 1 3 ) 

( o r ( 4 3 . 1 5 ) ] a n d ( 4 3 . 1 3 ) ; t h e f o r m e r b e i n g t h e g e n e r a l f o r m o f t h e 

EFE [ 1 8 4 6 , 3 4 5 - 3 5 0 ] . I n c o n n e c t i o n w i t h p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s he a l s o p r o v i d e d s y m b o l i c a l s o l u t i o n s o f t h e v i b r a t i n g -

s t r i n g e q u a t i o n ( 1 4 . 1 3 ) [ 1 8 4 6 , 3 5 6 ) , a s w e l l a s o f t h e h e a t -

d i f f u s i o n e q u a t i o n ( 1 7 . 1 6 ) [ 1 8 4 6 , 3 5 4 - 5 ] . I n t h e e n d o f h i s c h a p 

t e r on t h e " E v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n t e g r a l s " , he r e f e r r e d t o 

L a p l a c e ' s m e t h o d o f e x p r e s s i n g s o l u t i o n s o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s i n d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m i n c l u d i n g L a p l a c e ' s s o l u t i o n 

o f t h e h e a t - d i f f u s i o n e q u a t i o n ( 1 7 . 9 ) , ( 1 7 . 1 2 ) , a n d P o i s s o n ' s 

t r e a t m e n t o f t h e w a v e - e q u a t i o n (17.32) [ 1 8 4 6 , 5 0 2 - 5 0 4 ] . 

G r e g o r y ' s w o r k was c r i t i s i s e d by by J . Y o u n g i n 1848; i t was 

d e f e n d e d t h e f o l l o w i n g y e a r by C . G r a v e s a n d s i n c e t h e n i t was 

n o t a n y f u r t h e r d o u b t e d [Koppelman 1 9 7 1 , 1 9 3 - 4 ] . As we s h a l l s e e 

i n 4.5 i t f o r m e d a m o s t v a l u a b l e b a c k g r o u n d f o r B o o l e ' s e a r l y 

w o r k i n 1841 a n d a f u r t h e r m o t i v a t i o n f o r h i s g e n e r a l method i n 

[ 1 8 4 4 ] . From t h e m i d 1840's G r e g o r y ' s w o r k , s u r p a s s e d by B o o l e ' s 

own, was n o t t o be o f t e n r e f e r r e d t o o t h e r w i s e b u t a s a r i c h 

s o u r c e o f c o l l e c t i o n o f e x a m p l e s . I w o u l d l i k e , h o w e v e r , t o a d d 

R u s s e l l ' s a c k n o w l e d g e m e n t o f G r e g o r y ' s c o n t r i b u t i o n s i n 1 8 5 7 . I n 

a b r i e f h i s t o r i c a l r e v i e w o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s R u s s e l l 

w r o t e a f t e r c o m m e n t i n g upon L a g r a n g e ' s a n d L a p l a c e ' s i n i t i a l 

c o n t r i b u t i o n s : 

Hence the p r i n c i p l e o f the separation of symbols of o p e r a t i o n from 

those of q u a n t i t y , f i r s t , according t o Gregory, c o r r e c t l y enun

c i a t e d by M. S e r v o i s . At t h i s point Mr. Gregory's own i n v e s t i g a 

t i o n s commence, which include the a p p l i c a t i o n of t h i s p r i n c i p l e t o 

l i n e a r d i f f e r e n t i a l equations with constant c o e f f i c i e n t s , and some 

of the s i m p l e r d i f f e r e n t i a l equations with v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s , 

and a l s o the remarkable method of r e p l a c i n g constants contained i n 

d e f i n i t e i n t e g r a l s by symbols of o p e r a t i o n '
9 1

. 
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By t h e l a s t comment, R u s s e l l a p p a r e n t l y r e f e r r e d t o 

G r e g o r y ' s r i c h c o l l e c t i o n o f d e f i n i t e i n t e g r a l s i n h i s E x a m p l e s 

w h e r e he had i n c l u d e d t h e i r a p p l i c a t i o n i n t h e s y m b o l i c s o l u t i o n 

o f i m p o r t a n t e q u a t i o n s i n p h y s i c s a s m e n t i o n e d a b o v e . I n t h a t 

c h a p t e r G r e g o r y c i t e d r e s u l t s f r o m t h e work o f E u l e r , L e g e n d r e , 

L i o u v i l l e , L a p l a c e , F o u r i e r , Cauchy and P o i s s o n , among o t h e r s , on 

t h e e v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n t e g r a l s . T h i s s u b j e c t i s o n l y t a n 

g e n t i a l l y t o u c h e d upon i n o u r t h e s i s . H o w e v e r , i t s h o u l d be men

t i o n e d t h a t G r e g o r y ' s c o l l e c t i o n was v e r y v a l u a b l e ^ i n c l u d i n g a 

s t u d y o f i m p o r t a n t i n t e g r a l s s u c h a s 

(44.48) 
c o s a x 

o 1+x
2 

dx and e
 L x J

d x 

o 

i n t r o d u c e d by L a p l a c e i n 1772 and 1810 r e s p e c t i v e ! . y [ 1 8 4 6 . 4 8 3 -

4 8 6 ] . T h e s e i n t e g r a l s w ere t o p l a y a v i t a l r o l e i n t h e s t u d y o f 

t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n t h e R i c c a t i and EFE a n d i n t h e p r o d u c t i o n 

o f f u r t h e r s y m b o l i c s o l u t i o n s o f t h e s e e q u a t i o n s [ s e e G l a i s h e r 

1 8 7 2 ) . 

4.5 B o o l e on t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s : 1 8 4 1 - 1 8 4 5 ; an o u t l i n e 

o f h i s p a p e r "On a g e n e r a l method i n a n a l y s i s " [ 1 8 4 4 ] . 

G . B o o l e , a s e l f - t a u g h t s c h o o l m a s t e r f r o m L i n c o l n o f 

I r e l a n d , was l i k e B r o n w i n a C a m b r i d g e o u t s i d e r . B o r n i n 1 8 1 5 , he 

h a d r e a d L a c r o i x , L a p l a c e and L a g r a n g e b e f o r e he was 20 y e a r s 

o l d . C o m p a r i n g L a g r a n g e ' s and Newton's w o r k i n m e c h a n i c s he was 

l e d t o a c o n t e m p l a t i o n o f t h e i s s u e s o f a b s t r a c t i o n a n d i n d u c t i o n 

i n m a t h e m a t i c a l d i s c o v e r y by 1 8 3 5 . He was s o o n i n i t i a t e d by Brom-

h e a d i n t h e s p i r i t o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y a n d i n 1839 he made 

G r e g o r y ' s a c q u a i n t a n c e . G r e g o r y e n c o u r a g e d B o o l e t o c o n t r i b u t e 

h i s f i r s t p a p e r s i n t h e C a m b r i d g e M a t h e m a t i c a l J o u r n a l b e i n g a 

v e r y h e l p f u l f r i e n d up t o 1 8 4 3 . By t h a t t i m e B o o l e made a n o t h e r 

i m p o r t a n t a c q u a i n t a n c e w i t h De Morgan w i t h whom he s h a r e d many 

common i n t e r e s t s i n c l u d i n g l o g i c
( 1 )

. 

F o r B o o l e t h e f i r s t f i e l d o f r e s e a r c h was L a g r a n g e ' s c a l 

c u l u s o f v a r i a t i o n s . I n h i s f i r s t p a p e r , a n d i n f a c t t h e s e c o n d 

t o be p u b l i s h e d i n G r e g o r y ' s j o u r n a l a s [ 1 8 4 1 b ] , b a s e d upon 

L a g r a n g e ' s g e n e r a l m o t i o n e q u a t i o n ( 1 2 . 6 ) , he p r o v e d t h e p r i n 

c i p l e o f c o n s e r v a t i o v \ o f l i v i n g f o r c e s (12.8) and t h a t o f l e a s t 

a c t i o n (12.9) [ 1 8 4 1 b , 1 0 1 - 2 ] . P r i o r t o t h e s e d e m o n s t r a t i o n s he 

283 



l a i d down t h e l a w s a c c o r d i n g t o w h i c h t h e s y m b o l s o f t h e c a l c u l u s 

o f v a r i a t i o n s o p e r a t e , r e p r o d u c i n g c e r t a i n o f L a g r a n g e ' s t h e o r e m s 

i n a c o n c i s e f o r m [ 1 8 4 1 b , 9 7 - 1 0 1 ] . B o o l e
 1

 s f i r s t p a p e r i s p a r t i c u 

l a r l y o b s c u r e l y w r i t t e n . H o w e v e r, i t i s h i g h l y i m p o r t a n t n o t o n l y 

i n g i v i n g e v i d e n c e o f B o o l e ' s i n g e n u i t y a n d o r i g i n a l i t y b y i m 

p r o v i n g o v e r L a g r a n g e ' s work ( s e e 1 . 2 ] , b u t a l s o i n i n c o r p o r a t i n g 

i n f u l l B o o l e ' s r e m a r k a b l e t e n d e n c y f o r a b s t r a c t i o n a n d g e n e r a l i 

z a t i o n , t o g e t h e r w i t h h i s s k i l l f u l u s é V t h e p r i n c i p l e s o f t h e c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s a p p a r e n t l y e m p l o y e d b e f o r e h i s a c q u a i n t a n c e 

w i t h G r e g o r y ' s w o r k [ s e e L a i t a 1 9 7 7 , 1 6 7 - 8 ; M a c H a l e 1 9 85, 4 9 - 5 0 ] . 

D u r i n g t h e p e r i o d 1841-1843 B o o l e c o n t r i b u t e d p a p e r s o n 

a n a l y t i c a l and l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s [ 1 8 4 1 a ; 1 8 4 2 a , b ] , a s w e l l a s 

on a n a l y t i c a l g e o m e t r y and d e f i n i t e i n t e g r a l s [1841b; 1 8 4 3 a , b ] . 

The f o r m e r p a p e r s c o n t a i n t h e germs o f what was l a t e r t o be 

c a l l e d ' i n v a r i a n t t h e o r y ' ( M a c H a l e 1 9 8 5 , 5 4 - 5 ] . I n t h e f i r s t he 

h i n t e d a t t h e d u a l r o l e o f i n t e r p r e t a t i o n o f p u r e l y s y m b o l i c a l 

e q u a t i o n s [ 1 8 4 1 a , 65; L a i t a 1 9 7 7 , 1 6 6 ] . The s u b j e c t o f d e f i n i t e 

i n t e g r a l s a n d l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s was t o be r e c o n s i d e r e d i n 

h i s [ 1 8 4 5 a , b ] a n d [1845 c ] r e s p e c t i v e l y . 

By 1845 B o o l e h a d g a i n e d a h i g h e s t i m a t i o n by h i s C a m b r i d g e 

c o n t e m p o r a r y i n t e l l e c t u a l s . H i s m a s t e r p i e c e was h i s p a p e r "On a 

g e n e r a l m e t h o d o f a n a l y s i s " [ 1 8 4 4 ] ; n e a r l y r e j e c t e d by t h e R o y a l 

S o c i e t y , t h i s l e n g t h y p a p e r was f i n a l l y p u b l i s h e d i n t h e T r a n s a c 

t i o n s o f t h e S o c i e t y [ 7 . 1 , t e x t and ( 9 ) ] . T h i s p a p e r w i l l f o r m 

t h e c o r e o f o u r s t u d y i n t h i s a n d t h e n e x t s e c t i o n . B u t b e f o r e 

we p r o c e e d t o i t s i n t r o d u c t i o n a n d g e n e r a l o u t l i n e , l e t u s f i r s t 

comment up o n B o o l e ' s p a p e r "On t h e i n t e g r a t i o n o f l i n e a r d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s " [ 1 8 4 1 c ] w r i t t e n 

a f t e r G r e g o r y ' s p e r t i n e n t p a p e r [ 1 8 3 9 a ] . 

O p e n i n g h i s p a p e r w i t h a r e f e r e n c e t o G r e g o r y [ 1 8 3 9 a ] , B o o l e 

l e t a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n t o be o f t h e f o r m ( 4 4 . 1 6 ) , i t s s o l u 

t i o n g i v e n s y m b o l i c a l l y by ( 4 4 . 1 7 ) o r 

d 

( 4 5 . 1 ) y - [ f ( _ ) ] - i x . 
dx 

L e t t i n g n e x t d/dx=z, B o o l e s o l v e d t h e e q u a t i o n 

( 4 5 . 2 ) f ( z ) - 0 

r e s o l v i n g f f f d / d x ) ] "
1

, i n t h e c a s e o f n d i s t i n c t r o o t s o f ( 4 5 . 2 ) , 

i n n f r a c t i o n s 
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d N i N, 
( 4 5 . 3 ) [ f ( — H "

1

 -
dx d d 

( a i ) ( A n ) 
dx dx 

w h e r e 

( 4 5 . 4 ) N i = 
( a i - a

2
) . . . ( a i - a

n
) 

N
2
 N

n
 b e i n g o f s i m i l a r f o r m [ 1 8 4 1 c , 1 1 4 - 1 1 6 ) . 

N e x t , b a s e d upon G r e g o r y ' s t h e o r e m ( 4 4 . 1 4 ) , ne d e d u c e d i n a 

s i m p l e manner t h e l a t t e r ' s s o l u t i o n ( 4 4 . 2 1 ) i n t h e f o r m 

( 4 5 . 5 ) y - Nie
ilX

 Je"*
lX

Xdx + 

c a l l i n g (45.5) " t h e s i m p l e s t and most s y m m e t r i c a l f o r m i n t o w h i c h 

t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n [ ( 4 4 . 1 6 ) ] c a n be b r o u g h t " ( 1 8 4 1 c , 

1 1 6 ] . B o o l e j u s t i f i e d h i s p r o c é d u r e c l a i m i n g t h a t h i s method o f 

r e s o l u t i o n " i s i n d e p e n d e n t o f any p r o p e r t i e s o f t h e v a r i a b l e 

[ z i n ( 4 5 . 2 ) ] e x c e p t t h e t h r e e l a w s [ ( 4 4 . 7 ) ] w h i c h h a v e b e e n 

shown b y M r . G r e g o r y [...] t o be common t o t h e s y m b o l d/dx a n d t o 

t h e a l g e b r a i c a l s y m b o l s g e n e r a l l y s u p p o s e d t o r e p r e s e n t n u mbers" 

[ 1 8 4 1 c . 1 1 5 ]
f 2

> . 

l l o w e d a d e t a i l e d a p p l i c a t i o n o f t h a t m e t h o d , f i r s t f o r 

t h e c a s e o f r e q u a l r o o t s o f ( 4 5 . 2 ) , a n d f i n a l l y f o r t h e c a s e o f 

c o m p l e x r o o t s . I n t h e f o r m e r c a s e we h a v e 

( 4 5 . 6 ) f ( z ) = (x - a)^<p(z) . 

By a p p l i c a t i o n o f t h e same t h e o r e m o f r e s o l u t i o n i n p a r t i a l f r a c 

t i o n s , t h e s o l u t i o n o f (44.16) wi11 be o f t h e f o r m 

( 4 5 . 7 ) y = M o [ — - a j +
 + M i r

~
1

[ ^
 a

]
 X + N l 3 l

]
 X + 

w h e r e 

( 4 5 . 8 ) Mp = — — j £(p(z)j . 0 r - 1 

w h e r e z=a a f t e r t h e d i f f e r e n t i a t i o n [ 1 8 4 1 c , 1 1 6 - 7 ] <
3 Î

. 

B o o l e i l l u s t r a t e d h i s m e t h o d by a p p l y i n g i t t o t h e é q u a t i o n 

d
n

y 
( 4 5 . 9 ) y - X 

d x "
 / 

c o n c l u d i n g h i s b r i e f s t u d y by s h o w i n g t h a t i n c o m b i n a t i o n w i t h 

G r e g o r y ' s t h e o r e m ( 4 4 . 1 5 ) t h i s method i s a l s o v a l i d f o r t h e s o l u 

t i o n o f l i n e a r é q u a t i o n s i n d i f f é r e n c e s w i t h c o n s t a n t c o e f f i 

c i e n t s [ 1 8 4 1 c , 1 1 7 - 1 1 9 ] . Summing up^he w r o t e : 
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I t i s thus seen t h a t every step i n the s o l u t i o n o f D i f f e r e n t i a l 

Equations and equations of F i n i t e D i f f e r e n c e s i s reduced t o the 

known theorems of o r d i n a r y Algebra, w i t h the exc e p t i o n of the two 

theorems [ (44.14) j , and [(44.15)], which are necessary f o r passing 

t o the i n t e r p r e t a t i o n of the expressions a t which we a r r i v e . T h i s 

seems t o be as great a s i m p l i f i c a t i o n of the problem as the present 

s t a t e o f mathematics admits o f , f o r any f u r t h e r improvement must 

in v o l v e the i n v e n t i o n of new processes f o r the treatment o f o r d i 

nary a l g e b r a i c a l e x p r e s s i o n s . With such we are not a t present 

concerned; our o b j e c t being t o reduce the more complicated 

processes of the higher a n a l y s i s t o the s i m p l e r r e s u l t s which have 

been a l r e a d y obtained, and which may be looked on i n the m i l i t a r y 

phrase as bases f o r our f u r t h e r operations <
4

*. 

B o o l e ' s method o f r e s o l u t i o n i n p a r t i a l f r a c t i o n s a n d h i s 

f u r t h e r s t u d y o f e q u a l a n d c o m p l e x r o o t s o f ( 4 5 . 2 ) was i n c o r 

p o r a t e d i n G r e g o r y ' s E x a m p l e s [ s e e 4 . 4 , ( 6 ) ] . I t was a l s o men

t i o n e d b r i e f l y i n B o o l e [1844,226] as a method " l i m i t e d i n i t s 

a p p l i c a t i o n s " . The o b j e c t o f B o o l e ' s new p a p e r was t o s u p e r s e d e 

t h e s t a g e o f u s i n g t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s m e r e l y i n o r d e r t o 

" s i m p l i f y t h e p r o c e s s e s o f a n a l y s i s " [ a s i n (4) a b o v e ] a n d 

d e v e l o p a meth o d f r e e f r o m t h e r e s t r i c t i o n o f c o m m u t a t i v i t y . A l l 

t h e e q u a t i o n s t o be s t u d i e d i n t h a t p a p e r w o u l d be a s s u m e d i n t h e 

f o r m 

( 45.10) f o ( n ) u + f i ( n ) p u + ... = u 

wh e r e u and u f u n c t i o n s o f . x^ a n d n , p o p e r a t i v e s y m b o l s s u b j e c t 

t o t h e laws 

( 45.11) f ( n ) p
m

u = p
m

f ( n + m ) u , f ( n ) p
m

 = f ( m ) p
m 

[ 1 8 4 , 2 2 6 ] . 

I n h i s i n t r o d u c t i o n B o o l e a c k n o w l e d g e d G r e g o r y ' s f o u n d a 

t i o n a l s t u d y o f t h e method o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s a n d h i s 

numerous i l l u s t r a t i o n s o f i t s u t i l i t y . He went on t o m e n t i o n S e r -

v o i s [ 1 8 1 4 ] , M u r p h y [1837] a n d De M o r g a n " i n c o n n e c t i o n w i t h t h e 

h i s t o r y o f t h i s b r a n c h o f a n a l y s i s " . He assumed f o r g r a n t e d b o t h 

t h e p r i n c i p l e s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s a n d c e r t a i n t h e o r e m s 

e s t a b l i s h e d by t h e s e m a t h e m a t i c i a n s , f o c u s i n g n e x t on G r e g o r y ' s 

t h r e e l a w s ( 4 4 . 7 ) . I t i s a s a r e s u l t o f t h e s e l a w s , he c l a i m e d , 

t h a t we c a n c a s t T a y l o r ' s t h e o r e m i n t h e s y m b o l i c a l f o r m ( 4 4 . 2 ) 

[ 1 8 4 4 , 2 2 5 - 6 ] . H o w e v e r , he o m i t t e d t o make any s p e c i f i c r e f e r e n c e 

w h a t s o e v e r f r o m t h e w o r k o f a n a l y s t s m e n t i o n e d a b o v e t a k i n g , a p -
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p a r e n t l y , f o r g r a n t e d M u r p h y
1

 s d e t a i l e d s t u d y o f i n v e r s e and n o n -

c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s
Ï O >

. 

I n t e r e s t e d i n p r o v i d i n g a method f o r t h e s o l u t i o n o f é q u a 

t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s , B o o l e m e n t i o n e d t h a t t h e m e t h o d 

o f s é r i e s and g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , a s i n t r o d u c e d by E u l e r a n d 

L a p l a c e [ 1.4,1.5,1.71 was t h e o n l y g ê n e r a i t h e o r y e x i s t i n g s o f a r 

f o r t h i s p u r p o s e . He d i s p l a y e d t h e a d v a n t a g e s t h a t h i s own m e t h o d 

w o u l d h a v e o v e r t h e s é r i e s method; t h e m a i n . o n c w o s t h a t 

t h i s new method was b a s e d upon c e r t a i n g ê n e r a i t h e o r e m s w h i c h a r e 

i n d e p e n d e n t o f t h e f o r m s o f f i ( n ) i n (45.10) [ 1 8 4 4 , 2 2 7 - 8 ) . 

The c o r e o f B o o l e ' s method c o n s i s t s i n b r i e f o f t h r e e com-

p o n e n t s . F i r s t , h i s " g ê n e r a i t h e o r e m " o f d e v e l o p m e n t o f f(n+p) 

and i t s numerous c o n s é q u e n c e s f o r s p e c i f i c v a l u e s o f n a n d p; 

n e x t , h i s s y m b o l i c a l m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s - w h i c h d é p e n d s upon some o f 

t h e lemmas t h a t f o l l o w t h e " g ê n e r a i t h e o r e m " . F i n a l l y , due t o 

h i s " f u n d a m e n t a l t h e o r e m o f d e v e l o p m e n t " any p r o b l e m s c o n c e r n i n g 

f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s ( a n d , h e n c e , i n s t a n c e s f r o m t h e 

t h e o r y o f s é r i e s , g e n e r a t i n g f u n c t i o n s o r d e f i n i t e i n t é g r a i s ) a r e 

a 1wavs r e d u c e d t o t h e s o l u t i o n o f a d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n a c c o r d -

i n g t o t h e s y m b o l i c a l m e t h o d p u t f o r w a r d . 

A d e t a i l e d i l l u s t r a t i o n o f B o o l e ' s m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n 

o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s w i l l be 

g i v e n i n 4.6 t h r o u g h t h e E F E . I n what f o l l o w s b e l o w we w i l l g i v e 

a n o u t l i n e o f t h i s l i t t l e known paper<
e

> o m i t t i n g d é t a i l s i n 

d é m o n s t r a t i o n s . F o r c o n v e n i e n c e we h a v e d i v i d e d o u r s t u d y i n 8 

s t a g e s f o l l o w i n g B o o l e ' s o r d e r o f e x p o s i t i o n : 

S t a g e 1 

S t a g e 2 

S t a g e 3 

S t a g e 4 

The g ê n e r a i t h e o r e m o f d e v e l o p m e n t o f f ( n + p ) . 

The f u n d a m e n t a l t h e o r e m . 

S o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s by s é r i e s . 

S o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n f i n i t e t e r m s : 

u+cp(D)e°u - V ( i ) . 

S t a g e 5 : A g ê n e r a i i z a t i o n o f t h e s t u d y o f ( i ) . 

S t a g e 6 : S u m m a t i o n o f s é r i e s - g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . 

S t a g e 7 .- E v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . 

S t a g e 8 : The t h e o r y o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s
t < 7 ï

 . 

S t a g e s 1, 2 a n d 4 a r e t h o s e w h i c h d e s e r v e t h e o u t m o s t n o t i c e ; I H 

p a r t i c u l a r s t a g e 4 w i l l be c a r e f u l l y e x a m i n e d i n 4 . 6 . 

S t a g e 1 : [ 1 8 4 4 , 2 2 8 - 2 3 2 1 . B o o l e ' s " g ê n e r a i t h e o r e m " \s as 

f 011OW £ ; 
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The d e v e l o p m e n t o f f ( n + p ) i n a s c e n d i n g p o w e r s o f p i s 

2 f m ( n ) p
m

j ( i ) , w h e r e 

( H ) f - i ( T l ) 
fm(n) = , foin) = f ( n ) , 

( 4 5 . 1 2 ) ( M ) n 

n , p d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s s u b j e c t t o 

p f ( n ) u - X f ( ( n ) p u ( i i ) . Xfin) » f(<p(n)) ( i i i ) , 

X a f u n c t i o n a l s y m bol." 

I f Xfin) i n ( i i ) - ( i i i ) s t a n d s f o r f (n+An) ( i * 0 , t h e n ( i ) i n 

(45.12) w i l l a c c o r d i n g l y g i v e t h e f o r m u l a 

A A
3

 p
2 

(45.13) f ( n + p) - fin) + — f ( n ) p + f ( n ) + . . . . 

An A n
3

 1.2 

where 

A f ( n + A n ) - f ( n ) 

( 4 5 . 1 4 ) — f ( n ) » . An An 

I f An v a n i s h e s , n a n d p a r e c o m m u t a t i v e [ s e e ( i i ) a n d ( i v ) J a n d 

(45.13) i s r e d u c e d t o T a y l o r ' s t h e o r e m , j N e x t f o l l o w e d t h r e e 

p r o p o s i t i o n s by means o f w h i c h i t was r e a d i l y p r o v e d t h a t i f n , p 

a r e g i v e n by 

d 
r

l x d 
xe -x r-r 

( 4 5 . 1 5 ) n - , p « xe
 Œ 

r 

t h e n . t h è s e two o p e r a t o r s c o m b i n e a c c o r d i n g t o t h e r u l e s ( 4 5 . 1 1 ) . 

The d é m o n s t r a t i o n o f ( 4 5 . 1 1 ) was b a s e d upon T a y l o r ' s t h e o r e m . The 

l a s t g ê n e r a i f o r m u l a d e r i v e d was 

A 
(45.16) n ( n - l ) . . . . ( n - n + l ) u = x ( x + r ) . . . . ( x + ( n - l ) r ( — ) " . u 

Ax 

w h e r e Ax-=r and n , p g i v e n by ( 4 5 . 1 5 ) . I n f a c t f r o m ( 4 5 . 1 5 ) i t i s 

s e e n t h a t 

p-x 
(45.17) n « 

r 

w h i c h s e r v e d a s t h e b a s i s f o r ( 4 5 . 1 6 ) . 

Now, i f we p u t 

d d 

(45.18) r - 0. n = x — . p - x , x - e
s

, D » — 
dx d8 
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we o b t a i n r e a d i l y f r o m (45.11) a n d ( 4 5 . 1 6 ) r e s p e c t i v e 1y t h e 

"known" f o r m u 1 a e 

( 4 5 . 1 9 ) f ( D ) e
m e

u - e
m e

f ( D + m)u, f ( D ) e
m e

 - f ( m ) e
m

° , 

d 
( 4 5 . 2 0 ) D ( D - l ) ( D - n + l ) u - x " ( — ) " u . 

dx 

B o o l e ' s t h e o r e m (45.12) i s a r e m a r k a b l e g ê n e r a i i z a t i o n a n d 

a b s t r a c t i o n o v e r t h e r e s t r i c t e d i n q u i r i e s o f C a u c h y , Murphy and 

G r e g o r y i n t h e r e a l m s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . T h r o u g h one 

s i n g l e t h e o r e m he d e d u c e d f i r s t a g ê n e r a i i z e d v e r s i o n o f T a y l o r ' s 

t h e o r e m ( 4 5 . 1 3 ) u s e f u l i n h i s t h e o r y o f s t a g e s 5 a n d 8, and t h e 

known t h e o r e m s ( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) [see ( 3 3 . 5 4 ) , ( 3 3 . 5 7 ) . ( 4 4 . 1 4 ) ) 

u s e f u l f o r t h e r e s t o f h i s m e t h o d o l o g y . T h i s g ê n e r a i t h e o r e m was 

r e p r o d u c e d ONLY i n B o o l e (1845d,215-217; 1859 o r 1 8 7 7 , 4 4 7 - 9 ] <
e

> . 

I n c o n n e c t i o n w i t h ( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) B o o l e w r o t e : " W i t h a v i e w t o 

t h e m a i n t e n a n c e o f an u n b r o k e n a n a l o g y , i t h a s , h o w e v e r , b e e n 

t h o u g h t b e t t e r t o d e d u c e them f r o m t h e p r o p e r t i e s o f t h e more 

g ê n e r a i S y s t e m i n n and p, t h a n t o assume t h e m a s a l r e a d y p r o v e d " 

[ 1 8 4 4 , 2 3 2 ] . 

S t a g e 2: [ 1 8 4 4 , 2 3 2 - 2 3 3 ] . B o o l e a s s u m e d a l i n e a r d i f -

f e r e n t i a l é q u a t i o n w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i n t h e f o r m 

d
n

u d
n — 1

u 
( 4 5 . 2 1 ) (a + bx + c x

2

+ . . . ) + (a'+ b'x +...) +. . - X, 
d x " d x

n _ 1 

w h e r e a , b , ... c o n s t a n t s and X - X ( x ) . I f we l e t 

( 4 5 . 2 2 ) x - e
e

, D - d/d8, 

t h e n , b y m u l t i p l i c a t i o n w i t h x " . (45.21) c a n e a s i l y be r e d u c e d t o 

t h e " s y m b o l i c a l " f o r m 

( 4 5 . 2 3 ) f o ( D ) u + f i ( D ) e
e

u + f
3
( D ) e

a e

u + . . . - U, 

w h e r e f i (D) a r e p o l u n o m i a l s o f D a n d U = U ( e
e

) . I f we c o n s i d e r f u r -

t h e r t h a t 

( 4 5 . 2 4 ) u - 2 u
m
e

m e

, 

t h e n , o b s e r v i n g t h a t 

( 4 5 . 2 5 ) f i t D ï e "
6

 - f i ( m ) e
m e

 i - 0, 1 

a c c o r d i n g t o ( 4 5 . 1 9 ) , we have by s u b s t i t u t i o n i n t h e l e f t h a n d 

s i d e o f ( 4 5 . 2 3 ) t h e r e l a t i o n 

( 4 5 . 2 6 ) f o ( D ) u + f i ( D ) e
s

u + . . « Z [ ( f
0
( m ) u

m
 + f * (m) u

T O
_

l
+ . . ) e * »

6

] . 

We t h u s s e e t h a t t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e f i r s t member o f (45.26) 

and t h e d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n ( 4 5 . 2 3 ) , " i s t h e same a s i s b o r n e 

by t h e c o e f f i c i e n t o f e
m B

 i n t h e s e c o n d member [ o f ( 4 5 . 2 6 ) ] t o 
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t h e l i n e a r é q u a t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e s " . T h e o r e m ( 4 5 . 2 6 ) was 

c a l l e d by B o o l e "a p a r t i c u l a r f o r m o f t h e f u n d a m e n t a l t h e o r e m o f 

d e v e l o p m e n t " c i t e d h e r e a f t e r a s FTD<*
)

. 

S t a g e 3: [ 1 8 4 4 , 2 3 4 - 2 4 4 ] . B o o l e c l a i m e d t h a t e v e r y l i n e a r 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n o f t h e f o r m ( 4 5 . 2 3 ) , w h e r e U-0, i s 

s a t i s f i e d by t h e s é r i e s ( 4 5 . 2 4 ) p r o v i d e d t h a t 

( 4 5 . 2 7 ) f o d n î u ™ + f i ( m ) u
m
_ i + - 0 . 

T h i s i s an é v i d e n t c o n s é q u e n c e o f t h e FTD ( 4 5 . 2 6 ) . I f p be t h e 

l o w e s t v a l u e o f m, t h e n f r o m (45.27) we h a v e t h a t f o ( p ) - 0 , h e n c e 

t h e v a l u e s o f p a r e d e t e r m i n e d . I f p h a v e n r e a l v a l u e s , t h e n 

t h e r e w i l l be n a s c e n d i n g d e v e l o p m e n t s o f t h e f o r m 

( 4 5 . 2 8 ) u - ^Umem e, e
e

 - x , 

u
p
 b e i n g a r b i t r a r y . He i n c l u d e d a r u l e f o r t h e c a s e o f e q u a l o r 

i m a g i n a r y v a l u e s o f p [ 1 8 4 4 , 2 3 4 - 6 ]
U O J

. F o l l o w e d a n i l l u s t r a t i o n 

o f e a c h c a s e v i a e x a m p l e s a n d a b r i e f a c c o u n t o f t h i s a p p l i c a t i o n 

o f t h i s t h e o r y t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . 

L e t us i l l u s t r a t e B o o l e ' s s é r i e s method by a p p l y i n g i t t o 

t h e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n 

d
2

u a-1 du 
(45 . 2 9 ) n

a

u - 0 . 
d x

a

 x d x 

T h e n , p u t t i n g x = e
e

 a n d l e t t i n g D=d/d3, t h e s y m b o l i c a l f o r m o f 

(45 . 2 9 ) i s 

(45 . 3 0 ) DCD - a ) u - n
a

e
a

® u - 0 . 

Now fo(m)=m(m-a)=0 > m=0 o r m-a. The r e l a t i o n b e t w e e n t h e 

c o e f f i c i e n t s u
r o
 o f ( 4 5 . 2 8 ) i s g i v e n a c c o r d i n g l y by 

n
2 

( 4 5 . 3 1 ) u
m
 - u

m
-

3
. 

m(m-a) 

We h a v e t h u s two p a r t i c u l a r s o l u t i o n s o f ( 4 5 . 2 9 ) w h i c h c o m b i n e d 

g i v e t h e g ê n e r a i s o l u t i o n a s a sum o f two a s c e n d i n g s é r i e s o f x 

C n
2

 C n
4

 C ' n
2

x « *
2 

(45.32) u - C+ x A H X * + . . . C ' X * H + . . . , 
2 ( 2 - a ) 2 . 4 ( 2 - a ) ( 4 - a ) 2(a+2) 

t h e f i r s t s é r i e s s t a r t i n g f r o m p - 0 , t h e s e c o n d f r o m p=a [ e
e

 i n 

(42 . 2 8 ) b e i n g r e p l a c e d i n t h e f i n a l r e s u i t b y x; 1 8 7 7 , 4 3 8 ]
( 1 1

> . 

S t a g e 4: [ 1 8 4 4 , 2 4 4 - 2 5 7 ] . U n d e r t h e t i t l e "On t h e i n t é g r a 

t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n f i n i t e t e r m s " what B o o l e 

d o e s i n f a c t i s a t h o r o u g h s t u d y o f t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s 

w h i c h c a n be c a s t t o t h e b i n o m i a l s y m b o l i c f o r m 
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(45.33) u + ( p ( D ) e
e

u - U. 

D e s p i t e t h e a p p a r e n t r e s t r i c t i o n o f t h e c l a s s o f e q u a t i o n s s o l v -

a b l e by t h i s m e t h o d , s t i l l a w i d e r a n g e o f s e c o n d o r d e r d i f f e r e n -

t i a l e q u a t i o n s i m p o r t a n t f o r t h e i r r o l e i n p h y s i c s a r e i n c l u d e d 

i n t h e c l a s s u n d e r c o n s i d e r a t i o n . 

F i r s t he shows t h a t by d i v i s i ó n w i t h f
0
( D ) . e v e r y e q u a t i o n 

o f t h e f o r r o ( 4 5 . 2 3 ) c a n be r e d u c e d t o one o f s i m i l a r f o r m w i t h o u t 

c o e f f i c i e n t i n i t s f i r s t térras, t h a t i s t o 

(45.34) u + (pi(D)e°u + .. + í p
n
( D ) e "

e

u - U 

( 1 8 4 4 , 2 4 4 - 5 ] . He r e g a r d s n e x t t h e c l a s s 

(45.35) u + a i t p ( D ) e
e

u +...+ a
n
<p(D) . . .<p(D - n + l ) e "

e

u - U . 

O b s e r v i n g t h a t 

(45.36) t p ( D ) . . . íp(D - n + l ) e
n Q

u - [ t p ( D ) e
0

] " u 

a c c o r d i n g t o ( 4 5 . 1 9 ) and p u t t i n g 

(45.37) c p ( D ) e
e

 - p , 

by s u b s t i t u t i o n , £ 4 5 . 2 7 ) g i v e s by s o l u t i o n 

(45.38) u - (1 + Qip + .. + a „ p " ) -
1

U . 

By r e s o l u t i o n o f t h e s e c o n d s i d e o f ( 4 5 . 3 8 ) i n p a r t i a l f r a c t i o n s 

- a s i n t h e c a s e o f ( 4 5 . 3 ) - ( 4 5 . 4 ) - t h e v a l u é o f u i s t o be r e a d i l y 

d e d u c e d by 

(45.39) u - ^ N i U j 

where u i t o be d e t e m i n e d by t h e e q u a t i o n 

(45.40) u j - q i ( p ( D ) e e U i - U 

where q
4
 t h e r o o t s o f (45.2) [ 1 8 4 4 , 2 4 6 - 7 ; 1 8 7 7 , 4 1 5 - 4 1 6 ] . 

W h i c h a r e t h e f o r m s o f <p(D) t h a t r e n d e r (45.^fo) o r (45.3.5) 

i n t e g r a b l e ? The s i m p l e s t c a s e i s 

a i D + b i 
(45.41) tp(D) - . 

aD+b 

B o o l e i l l u s t r a t e d h i s method o f r e d u c t i o n o f (45.35) t o ( 4 5 . 4 0 ) 

by an e q u a t i o n w h i c h g i v e s (p(D) ~(D+a) / (D+b) . I n t h i s c a s e 

[ ( 4 5 . 4 1 ) ) e q u a t i o n s (45.40) a r e r e a d i l y r e d u c e d t o f i r s t - o r d e r 

o n e s . F o r t h e p a r t i c u l a r f o r m o f <p(D)-D
- 1

, we h a v e u n d e r c o n 

s i d e r a t i o n a l i n e a r e q u a t i o n w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s [ 1 8 4 4 , 

246-7; 1 8 7 7 , 4 1 6 - 4 1 8 ] . P o s t p o n i n g B o o l e ' s s t u d y o f e q u a t i o n 

(45.40) f o r 4 . 6 , we w o u l d l i k e t o s t r e s s t h a t he s e a r c h e d f o r 

t h o s e e q u a t i o n s whose s o l u t i o n d e p e n d s u p o n t h a t o f 

d
n

u 

(45.42) ± q"u - X. 
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E v i d e r v t . l v é q u a t i o n s s u c h a s t h e EFE i n e i t h e r f o r m s ( 1 3 . 3 2 ) and 

(13.33) b e l o n g t o t h i s l a t t e r c a t e g o r y ( 1 8 4 4 , 2 4 7 - 5 7 ; 1 8 7 7 , 4 1 8 -

429] . 

S t a g e 5: [ 1 8 4 4 , 2 5 7 - 2 6 1 ] , H e r e B o o l e i n v e s t i g a t e s a more 

g ê n e r a i c l a s s t h a n ( 4 5 . 3 5 ) , n a m e l y t h o s e é q u a t i o n s whose s y m b o l i -

c a l f o r m i s 

(45.43) f o ( D ) u + f i ( D ) t p ( D ) e
ö

u + f
 3
( D ) (p(D)<p(D-l ) e

a e

u + .. . + .. - U. 

By p u t t i n g 

(45.44) D - n c p ( D ) e
e

 » n and ( p ( D ) e
a

 - p, 

we have t h a t 

(45.45) p f ( n ) u - f ( n - l ) p u , D - n + n p . 

E q u a t i o n ( 4 5 . 4 3 ) i s t h e n s u c c e s s i v e l y r e d u c e d f i r s t t o 

(45.46) f o ( D ) u + f
A
( D ) p u + ™ U , 

a n d n e x t , by means o f t h e o r e m (45.13) t o an é q u a t i o n o f t h e f o r m 

(45.47) (po(n)u + ( p
a
( n ) p u +.... - U. 

He i n v e s t i g a t e d t h e p r i n c i p a l i n t e g r a l c a s e s o f t h e c l a s s ( 45.43) 

by means o f a s p e c i f i c s e c o n d o r d e r é q u a t i o n . The t h e o r y i n -

v o l v e d i s f a r t o o a b s t r a c t a n d g ê n e r a i a n d a p p a r e n t l y o f no f u r 

t h e r a p p l i c a t i o n s *
1 3 1

. 

S t a g e 6: [ 1 8 4 4 , 261-170] i s d e v o t e d t o t h e " T h e o r y o f S é r i e s 

a n d G e n e r a t i n g F u n c t i o n s " . Assume f i r s t t h a t we a r e g i v e n a 

s é r i e s o f t h e f o r m ( 4 5 . 2 8 ) , and l e t t h e l a w o f t h e g é n é r a t i o n o f 

i t s c o e f f i c i e n t s be 

(45.48) u
m
+(pi ( m ) U m - i + • • . ( p n ( m ) u

n
.

n
 - 0. 

F o l l o w i n g e x a c t l y t h e c o n v e r s e p r o c é d u r e o f t h a t f o l l o w e d i n 

s t a g e 3, t h e p r o b l e m o f s u m m a t i o n i s r e d u c e d t o t h e s o l u t i o n o f 

t h e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n w h i c h c o r r e s p o n d s t o ( 4 5 . 4 8 ) a c c o r d i n g 

t o FTD ( 4 5 . 2 6 ) . L e t f o r e x a m p l e t h e s é r i e s 

n= n
2

( n
2

- 2
3

) 

(45.49) u - 1 x
2

 + 

1.2 1.2.3.4 

where 

m
2

- ( m - 2 )
a 

(45.50) Um U m - l . 
m(m-l) 

F o r m u l a ( 4 5 . 5 0 ) c o r r e s p o n d s t o (45.48) o r ( 4 5 . 2 7 ) . The r e l a t e d 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n w i l l h e n c e be 

(45.51) D ( D - l ) u - ( ( D - 2 )
3

 - n
2

] e
a a

u - 0, 

a f o r m t h a t c o r r e s p o n d s t o (45.23) f o r U-0 by t h e FTD ( 4 5 . 2 6 ) . 

The s o l u t i o n o f ( 4 5 . 5 1 ) , o r o f 
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d
3

u du 

( 4 5 . 5 2 ) (1 - x
3

) x — + n
3

u - 0 
d x

3

 dx 

w i l l g i v e t h e requ'fed f o r m o f s é r i e s u ( 1 8 4 4 , 262; 1 8 7 7 , 4 4 2 ]
( 1 3 )

. 

On f a i r l y s i m i l a r l i n e s , g i v e n t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e 

c o e f f i c i e n t s u
m
, t h e d é t e r m i n a t i o n o f t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n o f 

u » , S u m ^ u , i s r e d u c e d , v i a t h e FTD, t o t h e s o l u t i o n o f t h e c o r -

r e s p o n d i n g d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n . Two e x a m p l e s s e r v e d so a s t o 

i l l u s t r a t e t h i s m e t h o d ( 1 8 4 4 , 266-8] and n e x t f o l l o w e d a b r i e f 

s t u d y o f t h e t h e o r y o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s a s c o n n e c t e d w i t h 

é q u a t i o n s o f p a r t i a l d i f f é r e n c e s [ 1 8 4 4 , 2 6 8 - 2 7 0 ] . 

S t a g e 7: [ 1 8 4 4 , 270-275] i s d e v o t e d t o an a p p l i c a t i o n o f 

t h e t h e o r y o f s é r i e s t o t h e é v a l u a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . The 

f i r s t e x a m p l e c o n c e r n e d t h e é v a l u a t i o n o f 

d x c o s r x 
( 4 5 . 5 3 ) r -

J o ( 1 -

2 v c o s x + v
a

)
n 

The f i r s t s t e p amounts t o t h e e x p a n s i o n o f ( l - 2 v c o s x + v
3

)
_ n

 i n a 

s é r i e s o f t h e f o r m 

( 4 5 . 5 4 ) A0 + 2(AiCOSU + A
2
c o s 2 u + ) , 

A»- r e q u i r e d . By a n a l y t i c a l c o m p u t a t i o n s ^ i f we l e t v
a

= t , we f i n d 

r 

( 4 5 . 5 5 ) Ar- - t ' ( u
m
t

m

) , 

w here 

(n+m-1)(n+r+m-1) 
(4 5 . 5 6 ) u

m
 u

m
_ x = 0 . 

m(m+r) 

T h u s , i f 

( 4 5 . 5 7 ) 2 u
m
t

m

 = u , t - e
e

, 

we a r r i v e b y means o f (45.56) t o a d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n i n u as 

i n t h e c a s e o f ( 4 5 . 5 0 ) - ( 4 5 . 5 2 ) . S o l v e d by t h e t h e o r y i n t r o d u c e d 

a t s t a g e 4 ^ t h i s é q u a t i o n g i v e s s o l u t i o n 

( 4 5 . 5 8 ) u - t ~ * * ( — 
d t T ( n ) ( 1 - t ) " 

[ 1 8 4 4 , 2 7 0 - 2 ; 1 8 7 7 , 4 4 4 - 5 ] <
1 4

> . 

C o m b i n i n g n e x t t h i s r e s u i t w i t h ( 4 5 . 5 5 ) we h a v e t h e c o e f f i 

c i e n t A*- o f ( 4 5 . 5 4 ) d e t e r m i n e d by 

1 d t * " - " -
1 

( 4 5 . 5 9 ) A
r
 - ( — )"-*-

T ( n ) t ^
a

 d t ( 1 - t ) " 

and h e n c e t h e v a l u e o f ( 4 5 . 5 ? ) was f o u n d t o be nA*-. 
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B o o l e mentioned t h a t L e g e n d r e " I b e l i e v e , considered t h e a b o v e 

d e f i n i t e i n t e g r a l , b u t ï am n o t a c q u a i n t e d w i t h t h e r e s u i t o f h i s 

a n a l y s i s " ( 1 8 4 4 , 2 7 2 ] . I n t h e n e x t e x a m p l e he c o n s i d e r e d a m u l 

t i p l e i n t e g r a l c o n n e c t e d w i t h t h e t h e o r y o f t h e a t t r a c t i o n s o f 

ellipsoidSjinentioning G r e e n a s t h e one t h a t h a d c o n s i d e r e d a p a r -

t i c u l a r c a s e o f i t ( 1 8 4 4 , 2 7 3 ] . The l a s t e x a m p l e c o n c e r n e d 

a n o t h e r known m u l t i p l e i n t e g r a l , i t s g ê n e r a i t h e o r y b e i n g f u l l y 

d e v e l o p e d by D i r i c h l e t a n d C a y l e y . E l u s was a l s o m e n t i o n e d i n 

c o n n e c t i o n w i t h a t h e o r e m he h a d p r o v e d by means o f F o u r i e r ' s 

transforma ( 1 8 4 4 , 2 7 4 - 5 ] . 

S t a g e 8: ( 1 8 4 4 , 276-282] involved t h e t h e o r y o f f i n i t e 

d i f f é r e n c e é q u a t i o n s , a n d h e n c e t h e r e s u l t s ( 4 5 . 1 3 ) , ( 4 5 . 1 9 ) -

( 4 5 . 2 0 ) o f t h e "gênerai t h e o r e m " ( 4 5 . 1 2 ) . B o o l e showed how e v e r y 

l i n e a r équation 

( 4 5 . 6 0 ) X o u * + + XnUx_n - X 

may be c a s t t o t h e f o r m 

( 4 5 . 6 1 ) f o ( n ) u
x
 + f i ( n ) p u

x
 + ... = U

x
 j 

w here n and p a r e g i v e n by ( 4 5 . 1 5 ) an d w h i c h s a t i s f y t h e l a w s 

( 4 5 . 1 1 ) ( 1 8 4 4 , 2 7 6 - 7 1 . He t h e n s t u d i e d f i r s t t h e s o l u t i o n o f 

( 4 5 . 6 1 ) i n r+1 t e r m s , f o r U
x
- 0 , a s i n t e g r a t e d by t h e s é r i e s 

m e t h o d g i v e n a t s t a g e 3 v i a one e x a m p l e . On t h i s s u b j e c t h e 

r e f e r r e d t o B r o n w i n ( 1 8 4 3 c ; 1844, 278; s e e a l s o 4 . 3 ) . 

B o o l e ' s f i n a l s t e p i n t h i s l a s t s t a g e o f h i s i n q u i r i e s was 

t h e s o l u t i o n o f ( 4 5 . 6 1 ) i n f i n i t e t e r m s . I n s o d o i n g he made u s e 

o n c e more o f t h e formula (45.15) i n a more g ê n e r a i f o r m g i v e n i n 

[ 1 8 4 4 , 2 3 0 ] . Now p ^ g i v e n by 

d 
r r "P-* 

( 4 5 . 6 2 ) p - (p(x)e and n -

r 

f o r r = - l . He was t h u s l e d t o a s t u d y o f (45.61) i n <p(n) [ 1 8 4 4 , 

2 7 9 ] . He d i s t i n g u i s h e d s e v e r a l c a s e s i n t h e c o u r s e o f w h i c h he 

made u s e o f t h e m e t h o d exhibited i n s t a g e 4 [ s e e 4 . 6 ] . O m i t t i n g 

t h e d é t a i l s we w o u l d l i k e t o c o n c l u d e w i t h B o o l e ' s r e m a r k s o n 

G r e g o r y : 

Late f e l l o w o f Trinité C o l l e g e , Cambridge, and author of the w e l l -

known "Bcamples". Few i n so s h o r t a l i f e have done so much f o r 

s c i e n c e . The h i g h sensé which I e n t e r t a i n of hi3 mer i t s as a ma t h e — 

m a t i c i a n , i s mingled w i t h f e e l i n g s o f g r a t i t u d e f o r much v a l u a b l e 

a s s i s t a n c e rendered t o me i n my e a r l i e r e s s a y s <
Ł O >

. 
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4.6 B o o l e ' s s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f b i n o m i a l é q u a t i o n s i n f i n i t e 

f o r m ( 1 8 4 4 1 ; t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n . 

I n 4.5 we g a v e a g ê n e r a i o u t l i n e o f B o o l e ' s l e n g t h y p a p e r 

"On a g ê n e r a i m e t h o d i n a n a l y s i s " [18441 d i v i d i n g i t s s t u d y f o r 

c o n v e n i e n c e i n 8 d i s t i n c t s t a g e s . The most e s s e n t i a l c o m p o n e n t s 

o f h i s m e t h o d o l o g y c o n s i s t o f h i s g ê n e r a i t h e o r e m ( 4 5 . 1 2 ) , t h e 

f u n d a m e n t a l t h e o r e m (45.26) - c i t e d a s FTD- and l a s t l y h i s t r e a t -

ment o f b i n o m i a l é q u a t i o n s ( 4 5 . 4 0 ) , o r , 

( 4 6 . 1 ) u + (p(D)e»~
B

u = U. 

I n t h i s s e c t i o n we f o c u s on ( 4 6 . 1 ) , t h e t h e o r e m s i n v o l v e d i n i t s 

s t u d y a n d t h e i r a p p l i c a t i o n t o t h e EFE i n b o t h t h e " s t a n d a r d " and 

" g ê n e r a i " f o r m [ 4 . 2 , ( 7 ) 1 , c o n c l u d i n g w i t h a c o n n e c t i o n b e t w e e n 

B o o l e ' s i n q u i r i e s on t h e EFE a n d t h o s e o f h i s p r e d e c e s s o r s . As i n 

4 . 5 , r é f é r e n c e s a r e p r o v i d e d f r o m B o o l e [1844] a s w e l l a s f r o m 

B o o l e [ 1 8 5 9 ] c i t e d a s [1877; 4 . 5 , ( 4 ) , ( 5 ) ] . 

F o r c o n v e n i e n c e l e t u s f i r s t s u m m a r i z e t h e r e s u l t s o f o u r 

s t u d y i n 4.5 w h i c h w i l l be n e e d e d i n o u r p r é s e n t d i s c u s s i o n . F r o m 

t h e g ê n e r a i t h e o r e m ( 4 5 . 1 2 ) we o n l y n e e d t h e known f o r m u l é e 

( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) , o r 

( 4 6 . 2 ) f ( D ) e
m

°u * e
m e

f ( D + m ) u . f ( D ) e
m

° = f ( m ) e
m e

, 

a n d 

d 
( 4 6 . 3 ) D ( D - l ) ( D - n + l ) u - x

n

( — ) " u , 
d x 

w h e r e 

(4 6 . 4 ) D - d/d3 - x d / d x . x - e ° . 

We a l s o n e e d t o remember t h a t e v e r y l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n 

i n x c a n be r e d u c e d by means o f t h e t r a n s f o r m s (46.4) a n d t h e o r e m 

( 4 6 . 2 ) t o one i n s y m b o l i c a l f o r m i n D [ s e e ( 4 5 . 2 1 ) - ( 4 5 . 2 3 ) ] . F u r 

t h e r , e v e r y é q u a t i o n o f t h e s y m b o l i c a l f o r m (45.23) c a n be e a s i l y 

r e d u c e d t o one o f s i m i l a r f o r m w i t h o u t a c o e f f i c i e n t i n i t s f i r s t 

t e r m a s ( 4 5 . 3 4 ) . F i n a l l y , f o c u s i n g on t h e c l a s s ( 4 5 . 3 5 ) , o r , 

( 4 6 . 5 ) u + a i < p ( D ) e
e

u + ...+ a
n
<p(D) . . . . (p(D-n+1 ) e "

e

u = U, 

we s h o w e d t h a t i t c a n be r e s o l v e d t o a S y s t e m o f b i n o m i a l é q u a 

t i o n s ( 4 6 . 1 ) [ s e e ( 4 5 . 3 5 ) - ( 4 5 . 4 0 ) ] . 

Now, B o o l e ' s t r e a t m e n t o f ( 4 6 . 1 ) c o n s i s t s o f two d i s t i n c t 

t h e o r e m s . The f i r s t , c i t e d h e r e a f t e r a s t h e o r e m 1, c l a i m s t h a t 

( 4 6 . 1 ) c a n be c o n v e r t e d i n t o 

( 4 6 . 6 ) v + c p t D + n î e ^ v - V 

b y means o f t h e t r a n s f o r m s 
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( 4 6 . 7 ) u = e "
a

v , U - e "
e

V . 

I n d e e d , a s s u m i n g u = e
n

°v , a f t e r s u b s t i t u t i o n i n ( 4 6 . 1 ) , c o n s i d é r a 

t i o n o f (46.2) a n d d i v i s i o n by e
n

° , we o b t a i n i m m e d i a t e l y ( 4 6 . 6 ) 

w i t h V = e
_ n

°U . T h u s , g i v e n (p a n d U, ( 4 6 . 1 ) i s c o n v e r t e d i n t o 

( 4 6 . 6 ) i f we h a v e ( 4 6 . 7 ) . O r , i f v c a n be d e t e r m i n e d f r o m ( 4 6 . 6 ) , 

t h e n t h e s o l u t i o n o f t h e g i v e n é q u a t i o n ( 4 6 . 1 ) i s p r o v i d e d f r o m 

( 4 6 . 7 ) ( 1 8 4 4 , 2 4 7 J . B o o l e s t a t e d i n ( 1 8 7 7 , 4181 t h a t " i n any b i -

n o m i a l é q u a t i o n we c a n c o n v e r t (p(D) i n t o <p(D+n) , n b e i n g a n v 

c o n s t a n t " . 

Theorem 2 e s t a b l i s h e s t h e t r a n s f o r m o f ( 4 6 . 1 ) i n t o 

( 4 6 . 8 ) v + nj(D)e^°v - V. 

w h e r e 41 i s g i v e n , by means o f 

<p(D) tp(D) 

( 4 6 . 9 ) u - P r v , U « P*. V 
V<D) v(

n

) 
w h e r e 

<p(D) <p(D)<p(D-r)<p(D-2r) . . . 
(4 6 . 1 0 ) P,- = 

VCD) ui(D)v(D-r)v(D-2r) 

an " i n f i n i t e p r o d u c t " ( 1 8 4 4 , 247; 1 8 7 7 , 4 1 9 ] <
1

> . 

The p r o o f o f t h e o r e m 2 r u n s a s f o l l o w s . L e t 

(4 6 . 1 1 ) u = t ( D ) v , 

f t o be d e t e r m i n e d . S u b s t i t u t i n g ( 46.11) i n ( 4 6 . 1 ) , o b s e r v i n g 

t h a t e "
r a

f ( D ) v = f ( D - r ) e
r a

v by ( 4 6 . 2 ) and d i v i d i n g by f ( D ) . we h a v e 

(p(D)f ( D - r ) 

( 4 6 . 1 2 ) v + e**®v « [fíDíl-^-ü. 

f (D) 

C o m p a r i n g ( 4 6 . 1 2 ) w i t h t h e f o r r a ( 4 6 . 8 ) we h a v e e v i d e n t l y a r e c u r -

s i v e d e f i n i t i o n o f f ( D ) by 

<p(D) 

( 4 6 . 1 3 ) f ( D ) - f ( D - r ) . 
V(D) 

By i t e r a t i o n i t f o l l o w s f r o m ( 4 6 . 1 3 ) t h a t f ( D ) c o i n s i d e s w i t h t h e 

r i g h t - h a n d s i d e o f ( 4 6 . 1 0 ) and t h u s , f r o m ( 4 6 . 1 1 ) - ( 4 6 .12) , t h a t 

( 4 6 . 1 ) i s c o n v e r t e d i n t o ( 4 6 . 8 ) by means o f ( 4 6 . 9 ) Í 1 8 4 4 , 248; 

1 8 7 7 , 419] . 

B o o l e o b s e r v e d t h a t
A
f o r m u t o be d e t e r m i n e d by ( 4 6 . 9 ) , 41 (D) 

i n ( 4 6 . 8 ) h a s t o be c h o s e n s o a s t o h a v e t h e p r o d u c t ( 4 6 . 1 0 ) i n 

f i n i t e f o r m a n d a l s o s o t h a t e q u a t i o n (46.8) i s i n t e g r a b l e . F o r 

t h e f o r m e r i t s u f f i c e s t h a t f o r e v e r y f a c t o r g ( D ) i n t h e 

n u m e r a t o r o f ( 4 6 . 1 0 ) t h e r e e x i s t s a f a c t o r g ( D±ir ) i n t h e 

d e n o m i n a t o r , i a n y i n t e g e r o r 0, a n d v i c e v e r s a . He c a l l a d ( 4 6 . 8 ) 
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t h e " t r a n s f o r m e d " é q u a t i o n a n d (46.9) t h e " a u x i l i a r y " o n e s , men-

t i o n i n g t h a t by t h e o r e m 2, t h e g i v e n é q u a t i o n i s r e s o l v e d i n t h r e e 

é q u a t i o n s , V,v a n d u b e i n g s u c c e s s i v e l y d e t e r m i n e d . He c o n c l u d e d 

h i s t h e o r e t i c a l a c c o u n t by g i v i n g t h e " c a n o n s w h i c h r e g u l a t o t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f t h e c o n s t a n t s " [ 1 8 4 4 , 2 4 8 - 9 ; 1877,420-11 *
2

>. 

B o o l e a p p l i e d t h è s e two t h e o r e m s t o s e v e r a l e x a m p l e s . The 

f i r s t o f them c o n c e r n e d t h e d é t e r m i n a t i o n o f t h e c h a r a c t e r i s t i c 

o f t h o s e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s o f t h e n
t h

 d e g r e e , whose s o l u t i o n 

d é p e n d s o n t h a t o f é q u a t i o n 

d
n

v 

( 4 6 . 1 4 ) ± q"v = X, 
d x

n 

q a c o n s t a n t a n d X = X ( x ) . T h i s i s B o o l e ' s raost i m p o r t a n t e x a m p l e , 

f o r i t i s i m p l i e d f r o m t h e n e x t two e x a m p l e s c o n c e r n i n g t h e EFE 

w h i c h w e r e b a s e d on i t , t h a t t h e b a s i c t h e o r e m 2 was i n v e n t e d 

a f t e r c o n t e m p l a t i n g o n t h i s p a r t i c u l a r e x a m p l e . T h u s , b e f o r e 

p r o c e e d i n g t o t h e E F E , i t i s w o r t h w h i l e g i v i n g a s k e t c h o f 

B o o l e ' s t h e o r e t i c a l r e a s o n i n g f o r ( 4 6 . 1 4 ) . The t r e a t m e n t w h i c h 

f o l l o w s b e l o w makes i n d e s p ^ ^ e n s a b l e u s e o f b o t h t h e o r e m 1 a n d 2. 

B o o l e o b t a i n e d f i r s t t h e s y m b o l i c a l f o r m o f ( 4 6 . 1 4 ) , 

q
n 

( 4 6 . 1 5 ) v ± e"*v = V, 
D ( D - l ) . . . ( D - n + 1 ) 

V g i v e n b y 
d 

( 4 6 . 1 6 ) V » [ — ] - * X . 
d x 

As i n t h e c a s e o f t h e FTD [ s e e ( 4 5 . 2 1 ) - ( 4 5 . 2 3 ) ] t h i s was a p -

p a r e n t l y e f f e c t e d by m u l t i p l y i n g ( 46.14) w i t h x " , by t h e f o r m u l é e 

( 4 6 . 2 ) - ( 4 6 . 3 ) a n d , f i n a l l y , by d i v i s i o n w i t h ( d / d x ) " . The c l a s s 

o f é q u a t i o n s s o u g h t s h o u l d , o n a s s u m i n g x = e
e

 ( s e e ( 4 6 . 4 ) ) , be 

r e d u c i b l e t o a f o r m s i m i l a r t o t h a t o f é q u a t i o n ( 4 6 . 1 5 ) . I n o t h e r 

w o r d s , r e g a r d i n g ( 4 6 . 1 5 ) a s e q u a t i o n (46.8) o f t h e o r e m 2, t h e 

i n i t i a l é q u a t i o n (46.1) s o u g h t s h o u l d be 

( 4 6 . 1 7 ) u ± e"°u = U, 
( D + a i ) . . . ( D + a

n
) 

t h e c o n d i t i o n s c o n c e r n i n g t h e q u a n t i t i e s ai w a n t e d [ 1 8 4 4 , 249-

250; 1 8 7 7 , 423-41 -

B o o l e p u t 

( 4 6 . 1 8 ) u « e — i °ui 

C o n v e r t i n g t h u s , a c c o r d i n g t o t h e o r e m 1, ( 4 6 . 1 7 ) i n t o 
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( 4 6 . 1 9 ) u
x
 ± e «

e

u x = e « i * U . 

D(D+da-ax)...(D+dn-ai) 

Now, r e g a r d i n g a s o u r i n i t i a l é q u a t i o n ( 4 6 . 1 ) é q u a t i o n ( 4 6 . 1 9 ) , 

we n o t i c e t h a t t h e f i r s t f a c t o r i n t h e d e n o m i n a t o r o f (p(D) i n 

( 4 6 . 1 9 ) c o r r e s p o n d s w i t h t h e f i r s t f a c t o r o f t h e d e n o m i n a t o r o f 

H*(D) i n ( 4 6 . 1 5 ) <
3 Ï

. By t h e same t h e o r e m , i n a n y o f t h e r e m a i n i n g 

f a c t o r s (D+a
4
) we c a n c o n v e r t D i n t o D±in, i any i n t e g e r . 

H e n c e , t h e f a c t o r s i n <p(D) w i l l c o r r e s p o n d w i t h t h o s e o f ip(D) i f 

t h e q u a n t i t i e s 

a x - a
x
+ i - l 

( 4 6 . 2 0 ) , i =- 2 n 
n 

a r e a i l n é g a t i v e i n t e g e r s
< - 4 ï

 . 

H a v i n g d e t e r m i n e d t h e c h a r a c t e r i s t i c o f t h o s e é q u a t i o n s 

( 4 6 . 1 9 ) , o r ( 4 6 . 1 7 ) , whose s o l u t i o n d é p e n d s u p o n t h a t o f ( 4 6 . 1 5 ) , 

o r ( 4 6 . 1 4 ) , i t r e m a i n s t o s k e t c h t h e p r o c é d u r e o f s o l u t i o n o f 

( 4 6 . 1 7 ) . B a s e d on t h e o r e m 2 B o o l e showed how t h e v a l u e o f u c a n 

be d e d u c e d f r o m t h e known v a l u e o f v b y " d i f f e r e n t i a t i o n " o n l y . 

L e t t i n g (p(D) , iy(D) s t a n d f o r t h e c o e f f i c i e n t s o f e a 6 U i , e
n a

v i n 

( 4 6 . 1 9 ) a n d ( 4 6 . 1 5 ) r e s p e c t i v e l y , we h a v e a c c o r d i n g t o ( 4 6 . 9 ) o f 

t h e o r e m 2 t h a t 

<P(D) 

( 4 6 . 2 1 ) Ux = Pn v . 
Y(D) 

T h u s , by ( 4 6 . 1 8 ) , t h e v a l u e o f u s o u g h t w i l l be d e d u c e d f r o m 

( D - l ) . . . ( D - n + 1 ) 
( 4 6 . 2 2 ) u = e-«i

s

Pr» v . 
(D+aa-ûi)...(D+a^-ax) 

S i n c e by ( 4 6 . 2 0 ) a
a
- a i < - l , we h a v e b y ( 4 6 . 1 0 ) t h a t 

D - l 
( 4 6 . 2 3 ) P „ = ( D - l ) ( D - l - n ) ( D - l - 2 n ) . . . ( D + a

a
- a

x
+ n ) . 

D+a
a
-ax 

F o r b y t h e a s s u m p t i o n ( 4 6 . 2 0 ) f o r i = 2 we h a v e ( s e e (4) a b o v e l 

t h a t 

( 4 6 . 2 4 ) a
3
 - a i = - n p - 1 , u>0. 

T h u s . f r o m t h e f a c t o r ( D - l - n u ) o n w a r d s , a l 1 t h e f a c t o r s i n t h e 

n u m e r a t o r s o f t h e l e f t - h a n d s i d e o f ( 4 6 . 2 3 ) e q u a l t o t h e f a c t o r s 

( D+a
a
-ax). ( D + a

a
- a i - n ) . . . i n t h e d e n u m e r a t o r . S o , t h e p r o d u c t 

( 4 6 . 2 3 ) t e r m i n â t e s , w i t h l a s t f a c t o r t h e one p r e c e e d i n g ( D - l - n u ) -

( D + a
a
- a x ) , w h i c h i s ( D + a

3
- a x + n ) <

0 >

. The same h o l d i n g f o r t h e 
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o t h e r p r o d u c t s i n ( 4 6 . 2 2 ) we have t h a t u i s d e d u c e d f r o m v , i n 

( 4 6 . 2 2 ) by d i f f e r e n t i a t i o n . o n l y [ 1 8 4 4 , 250; 1 8 7 7 , 4 2 4 ) . 

C o n s i d e r now t h e E F E i n t h e s t a n d a r d f o r m 

d
3

u 6u 
( 4 6 . 2 5 ) + q

3

u = — , 
d x

2

 x
a 

w i t h i t s s y m b o l i c a l f o r m o b t a i n e d r e a d i l y a s 

q
3 

( 4 6 . 2 6 ) u + e
a e

u = 0. 
(D+2)(D-3) 

E q u a t i o n (46.26) i s o f t h e b i n o m i a l f o r m ( 4 6 . 1 ) , b u t , more 

s p e c i f i c a l l y o f t h e f o r m (46.17) i f we make i n t h e l a t t e r n=2, 

U=0 a n d a i = 2 , a
2
= - 3 . T h u s , é q u a t i o n ( 4 6 . 2 6 ) c a n e i t h e r be t r e a t e d 

d i r e c t l y by t h e o r e m 2, l e t t i n g a s t h e t r a n s f o r m e d é q u a t i o n 

( 4 6 . 8 ) be 

( 4 6 . 2 7 ) v + e
3

°v = V, 
D ( D - l ) 

o r , b y b o t h t h e o r e m s 1, 2 a s u s e d i n t h e f o r m e r e x a m p l e ; i n o t h e r 

w o r d s by ( 4 6 . 2 1 ) - ( 4 6 . 2 2 ) . We w i l l f i r s t u s e t h e s e c o n d m e t h o d 

w h i c h i s more c o n v e n i e n t , and n e x t t h e f i r s t . 

A c c o r d i n g t o t h e l a t t e r m e t h o d t h e s o l u t i o n o f (46.25) i s 

b a s e d d i r e c t l y on t h a t o f (46.14) f o r n=2, X=0, 

d
3

v 
( 4 6 . 2 8 ) + q

2

v = 0, 
d x

3 

w h i c h e q u a l s 

( 4 6 . 2 9 ) v = c s i n ( q x + d ) . 

T h u s , by (46.22) we d e d u c e t h e v a l u e o f u by d i f f e r e n t i a t i o n 

a f t e r s u b s t i t u t i n g ( 4 6 . 2 9 ) f o r v a n d x d / d x f o r D a s f o l l o w s : 

D - l 
u = e

a o

P
a
 v = e -

3

°(D - l ) ( D - 3 ) v = 
D-5 

1 d
3

 d 
= — . c ( x

a

 - 3 x — +3) s i n ( q x + c
x
) , o r , 

x
3

 d x
a

 dx 

3 3q 
( 4 6 . 3 0 ) u - c [ ( — r- q

3

) s i n t q x + C i ) - — c o s ( q x + c
x
) l , 

X
3

 X 

w h i c h i s t h e known s o l u t i o n o f t h e EFE i n t h e s t a n d a r d f o r m 

( 4 6 . 2 5 ) [ 1 8 4 4 , 251]<*>. 

By t h e f o r m e r method (46.26) a n d ( 4 6 . 2 7 ) s t a n d r e s p e c t i v e l y 
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f o r t h e i n i t i a l a n d t h e t r a n s f o r m e d e q u a t i o n ( 4 6 . 1 ) , ( 4 6 . 8 ) o f 

t h e o r e m 2. T h u s , g i v e n <p(D) a n d v ( D ) we have by ( 4 6 . 1 0 ) : 

<p(D) (D+2) (D-3) D ( D - l ) 

P
a
 = P

a
 = Pa

 : 

i*i(D) q
3

 (D+2) (D-3) 

D ( D - l ) 

D(D-2) (D-4) ( D - l ) (D-3) (D-5) 

( D + 2 ) . D . ( D - 2 ) ( D - 4 ) . . . ( D - 3 ) ( D - 5 ) 

(p(D) D - l 

Thus 

( 4 6 . 3 1 ) 
V(D) D+2 

T h e r e f o r e , by (46.9) we h a v e 

D - l D - l 

( 4 6 . 3 2 ) u = v , 0 - V. 
D+2 D+2 

B o o l e c l a i m e d t h a t V » 0 ; t h u s v i s g i v e n by ( 4 6 . 2 9 ) . H e n c e , u i s 

d e t e r m i n e d as f o l l o w s : 

D - l 

u
 „ v = ( 1 - 3 Í D + 2 ) -

1

) . c s i n ( q x + C i ) = c [ l - 3 e -
3 a

D -
1

e
3 Q

] s i n ( q x + C i ) 
D+2. 

x) [ s i 
X 3 J 

[by ( 4 6 . 2 ) ] « c [ s i n ( q x + c
Ł
) [ s i n ( q x + C x ) d x ] 

x
: 

s o u i s f o u n d t o be ( 4 6 . 3 0 ) [ 1 8 4 4 , 2 5 1 ; 1877, 4 2 3 ] <
7

> . 

I n t h e t h i r d e x a m p l e p r o v i d e d by B o o l e i n h i s [ 1 8 4 4 ] we h a v e 

t h e e q u a t i o n 

d
3

u i ( i + l ) 
( 4 6 . 3 3 ) ± h

3

u - 0, 
d x

a

 x
3 

i a p o s i t i v e i n t e g e r . I f we t a k e t h e p o s i t i v e c a s e , t h e n ( 4 6 . 3 3 ) 

. i s no o t h e r t h a n t h e E F E i n i t s " g e n e r a l " f o r m
( a >

 . By m u l t i 

p l i c a t i o n w i t h x
a

 a n d t h e t r a n s f o r m ( 4 6 . 2 ) , e q u a t i o n ( 4 6 . 3 3 ) i s 

r e d u c e d a c c o r d i n g l y t o t h e f o r m 

h
3 

( 4 6 . 3 4 ) u ± e
a a

u - 0. 
( D - i ) ( D - i - 1 ) 

F o l l o w i n g t h e m e t h o d e m p l o y e d i n t h e f i r s t e x a m p l e , ( 4 6 . 3 4 ) 

s t a n d s f o r ( 46.17) w h e r e now a i » i , a
3
= - i - l , n=2, u-O a n d q - h . 

H e n c e , by (46.22) we h a v e 
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D - l 
( 4 6 . 3 5 ) u - e ~

1 0

P
a
 v , 
D-21-1 

where v i s d e t e r m i n e d a g a i n by (46.14) f o r n=2 a n d X « 0 . S i n c e 

D - l 
( 4 6 . 3 6 ) P

a
 = (D-1MD-3) ... (D-2Î + 1) 

D-21-1 

£by t h e p r o c é d u r e f o l l o w e d f o r (46.31) a b o v e T j we h a v e t h a t u i s 

d e t e r m i n e d v i a ( 4 6 . 3 5 ) - ( 4 6 . 3 6 ) by t h e r e l a t i o n 

( 4 6 . 3 7 ) u - e ~
i B

( D - l ) ( D - 3 ) . . . ( D - 2 i + l ) v 

( 1 8 4 4 , 2 5 1 - 2 ; 1 8 7 7 , 4 2 4 - 5 ] . 

The s o l u t i o n o f ( 4 6 . 3 4 ) , ( 4 6 . 3 7 ) , c a n be w r i t t e n i n a more 

c o n v e n i e n t s y m b o l i c a l f o r m i f we r e p l a c e D by x d / d x an d e
B

 by x 

a f t e r w r i t i n g 

( 4 6.38) D - 2 i + l =
 e

2 i e n
e
- <

2 i

- i >
a

, i = l , ... i C
5

^ 

i n ( 4 6 . 3 7 ) a c c o r d i n g t o p r o p e r t y ( 4 6 . 2 ) . We t h u s h a v e f r o m 

( 4 6 . 3 7 ) i n d é t a i l : 

1 d 1 d 

U
 = (

X

a

 ) - (X
2 1

 )
x
-(3i-l>

v
 = 

x* dx x dx 

1 d 1 d 1 d 

- x ( x
3

 — ) ( X 4 ) . ( x - a i * 3 . X 2 ± )
x
- < a * - i > v = x

1

*
1

 dx x dx x
3

 d x 

1 d d d v 
( x

3

 — ) . ( x
3

 — ) ( x
3

 — ) , o r 
x

1

*
1

 d x d x dx x
3

* -
1 

1 d v 
( 4 6 . 3 9 ) u = ( x

3

 — ) * . 
x

1

*
1

 d x x
3 1

-
1 

T h u s , i f we t a k e t h e p o s i t i v e c a s e o f ( 4 6 . 3 3 ) , i t s s o l u t i o n 

i s g i v e n b y (46.39) i n t h e f o r m 

1 d c c o s ( h x ) + C i s i n ( h x ) 
(46.40) u = ( x

3

 — )
i

 . 
x

1

* * dx x
3 1

"
1 

A c c o r d i n g l y f o r t h e n é g a t i v e c a s e we h a v e 

1 d c e
h K

+ C i e ~
h x 

(46.41) u = ( x
3

 — ) * 
x

1

*
1

 d x x
3 1

-
1 

( 1 8 4 4 , 2 5 2 ; 1 8 7 7 , 4 2 5 ] . 

The s t u d y o f b i n o m i a l é q u a t i o n s ( 4 6 . 1 ) was f u r t h e r i l -

l u s t r a t e d i n s t a g e 4 o f B o o l e ' s p a p e r ( s e e 4.5] by a n o t h e r f o u r 

o r d i n a r y d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s (1844, 2 5 3 - 2 5 7 ] . We w o u l d l i k e t o 
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a d d t h a t i n h i s l a t e r t e x t b o o k he a l s o i n c o r p o r a t e d t h e p a r t i a l 

d i f i è r e n t i a l é q u a t i o n 

d
3

u d
2

u i ( i + l ) u 
( 4 6 . 4 2 ) a

3

 = 0 . 
d x

3

 d y
3

 x
a 

T b i s é q u a t i o n was s o l v e d by c o m p a r i s o n o f i t s f o r m w i t h t h e o r d i -

n a r y é q u a t i o n ( 4 6 . 3 3 ) . The s o l u t i o n o f ( 4 6 . 4 2 ) c a n r e a d i l y be 

d e t e r m i n e d f r o m ( 4 6 . 4 0 ) by c h a n g i n g h i n t o a d/dy and c , c
x
 i n t o 

a r b i t r a r y f u n c t i o n s o f y ( 1 8 7 7 , 4 2 5 - 4 2 7 1 . T h i s e x a m p l e i s d i s -

c u s s e d i n d e t a i l i n 8.8 i n c o n n e c t i o n w i t h B o o l e ' s m a t u r e v i e w s 

o n s y r a b o l i c a l m e t h o d s [ s e e ( 8 8 . 5 ) - ( 8 8 . 7 ) , 8.8 t e x t b e f o r e ( 4 ) ] . 

The o n l y d u e p r o v i d e d by B o o l e a s t o how he came t o i n v e n t 

t h e b a s i c t h e o r e m 2 was t h e Statement he made i n c o n c l u d i n g h i s 

t h i r d e x a m p l e : " E q u a t i o n s o f t h e a b o v e c l a s s [ ( 4 6 . 3 3 ) 1 h a v e b e e n 

d i s c u s s e d by M r . L e s l i e E l l i s , i n two v e r y i n g e n i o u s p a p e r s 

[ 1 8 4 1 a , b ; s e e 4.3] p u b l ï s h e d i n t h e C a m b r i d g e M a t h e m a t i c a l J o u r 

n a l , a n d i t i s i u s t t o o b s e r v e t h a t t h e f i r s t c o n c e p t i o n s o f t h e 

t h e o r y d e v e l o p e d i n [ t h e o r e m 2: ( 4 6 . 8 ) - ( 4 6 . 1 0 ) ] , w e r e i n some 

d e g r e e a i d e d by t h e s t u d y o f h i s r e s e a r c h e s " [ 1 8 4 4 , 2 5 2 ) . 

I n d e e d , s i m p l i f y i n g t h e i n i t i a l f o r m o f t h e g i v e n é q u a t i o n 

i n x by r e d u c i n g i t t o a s y m b o l i c a l f o r m i n 3 , B o o l e e f f e c t s v i a 

t h e o r e m 2 i n one s t e p , t h e r é d u c t i o n o f t h e l a t t e r é q u a t i o n t o 

one o f s i m i l a r f o r m w h i c h i s r e a d i l y i n t e g r a b l e . F o c u s i n g o n t h e 

E F E , he s o u g h t , l i k e E l l i s , t h o s e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w hose 

s o l u t i o n d é p e n d s u p o n t h a t o f ( 4 6 . 1 4 ) o r ( 4 3 . 1 ) . The l a t t e r 

w o r k e d , l i k e G a s k i n , by t h e m e t h o d o f s u c c e s s i v e r é d u c t i o n u n t i l 

t h e g i v e n é q u a t i o n i s r e d u c e d t o t h e f o r m ( 4 3 . 1 ) ; E l l i s b y means 

o f t h e s c a l e o f t h e é q u a t i o n s u b s t i t u t i n g t h e w a n t e d f u n c t i o n b y 

one i n s e r i e s f o r m , G a s k i n by d i f f e r e n t i a t i o n . T h u s , i n a i l t h r e e 

c a s e s t h e u n d e r l y i n g m o t i v e i s e s s e n t i e l l y t h e same. We b e l i e v e 

t h a t B o o l e ' s s t e p s i n c o n s t r u c t i n g t h e o r e m 2 must h a v e b e e n 

r o u g h l y a s f o l l o w s . 

He f i r s t s t u d i e d E l l i s ( 1 8 4 1 a , b ] , t h e l a t t e r p a p e r b e i n g 

t h a t w h i c h i n c o r p o r a t e d t h e s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f t h e g e n e r a l 

f o r m o f E F E . N e x t he f o r m e d t h e s y m b o l i c a l é q u a t i o n s o f b o t h t h e 

E F E (46.33) a n d o f ( 4 6 . 1 4 ) and t r i e d t o s e e t h e c o n n e c t i o n b e -

t w e e n u and v . I n s o d o i n g , i t s u f f i c e d t o f i n d a f o r m u l a by 

means o f w h i c h t o t r a n s f o r m ( D - i ) ( D - i - l ) i n (46,34) i n t o D ( D - l ) 

i n (46.15) f o r n » 2 . T h i s p r o c é d u r e g e n e r a l i 2 e d i n t h e f i r s t e x -

a m p le was c o n s e q u e n t l y i n c o r p o r a t e d a s a m e t h o d i n t h e o r e m 2; 
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t h e o r e m 1 u s e d a s an e v i d e n t a u x i l i a r y r e s u l t . Thus E l l i s g a v e 

t h e g e n e r a l i d e a w h i c h B o o l e , a f t e r G r e g o r y ' s a n d M u r p h y ' s own 

s y m b o l i c a l r e s u l t s ( 4 6 . 2 ) - ( 4 6 . 3 ) . was t o e l a b o r a t e s t r i c t l y sym

b o l i c a l l y . We h a v e t o s t r e s s , n e v e r t h e l e s s , t h a t E l l i s ' s - a n d 

t h u s B o o l e ' s - i m p o r t a n t r e s u l t s m i g h t n o t h a d been p r o d u c e d h a d 

i t n o t been f o r G a s k i n ' s own i n g e n i o u s m e t h o d by t h e t r a n s f o r m 

( 4 2 . 1 4 ) and s u c c e s s i v e d i f f e r e n t i a t i o n w h i c h l e d t o ( 4 2 . 1 8 ) , a 

f o r m e q u i v a l e n t t o ( 4 6 . 1 4 ) f o r n=2. 

So f a r s o g o o d o n B o o l e ' s m o t i v e s a n d b a s i c b a c k g r o u n d i n 

c o n n e c t i o n w i t h h i s m e t h o d s t u d i e d a b o v e . T h e r e r e m a i n s one c r u 

c i a l q u e s t i o n - s u r p r i s i n g l y a b s e n t i n h i s s p e c u l a t i o n s . What a b o u t 

t h e s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f t h e EFE ( 4 6 . 3 3 ) p r o v i d e d a b o v e ? O n l y 

i f ( 4 6 . 4 0 ) i s p r o v e d t o be e q u i v a l e n t t o E l l i s ' s r e s u l t ,
 i S

 o u r 

s t u d y c o m p l e t e d . B a s e d on G l a i s h e r [1881,-see 1.4, (4 ) ; 4 . 2,; ( 10 ) -

(11) 1 we n o t i c e t h e f o l l o w i n g i m p o r t a n t c o n n e c t i o n s . 

L e t t h e r e l a t i o n ( 4 6.37) w h i c h g i v e s u i n r e s p e c t w i t h v i n 

t h e f o r m ( 4 6 . 4 0 ) . Now w r i t e t h e f a c t o r s ( D - l ) , ( D - 2 ) . . . i n ( 4 6 . 3 7 ) 

i n t h e r e v e r s e o r d e r , 

( 4 6 . 4 3 ) u - e -
l s

( D - 2 i + l ) . . . ( D - 3 ) ( D - l ) v . 

We h a v e a c c o r d i n g l y by (46.2) 

u = e -
i e

e
c a i

-
1 ) e

D e -
< 2 1

-
1 ) S

. . . e
3

° D e -
3 e

. e
a

D e ~
e

 . v=e
 1 i

*
1

 > ° ( e ~
a a

D ) *e-°v, 

o r 

I d c c o s ( h x ) + c
x
s i n ( h x ) 

( 4 6 . 4 4 ) u - x ^ M )
± 

x d x x 

[ G l a i s h e r 1 8 8 1 . 8 0 5 1 . L e t t i n g now 

( 4 6 . 4 5 ) i *= m, h = n . u = y 

and s u i t a b l y c h a n g i n g t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t s c.Cx i n C . a , 

( 4 6 . 4 4 ) r e a d i l y g i v e s 

1 d c o s ( n x + a ) 
( 4 6 . 4 6 ) y = Cx">*M )

M 

x d x x 

w h i c h i s t h e f o r m ( 4 2 . 3 4 ) . I t r e m a i n s t o show t h a t (46.46) c o r 

r e s p o n d s t o t h e s y m b o l i c a l f o r m s p r o v i d e d e a r l i e r i n o u r s t u d y by 

G a s k i n a n d E l l i s . 

E l l i s ' s s o l u t i o n o f t h e E F E . ( 4 3 . 2 2 ) o r ( 4 3 . 2 3 ) i s i d e n t i c a l 

w i t h G a s k i n ' s s y m b o l i c a l f o r m ( 4 2 . 2 8 ) o r ( 4 2 . 3 3 ) o r 

d c o s (x-tfr+a) 
( 4 6 . 4 7 ) y - C x -

m

( — )•» — : 
d r ^ r 

where r i s r e p l a c e d by n
a

 a f t e r t h e d i f f e r e n t i a t i o n . I t f r . ••; z i * i V t o 
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show t h a t ( 4 6 . 4 6 ) and (4 6 . 4 7 ) a r e é q u i v a l e n t . I n d e e d f r o r a ( 4 6 . 4 7 ) 

d c o s ( x < r + a ) 1 d c o s ( x n + a ) 
y = C x -

m

( — ) * » = C x "
m

( - . — )
m

 (by ( 4 6 . 4 7 ) ) ] 

d r <r n dn n 

1 d cos ( Ç + a ) 
- C x ~

m

. x
2m

*
x

 ( )
m

 (where £ = n x ] 

1 d c o s (nx+a) 

» C ^ M )
m

 — — — — 
x d x x 

w h i c h i s no o t h e r b u t ( 4 6 . 4 6 ) ( G l a i s h e r 1 8 8 1 , 8 1 1 J < » > . A s i m i l a r 

p r o c é d u r e was f o l l o w e d b y De Mor g a n i n s h o w i n g t h e é q u i v a l e n c e 

b e t w e e n t h e s y m b o l i c r e s u l t s ( 43.22) a n (43 . 2 3 ) [ 4 . 3 , ( 3 ) 1 . 

I n t h e p o s t s c r i p t o f h i s l e n g t h y p a p e r B o o l e w r o t e [ 1 8 4 4 , 

2 8 2 ] : 

Fear f u i o f extending t h i s paper beyond i t s due l i m i t s , I have 

abstained from i n t r o d u c i n g any researches not e s s e n t i a l t o the 

development of t h a t gênerai method i n a n a l y s i s which i t was 

proposed t o e x h i b i t . I t may however be remarked t h a t the p r i n c i p l e s 

on which the method i s founded have a much wider range. They may be 

ap p l i e d t o the s o l u t i o n o f f u n c t i o n a l équations, t o the theory o f 

expansions, and, t o a c e r t a i n e x t e n t , t o the intégration o f non— 

l i n e a r d i f f e r e n t i a l équations. The p o s i t i o n which I am most onxious 

t o e s t a b l i s h i s , t h a t any g r e a t advance i n the h i g h e r a n a l y s i s must 

be sought f o r by an inc r e a s e d a t t e n t i o n t o the laws o f the combina

t i o n s of symbole. The value of t h i s p r i n c i p l e can s c a r c e l y be 

overrated; and I oniy r e g r e t t h a t i n the absence o f books, and un-

der circumstances unfavourable f o r mathematical i n v e s t i g a t i o n , I 

have not been a b i e t o do t h a t j u s t i c e t o i t i n t h i s essay which i t s 

importance demands
< 1 0 >

. 

B o o l e ' s t r e a t m e n t o f binomial é q u a t i o n s ( 4 6 . 1 ) - a s b a s e d 

u p o n t h e o r e m s 1, 2- was n o t f o l l o w e d b y m i d - 1 9
t h

- c e n t u r y a n a l y s t e ^ 

b u t new m e t h o d s were t o be p u t f o r w a r d [ s e e 5 . 3 - 5 . 4 , 5 . 6 ] . As f a r 

a s t e x t b o o k s a r e c o n c e r n e d , we d i s c e r n C a r m i c h a e l [18551 an d t h e 

s e c o n d é d i t i o n o f Hymers ( 1 8 3 9 ] , [ 1 8 5 8 ] , a s t h e o n l y b o o k s t o 

i n c o r p o r â t e Operator m e t h o d s i n c o n n e c t i o n w i t h d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s p r i o r t o B o o l e ' s own t e x t b o o k [ 1 8 5 9 ] . W h i l e C a r m i c h a e l 

a v o i d e d B o o l e ' s m e t h o d [ s e e R u s s e l l 1857, 1 8 1 ; 5 . 7 ] , Hymers i n -

c l u d e d t h e o r e m s 1. 2 t o g e t h e r w i t h t h e i r a p p l i c a t i o n t o t h e E FE 

(46. 3 3 ) i n t h e f o r m ( 4 2 . 1 5 ) o r (43.15) [Hymers 1 8 5 8 , 1 0 1 - 2 ) . S i n c e 
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1 8 5 9 , t h e m a i n t e x t b o o k w r i t e r t o i n c o r p o r ó t e s y m b o l i c a l m é t h o d e 

was F o r s y t h i n h i s A t r e a t i s e o n d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s [ 1 8 8 5 ] , 

( s i x t h e d . 1 9 2 8 ) . H o w e v e r , no t r a c e o f Operator methods f o r t h e 

s o l u t i o n of é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i s t o be f o u n d . 

W h i l e B o o l e ' s own t r e a t i s e [ 1 8 5 9 ; 1865] i s m e n t i o n e d i n i t s 

p r é f a c e , B o o l e ' s name i s r e l a t e d i n t h e t e x t i n c o n n e c t i o n w i t h 

t h e s o l u t i o n o f t h e E F E ( 4 6 . 3 3 ) i n t h e f o r m (46.41) w h i c h i s 

g i v e n a s a p r o b l e m [see F o r s y t h 1 9 1 4 , 2 0 5 ) <
1 1 5

. 

4.7 F u r t h e r a p p l i c a t i o n s o f B o o l e ' s g e n e r a l t h e o r e m o f d e v e l o p -

ment i n 1 8 4 5 . 

B o o l e f u r t h e r i n v e s t i g a t e d b i s g e n e r a l t h e o r e m o f d e v e l o p -

ment ( 4 5 . 1 2 ) i n h i s s e q u e l p a p e r t o [1844] e n t i t l e d "On t h e 

t h e o r y o f d e v e l o p m e n t s . P a r t I " [ 1 8 4 5 d ]
< l ï

. He o p e n e d h i s p a p e r 

w i t h a p r o o f o f t h a t t h e o r e m [ 1 8 4 5 d , 217-217] an d c o n s e q u e n t l y 

b a s e d o n i t he p r o v e d t h e f o r m u 1 a e 

d

 - 4 » 

( 4 7 . 1 ) f ( x + ( p ' ( _ ) ) u = e
 Œ

 f ( x ) e " 
a n d 

dx 

d d 
(47.2) f ( — + ( p ' ( x ) ) u = e-*<~>f(—)e<"<~>u, 

d x dx 

w h e r e f.gj a r e a r b i t r a r y a n d (p'(d/dx) i s d e r i v e d f r o m (p(d/dx) 

" i n l i k e m anner as <p'(t) - d / d t <p ( t ) " [ 1 8 4 5 d , 2 1 7 , 2 1 9 ] . N o t i c e 

t h a t t h è s e two t h e o r e m s a r e b u t a g e n e r a l i z a t i o n o f t h e known 

f o r m u l a ( 4 5 . 1 9 ) . M o r e o v e r , f o r m u l a (47.2) was i n i t i a l l y g i v e n by 

M u r p h y as ( 3 3 . 5 6 ) by h i s t h e o r y o f t r a n s m u t a t i o n s . B o o l e g a v e no 

c r e d i t t o M urphy b u t s i m p l y a d d e d a f t e r p r o v i n g (47.1) t h r o u g h a 

c o m p l i c a t e d p r o c é d u r e " P e r h a p s t h i s r e s u i t m i g h t be o b t a i n e d more 

s i m p l y by i n d u c t i o n " [ 1 8 4 5 d , 2 1 9 ] . 

B o o l e ' s r e a s o n i n g h a d as f o l l o w s . He f i r s t w r o t e t h e l e f t -

h a n d s i d e o f ( 4 7 . 1 ) as t h e l i m i t o f 

d 
(47.3) f (x + (p ' ( 8 + — ) ) u , 

dx 

when 8 >0. W r i t i n g n e x t ( 4 7 , 3 ) i n t h e f o r m 

f ( x + e ^ - * ^ ' ( 8 ) ) u , he o b t a i n e d 

d 

(47.4) f ( x + <p' (9 + — ) ) u = f ( x + p ) u 
dx 
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where 

(47.5) p - e * % ' (3) . 

By c o m b i n a t i o n o f f ( x ) w i t h <p'(8) a n d o n s u b s t i t u t i o n o f p, he 

f o u n d 

d 
(47.6) p f ( x ) u = f ( x + — ) p u . 

d3 

Now, (47.6) i s b u t a p a r t i c u l a r c a s e o f t h e l a w 

(47.7) p f ( n ) u ° f( < p ( n ) ) p u 

w h i c h t h e o p e r a t o r s n , p i n f ( n + p ) o b e y when t h e l a t t e r i s e x -

panded i n a s c e n d i n g p o w e r s o f p [ 1 8 4 5 d , 2 1 7 - 8 ; s e e l a w s ( i i ) -

( i i i ) o f t h e o r e m ( 4 5 . 1 2 ) ] , 

We c a n t h u s a p p l y f o r m u l a ( 4 5 . 1 3 ) , o r 

A A
a

 p
a 

(47.8) f ( n + p ) - f ( n ) + — f ( n ) p + f ( n ) + 
An A n

3

 1.2 
f o r n=x a n d p g i v e n b y ( 4 7 . 5 ) . By f u r t h e r m a k i n g u s e o f d i s t i n c t 

o p e r a t o r s y m b o l s w h i c h r e f e r o n l y t o f ( x ) a n d u r e s p e c t i v e l y - a s 

G r e g o r y d i d f o r t h e p r o o f o f L e i b n i z ' s t h e o r e m i n ( 4 4 . 1 1 ) -

( 4 4 . 1 2 ) - B o o l e a r r i v e d a f t e r some c o m p l i c a t e d c a l c u l a t i o n s a t t h e 

r e q u i r e d r e s u i t ( 4 7 . 1 ) . A s i m i l a r p r o c é d u r e , he a r g u e d , w i l l g i v e 

( 47.2) ( 1 8 4 5 d , 2 1 8 - 2 1 9 ] . 

The r e s t o f B o o l e ' s p a p e r c o n s i s t e d o f some i m p o r t a n t o b s e r 

v a t i o n s w h i c h c o n c e r n e d h i s two new t h e o r e m s t o g e t h e r w i t h h i n t s 

o f a p p l i c a t i o n s t o t h e s o l u t i o n o f c e r t a i n c l a s s e s o f d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n s . As t h è s e o b s e r v a t i o n s w e r e t o be i m p l i c i t l y i n -

f l u e n t i a l b o t h t o B o o l e ' s f o l l o w e r s - i n t h e r e a l m s o f o p e r a t o r 

m e t h o d s - a n d t o B o o l e ' 3 own work i n l o g i c [ s e e ( 7 7 . 1 0 ) - ( 7 7 . 1 1 ) ] 

i t i s w o r t h c i t i n g t h o s e o f ,most i m p o r t a n c e . I f we make 

( p ( x ) - l o g x , i t f o l l o w s f r o m (47.1) a n d ( 4 7 . 2 ) , 

d f 
(47.9) f ( x + ( — ) "

l

) u = f ' ( x ) u + f ( x ) u dx 
d x J 

and 
d 1 d 1 d 

(47.10) f ( — + - ) u = f ( — ) u + - f ' ( — ) u 
d x x d x x dx 

r e s p e c t i v e l y . T h a t i s , t h e d e v e l o p m e n t t e r m i n â t e s a t t h e s e c o n d 

t e r m " w h a t e v e r may be t h e f o r m d e n o t e d b y f " ( 1 8 4 5 d , 2 1 9 - 2 2 0 ] . 

I f we l e t f u r t h e r t h e s p é c i a l c a s e o f (p' 

d d 
(47.11) (p' ( — ) - — 

d x d x 
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a n d d e f i n e f o ( x ) by 

1 d3 

( 4 7 . 1 2 ) f o ( x ) = e
J 5

* f ( x ) , 

t h e n , f o r m u l a ( 4 7 . 1 ) g i v e s t h e e x p a n s i o n 

d d i d
2 

( 4 7 . 1 3 ) f ( x + — ) u = ( f
0
( x ) + f ' o ( x ) — + f " o ( x ) + . . . ) u . 

d x dx 1.2 d x
2 

A l s o , l e t t i n g <p' (x) =x i n ( 4 7 . 2 ) , B o o l e o b t a i n e d " a f t e r a 

t r o u b l e s o m e r e d u c t i o n " , w h i c h he o m i t t e d , t h e d e v e l o p m e n t 

d d d 1 d 
( 4 7 . 1 4 ) f ( — + x ) u = ( f

0
( — ) + f ' o ( — ) x + f " o ( — ) x

a

 + . . . ) u . 
d x dx dx 1.2 dx 

He n o t i c e d f i r s t t h a t t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e s e d e v e l o p m e n t s 

a f t e r t h e f i r s t t e r m " f o l l o w t h e l a w o f T a y l o r ' s t h e o r e m , w h i c h 

i s a r e m a r k a b l e c i r c u m s t a n c e , s e e i n g t h a t t h e s y m b o l s x a n d d/dx 

a r e n o t c o m m u t a t i v e " . F u r t h e r , t h e two d e v e l o p m e n t s " a r e t h u s 

s e e n t o be o f p r e c i s e l y t h e same f o r m , w h i c h a g a i n i s a r e m a r k 

a b l e c i r c u m s t a n c e " ( 1 8 4 5 d , 2 2 0 - 2 1 1
< 2

> . 

Assume now t h a t we h a v e an e q u a t i o n o f t h e f o r m 

du 1 d
a

u 
( 4 7 . 1 5 ) f o ( x ) u + f ' o ( x ) — • + f " o ( x ) + ... = 0, 

d x 1.2 d x
2 

f o ( x ) a " r a t i o n a l a n d i n t e g r a l f u n c t i o n o f x " . T h e n by ( 4 7 . 1 3 ) , 

we c a n p u t ( 4 7 . 1 5 ) i n t h e f o r m 

d 
( 4 7 . 1 6 ) f ( x + — ) u = 0, 

d x 

f d e t e r m i n e d i n r e s p e c t w i t h f
0
 by ( 4 7 . 1 2 ) . I f a i , a a r e t h e 

r o o t s o f f ( x ) = 0 , t h e n ( 4 7 . 1 6 ) i s r e a d i l y r e d u c e d t o a s y s t e m o f 

e q u a t i o n s o f t h e f o r m 

du 
( 4 7 . 1 7 ) ( x - a j ) u + — = 0 . 

dx 

L e t , f o r e x a m p l e , t h e e q u a t i o n 

du d
2

u 
( 4 7 . 1 8 ) ( x

2

- 5 x + 7 ) u + ( 2 x - 5 ) — + = 0. 
d x d x

2 

T h i s e q u a t i o n i s o f t h e f o r m ( 4 7 . 1 5 ) . F o r , l e t 

( 4 7 . 1 9 ) f
0
( x ) = X

2

 - 5x + 7. 

T h e n f '
0
( x ) = ( 2 x - 5 ) and f " o ( x ) = 1 »= 2/1.2. By ( 4 7 . 1 2 ) we c a n 

d e t e r m i n e f ( x ) : 
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iï. 1 d » 
2 dï* 

f ( x ) - e f o ( x ) = (1 + . . . . ) ( x
a

- 5 x + 7 ) = x
a

- 5 x + 6 , o r 

2 d x
a 

( 4 7 . 2 0 ) f ( x ) - ( x - 2 ) ( x - 3 ) . 

T h u s , ( 4 7 . 1 8 ^ i s r e d u c e d
A
t h e s y s t e r a 

d u d u 
( 4 7 . 2 1 ) ( x - 2 ) u + — = 0 , ( x - 3 ) u + — = 0 , 

dx d x 

a n d i t s s o l u t i o n i s a c c o r d i n g l y t h e sum o f t h e two p a r t i c u l a r i n 

t é g r a i s o f ( 4 7 . 2 1 ) . O r , u i s g i v e n by 

x
3

 x
3 

fc-j 3x-j 

( 4 7 . 2 2 ) u - c i e + c
a
e 

( 1 8 4 5 d , 2 2 1 ] . 

The l a s t i m p o r t a n t r e m a r k was t h a t by means o f f o r m u l a 

( 4 7 . 1 0 ) - w h i c h i s a p a r t i c u l a r c a s e o f t h e s e c o n d t h e o r e m ( 4 7 . 2 ) -

we c a n i n t e g r a t e any é q u a t i o n o f t h e f o r r a 

d d 
( 4 7 . 2 3 ) x f ( — ) u + f ' ( — ) u = 0 

d x dx 

( 1 8 4 5 d , 2 2 0 ] . I n d e e d , by ( 4 7 . 1 0 ) , é q u a t i o n ( 4 7 . ^ 2 ) i s r e d u c e d t o 

t h e f o r m 

d 1 
( 4 7 . 2 4 ) f ( — + - ) u =0, 

d x x 

a f o r m a n a l o g o u s t o ( 4 7 . 1 6 ) . 

B o o l e d i d n o t t r e a t é q u a t i o n (47.23) i n t h i s p a p e r . I n h i s 

( 1 8 4 7 e ] he g a v e t h e s o l u t i o n o f t h e more g ê n e r a i c l a s s 

( 4 7 . 2 5 ) x<p(D)u + v ( D ) u = X, 

w h e r e D=d/dx and X = X ( x ) , b u t w i t h o u t a n y p r o o f . H i s s o l u t i o n 

mot i v a t e d H a r g r e a v e t h e f o 1 1 o w i ng y e a r t o i n v e n t a m e t h o d 

p e c u l i a r t o t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n s o f t h e f o r m ( 4 7 . 2 3 ) a n d 

( 4 7 . 2 5 ) [ s e e 5 . 3 ] . I n g ê n e r a i , B o o l e ' s p a p e r [1845d] w o u l d be 

v e r y i n f l u e n t i a l t o B r o n w i n ^ a s we s h a l l s e e i n 5.2 a n d 5 . 4
( 3 >

. 

4.8 An o v e r v i e w o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s i n E n g l a n d : 1 8 3 7 -

1 8 4 5 . 

I n s e c t i o n s 4.2-4.6 we i l l u s t r a t e d t h e i m p o r t a n t r ô l e o f t h e 

e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n i n t h e d e v e l o p m e n t o f E n g l i s h s y m b o l i c a l 

m e t h o d s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 3 7 - 1 8 4 4 . We n o t i c e d a c h a i n o f i n -
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f l u e n c e s w h i c h l i n k e d G a s k i n ' s r e v o l u t i o n a r y s t e p a s a m o d e r a t o r 

i n 1839 w i t h B o o l e ' s s y m b o l i c a l method f o r t h e s o l u t i o n o f c e r 

t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i n 1 8 4 4 . 

G e n e r a l l y we saw how t h e s e a r c h f o r f i n i t e s o l u t i o n s f o r o r d i n a r y 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n v o l v e d i n i t i a l l y i n p h y s i c a l a s t r o n o r a y , 

i n c o m b i n a t i o n w i t h a p a r a l l e l s e a r c h f o r t h e j u s t i f i c a t i o n o f 

o p e r a t o r m é t h o d e , g a v e r i s e t o B o o l e ' s s o p h i s t i c a t e d m e t h o d i n 

a n a l y s i s [ 1 8 4 4 ; 1 8 4 5 d ; s e e 4.71 w h i c h o v e r s h a d o w e d t h o s e o f h i s 

p r e d e c e s s o r s i n g ê n e r a i i t y and r a n g e o f a p p l i c a t i o n s . 

J u s t a s M u r p h y , G r e g o r y a n d E l l i s f o r m e d a most s i g n i f i c a n t 

b a c k g r o u n d f o r B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d , B o o l e ' s own w o r k i n 1844-

1847 was t o m o t i v a t e E n g l i s h a n d I r i s h a n a l y s t s t o f u r t h e r v i n d i -

c a t e t h e v a l u e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s and t o m o d i f y a n d e x t e n d 

B o o l e ' s t h e o r y , e n r i c h i n g i t w i t h new t e c h n i q u e s a n d a p p l i c a 

t i o n s . B e f o r e we p r o c e e d t o s t u d y t h i s new e r a o f t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s i n c h a p t e r 5 , we w o u l d l i k e t o c a s t a more g e n e r a ł 

l o o k a t t h i s b r a n c h o f a n a l y s i s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 3 7 - 1 8 4 5 , 

w h i c h was v i e w e d up t o t h i s p o i n t m a i n l y t h r o u g h t h e s t u d y o f t h e 

E F E . I n s o d o i n g , we w i l l c o n n e c t c e r t a i n a s p e c t s o f o u r p r e v i o u s 

w o r k i n c h a p t e r s 1-3, t o g e t h e r w i t h t h a t c a r r i e d o u t i n 4 . 2 - 4 . 7 , 

and t h u s p r é p a r e t h e b a s i c b a c k g r o u n d f o r t h e n e x t c h a p t e r . 

F o r c o n v e n i e n c e we p r o v i d e a l i s t o f t h e s u b j e c t s d i s c u s s e d 

i n t h i s s e c t i o n i n t h e o r d e r o f t h e i r e x p o s i t i o n : 

(1) F i n i t e d i f f é r e n c e c a l c u l u s ( H e r s c h e l ' s t h e o r e m ; g e n e r a t i n g 

f u n c t i o n s ) , 

(2) O r d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , 

(3) F u n c t i o n a l é q u a t i o n s (exam p a p e r s ; t e x t b o o k s ) , a n d 

(4) P a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s ; t h e L a p l a c e é q u a t i o n . 

Above a i l we want t o g i v e an i d e a o f t h e k n o w l e d g e o f B r i t i s h 

a n a l y s t s on t h è s e t o p i es i n t h e m i d 1840's t h r o u g h a commentary 

on t h e c u r r e n t t e x t b o o k s a n d exam p a p e r s . (\ few w o r d s a r e a d d e d i n 

t h e e n d on t h e work o f F r e n c h a n a l y s t s o f t h a t t i m e on t h e 

EFE <
1

>. 

t^p t o Hymers [ 1 8 3 9 1 , t h e o n l y t e x t b o o k s on t h e c a l c u l u s 

t o i n c l u d e t h e m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s w e r e L a c r o i x 

[18161 and H e r s c h e l [ 1 8 2 0 1 . I n s t a n c e s f r o m t h e l a t t e r b o o k s were 

i n c o r p o r a t e d i n t h e C a m b r i d g e c u r r i c u l u m i n t h e 1 8 2 0 / s and 

1830's [ 3 . 2 ] . A s p e c t s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s r e v i v e d i n 

Murphy [1837; 3 . 3 ] . B u t , d e s p i t e t h e s i m i l a r i t i e s b e t w e e n 

M u r p h y
1

 s work a n d t h a t p r o m o t e d by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y i n t h e 
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m i d 1 8 1 0 ' s , H e r s c h e l ' s own r e s u l t s i n t h e c a l c u l u s o f f i n i t e 

d i f f e r e n c e s w e r e n o t i c e a b l y a b s e n t i n M u r p h y ' s m e m o i r . H e r s c h e l ' s 

e x p a n s i o n f o r m u l a ( 2 3 . 1 8 ) was d i s c o v e r e d by H a m i l t o n i n 1 8 3 7 . 

C a l l i n g i t a f t e r H ö r s c h e l , H a m i l t o n g e n e r a l i z e d t h e t h e o r e m 

( 2 3 . 1 8 ) , p r o v i d i n g a s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n f o r M a c l a u r i n ' s 

t h e o r e m , ( 2 3 . 3 0 ) , l a t e r named a f t e r h i m ( s e e 2 . 3 ] . 

I n o u r s t u d y , t h e m a i n t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s o f f i n i t e 

d i f f e r e n c e s c o n s i d e r e d a r e t h e f o l l o w i n g -

( i ) L a g r a n g e ! s t h e o r e m (15.3) [ ( 2 2 . 1 6 ) , ( 2 3 . 1 6 ) 1 

( i i ) H e r s c h e l ' s t h e o r e m (23.18) [ ( 2 3 . 2 1 ) ] 

( 4 8 . 1 ) ( i i i ) H a m i l t o n ' s t h e o r e m (23.30) 

( i v ) The e x p a n s i o n o f ( e * - ! ) " ( 2 2 . 1 8 ) , f o r a n y i n t e g e r n , 

a n d 

(v ) The e x p a n s i o n o f ( t / f e ^ - l ) ) " ( 2 3 . 2 3 ) , n>0. 

T h e s e t h e o r e m s f o r m e d a n e s s e n t i a l component o f t h e d e v e l o p m e n t 

o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s up t o t h e l a t e 1 8 3 0 ' s . F r o m t h e n 

o n w a r d s , t h e i r d e m o n s t r a t i o n i n a more c o n c i s e way c h a l l e n g e d 

m a t h e m a t i c i a n s t o v i n d i c a t e t h e power o f new s y m b o l i c a l m e t h o d s . 

L e t us now s e e t h e s t a t e o f t h e s e t h e o r e m s i n t e x t b o o k s d u r i n g 

1 8 3 9 - 1 8 5 0 . 

The f i r s t t o i n c o r p o r a t e H e r s c h e l ' s t h e o r e m a n d r e l a t e d 

t o p i c s i n a t e x t b o o k s i n c e 1 8 2 0 , was Hymers i n 1 8 3 9 . The 

d e m o n s t r a t i o n s he p r o v i d e d w e r e t h e most l u c i d a v a i l a b l e f r o m 

t h o s e f o l l o w e d by o t h e r t e x t b o o k w r i t e r s , w i t h one e x c e p t i o n . 

P e a r s o n <
a j

 [ s e e Hymers 1 8 3 9 , 1 - 2 3 ; 1858,1-26;4.2 a n d ( 9 ) 1 . G r e g o r y 

g a v e a r a t h e r a w k a r d , c o n c i se p r o o f o f ( 2 3 . 1 8 ) , i n c l u d i n g 

L a g r a n g e ' s t h e o r e m and B r i n k l e y ' s f o r m u l a ( 2 2 . 1 5 ) i n h i s [ 1 8 3 9 e , 

120-22; s e e 4 . 4 ] . H o w e v e r , none o f t h e t h e o r e m s l i s t e d i n ( 4 8 . 1 ) 

a p p e a r e d i n h i s E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] <
3

V . The r i c h e s t s o u r c e a v a i l a b l e 

y
 -tex+v»»o K 

o f s u c h t h e o r e m s was De M o r g a n s [ 1 8 4 2 c ; s e e 3.9, ( 2 ) 1 . 

E x p a n s i o n s c o n c e r n i n g t h e B e r n o u l l i numbers a n d H e r s c h e l ' s 

t h e o r e m were among t h e e x a m ^ q u e s t i o n s i n t h e y e a r s 1 8 3 8 - 1 8 4 9 [ s e e 

C a m b r i d g e 1849; 3.2, ( 7 ) 1 . A n o t h e r s u b j e c t , c l o s e l y r e l a t e d t o 

t h e f i n i t e d i f f e r e n c e c a l c u l u s , w h i c h f e a t u r e d p r o m i n e n t l y i n t h e 

T r i p o s f r o m 1830 o n w a r d s , was t h a t o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s . 

A r e p r e s e n t a t i v e p r o b l e m p o s e d i n 1840 was: 
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I f t h e g e n e r a t i n g f u n c t i o n o f x , G ( x ) i s <p(t) , t h e n 

( 4 8 . 2 ) 
t c p ( t ) X 

( i i ) 
1-at 

[ C a m b r i d g e 1 8 4 9 , 6 7 ) < « > . 

A v e r y c o m p r é h e n s i b l e e x p o s i t i o n o f L a p l a c e ' s t h e o r y o f g e n 

e r a t i n g f u n c t i o n s [ s e e ( 1 5 . 3 0 ) - ( 1 5 . 4 4 ) ] was g i v e n i n Hymers 

[ 1 8 3 9 , 1 4 - 1 8 , 3 6 - 4 6 ) , f i r s t a s an a l t e r n a t i v e m e t h o d f o r t h e 

p r o o f o f c e r t a i n f o r m u l a e , a n d c o n s e q u e n t l y a s a m e t h o d a p 

p l i c a b l e f o r t h e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s . Few 

y e a r s l a t e r we corne a c r o s s P e a r s o n ' s book The é l é m e n t s o f t h e 

c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s [ s e e (2) a b o v e ] ; a s i m i l a r b u t 

e v e n more e x t e n s i v e a n d l u c i d e x p o s i t i o n i s t o be f o u n d i n h i s 

[ 1 8 5 0 . 1-17, 2 0 - 6 0 ; s e e a l s o Hymers 18 5 8 , 1 3 - 1 9 , 3 8 - 4 2 ] . G r e g o r y 

o m i t t e d t h i s t h e o r y i n h i s E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] , c o n f i n i n g i n h i s 

[ 1 8 3 9 e . 115-61 o n l y t o a s p e c i f i c i l l u s t r a t i o n o f t h e u t i l i t y o f 

g e n e r a t i n g f u n c t i o n s i n c o n n e c t i o n w i t h d i v e r g i n g s é r i e s . On t h e 

o t h e r h a n d . De M o r g a n i n c l u d e d i n h i s [ 1 8 4 2 c , 3 3 7 - 4 0 , 1 4 6 - 5 0 ] 

o n l y a f e w i n s t a n c e s f r o m t h a t t h e o r y w h i c h he a p p l i e d t o com-

b i n a t o r i a l a n a l y s i s . He d i d n o t d e l v e i n t o t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n 

t h e c a l c u l u s o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s w i t h t h a t o f o p é r a t i o n s . 

I n c o n n e c t i o n w i t h d i f f é r e n t i e l and o t h e r l i n e a r é q u a t i o n s 

w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s , G r e g o r y ' s E x a m p l e s [1841] was t h e 

f i r s t a n d r i c h e s t a c c o u n t a v a i l a b l e a t t h a t t i m e . A i l t h e known 

m e t h o d s w e r e g i v e n , i n c l u d i n g s y m b o l i c a l o n e s , t o g e t h e r w i t h a 

w i d e r a n g e o f e x a m p l e s [ 4 . 4 ] . Few b a s i c i n s t a n c e s f r o m i t w e r e 

i n c l u d e d i n De M o r g a n [ 1 8 4 2 c , 751-58] and s i n c e t h e n i n Hymers 

[ 1 8 5 8 ] , C a r m i c h a e l [1855] a n d B o o l e [ 1 8 5 9 ] . As we saw i n 4 . 6 , 

Hymers was t h e o n l y one t o i n c l u d e B o o l e ' s t h e o r y o f b i n o m i a l 

é q u a t i o n s ( 4 6 . 1 ) . S u r p r i s i n g l y , H y m e r s ' s l u c i d t e x t b o o k s w e r e n o t 

g i v e n a n y c r e d i t i n l a t e r w o r k s
( 0 >

. 

I n t h e T r i p o s exams we s e e i n s t a n c e s o f G r e g o r y ' s s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , s u c h a s a q u e s t i o n r e g a r d i n g t h e p r o o f o f ( 4 4 . 1 5 ) f o r 

n<0. M o r e s p e c i f i c a l l y , i n 1845 we corne a c r o s s t h e q u e s t i o n 

r e q u i r i n g t h e p r o o f o f t h e f o r m u l a e : 

(48.3) 2
n

a-
x

u>c = a " - * (D-a ) ~
n

u
x
 ; ( D - a ) " " 0 = a * ( C i + c

2
x + . . . ) 
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[ C a m b r i d g e 1 8 4 9 , 2 2 0 - 3 0 ; o n D s e e ( 4 4 . 1 0 ) ) ] . I n g e n e r a l , 

G r e g o r y ' s f o r m u l a e ( 4 4 . 1 4 ) - ( 4 4 . 1 5 ) - i n c o r p o r a t e d i n B o o l e
 1

 s 

g e n e r a l t h e o r e m ( 4 5 . 1 2 ) - w e r e among t h e most u s e f u l r e s u l t s o f 

t h e t h e o r y o f t h e i n t e g r a t i o n o f e q u a t i o n s by s y m b o l i c a l m e t h o d s . 

T h i s t h e o r y was e n r i c h e d by t h e r e s u l t s o f B o o l e ' s p a p e r "On t h e 

t h e o r y o f d e v e l o p m e n t s . P a r t I " ( 1 8 4 5 d ; s e e 4 . 7 ] . 

We now s w i t c h b r i e f l y t o t h e s u b j e c t o f f u n c t i o n a l e q u a - . 

t i o n s . W i t h De M o r g a n ' s t r e a t i s e [1836] r e m a i n i n g v i r t u a l l y u n 

r e a d [ 3 . 5 - 3 . 9 ] , t h e o n l y n o v e l t y e f f e c t e d i n t h i s d o m a i n was 

G r e g o r y
1

 s s y m b o l i c a l t r e a t m e n t o f 1 i n e a r f u n c t i o n a l e q u a t i o n s 

( 4 4 . 4 1 ) . H o w e v e r , a s we saw i n 4.4 [ t e x t a n d ( 8 ) ] , t h i s t r e a t m e n t 

s t i l l d e p e n d e d on L a p l a c e ' s r e d u c t i o n t o f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a 

t i o n s . F u r t h e r r e s e a r c h was c a r r i e d on by W a l l a c e i n 1 8 4 0 . On h i s 

s t u d y o f e q u a t i o n 

( 4 8 . 4 ) f ( x ) f ( y ) - C [ f ( x + y ) + f ( x - y ) ] 

s e e r e f e r e n c e i n [ K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 2 0 8 ]
< 6 )

. 

F r o m t h e m i d 1 8 1 0
l

s w e l l up t o B o o l e [ 1 8 6 0 ] , t h e o n l y s t a n d 

a r d m e t h o d s p r o v i d e d i n t e x t b o o k s , a n d s o r e q u i r e d i n t h e T r i p o s , 

w e r e H e r s c h e l ' s o r L a p l a c e ' s m e t h o d a n d B a b b a g e ' s m e t h o d 

o f e l i m i n a t i o n [ s e e 2.4, 2 . 5 , 3.2, 3 . 9 ] . F o r e x a m p l e , i n 1839 we 

come a c r o s s a q u e s t i o n r e q u i r i n g t h e s o l u t i o n o f 

( 4 8 . 5 ) cp(x) + <p(x+(p(x)) - 0, 

a n d i n 1846 o f 

1 

(4 8 . 6 ) tp(x) + <p( ) = c 
1-x 

( C a m b r i d g e 1 8 4 9 , 8 0 - 9 0 ] <
7

> . As f a r a s t h e new t e x t b o o k s a r e c o n 

c e r n e d , G r e g o r y o m i t t e d t h i s s u b j e c t a l t o g e t h e r i n h i s E x a m p l e s 

[ 1 8 4 1 ] , w h i l e De M o r g a n ' s a c c o u n t i n ( 1 8 4 2 c , 737] was t o o c o n c i s e 

a n d f a r f r o m s a t i s f a c t o r y . [Xi* t o P e a r s o n [1850] we have n o t 

t r a c e d f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n C a m b r i d g e t e x t b o o k s o t h e r t h e 

H e r s c h e l ' s a n d B a b b a g e ' s E x a m p l e s [ 1 8 2 0 ] . A v a r i e t y o f e q u a t i o n s 

o f t h e f o r m C à 7 a n d ( & £ . 3 Ô ) w e r e t o be i n c l u d e d i n [ B o o l e 

1 8 6 0 , 2 1 8 - 2 2 9 ; 2 . 5 , ( 1 3 ) ; Hymers 1858,93-100; P e a r s o n 1 8 5 0 , 6 2 - 6 6 ] . 

We e n d w i t h a few w o r d s c o n c e r n i n g t h e L a p l a c e a n d t h e 

e a r t h - f i g u r e e q u a t i o n s ; t h e l a t t e r s e e n i n d i v i d u a l l y a n d a l s o a s 

an o u t c o m e o f t h e p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 

d
3

z d
3

z i ( i + l ) z 

( 4 8 . 7 ) - a
3

[ ] . 

d t
3

 d x
2

 x
3 
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E q u a t i o n (48.7) was s o l v e d by t h e s é r i e s m e t h o d by P o i s s o n i n 

1823 i n d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m . Among t h e c a s e s d i s t i n g u i s h e d by 

h i m was t h a t o f one v a r i a b l e d e d u c e d f r o m ( 4 8 . 7 ) by t r a n s f o r m a 

t i o n , i n o t h e r w o r d s t h a t o f t h e EFE [ s e e ( 1 7 . 3 5 ) - ( 1 7 . 3 8 ) ] . The 

l a t t e r é q u a t i o n was r e c o n s i d e r e d i n h i s [ 1 8 3 5 , 1 5 8 - 1 6 0 ) . H o w e v e r , 

P o i s s o n ' s d e f i n i t e - i n t e g r a l s o l u t i o n o f t h e E F E - j u s t l i k e 

M u r p h y ' s s o l u t i o n o f t h e R i c c a t i é q u a t i o n ( 3 3 . 2 ) - w e r e n o t known 

t o m i d - 1 9
t h

- c e n t u r y E n g l i s h a n a l y s t s . 

A s we m e n t i o n e d i n 1.4, L i o u v i l l e s t u d i e d t h e R i c c a t i é q u a 

t i o n ( 1 4 . 4 ) i n 1841 t r a n s f o r m i n g i t t o t h e f o r m ( 1 4 . 6 ) w h i c h i n -

c l u d e s a s a s u b c a s e t h e EFE ( 1 4 . 8 ) . B a s e d u p o n L i o u v i l l e ' s s t u d y 

L e b e s g u e p r o v i d e d a s y m b o 1 i c a 1 s o l u t i o n o f e q u a t i o n 

d
3

y 2 i dy 
(48.8) ± + ny - 0 

d x
a

 x dx 

i n h i s [1846] p u b l i s h e d i n t h e J o u r n a l de M a t h é m a t i q u e s P u r e s e t 

A p p l i q u e e s . E q u a t i o n (48.8) i s no o t h e r b u t t h e r é d u c t i o n o f t h e 

EFE ( 4 2 . 1 3 ) a f t e r t h e t r a n s f o r m ( 4 2 . 1 4 ) , t h a t i s G a s k i n ' s é q u a 

t i o n ( 4 2 . 1 5 ) . L e b e s g u e gave t h e i n t é g r a i s o f (4Q..8) i n t h e f o r m 

1 1 1 1 
(48.9) y = - ( ( - ( ( - v ' ) • ) ' )

 1

 ) 

X X X X. 

a n d 

1 1 1 

(48.10) y - x
3 1

*
m

( ( - ( - . . , ( - v
1

) ' )
1

 . . . ) ' ) , 
X X X 

r e s p e c t i v e l y , w h e r e v s t a n d s f o r 

(48.11) v = c s i n x<n + c
x
 c o s x<n 

[ L e b e s g u e 1 8 4 6 , 3 3 9 ] . S u r p r i s i n g l y , L e b e s g u e ' s p a p e r was n o t 

known t o B o o l e a n d h i s f o l l o w e r s up t o t h e 1 8 6 0 ' s . G l a i s h e r was 

a p p a r e n t l y t h e f i r s t t o d i s c o v e r i t i n [ 1 8 7 2 , 137].He f u r t h e r i n -

c l u d e d L e b e s g u e ' s s o l u t i o n o f t h e EFE i n h i s 

[ 1 8 8 1 , 8 1 1 - 1 2 ] . 

B o o l e m e n t i o n e d P o i s s o n i n h i s [1859; s e e 1 8 7 7 , 4 2 4 ] i n c o n 

n e c t i o n w i t h t h e l a t t e r ' s s o l u t i o n o f t h e E F E £ 4 6 . 3 3 ) a s i n P o i s 

s o n [ 1 8 3 5 , 1 5 8 ] . N o t i c e a l s o t h a t B o o l e s o l v e d ( 4 8 . 7 ) - i n t h e 

f o r m ( 4 6 . 4 2 ) - i n h i s t e x t b o o k . C o n t r a r y t o P o i s s o n , he b a s e d t h e 

s o l u t i o n o f t h e p a r t i a l d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n ( 4 6 . 4 2 ) upon t h e 

s y m b o l i c s o l u t i o n o f t h e EFE ( 4 6 . 3 3 ) . As we saw i n 1.3, t h e EFE 

i n i t s g ê n e r a i f o r m (13.33) - o r ( 4 6 . 3 3 ) - was an outcome o f 
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L a p l a c e ' s t h e o r y o f a t t r a c t i o n s w h i c h was b a s e d o n t h e p r o p e r t i e s 

o f t h e c o e f f i c i e n t s U<
1 5

 named a f t e r h i m [ s e e ( 1 3 . 5 ) - ( 1 3 . 6 ) 1 . 

T h i s t h e o r y a p p e a r e d i n t e x t b o o k s f r o m 1833 o n w a r d s ( 3 . 2 ] . 

P r o b l e m s c o n c e r n i n g t h e L a p l a c e c o e f f i c i e n t s a p p e a r e d a c c o r d i n g l y 

i n t h e T r i p o s exams i n t h e e a r l y 1840's [ C a m b r i d g e 1 8 4 9 , 1 2 9 , 

1 9 9 - 2 0 0 ]
< S )

 b u t due t o W h e w e l l ' s r e a c t i o n t h e y w e r e e x c l u d e d f r o m 

1845 o n w a r d s [ B e c h e r 1 9 8 0 b . 3 9 ] . I n o t h e r w o r d s , C a m b r i d g e 

U n i v e r s i t y saw a p e a k i n a n a l y t i c s and p u r e m a t h e m a t i c s i n t h e 

p e r i o d u n d e r s t u d y i n t h i s c h a p t e r . 

Our l a s t c o n c e r n i s w i t h t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i 

c i e n t s ( 1 3 . 6 ) , c i t e d h e r e a f t e r a s L E . M u r p h y , P r a t t a n d O ' B r i e n 

c o n f i n e d i n 1 8 3 3 , 1836 a n d 1840 r e s p e c t i v e l y t o an a p p r o x i m a t e 

s o l u t i o n by means o f t h e s é r i e s m e t h o d . F o r , t h e d i r e c t s o l u t i o n 

i n f i n i t e f o r m p r e s e n t e d w i t h i n s u r m o u n t a b l e d i f f i c u l t i e s [ 3 . 2 ] . 

H a r g r e a v e was t h e f i r s t t o p r o v i d e a s o l u t i o n o f ( 1 3 . 6 ) i n f i n i t e 

f o r m i n h i s [ 1 8 4 1 ] . H i s m e t h o d was n o t r i g o r o u s . M o r e o v e r , a s he 

d i d n o t make u s e a t t h a t s t a g e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s we o m i t a 

r e p r o d u c t i o n o f h i s p r o c é d u r e . H o w e v er, H a r g r e a v e ' s bolU a t t e m p t 

was an e x t r a s t i m u l u s f o r B o o l e t o e x t e n d h i s g ê n e r a i m e t h o d - a s 

g i v e n i n h i s [ 1 8 4 4 ] - a n d t o a p p l y i t t o t h e L E . He f i r s t communi-

c a t e d h i s s y m b o l i c a l s o l u t i o n i n a n o t e r e a d t o t h e R e p o r t t o t h e 

B r i t i s h A s s o c i a t i o n i n 1845 u n d e r t h e t i t l e "On t h e é q u a t i o n o f 

L a p l a c e ' s f u n c t i o n s " [ 1 8 4 5 e ] . As t h e m a i n t h e o r y c o n n e c t e d w i t h 

t h e s o l u t i o n p r o v i d e d was p u b l i s h e d i n 1847 we p o s t p o n e a s k e t c h 

o f i t u v i t l l 5 . Ô . 
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C h a p t e r 5 

O p e r a t o r m e t h o d s w i t h E n g l i s h and I r i s î i a n a l y s t s a f t e r 

G r e g o r y a n d B o o l e : 1846-1860. 

5.1 I n t r o d u c t i o n . 

O p e r a t o r m e t h o d s , a s p u r s u e d b y G r e g o r y and B o o l e i n t h e 

e a r l y 1 8 4 0 ' s , were t o h a v e a s t r o n g i m p a c t on E n g l i s h and I r i s h 

m a t h e m a t i c i a n s f r o m 1846 u n t i l 1 8 6 0 . W h i l e t h è s e d e v e l o p m e n t s 

w e r e i n i t i a l l y c o n c e i v e d w i t h i n C a m b r i d g e U n i v e r s i t y [ 3 . 2 - 3 . 3 , 

4 . 1 - 4 . 4 ] , t h e s c è n e o f a c t i o n g r a d u a i l y moved t o T r i n i t y C o l l e g e 

D u b l i n w i t h e x c e p t i o n a l p a r t i c i p a t i o n f r o m g r a d u â t e s o f O x f o r d 

U n i v e r s i t y a n d U n i v e r s i t y C o l l e g e L o n d o n . A c c o r d i n g l y , G r e g o r y ' s 

j o u r n a l was s u c c e e d e d i n 1846 by t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n M a t h e -

m a t i c a l J o u r n a l w h i c h was c a l l e d f r o m 1855 The Q u a r t e r l v J o u r n a l 

o f P u r e a n d A p p l i e d M a t h e m a t i c s e d i t e d b y S y l v e s t e r . S e v e r a l 

p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s a p p e a r e d i n t h e P h i l o s o p h i -

c a l T r a n s a c t i o n s , t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e a n d i n t h e P r o c e e d -

i n g s o f t h e R o y a l I r i s h Academv. 

B o o l e r e m a i n e d a c t i v e i n t h e l a t e 1 8 4 0 ' s i n v o l v e d w i t h t h e 

i n t é g r a t i o n o f t h e L a p l a c e é q u a t i o n , w h i l e t h e p r o l i f i c B r o n w i n 

was e n g a g e d w i t h e x t e n d i n g and e l a b o r a t i n g B o o l e ' s m e t h o d s a n d 

r e s u l t s up t o 1 8 5 2 . Among t h e new a u t h o r s on D - o p e r a t o r m e t h o d s 

we n o t e t h e E n g l i s h m e n C . H a r g r e a v e , W .Donkin, W . H . L . R ü s s e l 1 a n d 

W . S p o t t i s w o o d e , a n d t h e I r i s h m e n C . G r a v e s , R . C a r m i c h a e l , A . C u r t i s 

a n d B . W i 1 1 i a m s o n . I n a d d i t i o n , f i g u r e s s u c h a s H . J e l l e t t , 

W.Wal t o n , A . C a y l e y , J . S y l v e s t e r , G .Salmon, M . 0
1

B r i e n , H . G o o d w i n , 

A . J . E l l i s , De M o r g a n , W . R . H a m i l t o n and P . K e l l a n d a p p l i e d t h e c a l 

c u l u s o f o p é r a t i o n s t o t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , g e o m e t r y , 

a n a l y s a s a n d a l g e b r a . F u r t h e r , new a u t h o r s i n c l u d i n g J . B l i s s a r d , 

R . G r é e r , G . S c o t t a n d S . R o b e r t s c o n t r i b u t e d m i n o r p a p e r s on d i f 

f é r e n t i a l é q u a t i o n s , f r a c t i o n a l d i f f e r e n t i a t i o n , t h e B e r n o u l 1 i 

numbers and on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s i n t h e Q u a r t e r l y J o u r -

na1 f r o m 1860 up t o 1 8 7 0 . But by 1860 o n w a r d s i n t e r e s t i n t h e 

c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s d i s t i n c t l y s t a r t e d f a d i n g away. 

The m a t e r i a l p e r t i n e n t t o o u r s t u d y w h i c h was p u b l i s h e d i n 

t h e a b o v e J o u r n a l s up t o 1860 i s r e m a r k a b l y l a r g e . I t d i s p l a y s a 

v e r y i n t r i c a t e n e t w o r k o f m u t u a l i n f l u e n c e s , a c l o s e s i m i l a r i t y 

i n t e c h n i q u e s a n d v e r y o f t e n an i d e n t i t y o f r e s u l t s . One w o n d e r s 
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a b o u t t h e a i m s o f t h è s e new r e s e a r c h e r s a s w e l l a s a b o u t t h e f a t e 

o f t h e i r n u merous and l a r g e l y f o r g o t t e n p a p e r s . We h a v e s e e n t h a t 

s y m b o l i c a l m e t h o d s h a d come t o t h e f o r e f r o n t o f r e s e a r c h i n t h e 

e a r l y 1 8 4 0 ' s o u t o f ( i ) i n s u f f i c i e n c y o f known methods f o r t h e 

s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s p r o m i n e n t i n p h y s i c s [3.2, 

4 . 1 , ( 4 2 . 1 3 ) ] , a n d ( i i ) a n e e d f o r j u s t i f i c a t i o n a n d f o u n d a t i o n o f 

t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s [ 3 . 3 , 4 . 1 , 4 . 4 ] , T h e s e two c o n c e r n s 

w e r e s u c c e s s f u l l y a c c o m p l i s h e d by 1844 [ c h a p t e r 4 ] , The E F E 

- w h i c h p a r t l y h a d l e d t o t h i s new t r e n d i n a n a l y s i s [ 4 . 6 ] - no 

l o n g e r demanded any d r a s t i c means o f t r e a t m e n t , b u t c o u l d be 

s a t i s f a c t o r i l y s o l v e d t o g e t h e r w i t h a w i d e c l a s s o f é q u a t i o n s 

w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s . What was t h e n s t i l l t o be demanded o f 

s y m b o l i c a l m e t h o d s o t h e r t h a n t h e t h e o r y and r a n g e o f a p p l i c a 

t i o n s p u t f o r w a r d by G r e g o r y a n d B o o l e ? 

T h e r e s t i l l r e m a i n e d t h e u n s e t t l e d p r o b l e r a o f t h e f i n i t e 

s o l u t i o n o f t h e L E , w h i c h however was t o o c c u p y a s m a l l p a r t o f 

t h e m a t e r i a l p r o d u c e d . S u r p r i s i n g l y , t h e E F E was s t i l l a t t h e 

c e n t r e o f a t t e n t i o n . I n any c a s e , t h e r e a s o n s ( i ) and ( i i ) men-

t i o n e d a b o v e w e r e no l o n g e r t h e o n e s t o m o t i v a t e new r e s e a r c h ; 

what p r e v a i l e d was an o b s e s s i o n w i t h f u r t h e r v i n d i c a t i n g t h e 

power o f s y m b o l i c a l m e t h o d s on l i n e s p e r c e i v e d by G r e a t h e e d a n d 

E l l i s e a r l i e r o n ( 4 . 2 , ( 3 ) ; 4 . 3 , ( 5 ) ] . B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d i n 

a n a l y s i s w^u.l<i c h a l l e n g e To f u r t h e r e x t e n s i o n s a n d a p p l i c a 

t i o n s . The new a u t h o r s were o c c u p i e d w i t h one o r more o f t h e f o l -

l o w i n g c o n c e r n s : 

1) A g ê n e r a i s t u d y o f s p e c i f i c n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s , 

2) I n v e n t i o n o f many p a r t i c u l a r methods p e c u l i a r t o c e r t a i n 

c l a s s e s o f é q u a t i o n s , 

3) I n v e n t i o n o f m e t h o d s n o t d é p e n d e n t on a r t i f i c i a l t h e o r e m s o f 

t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , 

4) A s e a r c h f o r new r e s u l t s a n d f o r i n t e r p r é t a t i o n o f s y m b o l i c 

f o r m s b e y o n d t h e d i f f e r e n t i a l and i n t e g r a l c a l c u l u s , 

5) E l é g a n c e , r a p i d i t y , b r e v i t y and symmetry o f b o t h m e t h o d s a n d 

r e s u l t s . 

A c c o r d i n g l y , t h e c h a p t e r i s d e s i g n e d as f o l l o w s . 

S e c t i o n 5.2 c o v e r s B r o n w i n ' s a t t e m p t t o a s s i m i l a t e , a p p l y , 

e x t e n d a n d e v e n c r i t i c i z e B o o l e ' s methods and r e s u l t s d u r i n g t h e 

p e r i o d 1 8 4 6 - 1 8 4 8 . I n 5.3 we d i s c u s s H a r g r e a v e ' s p a p e r [ 1 8 4 8 ] 

w h e r e t h e m e t h o d i n t r o d u c e d was i l l u s t r a t e d t h r o u g h t h e s o l u t i o n 

o f t h e e a r t h - f i g u r e , t h e R i c c a t i a n d t h e L a p l a c e é q u a t i o n s . We 
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f o c u s p r i n c i p a l l y on H a r g r e a v e ' s t h e o r y , i n v e n t e d a f t e r B o o l e ' s 

n o t e on b i n o m i o l é q u a t i o n s [ 1 8 4 7 e ; 4 . 7 ] , i l l u s t r a t i n g i t w i t h t h e 

s o l u t i o n o f t h e E F E . We c o n c l u d e o u r s t u d y o f B r o n w i n ' s a n d 

H a r g r e a v e ' s work on o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n 5.4 d i s -

c u s s i n g t h e i r p a p e r s p r o d u c e d b e t w e e n 1850 a n d 1 8 5 3 . T h è s e 

p a p e r s , m a r k i n g t h e peak o f g ê n e r a i i z a t i o n and a b s t r a c t i o n i n t h e 

r e a l m s o f t h e D - o p e r a t o r c a l c u l u s , w ere s t r o n g l y m o t i v a t e d by 

B o o l e ' s t e c h n i q u e s a n d c o n c e r n s . As we s h a l l s e e , t h è s e t h r e e 

s e c t i o n s f o r m a u n i t y i n o u r s t u d y o f t h e c o n s é q u e n c e s o f B o o l e ' s 

g ê n e r a i method - a s f u r t h e r e x t e n d e d i n t h e l a t e 1840's - o v e r h i s 

c o n t e m p o r a r i e s i n E n g l a n d . 

S e c t i o n 5.5 i s d e v o t e d t o D o n k i n ' s a n d G r a v e s ' s p a r a i l e l 

a n d i n d e p e n d e n t i n v e s t i g a t i o n s on n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s b e 

t w e e n 1847 and 1 8 5 7 . T h e r e f o l l o w s i n 5.6 a s t u d y o f t h e new 

t r e a t m e n t s o f t h e EFE by C u r t i s , W i l l i a m s o n , D o n k i n a n d G r a v e s i n 

1 8 5 4 - 1 8 5 7 . At t h i s s t a g e we h a v e é v i d e n c e o f t h e i n f l u e n c e o f 

B o o l e , B r o n w i n a n d H a r g r e a v e , a s w e l l a s o f a c l o s e s i m i l a r i t y i n 

t h e r e s u l t s o f t h e new r e s e a r c h e r s . 

I n 5.7 we i n t r o d u c e C a r m i c h a e l . M o t i v a t e d by S y l v e s t e r a n d 

J e l l e t t , C a r m i c h a e l p r o d u c e d new o r i g i n a l w o r k i n t h e f i e l d o f 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h homogeneous f u n c t i o n s a s 

c o e f f i c i e n t s . The c o r e o f h i s w o r k i n t h e e a r l y 1 850's was i n -

c l u d e d i n h i s t e x t b o o k [ 1 8 5 5 ) , t h e s o l e b o ok i n t h e w i d e r p e r i o d 

o f o u r s t u d y d e v o t e d e x c l u s i v e l y t o t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . 

W i t h a n o t i c e a b l e a v o i d a n c e o f B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d , 

C a r m i c h a e l ' s book d r e w h e a v i l y on H e r s c h e l , M u r p h y , G r e g o r y , 

G r a v e s , C u r t i s , H a r g r e a v e and B r o n w i n , f o r m i n g a k i n d o f 

monument o f t h a t h i s t o r i c a l e r a . 

S e c t i o n 5.8 i s d e v o t e d t o a s t u d y o f t h e LE as t r e a t e d b y 

H a r g r e a v e , B o o l e , D o n k i n , C a r m i c h a e l a n d G r a v e s b e t w e e n 1846 a n d 

1851 r e s c u i n g f r o m o b l i v i o n t h e most i m p o r t a n t r e s u l t s . F i n a l l y , 

5.9 c o v e r s t h e work o f B o o l e ' s and C a r m i c h a e l ' s f o l l o w e r s 

- i n t r o d u c i n g S p o t t i s w o o d e . R u s s e l l a n d G r é e r - w h i l e a c o n c l u d i n g 

s e c t i o n 5.10 w i 1 1 sum up t h e i m p a c t and u t i l i t y o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s i n t h e p e r i o d u n d e r s t u d y i n t h e w i d e r r e a l m s o f m a t h e -

m a t i c a l s c i e n c e s . 
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5.2 B r o n w i n o n s y m b o l i c a l m e t h o d s : 1846-1848; B o o l e ' s i n f l u e n c e 

a n d comments. 

I n 4.3 we s t u d i e d B r o n w i n ' s work on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

i n 1 8 4 1 - 1 8 4 3 . We h a d é v i d e n c e a t t h a t s t a g e o f a n i m p l i c i t i n 

f l u e n c e f r o m G a s k i n a n d E l l i s , b u t a t t h e same t i m e an a b s e n c e o f 

e x p l i c i t s y m b o l i c a l m e t h o d s . I n t e r e s t e d i n é q u a t i o n s w i t h v a r i 

a b l e c o e f f i c i e n t s , B r o n w i n was a p p a r e n t l y n o t t e m p t e d t o a p p l y 

G r e g o r y ' s m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s . F o r t h r e e y e a r s he 

f o c u s e d on o t h e r t o p i c s [ s e e 4 . 3 , ( 7 ) ] . G r a d u a l l y a s s i m i l a t i n g 

B o o l e ' s w o r k [ 1 8 4 4 ; 1 8 4 5 d ] he s e t o f f t o a p p l y o p e r a t o r m e t h o d s . 

A t f i r s t , he u s e d a c o m b i n a t i o n o f G a s k i n ' s t e c h n i q u e o f s u c c e s 

s i v e r é d u c t i o n w i t h h i s own e a r l y m e t h o d s , a l s o a i d e d by 

G r e g o r y ' s s y m b o l i c f o r m u l a e f r o m E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] . B o o l e ' s i n 

f l u e n c e , i m p l i c i t i n 1 8 4 6 , becomes more é v i d e n t i n 1 8 4 7 , a n d by 

1848 B r o n w i n p r o d u c e d h i s f i r s t o r i g i n a l w ork n e a r l y s u p e r s e d i n g 

B o o l e ' s a b s t r a c t i o n a n d s o p h i s t i c a t i o n , a n d g e t t i n g a s f a r a s 

c r i t i c i z i n g t h e l a t t e r ' s p a p e r "On a c e r t a i n s y m b o l i c a l é q u a t i o n " 

[ 1 8 4 7 c ] . 

B r o n w i n ' s f i r s t p a p e r u n d e r s t u d y i s e n t i t l e d "On t h e i n 

t é g r a t i o n a n d t r a n s f o r m a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " 

[ 1 8 4 6 a ] . V a r i a t i o n s on t h i s t h è m e were t o be p u b l i s h e d a s [ 1 8 4 6 b ; 

1 8 4 7 a , b , c ] . The p e r i o d 1846-1847 was t o be a t r a n s i t i o n a l one b e 

tween B r o n w i n ' s e a r l y w o r k and h i s m a t u r e , o r i g i n a l w o r k a r o u n d 

1848. We w i l l f i r s t d r a w r e p r é s e n t a t i v e i n s t a n c e s f r o m t h i s u n i t y 

o f f i v e p a p e r s w h i c h , w i t h a s l i g h t e x c e p t i o n [ 1 8 4 7 b ] , a r e b a s e d 

upon t h e same c o n c e r n . P a p e r s [1846a] and [ 1 8 4 7 c ] were p u b l i s h e d 

i n t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e , [1847b] i n The M a t h e m a t i c i a n . 

w h i l e a i l t h e o t h e r p a p e r s t o be d i s c u s s e d w e r e c o n t r i b u t e d t o 

t h e C a m b r i d g e an d D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r n a l . 

L e t t i n g D s t a n d f o r d / d x , B r o n w i n p u t f o r w a r d t h e k e y -

f o r m u l a e o f h i s new m e t h o d 

xD"y » D"xy - n D
n _ 1

y 

(52.1) x
a

D " y - D " x
a

y - 2 n D " -
1

x y + n ( n - l ) D " -
a

y 

x D "
n

y - D~"xy + n D ~
r

» -
1

y 

a n d s o o n , c l a i m i n g f o r v é r i f i c a t i o n by " p e r f o r m i n g t h e 

d i f f e r e n t i a t i o n s " [ 1 8 4 6 a , 4 9 4 ] . T h è s e f o r m u l a e c o u l d be d i r e c t l y 

d e d u c e d f r o m L e i b n i z ' s t h e o r e m (33.48) - b y p u t t i n g v » x and 

u * y ( x ) - a f a c t w h i c h he m e n t i o n e d as an a l t e r n a t i v e d é m o n s t r a t i o n 

i n [ 1 8 4 7 a , 4 2 - 4 3 ] . 
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B r o n w i n ' s f i r s t a p p l i c a t i o n o f (52.1) was t o t h e é q u a t i o n 

d
a

y dy 
( 5 2 . 2 ) x ( + k

a

y ) + 2p — - 0 
d x

a

 dx 

w h i c h i s none o t h e r t h a n a t r a n s f o r m e d f o r m o f t h e EFE ( 4 2 . 1 5 ) o r 

( 4 3 . 1 5 )
 ( 1 )

 . P u t t i n g 

( 5 2 . 3 ) y - ( D
2

+ k
2

) u , 

he a p p l i e d (52.1) i n o r d e r t o d é t e r m i n e t h e t e r m s p d y / d x , x k
a

y 

a n d x d
2

y / d x
2

. S u b s t i t u t i n g t h e é q u i v a l e n t o f t h è s e t e r m s i n D and 

u i n ( 5 2 . 2 ) he o b t a i n e d ( 5 2 . 2 ) i n t h e f o r m 

( 5 2 . 4 ) ( D
2

+ k
2

) - [ D
2

x u + 2 ( p - 2 ) D u + k
3

x u ] - 0. 

E r r o n e o u s l y d i s c a r d i n g t h e f i r s t f a c t o r , he c l a i m e d t h a t t h e 

g i v e n é q u a t i o n (52.2) i s é q u i v a l e n t t o 

( 5 2 . 5 ) D
2

x u + 2 ( p - 2 ) D u + k
a

x u =• 0; 

o r , b y t r a n s f o r m i n g ( 5 2 . 5 ) i n i t s n o r m a l f o r m , t o 

d
2

u du 
( 5 2 . 6 ) x ( + k

2

u ) + ( 2 p - 2 ) — - 0, 
d x

2

 dx 

"an é q u a t i o n s i m i l a r t o t h e g i v e n o n e , p b e i n g c h a n g e d i n t o p - 1 " . 

H e n c e , by r é p é t i t i o n , t h e l a s t t e r m i n ( 5 2 . 6 ) v a n i s h e s
< a î

. 

B r o n w i n ' s c o n c l u s i o n was t h e f o l l o w i n g : 

i f t h e r e f o r e 

( 5 2 . 7 ) y - ( D
2

+ k
2

)
p

u ( i ) , we s h a l l h a v e 

d
2

u 
+ k

2

u = 0 ( i i ) , t h e i n t e g r a l o f w h i c h i s known 
d x

2 

[ 1 8 4 6 a , 4 9 5 ] <
3

> . 

The e r r o n e o u s i n f e r e n c e o f (52.5) f r o m ( 5 2 . 4 ) d i d n o t p a s s 

u n n o t i c e d . I n 1847 B o o l e a n d H a r g r e a v e h a d t h e i r r e m a r k s c o n -

s e q u i t i v e l y p u b l i s h e d i n t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e r e s t o r i n g 

p r o p e r l y B r o n w i n ' s f a l l a c y . D i s c u s s i n g t h e s o l u t i o n o f (52.2) i n 

B r o n w i n ' s c o n t e x t , H a r g r e a v e showed i n s i m p l e t e r m s t h a t i t i s 

n o t ( 5 2 . 7 ) w h i c h g i v e s t h e c o m p l è t e i n t e g r a l o f ( 5 2 . 2 ) , as i t 

a m o u n t s , i n f a c t , t o y=0, b u t 

1 

( 5 2 . 8 ) y - ( D
2

+ k
2

) * » - M - ( D
2

+ k
2

) - * 0 ] 
x 

[ H a r g r e a v e 1847, 8-9] <-»> . 

B o o l e ' s f i n a l r e m a r k c o ï n c i d e s w i t h H a r g r e a v e ' s b u t t h e 

s t y l e i s more g ê n e r a i a s i t d r a w s on h i s [ 1 8 4 7 c ] w h i c h was t o ap-

p e a r f e w months l a t e r . I n b r i e f , B o o l e c o n s i d e r e d t h e s y m b o l i c 
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é q u a t i o n 

( 5 2 . 9 ) n
m
u - 0, 

w h e r e nm a n d p w e r e two "compound f a c t o r s " w h i c h o p e r a t e i n s u b -

j e c t i o n t o t h e r e l a t i o n 

( 5 2 . 1 0 ) nmP
 Œ

 p n
m
_ i . 

S o l v i n g ( 5 2 . 9 ) i n t h e f o r m 

( 5 2 . 1 1 ) u = p
m

n^
x

p-
m

0, 

B o o l e l e t 

( 5 2 . 1 2 ) n
m
 - x ( D

2

+ k
2

) + 2mD, p - D
2

+ k
2

, D = d/dx 

w h i c h s u b s t i t u t e d i n (52.9) g i v e B r o n w i n ' s é q u a t i o n ( 5 2 . 2 ) . By 

means o f ( 5 2 . 1 2 ) , ( 5 2 . 1 1 ) was r e d u c e d a c c o r d i n g l y t o ( 5 2 . 8 ) - i f 

m=p [ B o o l e 1 8 4 7 d , 6 - 7 ] . B o o l e went on t o c l a i m t h a t s u c h s y m b o l i -

c a l m e t h o d s , " l i m i t e d i n t h e i r i n d i v i d u a l a p p l i c a t i o n , a n d a p -

p a r e n t l y i n d e f i n i t e i n t h e i r number" a r e " c h i e f l y v a l u a b l e a s e x 

e r c i s e s i n s y m o o l i c a l a l g e b r a " . C o n s i d e r i n g B r o n w i n ' s a t t e m p t i n 

t h e r e a l m s o f h i s own g ê n e r a i i n v e s t i g a t i o n i n [1844] h e 

n e v e r t h e l e s s a d d e d t h a t " M r . B r o n w i n ' s method d i s p l a y s c o n 

s i d é r a b l e i n g e n u i t y "
t s >

. 

B r o n w i n t o o k n o t i c e o f t h è s e comments - c o n c e r n i n g a i l t h e 

é q u a t i o n s s o l v e d i n h i s f i r s t p a p e r - i n h i s [ 1 8 4 7 c ] w h e r e he u s e d 

h i s p r e v i o u s i n q u i r i e s f o r t h e t r e a t m e n t o f s i m i l a r é q u a t i o n s i n 

p a r t i a l d i f f é r e n c e s . The f i r s t é q u a t i o n s o l v e d was 

d
2

z d
2

z d z 
( 5 2 . 1 3 ) x ( a

2

 ) + 2 p — - 0. 
d x

2

 d y
2

 dx 

L e t t i n g 

( 5 2 . 1 4 ) D = d / d x , D' = d/dy a n d aD'^T-1 - k , 

( 5 2 . 1 3 ) was r e d u c e d t o t h e f o r m (52.2) i n t e g r a t e d a c c o r d i n g t o 

t h e i n s t r u c t i o n s g i v e n by H a r g r e a v e a b ove [ 1 8 4 7 c , 1 0 7 - 1 0 8 ; 1 1 3 ]
< s

> . 

A s l i g h t l y d i f f é r e n t a p p r o a c h was t a k e n i n B r o n w i n [ 1 8 4 6 b ] . 

I n s t e a d o f ( 5 2 . 1 ) , he made u s e o f t h e f o r m u l a ( 4 5 . 2 0 ) , a s i t a p -

p e a r e d i n [ G r e g o r y 1 8 4 1 , 3 1 - 2 ] . He p r o v e d i t by f i r s t g e t t i n g 

( 4 5 . 1 9 ) i n t h e f o r m 

( 5 2 . 1 5 ) e « ~ f ( d / d x + a ) y - f ( d / d x ) e « * y . 

C h a n g i n g e** i n t o x , d/dx i n t o x d / d x and l e t t i n g D=d/dx, he w r o t e 

( 5 2 . 1 5 ) i n t h e f o r m 

( 5 2 . 1 6 ) x « f ( x D + a ) y = f ( x D ) x « y . 

By means o f ( 5 2 . 1 6 ) he o b t a i n e d i n d u c t i v e l y 

( 5 2 . 1 7 ) D
rt

y - ( x D + 1 ) ( x D + 2 ) . . . ( x D + n ) x - " y . 

w h i c h i s f o r m u l a ( 4 5 . 2 0 ) . L e t t i n g n e x t y r e p l a c e d by D~"y i n 
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( 5 2 . 1 7 ) he o b t a i n e d an a n a l o g o u s f o r m f o r D
_ n

y [ 1 8 4 6 b , 1 5 4 ] . 

M e n t i o n i n g G r e g o r y ' s E x a m p l e s as a s o u r c e o f i n f l u e n c e f o r 

t h e a b o v e f o r m u l a e , B r o n w i n went on t o a p p l y them t o t h e s o l u t i o n 

o f s e c o n d o r d e r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i 

c i e n t s , s u c h as é q u a t i o n 

d
2

y 
( 5 2 . 1 8 ) ( 1 - x

2

) + p ( p + l ) y - 0. 
d x

2 

By a p r o c é d u r e r e m i n i s c e n t o f B o o l e ' s i n [ 1 8 4 4 ] , B r o n w i n m u l t i -

p l i e d ( 5 2.16) by x
2

 a n d , b a s e d upon ( 5 2 . 1 6 ) - ( 5 2 . 1 7 ) , he r e d u c e d 

( 5 2 . 1 8 ) t o t h e f o r m 

( 5 2 . 1 9 ) x D ( x D - l ) y - ( x D + p - 2 ) ( x D - p - 3 ) x
2

y - 0. 

He t h e n l e t t h e t r a n s f o r m 

( 5 2 . 2 0 ) y «= (xD+1) (xD+2) . . . ( x D + p - D x - p - i u - D^~
x

u 

a n d s u b s t i t u t e d a c c o r d i n g l y t h e v a l u e s o f y a n d x
2

y i n ( 5 2 . 1 9 ) . 

The r e s u i t i n n o n - s y m b o l i c f o r m i s 

du 
( 5 2 . 2 1 ) ( 1 - x

2

) — + 2 p x u - 0 
dx 

w h i c h by s o l u t i o n g i v e s a p a r t i c u l a r i n t e g r a l o f (52.18) a s 

d 
( 5 2 . 2 2 ) y - D P - ^ U - c [ — l ^ - M l - x

2

) * . 
d x 

I n t h e same manner a n o t h e r p a r t i c u l a r i n t e g r a l was p r o v i d e d , a n d 

h e n c e t h e c o m p l è t e s o l u t i o n o f (52.18) [ 1 8 4 6 b , 157-8]
 C - 7 Ï

 . 

A c o m b i n a t i o n o f t h e t e c h n i q u e s e m p l o y e d i n h i s f i r s t two 

p a p e r s was f u r t h e r a p p l i e d i n h i s [1847a] t o t h e s o l u t i o n o f 

f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s . B r o n w i n d i s p l a y e d h i s i n i t i a l f o r 

m u l a e (52.1) i n A i n s t e a d o f D and a p p l i e d t hem t o t h e é q u a t i o n 

( 5 2 . 2 3 ) ( l - x
2

) A
2

y + p ( p + l ) y - 0 

w h i c h c o r r e s p o n d s t o ( 5 2 . 1 8 ) . T h e n , as i n [1846b] he f o u n d two 

p a r t i c u l a r s o l u t i o n s o f (52.23) [ 1 8 4 7 a , 4 2 - 4 3 ] . I n f a c t , t h e a c -

t u a l p r o c é d u r e u s e d f o r t h e s o l u t i o n o f ( 5 2 . 2 3 ) was c o m m u n i c a t e d 

t o The M a t h e m a t i c i a n f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

s i m u l t a n e o u s l y w i t h t h e method p u b l i s h e d i n [ 1 8 4 6 a ] . H a v i n g 

o m i t t e d i t s i l l u s t r a t i o n f o r t h e c a s e o f ( 5 2 . 2 3 ) a b o v e , we d i s -

p l a y i t now f o r ( 5 2 . 1 8 ) a s p u b l i s h e d i n [ 1 8 4 7 b , 2 0 4 ] . 

L e t é q u a t i o n ( 5 2 . 1 8 ) w i t h d/dx - D, o r 

( 5 2 . 2 4 ) D
2

y - x
2

D
2

y + p ( p + l ) y - 0. 

P u t y - D
p

-
1

u i n ( 5 2 . 2 4 ) a n d d é t e r m i n e a l l i t s t e r m s by means o f 

( 5 2 . 1 ) . T h e n , (52.24) i s r e d u c e d t o 
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( 5 2 . 2 5 ) Du - D x
2

u + ( 2 p + 2 ) x u - D~*>0 = CD-**
1

. 

B r o n w i n p r e f e r r e d i n s t e a d o f d e t e r m i n i n g d i r e c t l y t h e c o m p l è t e 

i n t é g r a l o f ( 5 2 . 2 4 ) f r o m ( 5 2 . 2 5 ) , t o t a k e é q u a t i o n 

( 5 2 . 2 6 ) Du - D x
2

u + ( 2 p + 2 ) x u - 0, o r , 

d u 

( 5 2 . 2 7 ) ( 1 - x
2

) — + 2 p x u - 0, 
d x 

a s i n ( 5 2 . 2 1 ) a n d o b t a i n a p a r t i c u l a r i n t é g r a l , ( 5 2 . 2 2 ) . The same 

p r o c é d u r e l e d t o t h e s e c o n d i n t é g r a l , a n d t h u s t o t h e s o l u t i o n o f 

( 5 2 . 2 4 ) o r ( 5 2 . 1 8 ) , a s above [ 1 8 4 7 b . 2 0 4 , s e e (7) a b o v e ï . 

I n d e e d , t h i s m e t h o d i s an e l a b o r a t i o n \ 7 t h o s e d i s p l a y e d i n 

[1846a] a n d [ 1 8 4 6 b ] . H o w e v e r , t h e i m p o r t a n c e o f B r o n w i n ' s [1847b] 

d i d n o t l i e i n b i s v a r i a t i o n o f t h e i n i t i a l t e c h n i q u e b a s e d o n 

( 5 2 . 1 ) . T h i s l a t t e r p a p e r i s a t u r n i n g p o i n t i n h i s e a r l y w ork o n 

D - o p e r a t o r m e t h o d s f o r i t i m p r o v e s f o r t h e f i r s t t i m e o v e r B o o l e 

[1845d] by i n c l u d i n g b o t h s t r a i g h t - f o r w a r d d é m o n s t r a t i o n s o f 

B o o l e ' s t h e o r e m s ( 4 7 . 1 ) and ( 4 7 . 2 ) , and f u r t h e r g ê n e r a i i z a t i o n s 

a n d a p p l i c a t i o n s o f t h e m . S o , we c o n c l u d e o u r s t u d y o f B r o n w i n ' s 

t r a n s i t i o n a l p e r i o d b y b r i e f l y r e f e r r i n g t o h i s m a i n r e s u l t s o n 

t h e o r e m s o f d e v e l o p m e n t a s i n h i s [ 1 8 4 7 b ] . 

I f (p a n d X a r e a n y f u n c t i o n s o f x , B r o n w i n c l a i m e d w i t h o u t 

p r o o f t h a t t h e f o r m u l a 

-Bu h 
(52.28) e ' (tpD) e

 f

 y = (cpD+X)y<
e > 

h o l d s t r u e . I n d e e d , b y p e r f o r m ï n g t h e o p é r a t i o n <pD, o r (p(x).D 

[ s e e (8) a b o v e ] , t h e l e f t - h a n d s i d e o f (52.28) b e c o m e s : 

-f-dx J ! f c J ï t o (
x 

e
f

 [ e
f

 (<pD)y + y<pDe
 1

 1 =» (<pD)y + ycpD | - d x . 
J cp 

Î
x P X X 

- d x = ( - ) ' d x - — ; t h u s (52.28) i s r e a d i l y p r o v e d . By i t e -
cp J (p <p 

r a t i o n he p r o v e d t h e g ê n e r a i f o r m u l a 

-h fa 
(52.29) e

 f

 f(cpD)e ' » f(<pD+X)y, 

where f any p o l y n o m i a l f u n c t i o n [ 1 8 4 7 b , 2 0 6 ] . 

A s s u m i n g a n é q u a t i o n i n t h e f o r m 

(52.30) ((pD+B) (4JD+X)y = 0, 

where ip,8.4i a n d X a r e a i l f u n c t i o n s o f x , he c l a i m e d t h a t w i t h 

t h e a i d o f ( 5 2 . 2 9 ) we c a n d i v i d e s u c c e s s i v e l y by tpD+B, I+JD+X a n d 
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o p e r a t e upon 0 i n t h e s e c o n d member. O r , i f we h a v e t h e é q u a t i o n 

( 5 2 . 3 1 ) f(tpD+Ä.)y - 0, 

we may p u t i t i n t h e f o r m 

( 5 2 . 3 2 ) (<pD+X-ri)y - 0, ((pD+X-r
a
)y - 0 

wh e r e r i , r
a
, . . . t h e r o o t s o f f ( x ) - 0 , and add t h e p a r t i c u l a r i n 

t é g r a i s f o r t h e c o m p l è t e s o l u t i o n . 

B r o n w i n m e n t i o n e d t h a t ( 5 2 . 3 0 ) - ( 5 2 . 3 2 ) f o r m e d p a r t o f 

B o o l e ' s m e t h o d , a d d i n g t h a t p e r h a p s by means o f (52.29) i n t é g r a 

t i o n o f (52.32) i s e a s i e r [ 1 8 4 7 b , 207; s e e ( 4 7 . 1 5 ) - ( 4 7 . 1 7 ) ] . L e t -

t i n g n e x t D,D' t o o p e r a t e o n l y upon y a n d x r e s p e c t i v e l y , he m u l -

t i p l i e d b o t h s i d e s o f 

( 5 2 . 3 3 )
 (D

> xe-<o
( D >

y = x y 

b y 

(52 . 34) e*
 t r >

*
D

 " , 

o b t a i n i n g a f t e r s t r a i g h t f o r w a r d c a l c u l a t i o n s 

( 5 2 . 3 5 ) e * <
D >

x e - *
( D

> y - ( x + ( p ' ( D ) ) y . 

By i t é r a t i o n , a s i n t h e c a s e o f ( 5 2 . 2 8 ) , he a r r i v e d a t B o o l e ' s 

t h e o r e m ( 4 7 . 1 ) , o r 

( 5 2 . 3 6 )
 e

*
( I > >

f ( x ) e - « "
D

> y - f(x+<p'(D))y 

[ 1 8 4 7 b . 2 0 7 ] < » > . 

S t i m u l a t e d by t h e c o n v e n i e n c e and power o f s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , B r o n w i n was t o p r o d u c e more p a p e r s ; [1847d] and [1848b] 

o n t h e s y m b o l i c r e p r é s e n t a t i o n o f f u n c t i o n s a n d [1848a] on 

t h e o r e m s o f d e v e l o p m e n t . The two f o r m e r were r e l a t e d t o t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s , w h i l e t h e l a t t e r t o t h e i n 

t é g r a t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s on u n e s s i m i l a r t o t h o s e i n 

[ 1 8 4 7 b ] . T h e s e p a p e r s mark t h e b e g i n n i n g o f h i s m a t u r e s t a g e 

g i v i n g é v i d e n c e o f h i s a s s i m i l a t i o n o f B o o l e ' s w o r k and a l s o o f 

h i s a m b i t i o n t o e x t e n d i t . 

I n [1847d] he .^et T a y l o r ' s t h e o r e m i n t h e f o r m 

( 5 2 . 3 7 ) (p(x) - e *
D

c p ( 0 ) , D - d/dO. 

C h a n g i n g (p(x) i n t o cpfe*) a n d e~ i n t o x , he o b t a i n e d f r o m ( 5 2 . 3 7 ) , 

( 5 2 . 3 8 ) <p(x) - x
D

cp(e°) . 

On s i m i l a r l i n e s he g o t 

( 5 2 . 3 9 ) <p(x) - (1 + û)
 l 0

»*(p(e°) 

c l a i m i n g n e x t t h e t r u t h o f t h e f o r m u l a 

d
n

( p ( x ) 

( 5 2 . 4 0 ) = (p(x+A)'0", 
d x " 

v e r i f i e d by d e v e l o p i n g i t s s e c o n d member. (52.40) g i v e s 
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d
n

cp ( 0 ) x d<p(0) d
2

t p ( 0 ) 
= cp(D)O

r t

, o r (p(x) = <p(0) + — 

1 
+ + 

d û " dO 1.2 dO
2 

Ox 

- <p(D) (1+ — + 
1 

0
2

x
2 

1.2 
+ . ..), o r t h e t h e o r e m 

( 5 2 . 4 1 ) <p(x) = ( p ( D ) e° ~ 

[,1847d, 134-136; on t h e n o t a t i o n by means o f 0 s e e 2 . 2 - 2 . 3 ) . 

B r o n w i n a p p l i e d t h e t h e o r e m s ( 5 2 . 3 8 ) , (52.41) f o r t h e d é t e r 

m i n a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s . B u t he went f u r t h e r t o o b t a i n 

known s y m b o l i c a l t h e o r e m s by means o f t h e t e c h n i q u e s p u t f o r w a r d 

i n t h e b e g i n n i n g . T h a t i s , c h a n g i n g <p(x) i n t o (pfe**) a n d p u t t i n g 

n e x t 

( 5 2 . 4 2 ) e
D

 = 1 + A = E 

i n ( 5 2 . 4 1 ) , he o b t a i n e d 

( 5 2 . 4 3 ) <p(e~) = ( p ( E ) e° ~ 

w h i c h i s H e r s c h e l ' s s y m b o l i c v e r s i o n (23.21) o f h i s t h e o r e m 

( 2 3 . 1 8 ) [ 1 8 4 7 d , 1 3 7 1 . On s i m i l a r l i n e s he p r o v e d H a m i l t o n ' s 

t h e o r e m ( 2 3 . 3 0 ) , o r , 

( 5 2 . 4 4 ) <p(x) - ( p ( E ) x° . 

He went as f a r a s d e d u c i n g p u r e l y s y m b o l i c f o r m s s u c h a s 

( 5 2 . 4 5 ) <p(a+x) - ( — ) l ( p ( a ) e ~ ] 

u p o n w h i c h he commented a s f o l l o w s : " T h i s a p p e a r s a mere 

c u r i o s i t y ; b u t we do n o t know what may p r o v e u s e f u l " ( 1 8 4 7 d , 

139; s e e (11) b e l o w ] . 

T h i s p a p e r was p u b l i s h e d , l i k e t h e two w h i c h f o l l o w b e l o w , 

i n t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r n a l whose e d i t o r was 

W.Thomson. Thomson o f t e n u s e d B o o l e a s a r é f é r é e f o r c e r t a i n 

p a p e r s e x c h a n g i n g w i t h h i m a r o u n d 40 l e t t e r s on s u c h raatters 

d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 5 - 1 8 4 8 . I n c o n n e c t i o n w i t h B r o n w i n [ 1 8 4 7 d l 

B o o l e w r o t e i n A p r i l 1847 " A l t h o u g h I do n o t t h i n k Mr B r o n w i n ' s 

p a p e r c o n t a i n s any t h i n g v e r y u s e f u l i t o u g h t t o be p r i n t e d b e -

c a u s e i t i s d é s i r a b l e t o have r e c o r d s o f o u r own p r o g r e s s e v e n i n 

d i r e c t i o n s i n w h i c h n o t h i n g i s t o be h o p e d f o r "
c l 0 ï

. A p r o p o s , 

B o o l e h i m s e l f made u s e o f a s i m i l a r n o t a t i o n a s B r o n w i n ' s ( 5 2 . 4 5 ) 

i n 1847 i n c o n n e c t i o n o f F o u r i e r ' s t h e o r e m : 

I t i s proved t h a t the value v of the d e f i n i t e intégral 

d a 
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i s symbol icaIKJexpressed by the equation 

d 

v - ( )^
d

°f(x,e
e

) provided that e=o
(11
>. 

dx 

I n b i s p a p e r " A p p l i c a t i o n o f c e r t a i n s y m b o l i c a l r e p r e -

s e n t a t i o n s o f f u n c t i o n s t o i n t e g r a t i o n " [1648b) B r o n w i n , b a s e d o n 

t h e known f o r m u l a ( 4 5 . 1 9 ) , u s e d t h e t e c h n i q u e p u t f o r w a r d i n 

(1 8 4 7 d ) o f s u i t a b l y c h a n g i n g t h e f u n c t i o n u n d e r c o n s i d e r a t i o n i n 

o r d e r t o p r o v e " b e a u t i f u l " t h e o r e m s s u c h a s 

d d 
( 5 2 . 4 6 ) f ( — ) ( p ( x ) e * - ~ * q > ( — ) f ( r ) e * - ~ . 

d x d r 

T h i s t h e o r e m p r o v e d u s e f u l f o r t h e d e t e r m i n a t i o n o f d e f i n i t e I n 

t e g r a l s , s u c h a s , ' " 

r 
( 5 2 . 4 7 ) ( p ( x ) f ( x

2

) e - ^ c o s n x = <p(-D) f (D ' =) 

n
2

+ r
a 

w h e r e D=-d/dr a n d D'-d/dx. The p a p e r c o n c l u d e d w i t h a n o t h e r 

"handsome t h e o r e m " , 

d d 

( 5 2 . 4 8 ) f ( — +r)q>(x) = <p(— + x ) f ( x ) , 
d x d r 

w h i c h was n o t f u r t h e r d i s c u s s e d [ 1 8 4 8 b , 2 4 5 - 2 5 1 ] . 

I n [ 1848a] B r o n w i n p r o v e d t h e o r e m s by t h e a i d o f w h i c h "we 

way s o m e t i m e s p u t a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n u n d e r a more c o n v e n i e n t 

[ i n t e g r a b l e ] f o r m . T h i s p a p e r , s e q u e l t o h i s [ 1 8 4 7 b ] , i s a d i r e c t 

i n f l u e n c e f r o m B o o l e [ 1 8 4 5 d l r e f e r r e d t o i n t h e o p e n i n g p a g e . 

L e t t i n g D^d/dx a n d p , n , T f u n c t i o n s o f x a n d D, he p r o v e d t h a t 

( 5 2 . 4 9 ) i f p n p
_ 1

u - T U , t h e n p f t n J p - ^ - u = f ( x ) u , 

w h e r e f ( n ) was a f u n c t i o n d e v e l o p a b l e i n i n t e g e r p o w e r s o f n . 

N e x t , b y means o f T a y l o r ' s t h e o r e m , he p r o v e d t h a t 

cp' (D) 1 <p"(D) 

( 5 2 . 5 0 ) cp(D)X<p(D)-V = (X+X' + X" + ) 
<p(D) 2.1 <p(D) > 

w h e r e X an i n t e g r a l f u n c t i o n o f x o f d e g r e e n a n d <p(D) any f u n c 

t i o n o f D. I n v i r t u e o f ( 5 2 . 4 9 ) , (52.50) was g e n e r a l i z e d i n t o 

<p* (D) X<"> <p< (D) 

( 5 2 . 5 1 ) <p(D)f ( X ) < p ( D ) - i y » f ( X + X ' + + - ) y 
<P(D) n l cp(D) 

[ 1 8 4 8 a , 3 6 - 3 7 ] . 

F o r m u l a ( 5 2 . 5 1 ) was p r o v e d f o r D and x i n t e r c h a n g e d . 
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<P<"> (X) 

( 5 2 . 5 2 ) c p ( x ) -
l

n ( D ) < p ( x ) y = (n(D)+- •n' (D) + . .+• •n<"> ( D ) ) y , 

(p(x) n!(p(x) 

f o l l o w e d by g ê n e r a i i z a t i o n s i n two v a r i a b l e s [ 1 8 4 8 a , 4 1 - 4 3 ] . B r o n -

w i n i n c l u d e d i n [ 1 8 4 8 a , 3 7 - 4 1 î a p p l i c a t i o n s o f b i s t h e o r e m s o f 

d e v e l o p m e n t t o t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s o n l i n e s 

f a i r l y s i m i l a r t o t h o s e i n B o o l e [ 1 8 4 5 d ; 4 . 7 ] . 

I n t h e same l e t t e r t o Thomson q u o t e d i n (10) a b o v e , B o o l e 

w r o t e i n c o n n e c t i o n w i t h B r o n w i n ' s e n q u i r i e s ; 

I t i s very easy by means of the known p r o p e r t i e s of x and d/dx t o 

con s t r u c t équations i n v o l v i n g thèse symbols under f u n c t i o n a l s i g n s 

and a d m i t t i n g o f complète s o l u t i o n s . I n gênerai such labo r i s use-

l e s s because i t i s impossible t o foresee whether an équation 

presented under the o r d i n a r y form can be reduced t o one o f those 

f u n c t i o n a l forms o r not What we want i s a genuine and com

plète method
< 1 2 )

. 

R e g a r d i n g h i s own m e t h o d [ 1 8 4 4 ; 4 . 5 - 4 . 6 ] a s " i n i t s p r é s e n t s t a t e 

i n c o m p l è t e " , B o o l e s t a t e d : " I f Mr B r o n w i n w o u l d u n d e r t a k e t h i s , 

f o r w h i c h he a p p e a r s t o h a v e b o t h t h e l e i s u r e a n d a b i l i t y , he 

w o u l d r e n d e r a s e r v i c e t o a n a l y s i s "
< X 3 >

. I n d e e d , B r o n w i n was t o 

e x p l o i t b o t h " l e i s u r e a n d a b i l i t y " r e n d e r i n g p a r t o f B o o l e ' s 

d e s i r e s t r u e . I n f a c t , B r o n w i n [1848a] was t h e o n l y o f h i s p a p e r s 

t o be r e f e r r e d t o i n B o o l e ' s t e x t b o o k [ 1 8 7 7 , 4 5 6 ; 4 . 5 , ( 5 ) ] as an 

" i n t e r e s t i n g m emoir" o n e x a m p l e s o f e x p a n s i o n s o f f u n c t i o n s w i t h 

n o n - c o m m u t a t i v e s y m b o l s . M o r e o v e r , d e s p i t e B r o n w i n ' s l a t e r more 

s o p h i s t i c a t e d i n q u i r i e s [ 5 . 4 ] , i t was m a i n l y a s p e c t s f r o m h i s 

[1848a,b] w h i c h a p p e a r e d i n t h e work o f l a t e r r e s e a r c h e r s [ s e e 

5 . 5 , 5 . 7 ] . 

The n e x t p a p e r b y B r o n w i n t o s e e t h e l i g h t o f p u b l i c a t i o n i n 

1848, made B o o l e f u r i o u s a s B r o n w i n h a d t h e a u d a c i t y t o p e r c e i v e 

" e r r o r s " i n h i s l a t e s t p a p e r ( 1 8 4 7 c ] . I n t h a t p a p e r B o o l e h a d a s -

sumed t h e s y m b o l i c a l é q u a t i o n 

(52.53) n
m
n

n
u + q p u - 0, 

where q a c o n s t a n t , a n d run, n
n
, p o p e r a t o r s w h i c h c o m b i n e a s 

(52.54) nmp - p r w i , n
n
p * p n

n +
i , n

m
n

n
 - n

n
n,n+a(n-m)p 

where a c o n s t a n t [ B o o l e 1 8 4 7 c , 8 ] <
1 4 >

. B r o n w i n l e t i n h i s [ 1 8 4 8 c ] 

é q u a t i o n (52.53) i n t h e more g ê n e r a i f o r m 

(52.55) n
m
n

n
u + pXu - X, 

p c o n s t a n t a n d X, X f u n c t i o n s o f x , u n d e r ' t h e c o n d i t i o n s 
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( 5 2 . 5 6 ) W i n - n n n m + f ( m ) X , nmX - X ^ i . 

R i g h t l y g e n e r a l i z i n g m B o o l e ' s p r o c é d u r e s , B r o n w i n c a r e l e s s l y 

made r e m a r k s s u c h as "Mr B o o l e h a s f a l l e n i n t o an e r r o r . . . 

( 1 8 4 8 c , 2 5 6 - 8 ]
( 1

° > . 

The f a c t t h a t B r o n w i n d a r e d t o comment up o n B o o l e ' s w o r k 

show t h a t b y 1848 he h a d g a i n e d e n o u gh m a t u r i t y a n d c o n f i d e n c e i n 

t h e r e a l m s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s . B o o l e a d m i t t e d i n h i s r e s p o n s e 

"Remarks on a p a p e r by t h e R e v . B r i c e B r o n w i n " (1848a] t h a t B r o n 

w i n h a d i n d e e d "added t o t h e c o m p l e t e n e s s " o f h i s own i n v e s t i g a 

t i o n s . H o w e v e r , he r e f u t e d B r o n w i n ' s a r g u m e n t s by p o i n t i n g o u t 

t h a t t h e y w e r e b a s e d u p o n " b o t h a f a l s e a n a l o g y a n d an e r r o n e o u s 

p r i n c i p l e " [ 1 8 4 8 a , 4 1 4 ] . G r a s p i n g t h e o p p o r t u n i t y , he c o n c l u d e d by 

c a l l i n g a t t e n t i o n i n g ê n e r a i t o t h e a b u s e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s 

and t o t h e e r r o r l y i n g b e h i n d s u c h an a b u s e . E x p l a i n i n g t h i s s a d 

phenomenon a s an outcome o f t h e "unmeasured c a p a b i 1 i t i e s " t h a t 

s u c h m e t h o d s o f f e r i n a n a l y s i s ^ B o o l e a d d e d : 

But i t may be doubted whether t h i s i s a s u f f i c i e n t e x p l a n a t i o n of 

the f a c t i n q u e s t i o n . A f a r more i n f l u e n t i a l cause i s , I b e l i e v e , 

t o be found i n the almost e n t i r e absence of any d i r e c t study o f the 

laws of c o r r e c t reasoning i n connexion with the p r a c t i c a l d i s 

c i p l i n e o f modem s c i e n c e . But t h i s i s a t o p i c which I do not ven

t u r e upon the présent occasion more f u l l y t o d i s c u s s
ï l A >

. 

B r o n w i n ' s work saw i t s c l i m a x i n s o p h i s t i c a t i o n a n d 

g e n e r a l i t y i n t h e e a r l y 1850's [ 5 . 4 ] . H o w e v e r, t h e i n t e r m e d i a t e 

s t a g e 1 8 4 6 - 1 8 4 8 i s v e r y i n t e r e s t i n g a s , by b e i n g p r o l i f i c a n d 

b o l d , B r o n w i n p r o v i d e s us w i t h a w i d e r a n g e o f r e s u l t s w h i c h 

a l o n e a r e m o s t l y i n d i c a t i v e o f B o o l e ' s i n f l u e n c e a n d o f t h e 

g r a d u a i o b s e s s i o n o f mid-19
t l

î-Century a n a l y s t s w i t h D - o p e r a t o r 

m e t h o d s . W h i l e a c k n o w l e d g e d b y ^ f e w o f h i s c o n t e m p o r a r i e s 

- i n c l u d i n g B o o l e - f o r h i s m a t u r e work i n 1848 [ s e e 5.2 t e x t a b o v e 

( 5 ) ; 5.5 ; 5 .7] , B r o n w i n ' s work on t h e w h o l e r e m a i n e d v i r t u a l l y 

unknown f r o m 1 8 6 0 ' s t o o u r d a y s
( 1 - 7 ï

. The u n i q u e e x c e p t i o n i s 

[ K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 2 f l Ô j w h e r e t h e o n l y i n s t a n c e r e c o r d e d i s B r o n w i n ' s 

f a l l a c i o u s s o l u t i o n o f ( 5 2 . 2 ) . I n d e e d , t h e c a s e o f t h a t e r r o n e o u s 

i n f e r e n c e [ ( 5 2 . 4 ) - ( 5 2 . 5 ) ] shows t h a t , t h o u g h j u s t i f i e d by G r e g o r y 

and B o o l e , t h e method o f s é p a r a t i o n o f symbo1 s c o u l d v e r y e a s i l y 

l e a d t o u n h a p p y f a l l a c i e s and w r o n g r e s u l t s . M o r e o v e r , t h e r e 

s t i l l r e m a i n e d t h e i n t r i c a t e p r o b l e m o f i n t e r p r é t a t i o n o f sym-

b o l i c r e s u l t s w h i c h H a r g r e a v e was t h e f i r s t t o c a l l a t t e n t i o n t o 
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i n 1848 a f t e r B o o l e ' s r e m a r k s a t t h a t t i m e <
1 Q )

. Though o f l i m i t e d 

o r i g i n a l i t y a n d i m p a c t , B r o n w i n ' s w o r k , i s h i g h l y s i g n i f i c a n t 

b o t h a s a r e p r e s e n t a t i v e s a m p l e o f s y m b o l i c a l p r o c e d u r e s a t t h a t 

t i m e and a s i m p l i c i t l y g i v i n g r i s e t o B o o l e ' s and H a r g r e a v e ' s 

r e m a r k s w h i c h a s c e n d e d one s t e p h i g h e r t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s 

i n t h e s c a l e o f r i g o u r . 

5.3 H a r g r e a v e ' s s y m b o l i c a l method [ 1 8 4 8 1 ; t h e e a r t h - f i g u r e e q u a 

t i o n . 

B r o n w i n was t h e f i r s t a f t e r B o o l e t o i n q u i r e i n t o t h e 

p r o p e r t i e s o f d/dx a n d x and t o i n v e n t new t h e o r e m s o f d e v e l o p 

ment a s u s e f u l i n t h e i n t e g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s . N o t i c e p a r t i c u l a r l y t h e t h e o r e m s (52.51) a n d ( 5 2 . 5 2 ) i n 

w h i c h x and d/dx a r e i n t e r c h a n g e d . T h i s mode o f i n v e s t i g a t i o n was 

f u r t h e r d e v e l o p e d by H a r g r e a v e on v e r y d i f f e r e n t l i n e s , a n d i n d e 

p e n d e n t l y ö f B r o n w i n , i n h i s p a p e r "On t h e s o l u t i o n o f l i n e a r 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " p u b l i s h e d i n t h e P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c 

t i o n s i n 1 8 4 8 . By means o f t h e m e t h o d p r o p o s e d i n t h a t p a p e r , 

H a r g r e a v e was a b l e t o t a c k l e a w i d e c l a s s o f d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s i n c l u d i n g t h e EFE and t h e R i c c a t i e q u a t i o n . 

Though n o t p r o l i f i c , H a r g r e a v e ' s work was h i g h l y e s t e e m e d b y 

h i s c o n t e m p o r a r i e s and h i s name, f e a t u r e d a l s o i n a few s t u d i e s o f 

-the e*M*a 

t h e l a t e 19
fct

* c e n t u r y a n d
A
2 0

t h

 c e n t u r y . S t i l l , v e r y l i t t l e i s 

nowadays known o f h i s i n t e r e s t i n g w o r k . I t i s w o r t h w h i l e s t a r t 

i n g w i t h a b r i e f b i o g r a p h i c a l p o r t r a i t . A l a w y e r by p r o f e s s i o n , 

C . H . H a r g r e a v e h e l d t h e p o s t o f p r o f e s s o r s h i p o f j u r i p r u d e n c e i n 

A 
U n i v e r s i t y C o l l e g e L o n d o n d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 4 3 - 1 8 4 9 . A g r a d u a t e 

o f t h a t C o l l e g e w i t h h o n o u r s , H a r g r e a v e h a d a t t e n d e d De M o r g a n ' s 

c l a s s e s . G i f t e d w i t h a s o u n d judgment an d an eye f o r l o g i c a l f a l 

l a c i e s , he a t t r a c t e d t h e a t t e n t i o n o f h i s o l d t e a c h e r who i n f o r m s 

us a b o u t t h e r e m a r k a b l e change i n h i s h a n d w r i t i n g ; up t o h i s 

t e e n s . De M o r g a n s a i d , i t r e q u i r e d a m i c r o s c o p e t o d e c i p h e r , b u t , 

as s o o n a s H a r g r e a v e emerged f r o m h i s l e g a l s t u d i e s , t h e h a n d 

w r i t i n g was o f a v e r a g e s i z e a n d l e g i b l e . I n t h e c o u r t h i s p a s s i o n 

f o r o r d e r and h i s f i n e m a t h e m a t i c a l m i n d a t o n c e a r r a n g e d t h e 

r i g h t s o f t h e p a r t i e s w i t h a c e r t a i n t y a p p r o a c h i n g m a t h e m a t i c a l 

d e m o n s t r a t i o n . I n f a c t "He n e v e r seemed h a p p i e r t h a n when he was 

engaged i n a s u b t l e m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s , o r i n d e t e r m i n i n g t h e 

r i g h t s a r i s i n g f r o m a d e e d when e v e r y e v e n t o c c u r r e d e x c e p t t h o s e 328 



c o n t e m p l o t e d by t h e c o n v e y a n c e r wbo drew t h e i n s t r u m e n t "
( 1

 *. 

H a r g r e a v e i s an i n t e r e s t i n g c a s e o f an a m a t e u r m a t h e m a t i c i a n 

who s p e n t l e i s u r e i n s o l v i n g m a t h e m a t i c a l p r o b l e m s . E v e n more i n 

t e r e s t i n g i s h i s c h o i c e t o s o l v e t h e LE a t t h e â g e o f 21 i n 

f i n i t e f o r m , a p r o b l e m w h i c h up t o 1841 h a d r e m a i n e d u n s o l v e d i n 

a d i r e c t way [ s e e 1 . 3 , 4 . 8 , 5 . 8 ] . T h e - f i r s t i n s t a n c e where H a r g r e a v e 

u s e d o p e r a t o r m e t h o d s was i n h i s r e m a r k s on B r o n w i n ' s e r r o n e o u s 

s o l u t i o n o f (52.2) i n 1847 [ 5 . 2 ) . P u b l i s h e d t o g e t h e r w i t h B o o l e ' s 

p e r t i n e n t r e m a r k s , t h è s e p a p e r s were f o l l o w e d by B o o î é ' s "Note on 

a c l a s s o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [1847e] as a " p r o p e r s u p p l é 

m e n t " t o t h e r e m a r k s " o f f e r e d i n common" by B o o l e and H a r g r e a v e 

[ B o o l e 1 8 4 7 e , 9 6 ] . T h i s n o t e c o n c e r n e d t h e s o l u t i o n o f t h e b i n o -

m i a l é q u a t i o n (47.25) g i v e n w i t h o u t d é m o n s t r a t i o n . S t i m u l a t e d by 

B o o l e ' s s o l u t i o n , H a r g r e a v e composed h i s own s y m b o l i c a p p r o a c h i n 

h i s [ 1 8 4 8 ] , g a i n i n g t h e medal o f t h e R o y a l S o c i e t y . T h e r e 

f o l l o w e d two more p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s i n 1850 

a n d 1853 [5.4] t o g e t h e r w i t h ^ f e w on t h e t h e o r y o f n u m b e r s , a l -

g e b r a i c a n d d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n c l u d i n g t h e p r o b l e m o f t h r e e 

b o d i e s . H a r g r e a v e d i e d i n 1866 i n t h e e a r l y â g e o f 4 6 . 

W h i l e B o o l e t a c k l e d t h e é q u a t i o n 

( 5 3 . 1 ) x«p(D)u + <p'(D)u = X , D - d/dx 

i n h i s [1854d; 1847e; s e e (47.23) a n d (53.16) b e l o w ] , H a r g r e a v e 

u n d e r t o o k a s a m a i n t a s k t h e s t u d y o f t h e more g ê n e r a i é q u a t i o n 

( 5 3 . 2 ) xcp(D) (4j(x) .u) + nxp' ( D ) (ip(x) .u) « X 

w i t h <p(D) a p o l y n o m i a l f u n c t i o n o f D;y,X known f u n c t i o n s o f x and 

u t h e s o u g h t f u n c t i o n . H i s m a i n t o o l s w ere t h e t h e o r e m s 

1 

( 5 3 . 3 ) tp(D) ( v ( x ) . u ] - v ( x ) .<p<D)u+v' (x)<p' (D)u+ Y" (x)<p" ( D ) u + . . . 
1.2 

a n d 

1 

( 5 3 . 4 ) <p(x) M D ) .u]-v(D) (<px.u)-u»' ( D ) (<p'x.u)+—y"(D) (cp"x.u) + . . <
3

> . 

2! 

H a r g r e a v e ' s f i r s t r e m a r k a f t e r s t a t i n g t h è s e two t h e o r e m s was 

t h a t w h e n e v e r a d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n assumes t h e f o r m o f t h e 

r i g h t - h a n d s i d e o f ( 5 3 . 3 ) o r ( 5 3 . 4 ) , t h e n i t s s o l u t i o n i s r e a d i l y 

d e t e r m i n e d . F o r e x a m p l e 

( 5 3 . 5 ) . I f <p(D) (tpc.u) « P , t h e n u - ( t p x )
- 1

 (<p(D) )
_ 1

P 

w h e r e P - P ( x ) [ 1 8 4 8 , 3 1 ] . 

H a r g r e a v e s t a t e d ( 5 3 . 3 ) - ( 5 3 . 4 ) as two é v i d e n t t h e o r e m s , t h e 

one i n d e p e n d e n t f r o m t h e o t h e r , w i t h o u t p r o o f . As t h è s e two im-
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p o r t a n t t h e o r e m s a r e nowadays known a f t e r H a r g r e a v e
< 3 >

 we s k e t c h 

t h e i r p r o o f . L e t 

( 5 3 . 6 ) <p(D) = A
0
 + AiD+ +A^D«-+ ... 

a n d i|)(x)=u. T h e n , by L e i b n i z ' s t h e o r e m we h a v e 

(p(D) [u.u]-Ao(u.u)+A
1
D(u.u)+ . . . +A

1
-D

i

-(u. u) + 

r ( r - l ) 

A o u u+Ai (uDu+uDu)+ . . . +A
r
-(uD*'u+rDuD

l

—
1

u+ D
a

uD
1

"~
2

u+ . . + 0 0 ^ ) + . - . 

1.2 

=uA
0
u+uAiDu+. .+uA*-D»-u+. . .+u ' ( A i U + . . . +rA«-D

,r

-
a

-u+ . . . ) + . . . « 

u.(p(D)u+u'(p' (D)u+. . . , o r (53.3) i s p r o v e d . 

F o r t h e p r o o f o f (53.4) l e t 

(53.7) uDu = D ( u u ) - D u u . 

S u b s t i t u t e i n (5 3 . 7 ) Du f o r u a n d by i t é r a t i o n we g e t a f o r m u l a 

f o r u D
r

u . M u l t i p l y t h è s e r f o r m u l a e by A
0
» A i , . . . r e s p e c t i v e l y 

a n d a d d them. T h e n by (53.6) we a r r i v e a t (5 3 . 4 ) f o r u,u,<p(D) i n -

s t e a d o f <p(x),u, a n d i^(D) . The s e c o n d mode o f p r o o f was a p p l i e d 

f o r b o t h t h e o r e m s b y C a r m i c h a e l i n [ 1 8 5 5 , 1 8 - 2 0 ] . A t t r i b u t i n g 

t h è s e r e s u l t s t o H a r g r e a v e , C a r m i c h a e l o b s e r v e d t h a t t h e y p r o v e 

t h a t " F
1

( D ) b e a r s t h e same r e l a t i o n i n p o i n t ' o f c h a r a c t e r t o F ( D ) 

as F ' ( x ) b e a r s t o F ( x )
M

 [ 1 8 5 5 , 1 9 ] . 

S t r e s s i n g t h e a s s u m p t i o n t h a t <p(D) and y ( D ) i n ( 5 3 . 3 ) - ( 5 3 . 4 ) 

a r e e x p r e s s e d i n i n t é g r a l p o w e r s o f D, H a r g r e a v e w r o t e : 

Iri conformity w i t h recognized p r i n c i p l e s of reasoning, when the 

sub j e c t s o f the process are regarded merely as symbols, we may as

sume tha t thèse p r o p o s i t i o n s are t r u e gêneraily; and we s h a l l 

t h e r e f o r e not h e s i t a t e t o pronounce any interprétable r e s u i t 

d e r i v e d from the f r e e use o f thèse theorems t r u e , although the i n -

termediate steps of the process are not capable of a r a t i o n a l 

interprétation*
4

'. 

H a v i n g m e n t i o n e d t h e p r o p o s i t i o n (53.5) a s a f i r s t o u t c o m e 

o f h i s t h e o r e m s , H a r g r e a v e p r o c e e d e d t o a n o t h e r i m p o r t a n t o b s e r 

v a t i o n '.that i f i n (53.3) we p u t D f o r x and -x f o r D we o b -

t a i n ( 5 3 . 4 ) . O r , i f a d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n c a n be w r i t t e n i n 

e i t h e r o f t h e two f o r m s , ( 5 3 . 3 ) - ( 5 3 . 4 ) , t h e n c h a n g i n g x a n d D a s 

above i n b o t h t h e é q u a t i o n a n d i t s s y m b o l i c s o l u t i o n , we o b t a i n 

a n o t h e r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n a c c o m p a n i e d by i t s s y m b o l i c a l 

s o l u t i o n . He a d d e d t h a t a n i m p o r t a n t c o n d i t i o n f o r t h i s p r o c é d u r e 

i s t h a t t h e s o l u t i o n s " a r e t o be p r e s e r v e d i n a s y m b o l i c a l f o r m " ; 

330 



f o r i t w o u l d be an e r r o r t o w r i t e ( x ~
1

) . 0 - 0 i f i n a s u b s é q u e n t 

s t a g e x i s t o be c o n v e r t e d i n t o D ( 1 8 4 8 , 3 1 - 3 2 ] . F o r c o n v e n i e n c e , 

l e t u s s u m m a r i z e H a r g r e a v e ' s t h e o r e m o f c o n v e r s i o n a s s t a t e d by 

h i m i n [ 1 8 5 0 , 2 7 0 - 1 ] : 

" T h a t i f , i n a l i n e a r d i f f e r e n t i a l e x p r e s s i o n (p(x,D)u-X 

a n d i t s s o l u t i o n u»4*(x,D)X, t h e l e t t e r x be c h a n g e d i n t o 

( 5 3 . 8 ) t h e o p e r a t i v e s y m b o l D a n d D i n t o - x , we s h a l l t h e n o b -

t a i n a n o t h e r l i n e a r d i f f e r e n t i a l e x p r e s s i o n ( p ( D . - x ) u - X , 

t h e s o l u t i o n o f w h i c h w i 11 be u-y (D, -x) X". 

He l e t t h e é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r 

( 5 3 . 9 ) (px.Du + ipx.u « X 

w h i c h g i v e s by s o l u t i o n 

( 5 3 . 1 0 ) u « e - s ^ D -
1

 [ e ^ ( t p x ) -
1

X ] , gx = e . 

E f f e c t i n g t h e t r a n s f o r m p u t f o r w a r d i n ( 5 3 . 8 ) , we h a v e t h a t 

( 5 3 . 1 1 ) - i p ( D ) ( x u ) + v ( D ) u - X 

h a s by ( 5 3 . 1 0 ) a n d (53.8) t h e s o l u t i o n 

( 5 3 . 1 2 ) u e - *
D

( x -
1

e »
D

( < p D ) -
: i

- X ] 

[ 1 8 4 8 , 3 2 ] <
s >

. 

B u t , by t h e o r e m (53.3) we c a n w r i t e é q u a t i o n (53.11) i n t h e 

more c o n v e n i e n t f o r m 

( 5 3 . 1 3 ) x<p(D) + X ( D ) u - X
0 

i f we p u t 

( 5 3 . 1 4 ) \(D) - <p'(D) - i p ( D ) , X
0
 - -X. 

S o l v i n g ( 53.14) f o r (D) and e f f e c t i n g t h e o p é r a t i o n g (D) by 

( 5 3 . 1 0 ) , we h a v e a f t e r s u b s t i t u t i o n i n (53.12) t h e s o l u t i o n o f 

( 5 3 . 1 3 ) 

T h i s s o l u t i o n was g i v e n , m e n t i o n e d H a r g r e a v e , by B o o l e i n [ 1 8 4 7 e , 

96] a d d i n g t h a t " I t i n d i c a t e s i n a s t r i k i n g manner t h e i n t e r 

c h a n g e o f s y m b o l s w h i c h a r e h e r e p r o p o s e d as a g ê n e r a i t h e o r y 

( ( 5 3 . 8 ) ] ; a n d l e a d s n a t u r a l l y t o t h e i n q u i r y , w h e t h e r s u c h a c o n 

v e r s i o n may n o t be e x t e n d e d t o o t h e r f o r m s " [ 1 8 4 8 , 3 2 ; o n 

H a r g r e a v e ' s n o t a t i o n s e e (5) a b o v e ] . 

Among t h e s u b c a s e s o f (53.13) we h a v e é v i d e n t l y t h e f o l l o w -

i n g " i m m e d i a t e l y i n t e r p r é t a b l e " o n e s : f i r s t t h e é q u a t i o n 

( 5 3 . 1 6 ) xq>(D)u + mtp'(D)u = X 

w h i c h g i v e s , i f we p u t X(D)=<p'(D) i n ( 5 3 . 1 5 ) , t h e s o l u t i o n 

( 5 3 . 1 7 ) u = [<p(D) ] m - l
x
- l

 [ ( p
(

D
) j-m

X
, 

( 5 3 . 1 5 ) 
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a n d s e c o n d l y é q u a t i o n 

<P(D) 
( 5 3 . 1 8 ) Xip(D)u + m u - X 

D 

w h i c h g i v e s r e s p e c t i v e l y 

( 5 3 . 1 9 ) u - I<p(D)]-
1

D
m

[x-
1

D-
m

X] . 

N o t i c e t h a t ( 5 3 . 1 6 ) was h i n t e d a t as i n t e g r a b l e by B o o l e i n h i s 

[ 1 8 4 5 d , 220; s e e ( 4 7 . 2 3 ) ] a n d was c o n s e q u e n t l y s o l v e d a s a p a r 

t i c u l a r c a s e o f (53.13) i n h i s ( 1 8 4 7 e , 9 6 - 9 7 ] <
6

> . 

H a r g r e a v e ' s p l a n i n [1848] has as f o l l o w s : 

In t h i s paper I propose t o apply the formula [(5 3 . 3 ) ] , by the a i d 

of Mr. Boole's s o l u t i o n above g i v e n [(53.15)], t o the d i s c o v e r y o f 

s o l u b l e forms óf l i n e a r équations w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s ; I 

s h a l l a l s o show th a t by the use . of the conversion of symbols 

[ ( 5 3 . 8 ) ] , many forms of s o l u t i o n apparently incapable of i n t e r 

prétation may be made t o g i v e u s e f u l r e s u l t s ; and I s h a l l p o i n t out 

a remarkable connection between the s o l u t i o n s thus obtained and the 

s o l u t i o n s o f the same équations i n the form of d e f i n i t e 

i n t é g r a i s
m

 . 

He u n d e r t o o k f i r s t t o s o l v e é q u a t i o n ( 5 3 . 1 6 ) i n t h e 

g e n e r a l i z e d f o r m ( 5 3 . 2 ) . P u t t i n g 

( 5 3.20) cp(D) =» D
2

 + bD + c
2

, 

b , c c o n s t a n t s , he d e t e r m i n e d cp£D)(ipx.u) and <p' (D) (qjx.u) v i a 

t h e o r e m ( 5 3 . 3 ) and s u b s t i t u t i n g them i n (53.2) he o b t a i n e d t h e 

é q u a t i o n 

2m 2U Î ' X bm 2m ip'x y"x 

(53.21) D
2

u + ( b + — + ) D u + ( c
2

+ — + ( b + — ) + ) u = ( x i j j v . ) - ^ - P . 
x y x x x 4ÎX ipx 

S i n c e (53.16) g i v e s by s o l u t i o n ( 5 3 . 1 7 ) , i f we c o n s i d e r ( 5 3 . 2 0 ) 

a n d (53.5) t h e s o l u t i o n o f (53.21) i s o b t a i n e d i n t h e f o r m 

(53.22) u - ( u i x ) -
1

[ D
2

+ b D + c
3

]
m

-
1

( x -
1

[ D
2

+ b D + c
a

] -
m

( x ^ . P ) ) . 

I n t h e c a s e when P - 0 , he o b t a i n e d by d e v e l o p i n g t h e r i g h t - h a n d 

s i d e o f ( 5 3 . 2 2 ) t h e s o l u t i o n o f ( 5 3 . 2 1 ) i n a s e r i e s f o r m [ 1 8 4 8 , 3 3 ] . 

The f o r m ( 5 3 . 2 1 ) , he c l a i m e d , " d e s e r v e s p a r t i c u l a r a t t e n 

t i o n , a s i t w i 1 1 be f o u n d t o i n c l u d e t h e most r e m a r k a b l e o f t h e 

é q u a t i o n s o f t h e s e c o n d o r d e r , w h i c h have h e r e t o f o r e b e e n i n -

t e g r a t e d by a r t i f i c i a l m e t h o d s " [ 1 8 4 8 , 3 4 ] . I n d e e d , a s he was t o 

s t r e s s i n [ 1 8 5 0 , 2 7 1 ; s e e 5 . 4 , ( 1 ) ] , H a r g r e a v e ' s p r o c é d u r e , i n v o l v -

i n g t h e t h e o r e m o f c o n v e r s i o n (53.8) and t h e f o r m u l a ( 5 3 . 3 ) , was 

d e v o i d o f any t h e o r e m s p e c u l i a r t o t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s and 
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a r t i f i c i e l d e v i c e s o f r é d u c t i o n t o s i m p l e r c a s e s ; n o r d i d he 

s u p p r e s s t e r m s a n d f a c t o r s o f t h e é q u a t i o n u n d e r c o n s i d é r a t i o n a s 

b o t h B r o n w i n and B o o l e o c c a s i o n a l y d i d . M o r e o v e r , t h e t e c h n i q u e 

o f a p r o c é d u r e b a s e d u p o n t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n (43.1) was no 

more - a s i n t h e c a s e o f G a s k i n , E l l i s , B r o n w i n and B o o l e - t h e u l -

t i m a t e s c o p e o f t h e m e t h o d t o be i m p l i e d f r o m t h e v e r y 

b e g i n n i n g
< e >

 . As we s h a l l s e e , g i v e n t h e f a r f r o m c o m p l i c a t e d 

s o l u t i o n o f ( 5 3 . 1 6 ) , H a r g r e a v e c o u l d r e a d i l y d é t e r m i n e t h e s o l u 

t i o n o f many i m p o r t a n t c a s e s o f (53.21) i n t h e most l u c i d a n d 

d i r e c t way. 

H a r g r e a v e p u t i n ( 5 3 . 2 1 ) 

( 5 3 . 2 3 ) vx - e ° ~ a n d t h e n a - b - 0 

r e d u c i n g i t t h u s t o t h e " w e l l - k n o w n é q u a t i o n " 

2m 
( 5 3 . 2 4 ) D

2

u + — Du ± c
2

u - P 
x 

t h e s o l u t i o n o f w h i c h i s a c c o r d i n g t o (53.22) and ( 5 3 . 2 3 ) , 

( 5 3 . 2 5 ) u - (D2
±
c=)«>-i [ x -

1

 ( D
2

±c
2

) -
m

( x P ) ] . 

F o r t h e c a s e o f ( 5 3 . 2 4 ) when t h e c o e f f i c i e n t o f u i s p o s i t i v e a n d 

P - 0 . t h a t i s f o r t h e E F E i n t h e f o r m ( 4 3 . 1 5 ) , t h e s o l u t i o n i s 

( 5 3 . 2 6 ) u = (D^+c
2

)"*-
1

 [ x -
1

 (k s i n c x + k ' c o s c x ) ] . 

The p r o c e s s u s e d a b o v e i s b a s e d upon H a r g r e a v e ' s g ê n e r a i t h e o r y 

a s a p p l i e d t o ( 5 3 . 2 1 ) . H o w e v e r , he o b s e r v e d t h a t ( 5 3 . 2 4 ) c a n be 

t r e a t e d d i r e c t l y a s a most s i m p l e s u b c a s e o f (53.16) [ i f we make 

t p ( D ) = D
2

±c
2

] by means o f ( 5 3 . 1 7 ) [1848,34] <*>. 

T h r o u g h a d i f f é r e n t p r o c é d u r e , he o b t a i n e d t h e s o l u t i o n o f 

t h e E F E i n t h e f o r m ( 4 2 . 1 3 ) by l e t t i n g i n (53.21) and ( 5 3 . 2 2 ) 

v x = x " , b - 0 a n d n = -m. T h u s (53.21) becomes ( 4 2 . 1 3 ) o r 

m(m-l) 
( 5 3 . 2 7 ) D

2

u ± c
2

u - u 
x

2 

a n d i t s s o l u t i o n a c c o r d i n g l y (53.22) i s o b t a i n e d a s 

( 5 3 . 2 8 ) u - x
m

( D
2

+ c
2

)
m

-
1

[ x -
1

( k s i n c x + k
1

c o s c x ) ] 

f o r t h e p o s i t i v e s i g n , a n d 

( 5 3 . 2 9 ) u = x
m

( D
2

- c
2

)
m

-
1

 [ x -
1

 (ke
0 > c

+k ' e-
e > c

) ] 

f o r t h e n e g a t i v e r e s p e c t i v e l y [ 1 8 4 8 , 3 5 ] . H a r g r e a v e ' s f o r m ( 5 3 . 2 9 ) 

was b r i e f l y m e n t i o n e d by G l a i s h e r as a n o t h e r f o r m f o r t h e s o l u 

t i o n o f t h e EFE i n [ 1 8 8 1 , 8 1 8 ; 4 . 2 . ( 1 1 ) ] . 

L e t t i n g i n ( 5 3 . 2 1 ) 
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Y ' x m 

( 5 3 . 3 0 ) b = 0, + - = Q 

i+/x x 
he r e d u c e d i t t o t h e "most c o n v e n i e n t " f o r m 

m(m+l ) 

( 5 3 . 3 1 ) D
2

u + 2QDu + [c*+Q*+Q' ] u - P 
x

2 

w h e r e Q'= d/dxQ. T h e n , m a k i n g 

( 5 3 . 3 2 ) Qx - j û d x 

we h a v e 

Î
V
' x Pm 

dx + I - dx = l o g i p x . x
m

 o r ^ x . x
m

= e
Q

* , t h u s ( 4 J X )
- 1

= x
m

e -
û

i . 
J X 

S u b s t i t u t i n g t h e v a l u e o f ( i p x ) -
1

 i n t h e s o l u t i o n o f ( 5 3 . 2 1 ) , 

( 5 3 . 2 2 ) , we h a v e t h e s o l u t i o n o f (53.31) 

( 5 3 . 3 3 ) u - x
m

e -
û

- i ( D
2

+ c
a

)
m

-
1

( x -
1

( D
2

+ c
2

) -
m

x -
C m

-
: L )

e
0

' » P ) l 

[ 1 8 4 8 , 35] <
10

> . 

L e t t i n g Q=n/x i n ( 5 3 . 3 1 ) , i t was p o s s i b l e t o d e d u c e f r o m 

( 5 3 . 3 3 ) t h e s o l u t i o n o f t h e R i c c a t i é q u a t i o n a f t e r t h e a d d i -

t i o n a l t r a n s f o r m s 

d t 

( 5 3 . 3 4 ) — - x -
2

" and z - - ( 2 n - l ) t . 

dx 

As we h a v e m e n t i o n e d i n 1.4, t h e R i c c a t i é q u a t i o n i s a t r a n s f o r 

m a t i o n o f t h e EFE a n d v i c e v e r s a . T h u s , i t i s h a r d l y s u r p r i s i n g 

t h a t H a r g r e a v e o b t a i n e d a s o l u t i o n c l o s e l y s i m i l a r i n f o r m t o 

( 5 3 . 2 8 ) [ 1 8 4 8 , 3 5 - 3 6 ]
( 1 1

> . 

I n a s i m i l a r manner he a p p l i e d n e x t t h e é q u a t i o n (53.18) i n 

c o n j u n c t i o n w i t h t h e " o r i g i n a l " t h e o r e m (53.3) by m a k i n g f i r s t 

( 5 3 . 3 5 ) <p(D) - D
2

+bD. 

C o n s i d e r i n g l i n e a r é q u a t i o n s o f any o r d e r , he s t a t e d " i t i s o b -

v i o u s , h o w e v e r , t h a t t h e g e n e r a l i t y o f t h e s o l u b l e f o r m s becomes 

l e s s , a s t h e o r d e r o f t h e é q u a t i o n r i s e s " [ 1 8 4 8 , 3 7 ] . He f u r t h e r 

s t u d i e d t h e s o l u b l e c a s e s o f t h e " g ê n e r a i é q u a t i o n o f t h e s e c o n d 

o r d e r " 

( 5 3 . 3 6 ) (px.D
2

u + Lpx.Du + x * . u - P 

t h r o u g h h i s p r i n c i p l e (53.8) [ 1 8 4 8 , 3 8 - 4 1 ] <
1 2

* . 

O m i t t i n g h i s work on p a r t i a l d i f f e r e n t i a l a n d f i n i t e 

d i f f é r e n c e é q u a t i o n s [ 1 8 4 8 , 4 2 - 4 4 , 4 8 - 5 1 ] w h i c h i s b a s e d d i r e c t l y 

o n h i s i n q u i r i e s on o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , we c o n c l u d e 

w i t h h i s u s e o f d e f i n i t e i n t é g r a i s [ 1 8 4 8 , 4 4 - 4 8 ] . He s t a t e d t h a t 

" i t i s w e l l known t h a t many o f t h e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n -
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t e g r a t e d by t h e a bove p r o c e s s e s , and whose i n t é g r a i s a r e i n some 

c a s e s c a p a b l e o f an e x p r e s s i o n m e r e l y s y m b o l i c a l by r e a s o n o f t h e 

number o f o p é r a t i o n s t o be p e r f o r m e d b e i n g f r a c t i o n a l , may be i n -

t e g r a t e d g ê n e r a l l y , when t h e r e i s no s e c o n d t e r m , by means o f 

d e f i n i t e i n t é g r a i s " [ 1 8 4 8 , 4 4 ] . 

To e x p l a i n b i s c o n c l u s i o n t h a t t h e s y m b o l i c a l f o r m s g i v e n 

a b o v e a r e c a p a b l e o f " i n s t a n t l y " a l m o s t " m e c h a n i c a l l y " ^ c o n -

v e r t e d i n t o t h e f o r m 

r 
( 5 3 . 3 7 ) u - <pze»*dx. 

H a r g r e a v e t o o k t h e known é q u a t i o n (53.24) f o r P=*0, o r , 

2m 
( 5 3 . 3 8 ) D

2

u + — D u - c
a

u = 0, 
x 

i t s s o l u t i o n b y ( 5 3 . 2 5 ) b e i n g 

( 5 3 . 3 9 ) u - k ( D
2

- c
2

)
m

-
1

[ x -
1

( D
2

- c
s

) -
m

0 ] . 

H i s a s s e r t i o n i s t h a t a s o l u t i o n o f ( 5 3 . 3 8 ) i n t h e f o r m (53.37) 

i s o b t a i n e d by w r i t i n g 

( 5 3 . 4 0 ) <pz - M z a - c * ) " * -
1 

a n d " s e l e c t i n g t h e l i m i t s p r o p e r l y " . B a s e d u p o n t h e f a c t t h a t 

( 5 3 . 4 1 ) u - k j ( z
2

- c
2

)
m

~
1

e
! B , <

d z 

i s a p a r t i a l s o l u t i o n , he o b t a i n e d t h e c o m p l è t e i n t é g r a l o f 

( 5 3 . 3 8 ) f o r m f r a c t i o n a l i n t h e f o r m [ 1 8 4 8 , 4 4 - 5 ; s e e a l s o 10 

a b o v e 3 

( z
a

- c
2

)
m

-
1

e *
K

d z + k ' x -
2 m + 1

 ( z
2

- c
2

) ~
m

e
z >

* d z = 

« k | ( z
2

- l )
m

-
1

e
C K > <

d z + k ' x
- 2

"
1

^
1

 J ( z
2

- l ) -
m

e
C X ! t

d z . 

s e v e r a l E n g l i s h a n a l y s e s h a d a t -

t e m p t e d t o i n t e g r a t e an é q u a t i o n i n d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m , among 

them M u r p h y [ 3 . 3 ] , G a s k i n [4.2"] and B r o n w i n [ 4 . 3 ] . The l a t t e r h a d 

t r i e d i n v a i n t o amend G a s k i n ' s i n c o m p l è t e i n t é g r a l o f é q u a t i o n 

( 5 3 . 3 8 ) o r ( 4 2 . 1 5 ) g i v e n a s (42.27) o r ( 4 2 . 3 0 ) . G l a i s h e r p r o v i d e d 

t h e c o r r e c t r e s u i t i n ( 4 2 . 3 2 ) . H a r g r e a v e ' s f o r m u l a (53.42) was 

i n c o r p o r a t e d i n G l a i s h e r [1881,818] a c c o m p a n i e d by t h e comments: 

"One o r o t h e r o f t h e d e f i n i t e i n t é g r a i s i n [ ( 5 3 . 4 2 ) ] i s h o w e v e r 
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a l w a y s i n f i n i t e , e x c e p t when m l i e s b e t w e e n 0 a n d 1". 

5.4 The peak o f g ê n e r a 1 i z a t i o n and a b s t r a c t i o n ; H a r g r e a v e a n d 

B r o n w i n on s y m b o l i c a l m e t h o d s : 1 8 5 0 - 1 8 5 3 . 

W i t h t h i s s e c t i o n we c o m p l è t e o u r s t u d y o f B r o n w i n ' s a n d 

H a r g r e a v e ' s work on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . T h e i r p a p e r s a r e 

a b o v e a l l c h a r a c t e r i z e d b y a g r e a t t e n d e n c y f o r a b s t r a c t i o n . 

H o w e v e r , i n t h e i r common p u r s u i t f o r e x t e n s i o n -on d i f f é r e n t 

l i n e s - o f B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d , b o t h w r i t e r s r e a l i z e d t h e d i f -

f i c u l t y i n r e a c h i n g what B o o l e meant by "a g e n u i n e a n d c o m p l è t e 

m e t h o d " i n t h e r e a l m s o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s [ 5 . 2 , ( 1 2 ) ] . I n 

p r i n c i p l e , H a r g r e a v e i s n e a r e r t o B o o l e a s he d o e s b e l i e v e i n t h e 

e x i s t e n c e o f a s i n g l e g ê n e r a i m e t h o d [1850,284; s e e (4) b e l o w ] . 

H o w e v e r , he d i s p e n c e s wïtVi a r t i f i c i a l t e c h n i q u e s p e c u l i a r t o t h e 

c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . By c o n t r a s t , B r o n w i n i s v e r y d é p e n d e n t o n 

B o o l e ' s t e c h n i g u e s a n d d o u b t s t h e e x i s t e n c e o f a more g ê n e r a i 

m e t h o d . The m a i n v i e w s o f t h è s e two w r i t e r s a r e e v i d e n t i n t h e i r 

l o n g p a p e r s , H a r g r e a v e [1850] a n d B r o n w i n [ 1 8 5 1 a ] , p u b l i s h e d i n 

t h e P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s . B o t h p a p e r s mark t h e c l i m a x n o t 

o n l y o f t h e i r a u t h o r s ' w o r k i n t h e r e a l m s o f s y m b o l i c m e t h o d s b u t 

A
o f t h a t o f a l l E n g l i s h a n d I r i s h m i d — 1 9

f c

h _ C e n t u r y w r i t e r s on t h a t 

s u b j e c t . 

We s t a r t w i t h H a r g r e a v e ' s p a p e r on " G e n e r a l m e t h o d s i n 

a n a l y s i s f o r t h e r e s o l u t i o n o f l i n e a r é q u a t i o n s i n f i n i t e d i f 

f é r e n c e s and l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [ 1 8 5 0 ] . As t h e t i t l e 

s h o w s , H a r g r e a v e ' s a i m i s v e r y c l o s e t o B o o l e ' s own i n [ 1 8 4 4 ] . I n 

f a c t , f o l l o w i n g a r e v e r s e o r d e r f r o m t h a t o f B o o l e , he f i r s t i n -

v e s t i g a t e d f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s and n e x t s o l v e d d i f f e r e n 

t i a l o nes by r e d u c i n g them t o é q u a t i o n s o f t h e f o r m e r k i n d . As 

t h e p r o c é d u r e s a r e e v e n more g ê n e r a i and c o m p l i c a t e d t h a n t h o s e 

f o l l o w e d by B o o l e i n [ 1 8 4 4 ] , we w i l l o n l y f o c u s on h i s most i m 

p o r t a n t c l a i m s and c o n c l u s i o n s . 

The f i r s t p a r t o f [1850] o p e n e d w i t h t h e s t a t e m e n t ; 

With the exception of a few cases capable of s o l u t i o n by p a r t i a l 

and a r t i f i c i a l methods, there does not a t présent e x i s t any mode of 

s o l v i n g l i n e a r équations i n f i n i t e différences of an ord e r h i g h e r 

than the f i r s t ; and w i t h référence t o such équations of the f i r s t 

o rder, we are o b l i g e d t o be content with those i n s u f f i c i e n t forms 
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o f f u n c t i o n s which are i n t e l l i g i b l e o n ly when the independent v a r i 

a b l e i s an i n t e g e r , and which may be obtained d i r e c t l y from the 

équation i t s e l f by mère 1 y g i v i n g t o the independent v a r i a b l e i t s 

su c c e s s i v e i n t e g e r v a l u e s . I t i s i n t h i s i n s u f f i c i e n t and q u a l i f i e d 

sensé t h a t the s o l u t i o n s h ère g i v e n are t o be taken, and the f i r s t 

p art o f the f o l l o w i n g i n v e s t i g a t i o n s may be considered as an exten

s i o n of t h i s form of s o l u t i o n from the gênerai équation of the 

f i r s t order t o the gênerai équation of the n
t h

 o r d e r
c l

> . 

H a r g r e a v e . _ t h e é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r 

(54.1) u>< •= PxUx-i+Gx, 

w h e r e t h e i n d e x x i n d i c a t e s a f u n c t i o n o f x a r r i v i n g a t i t s s o l u 

t i o n 

u
K
 - ( P K . . . P

w
) [ u

m
_ i + — + +...+ ) d e n o t e d by 

Pm PmPm+X Pm••.Px 

Q 1 
(54.2) Ux = Px P

m
(2 — + c ] , 
Pm ...P*-l 

" n o t p r o p e r l y by any a n a l y t i c a l m e t h o d s " , b u t b y g i v i n g t o x t h e 

s u c c e s s i v e v a l u e s x , x-1,..., m, m-1 and " e l i m i n a t i n g a i l v a l u e s 

o f u
Xr
 b e t w e e n t h e f i r s t a n d t h e l a s t " [1850, 262-31. 

By a p p l y i n g t h e same p r o c e s s t o t h e g ê n e r a i é q u a t i o n 

(54.3) U
x
 = P^Ux-X + Q K U X - 2 +..-+ ZxUx-n + Gx 

he a r r i v e d a t an " e x a c t l y s i m i l a r s o l u t i o n " 

(54.4) Ux - ev[P
x
. . . . P

m
[ 2 ( - — — ) + c] ] . 

Pm•-.Px+1 

The e x p o n e n t v " d é n o t e s t h e sum o f d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s " 

V i , . . . V
n
- i w h i c h a r e c a p a b l e o f b e i n g p e r f o r m e d o n l y upon f a c -

t o r i a l e x p r e s s i o n s c o n t a i n i n g c o n s é c u t i v e v a l u e s o f Px. C a l l i n g 

Vi as o f n o t a " s t r i c t l y a l g e b r a i c c h a r a c t e r " , he went on t o 

d e f i n e t h e m . F o r e x a m p l e , V
x
 d é n o t e s an o p é r a t i o n o f t h e f o l l o w 

i n g p r o p e r t i e s 

(54.5) Vi(Px-xPx) - Q~, V^CPx-iP*) - 0. 

F u r t h e r V
n
- i d é n o t e s t h e change o f 

Pm-n+l . • •Pm i n t O Zm• Un d e r 

t h è s e d é f i n i t i o n s a n d p r o p e r t i e s , t h e s o l u t i o n (54.4) was 

p r o v i d e d a f t e r a c o m p l i c a t e d p r o c é d u r e i n t h e s é r i e s f o r m 

(54.6) M
0
Gx + .. + MpGx-p + ... 

where 

(54.7) Mo - 1, M
p
 = e

v

(Px-
p
...Px) 

337 



[ 1 8 5 0 , 262-267]<=>. 

H a r g r e a v e ' s o b s c u r e t h e o r y was a p p l i e d t o s e v e r a l é q u a t i o n s , 

among them é q u a t i o n 

( 5 4 . 8 ) u
x
+ a i P x U

x
- i + a a P j < P x - i U x - 2 + . . -+a n ( P x . • • P x - n + l ) U

X 

E q u a t i o n ( 5 4 . 8 ) was r e d u c e d v i a ( 5 4 . 6 ) - ( 5 4 . 7 ) t o a s e t o f f i r s t 

o r d e r é q u a t i o n s 

u
x
 - a P x U

x
- i - a

n

~
1

A G
x 

( 5 4 . 9 ) Ux - b P x U x - i - b"-
1

BGx 

w h e r e a,b,A,B,... n u m e r i c a l c o n s t a n t s g i v e n b y t h e p a r t i a l f r a c -

t i o n a l e x p a n s i o n 

A B 

(54.10) ( t
n

+ a i t
n

~
1

+ . . , + a n ) "
1

 - + + . . . ; 
t - a t - b 

H a r g r e a v e ' s c o n d e n s e p r o c e s s l a c k c * i c l a r i t y [ 1 8 5 0 , 2 7 0 ] . 

A p p e a l i n g t o h i s t h e o r e m o f c o n v e r s i o n , he o p e n e d t h e s e c o n d 

p a r t o f h i s p a p e r by a p p l y i n g ( 5 3 . 8 ) t o é q u a t i o n ( 5 4 . 8 ) . 

I n d e a d , b e a r i n g i n m i n d t h a t 

( 5 4 . 1 1 ) u
x
-

n
 « e -

n D

u
K
, D - d/dx 

t h e p r o p o s e d i n t e r c h a n g e o f x and D i n ( 5 4 . 8 ) g i v e s B o o l e ' s é q u a 

t i o n ( 4 5 . 3 5 ) , o r 

(5 4 . 1 2 ) u+ai(p(D) ( e ^ u ) + . . . +a
n
<p(

n

) - . .(p(D-n+l) ( e ™ u ) = G, 

where P
x
 i n (54.8) i s now r e p l a c e d b y <px, whose s o l u t i o n d é p e n d s 

- a c c o r d i n g t o ( 5 4 . 9 ) - upon t h a t o f ( 4 5 . 4 0 ) , t h a t i s upon 

( 5 4 . 1 3 ) u-a<p(D) <e*u) = a"-*AG. 

F o r H a r g r e a v e t h i s was an i l l u s t r â t i o n o f t h e " r e m a r k a b l e 

p r o p e r t y o f t h i s m e c h a n i c a l i n t e r c h a n g e o f s y m b o l s , t h a t i t 

s i m u l t a n e o u s l y c o n v e r t a l i n e a r é q u a t i o n i n f i n i t e d i f f é r e n c e s 

i n t o a l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n ; s o t h a t w h e r e v e r t h e f o r m e r 

i s s o l u b l e , t h e l a t t e r i s s o l u b l e a l s o , p r o v i d e d t h e r e s u i t be 

i n t e l l i g i b l e , a c o n d i t i o n a l w a y s s a t i s f i e d when t h e f u n c t i o n s 

e m p l o y e d a r e r a t i o n a l a l g e b r a i c a l f u n c t i o n s " [ 1 8 5 0 , 2 7 1 ] . 

H a r g r e a v e f e l t p r o u d o f t h i s " s i n g u l a r a n a l y t i c a l p r o c e s s " 

o f i n t e r c h a n g e o f x and D s t r e s s i n g t h a t s o f a r a s t h e p r o c e s s i s 

l e g i t i m a t e , " i t i s t o be o b s e r v e d t h a t i t i s f o u n d e d on r e a s o n i n g 

o f a p u r e l y a n a l y t i c a l c h a r a c t e r . I t d o e s n o t i n any m a n n e r 

w h a t e v e r f l o w f r o m t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , o r d é p e n d f o r i t s 

v a l i d i t y upon t h e s o u n d n e s s o f t h e l o g i c a l b a s i s on w h i c h t h i s 

c a l c u l u s r e s t s " . He a d d e d b e l o w ( 5 4 . 1 2 ) - ( 5 4 . 1 3 ) t h a t t h è s e f o r -

m u l a e c o n s i s t "a p r o p o s i t i o n e s t a b l i s h e d b y M r . B o o l e by t h e 
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m e t h o d s o f t h e C a l c u l u s o f O p e r a t i o n s " [ 1 6 5 0 , 2 7 1 ; s e e ( 4 5 . 3 5 ) -

( 4 5 . 4 0 ) ) . 

A f t e r B o o l e , H a r g r e a v e r e d u c e d a l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n o f t h e n
t h

 o r d e r w i t h p o l y n o r a i a l c o e f f i c i e n t s ( 45.21) t o i t s 

s y m b o l i c a l f o r m ( 4 5 . 2 3 ) . T h e n , by (53.8) he r e d u c e d t h e l a t t e r t o 

an é q u a t i o n o f t h e f o r m (54.3) w h i c h g i v e s by s o l u t i o n ( 5 4 . 6 ) . 

The l a t t e r was a c c o r d i n g l y t r a n s f o r m e d t o a p a r t i c u l a r s o l u t i o n 

i n s é r i e s o f t h e i n i t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n u n d e r c o n s i d é r a 

t i o n . H i s b a s i c t h e o r e m (53.3) was made u s e o f , as w e l l a s t h e 

known f o r m u l a ( 4 5 . 2 0 ) [ 1 8 5 0 , 2 7 1 - 2 7 5 ] . The r e s t o f t h e p a p e r c o n 

s i s t é e o f s p e c i f i c c a s e s o f ( 4 5 . 2 1 ) , a n d s t i l l o f a g ê n e r a i n a 

t u r e , most o f t h e m t a k e n f r o m B o o l e [ 1 8 4 4 ; 1 8 5 0 , 2 7 5 - 2 8 4 ] <
3

> . 

H a r g r e a v e c l a i m e d t h a t t h e m a t e r i a l d e v e l o p e d by B o o l e i n 

[1844] i s " c l o s e l y c o n n e c t e d " w i t h t h e s u b j e c t m a t t e r o f h i s 

p a p e r , " t h o u g h t h e m ethods e x h i b i t e d a r e d i s t i n c t " . T h i s f a c t 

s h o u l d p r o v e , 

t h a t the interchange of the symbol of opération and the independent 

v a r i a b l e [ ( 5 3 . 8 ) ] , and the gênerai r e l a t i o n e x h i b i t e d by Mr. 

Boole's fundamental theorem of development [(45.26)] Connecting any 

System of l i n e a r d i f f e r e n t i a l équations w i t h a correspond!ng System 

of équation i n f i n i t e différences, are merely différent repré

s e n t a t i o n s o f a p a r t of some more gênerai method o r p r o c e s s
( 4 >

. 

S t i m u l a t e d by B o o l e , H a r g r e a v e a d o p t e d h i s g ê n e r a i s p i r i t b u t 

a v o i d e d t e c h n i q u e s f o u n d e d on t h e c a l c u l u s o f o p é r â t i o n s ^ o f f e r i n g 

t h u s a k i n d o f c o m p l e m e n t a r y s t u d y t o B o o l e ' s [ 1 8 4 4 1 . He was t h e 

o n l y one t o p r o d u c e a " g e n u i n e " , t h o u g h " i n c o m p l è t e " g ê n e r a i 

method i n a n a l y s i s a s a l t e r n a t i v e t o B o o l e ' s o w n
( 5 >

. 

B r o n w i n ' s e l a b o r a t e p a p e r "On t h e s o l u t i o n o f l i n e a r d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [1851a] opened as f o l l o w s : 

I f we co n s i d e r the very différent forms which the s o l u t i o n s of d i f 

f e r e n t i a l équations d i f f e r i n g very l i t t l e from each other 

fréquently t a k e , and the very différent processes o f t e n r e q u i r e d i n 

each p a r t i c u l a r case t o o b t a i n the s o l u t i o n , we s h a l l be l e d t o 

conclude t h a t the discovery of any u n i v e r s a l o r gênerai method of 

s o l v i n g them must be a hopeless case. We cannot t h e r e f o r e regard 

p a r t i c u l a r methods, e s p e c i a l l y when a p p l i c a b l e t o a large number of 

cases, as useîess spéculations. The présent paper co n t a i n s the 

s o l u t i o n of s e v e r a l c l a s s e s of thèse équations e f f e c t e d by means of 

gênerai theorems i n the Calculus of Operations adapted t o each par-
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t i c u l a r c l a s s
< ö )

. 

T h i s p a p e r , f o l l o w e d b y two b r i e f o n e s w i t h a p p l i c a t i o n s 

[ 1 8 5 1 b , 1 8 5 2 ] , c r o w n s B r o n w i n ' s i n q u i r i e s as s h a p e d i n 1 8 4 6 - 1 8 4 8 

[ 5 . 2 ] . F o l l o w i n g on t h è s e l i n e s he n o t o n l y g e n e r a l i z e d a n d i m -

p r o v e d o v e r B o o l e ' s m e t h o d [ 5 . 2 , ( 1 5 ) ] , b u t by t h e i n v e n t i o n o f 

new t h e o r e m s h e ^ e f f e c t e d t h e i n t é g r a t i o n o f a l a r g e v a r i e t y o f 

s y m b o l i c a l é q u a t i o n s w h i c h "when r e d u c e d t o t h e o r d i n a r y f o r m , 

a r e v e r y c o m p l e x ; b u t when p a r t i c u l a r f o r m s a r e a s s i g n e d t o t h e 

a r b i t r a r y f u n c t i o n s , r e s u l t s s u f f i c i e n t l y s i m p l e may be o b t a i n e d " 

[ 1 8 5 1 a , 4 7 7 ] . To a l a r g e e x t e n t t h e raw m a t e r i a l o f B r o n w i n ' s w o r k 

i s b o r r o w e d f r o m B o o l e [ 1 8 4 4 ; 1 8 4 5 d ; 1 8 4 7 c ] ; he a l s o i m p l i c i t l y 

d r e w on H a r g r e a v e [ 1 8 4 8 ] . We now p r é s e n t b i s m a i n t h e o r e m s and 

p r o c é d u r e s h i n t i n g a t t h e i r a p p l i c a t i o n . 

B r o n w i n l e t f i r s t t h e o p é r a t i o n s 

J Ë 
(54.14) w - <pD + X, T - e

f 

where (p and X f u n c t i o n s o f x [ a s i n 5 . 2 , ( 8 ) ] . C l a i m i n g t h a t 

( 5 4.15) ( u + k ) u - T - * U T * U , 

c a n be e a s i l y v e r i f i e d , he p r o v e d i n d u c t i v e l y 

( 5 4.16) f ( u + k ) u - T - * f ( U ) T * U , 

f o r a n y p o l y n o m i a l f u n c t i o n f ( w ) [ 1 8 5 1 a , 4 6 1 - 2 )
( 7 Ï

. 

N o t i c e t h a t ( 5 4 . 1 5 ) a n d (54.16) a r e v a r i a n t s on ( 5 2 . 2 8 ) a n d 

(52.29) r e s p e c t i v e l y . 

C a l l i n g ( 5 4 . 1 6 ) h i s " f i r s t g ê n e r a i t h e o r e m i n t h e c a l c u l u s 

o f o p é r a t i o n s " , B r o n w i n a p p l i e d i t t o v a r i o u s é q u a t i o n s , a r e p 

r é s e n t a t i v e c a s e b e i n g 

(54.17) f ( u ) u u + p f i ( w ) ( u + n k ) T * u = X, 

p c o n s t a n t , X - X ( x ) a n d f , f i p o l y n o m i a l f u n c t i o n s o f w. He t h e n l e t 

(54.18) u - ( w + k ) . . . ( u + n k ) v , 

d e t e r m i n e d a c c o r d i n g l y T * U by (54.16) and ( 5 4 . 1 8 ) , and s u b s t i t u t -

i n g i n (54.17) he o b t a i n e d 

(54.19) f ( u ) v + p f i ( < j ) T * v - ( j - M u + k ) "
1

. . . ( u + n k J - i X . 

E q u a t i o n (54.19) i s one o r d e r l o w e r t h a n t h e p r o p o s e d ( 5 4 . 1 7 ) . 

Thus a i l é q u a t i o n s o f t h e s e c o n d o r d e r i n c l u d e d i n ( 5 4 . 1 7 ) may be 

c o n s i d e r e d a s i n t e g r a t e d by t h i s p r o c e s s [ 1 8 5 1 a , 4 6 2 - 3 ] . 

B r o n w i n ' s p r o c é d u r e i s an e x t e n s i o n and s o p h i s t i c a t i o n o v e r 

h i s e a r l y s y m b o l i c a l a p p r o a c h i n 1846 [see ( 5 2 . 1 5 ) - ( 5 2 . 2 0 ) ] . He 

o b s e r v e d t h a t t h e f a c t o r i a l e x p r e s s i o n a t t h e r i g h t - h a n d s i d e o f 

(54.19) c a n be r e s o l v e d i n t o p a r t i a l f r a c t i o n s and t h a t t h e 
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o p e r a t i o n s t h a t t h u s r e s u l t a r e t o be p e r f o r m e d "by a w e l l known 

t h e o r e m due t o M r . B o o l e [ ( 4 7 . 2 ) ] " as f o l l o w s [ 1 8 5 1 a , 4 6 2 ] : 

X
+
m - f*dx fcSk 

( u + m ) - ^ - (ípD+X+mJ-iX - (D+ )-»tp-
1

X - e
 f

 D
- 1

 e ' íp~
l

X . 
«P 

By means o f T a y l o r ' s t h e o r e m , he p r o v e d 

( 5 4 . 2 0 ) f ( u ' + k ) u - T ' ^ f í u ' Í T 1 - » * 

w h e r e w' a n d T
1

 s t a n d f o r t h e o p e r a t i o n s u a n d T d e f i n e d by 

( 5 4 . 1 4 ) when D and x a r e i n t e r c h a n g e d . A f t e r d e m o n s t r a t i n g 

( 5 4 . 2 0 ) , w h i c h i s t h e d u a l t h e o r e m o f ( 5 4 . 1 6 ) , he o b s e r v e d t h a t 

( 5 4 . 2 0 ) f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m (54.16) i f we c h a n g e 

( 5 4 . 2 1 ) x — > D , D — > x a n d e —>e~* 

[ 1 8 5 1 a , 4 6 7 ] . The i n t e r c h a n g e ( 5 4 . 2 1 ) i s H a r g r e a v e ' s t h e o r e m o f 

c o n v e r s i ó n ( 5 3 . 8 ) ^ t o w h i c h B r o n w i n d i d n o t r e f e r s i n c e he r e -

p l a c e d i t by an i n d e p e n d e n t d i r e c t p r o o f . 

The a p p l i c a t i o n o f ' t h e s e c o n d t h e o r e m (54.20) demanded t h e 

d u a l o f B o o l e ' s t h e o r e m (47.2) u s e d a b o v e , ( 4 7 . 1 ) . T h u s , t h e f a c -

t o r s o f t h e f o r m ( u ' + r k )
- 1

 a r e w r i t t e n a s 

X ( D ) + r k 
( w ' + r k ) '

1

 - [ ( p í D J x + X Í D J + r k ] -
1

 - [x+ ] -
l

( p ( D ) - * o r 

<P(D) 

( 5 4 . 2 2 ) ( u ' + r k ) -
1

 - e «
t D

> x "
1

e - f f <
D )

< p ( D ) -
: L 

w h e r e 

Í
X ( D ) + r k 

dD. 
(p(D) 

S t r e s s i n g f o r o n c e t h e i n t e r p r e t a b i 1 i t y o f s y m b o l i c f o r m s , B r o n 

w i n a s s u m e d t h a t (p(D),X(D) and T ' -** must be r a t i o n a l f u n c t i o n s 

o f D. M o r e o v e r , we s h o u l d h a v e 

( 5 4 . 2 4 )
 e

* " ^ = ^{D)e
mS

=>, 

w h e r e $(D) a r a t i o n a l f u n c t i o n o f D a n d m c o n s t a n t . S o l v i n g 

( 5 4 . 2 4 ) f o r X(D) i t f o l l o w s t h a t i t s most g e n e r a l y c a n be 

<p(D) 
( 5 4 . 2 5 ) X(D) - (m$ (D)

 1

 (D) ) 
*(D) 

[ 1 8 5 1 a , 468]'<
e

> . 

I f p a n d n
4
 a r e d e f i n e d by 

h 

( 5 4 . 2 6 ) p - e ' , n
a
 - (pD + y + i X , 

w h e r e X,<p,i*i a r e f u n c t i o n s o f x t h e n , t h e t h i r d t h e o r e m amounts t o 

( 5 4 . 2 7 ) p ^ f ( r w r j u = f ( n m)p
n

u; 
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i t s d u a l f o r D i n t e r c h a n g e d w i t h x d e d u c e d s e p a r a t e l y a s f o r t h e 

s e c o n d t h e o r e m ( 5 4 . 2 0 ) . An i m m é d i a t e outcome o f (54.26) was 

(54.28) n
m
n

n
u = n

n
n

m
u + (n-m)apu 

where a c o n s t a n t ( 1 8 5 1 a , 470-1] 

Among B r o n w i n ' s m a i n c o n c e r n s i n t h i s p a p e r was t h e s o l u t i o n 

o f t h e é q u a t i o n 

(54.29) n
m
n

n
u + ppu = X ^ 

p a r t i c u l a r c a s e s o f w h i c h were s o l v e d by B o o l e [ 1 8 4 7 c ] a n d t h e n 

by B r o n w i n [ 1 8 4 8 c ] . P u t t i n g 

(54.30) u = r W i U i 

é q u a t i o n ( 5 4 . 2 9 ) was r e d u c e d by means o f t h e t h e o r e m s ( 5 4 . 2 7 ) a n d 

(54.28) t o t h e f o r m 

(54.31) n
m
+ i n

n
u i + p i p u i - n~

x

X; p
x
 ~ p - a ( n - m - l ) . 

A f t e r i t r a n s f o r m a t i o n s we h a v e 

(54.32) n
m
+ i n

n
U i + Pipu± - i r *

1

. ...n-^X 

e a s i l y s o l v e d i f p i ^ O . R e d u c i n g ( 5 4 . 2 9 ) t o t h e o r d i n a r y [ n o n -

s y m b o l i c ] f o r m he o b s e r v e d t h a t a f t e r s u b s t i t u t i o n o f t h e 

s p e c i f i c v a l u e s o f cp a n d p i t w o u l d become " v e r y c o m p l i c a t e d " 

( 1 8 5 1 a , 4 7 2 - 3 ] . 

O m i t t i n g t h e l a s t two t h e o r e m s w h i c h a r e v e r y a w k a r d i n f o r m 

a n d t o o a b s t r a c t f o r any u s e f u l a p p l i c a t i o n [ 1 8 5 1 a , 4 7 8 - 4 8 2 ] , we 

c o n c l u d e o u r s t u d y o f B r o n w i n ' s p a p e r w i t h f e w o f h i s o b s e r v a 

t i o n s . T a k i n g a n i n s t a n c e o f H a r g r e a v e ' s t h e o r e m ( 5 3 . 4 ) f o r 

<p(D)-D", he a p p l i e d i t , f o l l o w i n g H a r g r e a v e [ 1 8 4 8 ] , t o t h e s o l u 

t i o n o f t h e é q u a t i o n 

(54.33) M J 3 D
2 U + Y i D u + ( V i ' + i | /

a
" ) u - X 

o b t a i n i n g 

(54.34) u - uj
2
e " D - ^ r

2

 e " D"
1

X. 

He n o t i c e d t h a t ( 5 4 . 3 3 ) i s " i m m e d i a t e l y i n t e g r a b l e " i f p u t i n t h e 

f orm 

(54.35) VaDu + (Vi-Ya')u - D~*X 

[ 1 8 5 1 a , 4 7 7 - 8 ] <
1 0

> . 

On s i m i l a r l i n e s B r o n w i n commented o n B o o l e ' s e q u a t i o n 

(45.35) e x t e n d i n g i t as w i t h t h e c a s e o f (52.53) [ 1 8 5 1 a , 4 7 5 - 7 ] . 

A t a n o t h e r i n s t a n c e he o b s e r v e d t h e f á c i l i t y w i t h w h i c h e q u a t i o n s 

o f t h e f o r m s o l v a b l e by t h e f i r s t t h e o r e m ( 5 4 . 1 5 ) c a n be r e d u c e d 

t o f o r m s s o l v a b l e by i t s d u a l (54.20) by t h e c o n v e r s i ó n o f sym-

b o l s ( 5 4 . 2 1 ) , a f a c t w h i c h i s " n o t a l i t t l e r e m a r k a b l e " [ 1 8 5 1 a , 

4 6 8 ] . He f i n a l l y o b s e r v e d t h a t " t h e method w h i c h h a s b e e n a p p l i e d 
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t o t h e s o l u t i o n o f e a c h p a r t i c u l a r c l a s s o f é q u a t i o n s w i l l n o t 

a p p l y t o e i t h e r o f t h e o t h e r c l a s s e s
1

^ a d d i n g ; 

We see the same t h i n g when employing other methods, and we see no 

reason t o suppose th a t our means of i n t e g r a t i n g équations w i l l ever 

be g r e a t l y extended otherwise than by m u l t i p l i c a t i o n o r aggregation 

o f p a r t i c u l a r methods. Such methods t h e r e f o r e ought not t o be con-

s i d e r e d as possessing l i t t l e i n t e r e s t . The same t h i n g may be i n -

f e r r e d from the v a r i o u s c o n d i t i o n s o ^ i n t e g r a b i l i t y a t which we a r 

r i v e i n those cases where we can t r e a t the same s o r t of équations 

fcy différent methods'
1 1 1

. 

S I i g h t l y m o d i f y i n g t h e f i r s t two g ê n e r a i t h e o r e m s (54.16) 

a n d ( 5 4 . 2 0 ) , B r o n w i n a p p l i e d them i n h i s n e x t p a p e r [ 1 8 5 1 b ] t o 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 5 4 . 3 6 ) X - f ( n ) u + f i ( n ) x u + f
a
( n ) x

a

u + 

a n d t o t h e i r d u a l s w i t h x r e p l a c e d by d/dx-D. A i l t h e é q u a t i o n s 

t a c k l e d i n t h i s p a p e r r e m a i n e d a s a b s t r a c t and g ê n e r a i a s t h o s e 

t r e a t e d i n h i s [ 1 8 5 1 a ] ; h o w e v e r i n h i s l a s t p a p e r B r o n w i n [1852] 

r e s u m e d a g a i n h i s f a v o u r i t e t h è m e , t h a t i s t h e s o l u t i o n o f t h o s e 

é q u a t i o n s c a s e s o f w h i c h a r e s e c o n d o r d e r o n e s p r o m i n e n t i n 

p h y s i c s l i k e t h o s e t a c k l e d i n h i s e a r l y p a p e r s [ 4 . 3 ; 5 . 2 ] . 

He o p e n e d h i s [1852] w i t h t h e é q u a t i o n 

( 5 4 . 3 7 ) x D
m

u - pmD
m

-
:L

u + k x u - 0, 

k,p i n t e g e r s , o b s e r v i n g t h a t "By t h e c o n v e r s i o n o f s y m b o l s t h i s 

may be s o l v e d as an é q u a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r , b u t i t s e r v e s 

t o s h o w t h e u s e w h i c h may be made o f t h e s y m b o l i c a l f u n c t i o n 

X ( D ) " i n t h e d u a l o f ( 5 4 . 1 4 ) . He t h u s p u t 

( 5 4 . 3 8 ) u = Dx + X(D) 

a n d s u i t a b l y s u b s t i t u t i n g i n (54.37) he o b t a i n e d 

( 5 4 . 3 9 ) w]>u - X ( D ) D
m

u - pmD^u + kuu - k X ( D ) « DO. 

T h e n he assumed 

( 5 4 . 4 0 ) X ( D ) D
m

 + pmD
m

kX(D) = 0 

w h i c h b y s o l u t i o n g i v e s t h e w a n t e d v a l u e o f X ( D ) ; a c c o r d i n g l y 

( 5 4 . 3 9 ) i s r e d u c e d t o t h e f o r m 

( 5 4 . 4 1 ) u - (D"M-k)-
1

w-
1

D0. 

D e t e r m i n i n g by means o f (54.38) and t h e s o l u t i o n o f ( 5 4 . 4 0 ) , 

he o p e r a t e d by i t on DO by means o f B o o l e ' s t h e o r e m ( 4 7 . 1 ) a r r i v -

i n g f i n a l l y t o t h e s o l u t i o n o f t h e i n i t i a l é q u a t i o n 

( 5 4 . 4 2 ) u = (D
m

+ k)-p -
1

x ~
1

( D
I

" + k ) P 0 

[ 1 8 5 2 , 1 8 7 - 8 ] . 
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A s B r o n w i n m e n t i o n e d é q u a t i o n ( 5 4 . 3 7 ) was s o l v e d i n i t i a l l y 

by E l l i s i n ( 1 8 4 1 b , 193; s e e ( 4 3 . 1 4 ) ] . N o t i c e a l s o t h e s i m i l a r i t y 

i n f o r m b e t w e e n (54.42) a n d t h e s o l u t i o n o f (52.2) ( w h i c h i s 

( 5 4 . 3 7 ) where m=2 and p — p l g i v e n p r o p e r l y by H a r g r e a v e and B o o l e 

i n 1847 a s ( 5 2 . 8 ) . B r o n w i n went o n t o comment upon t h e f a c t o r 

(D
m

+k) r e m a r k i n g t h a t we c a n n o t i m m e d i a t e l y o p e r a t e w i t h t h e f o r m 

( 5 4 . 4 3 ) w - xD + X ( D ) , 

w h i c h i s a c a s e o f ( 5 4 . 2 0 ) , b u t w i t h 

( 5 4 . 4 4 ) u - Dx + X(D) - xD + 1 + X(D) 

[ 1 8 5 2 , 1 8 8 ] . 

S e t t i n g u a s i n (54.44) he e f f e c t e d n e x t t h e i n t é g r a t i o n o f 

( 5 4 . 4 5 ) x
3

D
m

u - p ( p - l ) D
m

-
2

u + k x
a

u =- 0 

when p o r p-1 i s d i v i s i b l e b y m. A g a i n t h i s é q u a t i o n was t r e a t e d 

by E l l i s [ ( 4 3 . 1 3 ) ] a s one d é p e n d e n t u p o n t h e f o r m ( 4 3 . 1 ) [ s e e 

5 . 3 , ( 8 ) ] . N o t i c e a l s o t h a t f o r m=2, i t becomes ( 4 2 . 1 3 ) , t h e E F E 

i n i t s g ê n e r a i f o r m . B r o n w i n r e p e a t e d l y s t r e s s e d - r e g a r d l e s s o f 

H a r g r e a v e - t h a t " I t w i l l o f t e n h a p p e n t h a t t h e c o n v e r s i o n o f sym-

b o l s w i l l v e r y g r e a t l y f a c i l i t a t e t h e s o l u t i o n o f a n é q u a t i o n " 

[ 1 8 5 2 , 1 8 8 - 1 9 1 ] . As f a r as a p p l i c a t i o n s a r e c o n c e r n e d t h i s i s t h e 

most i m p o r t a n t o f B r o n w i n ' s p a p e r s as b a s e d on an i n g e n i o u s com-

b i n a t i o n o f B o o l e ' s and H a r g r e a v e ' s t e c h n i q u e s s o p h i s t i c a t i n g l y 

p r o v i d e d i n h i s [ 1 8 5 1 a ] . 

We c o n c l u d e t h i s s e c t i o n w i t h a few w o r d s on H a r g r e a v e ' s 

p a p e r " A p p l i c a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s t o a l g e b r a i c a l 

e x p a n s i o n s and t h e o r e m s " [1853] p u b l i s h e d , l i k e B r o n w i n ' s [ 1 8 5 1 b ; 

1852] i n t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e . H a r g r e a v e opened h i s p a p e r 

by i n t r o d u c i n g h i s t h e o r e m (53.3) a s "a l e a d i n g t h e o r e m i n t h e 

C a l c u l u s o f O p é r a t i o n s " b u t s t i l l a s one w h i c h i s n o t d e r i v e d 

f r o m a n y p r i n c i p l e s p e c u l i a r t o t h i s c a l c u l u s [ 1 8 5 3 , 3 5 1 - 3 5 2 ] . He 

n e x t p r o p o s e d " t o d é n o t e t h e o p é r a t i o n o f p a s s i n g f r o m any f u n c -

t i o n o f D t o i t s d e r i v e d f u n c t i o n by t h e s y m b o l V " , o r 

d(<pD) 

(5 4 . 4 6 ) <p'(D) = - y (cpD). 
dD 

I t t h u s f o l l o w s t h a t 

( 5 4 . 4 7 ) (a
0
+aaV + . .+ a

n
V)tpD - a

0
q>D +...+ a

n
c p

< n )

D 

and 

( 5 4 . 4 8 ) e*
n

^(<pD) - <p(D±n) 

-among o t h e r é v i d e n t r e s u l t s . I t i s " s c a r c e l y n e c e s s a r y t o 

remark"
-

, he a d d e d t h a t " ^ o b e y s t h e a l g e b r a i c a l law o f i n d i c e s . 
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and i s d i s t r i b u t i v e i n i t s o p e r a t i o n " [ 1 8 5 3 , 352-3;tpD s t a n d s f o r 

<p(D)] • 

H a r g r e a v e a r g u e d t h a t we " t r e a t x a n d ^ a s c o n s t a n t s t o 

e a c h o t h e r ; b u t i t must be remembered t h a t 7̂
 a n d D

 s t a n d i n t h e 

same r e l a t i o n t o e a c h o t h e r a s D and x , a n d a r e t h e r e f o r e n o t 

c o m m u t a t i v e " . U n d e r t h e s e c o n s i d e r a t i o n s t h e o r e m ( 5 3 . 3 ) c a n be 

" p l a c e d u n d e r t h e c o n d e n s e d s y m b o l i c a 1 f o r m " 

( 5 4 . 4 9 ) q>(D) [ipx.u] - e*>*(
V
x.<p(D)u) . 

He t h e n o b s e r v e d t h a t (54.49) l e a d s t o ( 5 3 . 4 ) by means o f t h e 

t r a n s f o r m ( 5 3 . 8 ) . M o r e o v e r , i n i t s e x p a n d e d f o r m (54.49) i s 

x
3 

( 5 4 . 5 0 ) cpD(vx.u) =» 4iV(<pD)u + x y ' \7(q>D) u + —I+J" ̂ ( t p D ) u+. . . . 
2 

a t t h e r i g h t - h a n d s i d e o f w h i c h yx i s e x t r i c a t e d f r o m a l l 

o p e r a t i o n s ; " t h u s 4»x i s no l o n g e r a p a r t o f t h e s u b j e c t o f o p e r a 

t i o n , b u t 4> becomes an i n s t r u m e n t i n d e t e r m i n i n g t h e f o r m o f t h e 

o p e r a t i o n s t o be p e r f o r m e d o n u" [ 1 8 5 3 , 3 5 3 - 4 ] . 

L e t x i n Y X be r e p l a c e d by a; t h e n t h e e x p a n s i o n i n (54.49) 

w i l l p r o d u c e a s e r i e s i n powers o f a , " t h e c o e f f i c i e n t s o f w h i c h 

a r e f u n c t i o n s o f x d e t e r m i n a b l e by means o f known o p e r a t i o n s p e r 

f o r m e d u p o n u " . On t h e o t h e r h a n d , (pD(yx.u) r e p r e s e n t s , u p o n t h i s 

s u b s t i t u t i o n , t h e f o l l o w i n g o p e r a t i o n : m u l t i p l i c a t i o n by an e x 

p r e s s i o n c o n t a i n i n g x and a; d i f f e r e n t i a l o p e r a t i o n s w i t h r e g a r d 

t o x; l a s t l y , t h e change o f x i n t o a s p e c i f i c v a l u e a w h e n e v e r x 

a p p e a r s e x p l i c i t l y , u r e m a i n i n g t h r o u g h o u t an i m p l i c i t f u n c t i o n s 

o f x . I f t h i s o p e r a t i o n i s d e n o t e d by [cpD.i|/(x, a) ] , t h e n we have 

f r o m ( 5 4 . 5 0 ) : 

( 5 4 . 5 1 ) [<pD. i+r(x,a) ] u = i+/ \7 (<pD) u+aip
 1

 V" (tpD)u+.-= i*)( V +a) (<pD)u. 

[ 1 8 5 3 , 354] . ^ 

H a r g r e a v e d i s c u s s e d t h e u t i l i t y o f (54.50) and t h e n a p p l i e d 

i t i n t h e f o r m 

( 5 4 . 5 2 ) (pD[yx.u] (when x=a) <= y (V +a) (cpD) u . 

By means o f ( 5 4 . 5 2 ) , p a r t i c u l a r l y f o r a=0, he p r o v e d one a f t e r 

t h e o t h e r most o f t h e f o r m u l a e p r o m i n e n t i n t h e c a l c u l u s o f 

f i n i t e d i f f e r e n c e s and d i f f e r e n t i a l s , s u c h a s Burmann's t h e o r e m , 

L a g r a n g e ' s and H e r s c h e l ' s t h e o r e m s , t h e e x p a n s i o n o f x / e
x

- l and 

( e x + l ) -
1

 [ 1 8 5 3 , 3 5 5 - 3 6 3 ] <
1 2

> . 

We end w i t h H a r g r e a v e ' s own c o n c l u d i n g r e m a r k s : 

I t w i l l be seen from the examples which have been g i v e n t h a t the 

o b j e c t has been to exemplify the p e c u l i a r powers of the new process 
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r a t h e r than t o e x h i b i t any new r e s u l t , though many o f those above 

gi v e n w i l l be found t o présent themselves i n a new f o r m
c l 3 )

. 

U n f o r t u n a t e l y a n d u n l u c k i l y t h e work o f H a r g r e a v e and B r o n w i n 

d i s c u s s e d i n t h i s s e c t i o n was n e i t h e r r e p r o d u c e d n o r r e f e r r e d t o 

i n l a t e r w o r k s o n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . The o n l y i n s t a n c e 

c i t e d i n r é c e n t h i s t o r i c a l s t u d i e s i s H a r g r e a v e ' s d é f i n i t i o n o f 

i n ( 5 4 . 4 5 ) by K o p p e l m a n ( 1 9 7 1 , 2 0 2 ] ; s e e a l s o 5 . 2 , ( 1 7 ) ] . 

5.5 D o n k i n a n d G r a v e s on n o n - c o m m u t â t i v e opérations.- 1 8 4 7 - 1 8 5 7 . 

B o o l e ' s a n d B r o n w i n ' s e x p a n s i o n s o f f u n c t i o n s o f n o n - ' 

c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s , t o g e t h e r w i t h H a r g r e a v e ' s i n t e r c h a n g e o f 

t h e Operators x a n d d / d x , w e r e t o h a v e a s t r o n g i m p a c t o n D o n k i n 

and G r a v e s r e s p e c t i v e l y . D o n k i n ' s g é n é r a l i z a t i o n o f known Sym

b o l i c r e l a t i o n s b e t w e e n d i s t r i b u t i v e o p é r a t i o n s was i n c o r p o r a t e d 

i n h i s p a p e r "On c e r t a i n t h e o r e m s i n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s " 

[1850] p u b l i s h e d i n t h e C a m b r i d g e an d D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r 

n a l . G r a v e s , on t h e o t h e r b a n d , c o n t r i b u t e d s e v e r a l p a p e r s b e 

t w e e n 1847-1857; o u r m a i n s o u r c e f o r t h e m a t e r i a l u n d e r s t u d y 

h e r e f o r m s t h e summary o f h i s p a p e r s i n t h e P r o c e e d i n g s o f t h e 

R o y a l I r i s h Academy b e t w e e n 1 8 4 7 - 1 8 5 7 <
1 5

. t h e w o r k 

p r o d u c e d by t h è s e two f i g u r e s i s s i m i l a r - i f n o t i d e n t i c a l - b u t 

a p p a r e n t l y G r a v e s w o r k e d i n d e p e n d e n t l y f r o m D o n k i n . We f i r s t g i v e 

a summary o f D o n k i n [ 1 8 5 0 ] , c o n c l u d i n g w i t h t h e m o s t i m p o r t a n t 

a s p e c t s o f G r a v e s ' s w o r k . 

B o r n i n O x f o r d i n 1 8 1 4 , W.F.Donkin- was by p r o f e s s i o n a n 

a s t r o n o m e r a t O x f o r d U n i v e r s i t y . H é was a l s o k e e n i n m u s i c 

t h e o r y , known i n a c o u s t i c s and p a r t i c u l a r l y i n h a r m o n i e a n a l y s i s . 

C l o s e r t o m a t h e m a t i c s by p r o f e s s i o n t h a n H a r g r e a v e , he was a l s o 

an o c c a s i o n a l m a t h e m a t i c i a n p r o d u c e i n t e r e s t i n g p a p e r s o n 

p u r e m a t h e m a t i c s . B e s i d e s b i s [ 1 8 5 0 ] , t h e most a b s t r a c t o f h i s 

p a p e r s , he c o n t r i b u t e d an e l a b o r a t e one o n t h e L E i n t h e 

P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s [ 1 8 5 7 ] . D o n k i n ' s t r e a t m e n t o f t h e L E 

- i n c l u d i n g a s t u d y o f t h e EFE- i s a d i r e c t outcome o f B o o l e ' s i n 

f l u e n c e , s h o w i n g a d d i t i o n a l l y D o n k i n ' s o r i g i n a l i t y a s a m a t h e 

m a t i c i a n . P o s t p o n i n g t h e d i s c u s s i o n o f h i s w o r k on t h e E F E a n d L E 

t o 5.6 a n d 5.8 r e s p e c t i v e l y , we c o n f i n e h e r e t o h i s [ 1 8 5 0 ] . 

D o n k i n o p e n e d h i s p a p e r w i t h a g ê n e r a i s t u d y o f two o p é r a 

t i o n s n and p w h i c h o p e r a t e upon a s u b j e c t u a e c o r d i n g t o t h e l a w 
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( 5 5 . 1 ) npu - pnu » p i u . 

As w i t h t h e s t u d i e s d i s c u s s e d s o f a r , t h e o p e r a t i o n s n and p a r e 

i m p l i c i t y assumed t o be d i s t r i b u t i v e ; p i d e f i n e d by means o f n 

a n d p v i a ( 5 5 . 1 ) . F o r e x a m p l e , l e t n-D, p=x a n d u - = f ( x ) . T h e n 

( D x ) f ( x ) - ( x D ) f ( x ) - f ( x ) - p i f ( x ) , o r p
Ł
 » 1 . D r o p p i n g t h e s u b j e c t 

u . D o n k i n d e d u c e d f r o m ( 5 5 . 1 ) 

np - pn - p i 
n p i - p

Ł
n - pa 

( 5 5 . 2 ) 
npn - p

n
n - pn+l 

[ 1 6 5 0 , 1 0 ) . 

S i n c e 

1 1 1 1 
( 5 5 . 3 ) (— n p )

2

 = — n p — np = — n
2

p , 
P p p p 

i t f o l l o w s e a s i l y b y i t e r a t i o n t h a t 

1 1 
( 5 5 . 4 ) f ( - np) = - f ( n ) p 

P P 

f o r a n y p o l y n o m i a l f u n c t i o n f
i 2 5

. M o r e o v e r , f r o m ( 5 5 . 1 ) , i f u i s 

d r o p p e d , we o b t a i n 

1 1 1 1 . 

( 5 5 . 5 ) - f ( n ) p - f ( n + - p i ) , p f ( n ) - - f ( n - p
x
 - ) . 

P P p p 

A g a i n , e q u a t i o n s ( 5 5 . 2 ) g i v e by i t e r a t i o n 

n ( n - l ) 
£ 5 5 . 6 ) n

n

p = p n
n

 + n p i n "
- 1

 + p
a
n

n _ 2

 +....+ p
n 

1.2 > 

a n d a s i m i l a r f o r m u l a f o r p n
n

 [ 1 8 5 0 , 1 2 - 1 3 ] . 

Now, f o r m u l a (55.6) i s i m m e d i a t e l y g e n e r a l i z e d i n t o 

p i Pa 
£ 5 5 . 7 ) f ( n ) p = p f ( n ) + — f ' ( n ) + ~ f " ( n ) + 

1 1.2 

f o r a ny p o l y n o m i a l f u n c t i o n f , w h i l e i t s a n a l o g u e f o r p f ( n ) c a n 

be d e r i v e d f r o m t h a t f o r pn
n

'. S i m i l a r l y f r o m (55.5) we o b t a i n , 

b a s e d o n ( 5 5 . 7 ) , 

1 1 
( 5 5 . 8 ) f ( n + - p i ) - f ( n ) + - p

Ł
f ' ( n ) + 

P P 

and i t s a n a l o g u e f o r f ( n - p
Ł
l / p ) [ 1 8 5 0 , 1 0 , 1 4 ] . 

T h i s g e n e r a l a n d a b s t r a c t t h e o r y , d e r i v e d on s o s i m p l e 

l i n e s , r e n d e r r e d u n d a n t t h e p r e v i o u s c o m p l i c a t e d p r o o f s o f i m p o r -
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t a n t , known t h e o r e m s . F o r e x a m p l e , s i n c e 

d d 

e
-«p t X ) —

E
< 4 > ( K )

u
 =

 e
-<pix) [

e
ip<X) —u+ucp ' ( x ) e*

 C a

° ] , 

d x d x 

we h a v e e v i d e n t l y 

d d 

(55 . 9 ) ( — + ( p ' ( x ) J u - e-**<
xï

—e<*><~>u. 

dx d x 

H e n c e , by (55.9) and (5 5 . 4 ) we h a v e 

d d 

(5 5 . 1 0 ) f ( — +<p'(x))u = e - < * < ~ > f ( — ) e « * <
K

> u , 
dx d x 

t h a t i s B o o l e ' s b a s i c f o r m u l a o f d e v e l o p m e n t ( 4 7 . 2 ) . O m i t t i n g 

c o m p u t a t i o n a l d e t a i l s , B o o l e a t t r i b u t e d t h e p o s s i b i l i t y t o i n f e r 

( 5 5 . 1 0 ) f r o m (55.9) t o D o n k i n i n h i s [1 8 7 7 , 4 5 4 ; 4 . 5 , ( 5 ) ) . 

D o n k i n w r o t e t h a t p a r t i c u l a r c a s e s o f (55.5) a r e t h e "known 

t h e o r e m s " 

1 X' I X ' 

( 5 5 . 1 1 ) - f ( D ) X - f(D+ — ) , X f ( D ) f ( D ) 
X X X X 

whe r e X - X ( x ) and X' i t s d e r i v a t i v e d X / d x [ 1 8 5 0 , 1 3 ] . I n f a c t , t h e 

f i r s t o f (55.11) i s f o r m u l a ( 5 5 . 1 0 ) i f we make i n t h e l a t t e r 

(p(x) = l o g ( X ( x ) ) . More known f o r m u l a e c a n be d e r i v e d ; f o r e x a m p l e , 

i f we l e t i n (55.2) 

( 5 5 . 1 2 ) n => D and p - X, t h e n p
Ł
 - X' 

S u b s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s i n (5 5 . 8 ) we h a v e r e a d i l y 

X' X' X" f " ( D ) 

(55 . 1 3 ) f (D+ — ) - f (D) + — f ' (D) + + 

X X X 1.2 

w h i c h i s B r o n w i n ' s f o r m u l a ( 5 2 . 5 2 ) , i f i n t h e l a t t e r we r e a d X'/X 

f o r <p(x) [ 1 8 5 0 , 11; B r o n w i n 1848a; 5 . 2 ] . 

D o n k i n a t t r i b u t e d t o B r o n w i n t h e f o r m u l a (55.13)-among o t h e r 

s i m i l a r r e s u l t s . H o w e v e r , he c l a i m e d t h a t p a r t i c u l a r r e s u l t s , 

s u c h a s ( 5 5 . 1 3 ) , h a d o c c u r r e d t o h i m b e f o r e he was a c q u a i n t e d 

w i t h B r o n w i n [ 1 8 4 8 b ] . B u t i t was a f t e r r e a d i n g B r o n w i n ' s w o r k 

t h a t he g o t m o t i v a t e d t o g e n e r a l i z e o v e r i t and p r o d u c e t h e f o r 

m u l a e ( 5 5 . 1 ) - ( 5 5 . 8 ) b y means o f w h i c h known r e s u l t s w ere e a s i l y 

o b t a i n a b l e [ D o n k i n 1850, 1 0 - 1 1 ] . 

D o n k i n c o n c l u d e d h i s p a p e r n o t i c i n g t h a t t h e d e v e l o p m e n t s o f 

( 1 / p ) . p n . P n - ( 1 / p ) a r e " r e m a r k a b l e " . T a k i n g u n d e r a c c o u n t t h e 

f o r m u l a e (55.2) and (55.4) he f o u n d a f t e r l e t t i n g 
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1 1 

( 5 5 . 1 4 ) —np » a a n d p n - - T 
P P 

t h a t ( 1 / p ) . p
n
 and p

n
. d / p ) " a r e f o u n d by d e v e l o p i n g (a-n)

1

"
1

, 

( n - T ) N as i f t h e s y m b o l s a r e c o m m u t a t i v e , w i t h t h e c o n d i t i o n t h a t 

i n e a c h t e r m o f t h e f i r s t , o must p r é c è d e n , a n d i n e a c h t e r m o f 

t h e l a s t n must p r é c è d e T "
 }
 d e n o t i n g t h e l a t t e r o p é r a t i o n s by 

io-n)
n
 and ( n - x ) « r e s p e c t i v e l y [ 1 8 5 0 , 1 5 ] . 

U n d e r t h è s e o b s e r v a t i o n s , t h e o r e m ( 5 5 . 8 ) c a n be w r i t t e n a s 

( o - n ) a 
( 55.15) fia) - f ( n ) + ( o - n ) f ' ( n ) + f " ( n ) + 

1.2 

a t r u e f o r m u l a " w h a t e v e r be t h e o p é r a t i o n s d e n o t e d by n , o , T ; f o r , 

t h e two o p é r a t i o n s a a n d n b e i n g g i v e n , t h e r e must e x i s t some 

o p é r a t i o n p s u c h a s t o v e r i f y t h e r e l a t i o n " a = ( l / p ) n p . Thus f o r 

m u l a ( 5 5 . 1 5 ) c o r r e s p o n d s t<c T a y l o r ' s t h e o r e m [ 1 8 5 0 , 1 5 ] : 

( a - b )
2 

( 5 5 . 1 6 ) f ( a ) - f ( b ) + ( a - b ) f ' ( b ) + f " ( b ) + . . . . 
1.2 

H a v i n g p r o d u c e d ( 5 5 . 1 5 ) - ( 5 5 . 1 6 ) , he r e m a r k e d • 

I t seems t o r e s u i t from thèse i n v e s t i g a t i o n s , and from the r e -

searches of Mr. Boole [4.1], Mr. Bronwin [ 5 . 2 ] , and o t h e r s , i n the 

same department. t h a t there i s much more analogy t h a t might have 

been expected a p r i o r i between the laws of commutative and non-

commutative s y m b o l s
t 3 )

. 

T h u s , f o l l o w i n g on t h e l i n e s o f B r o n w i n [ 1 8 4 8 a ] , D o n k i n e s -

t a b l i s h e d a s i m p l e , g ê n e r a i method by means o f w h i c h many sym-

b o l i c t h e o r e m s i n t h e r e a l m s o f t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n t é g r a l 

c a l c u l u s c a n be o b t a i n e d . H i s m a i n n o v e l t y l i e s i n t h e f o r m u l a e 

( 5 5 . 1 ) - ( 5 5 . 5 ) f r o m w h i c h t h e r e s t o f h i s t h e o r e m s f o l l o w . H i s 

p a p e r was t o o a b s t r a c t a n d d e v o i d o f any a p p l i c a t i o n s t o make i m 

p a c t . However he was a c k n o w l e d g e d by C a r m i c h a e l [ 1 8 5 5 , 132-4} a n d 

B o o l e [ 1 8 7 7 , 4 5 4 ; s e e ( 5 5 . 1 0 ) ] f o r t h e l a w s ( 5 5 . 2 ) , t o be men-

t i o n e d f o r t h e same r e a s o n i n Koppelman [ 1 9 7 1 , 2 0 3 ] . 

An i n d e p e n d e n t s t u d y o f n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s was 

c a r r i e d o u t i n t h e m i d 1850's by G r a v e s . W h i l e D o n k i n h a d 

g ê n e r a i i z e d o v e r B r o n w i n ' s t h e o r e m s . G r a v e s p r o d u c e d an e x c e l l e n t 

s t u d y on t h e l i n e s o f H a r g r e a v e on t h e i n t e r c h a n g e o f s y m b o l s . 

B e s i d e s g e n e r a l i z i n g o v e r t h e l a t t e r ' s r e s u l t s , e s t a b l i s h i n g t h e 

t h e o r e m o f c o n v e r s i o n (53.8) i n a new, r i g o r o u s way. G r a v e s 
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showed g r e a t c o n c e r n f o r i n t e r p r e t a t i o n o f s y m b o l i c f o r m u l a e , as 

w e l l a s f o r a p p l i c a t i o n s o f s u c h f o r m s t o o r d i n a r y a n d p a r t i a l 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s a n d a n a l y t i c g e o m e t r y . 

B o r n i n D u b l i n i n 1 8 1 2 , Charles G r a v e s g r a t u a t e d f r o m T r i n i t y 

C o l l e g e i n 1834 a s t h e f i r s t s é n i o r m o d e r a t o r and g o l d m e d a l l i s t 

i n m a t h e m a t i c s and m a t h e m a t i c a l p h y s i c s . I n 1834 he was a p p o i n t e d 

p r o f e s s o r o f m a t h e m a t i c s i n t h e U n i v e r s i t y o f D u b l i n , a n d d i e d i n 

1899 a f t e r o b t a i n i n g s e v e r a l d i s t i n c t i o n s o f h o n o u r . He was a 

b r o t h e r o f t h e j u r i s t a n d m a t h e m a t i c i a n J . T . G r a v e s - m e n t i o n e d i n 

o u r s t u d y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s [ 2 . 7 , ( 1 2 ) ] - b o t h b e i n g i n 

f r i e n d l y t e r m s w i t h W . R . H a m i l t o n ( " m e n t i o n e d i n c o n n e c t i o n w i t h 

H e r s c h e l ' s t h e o r e m i n 2.3}. C . G r a v e s h a d o n l y one memoir p u b l i s h e d 

on c o n i c s e c t i o n s , much a d m i r e d by S y l v e s t e r , w h i l e s e v e r a l 

p a p e r s on t h e c a l c u l i o f o p e r a t i o n s , v a r i a t i o n s and q u a t e r n i o n s 

w e r e p u b l i s h e d by t h e R o y a l I r i s h Academy. M o r e o v e r , G r a v e s h e l d 

a c o r r e s p o n d e n c e w i t h B o o l e on l o g i c o f f e r i n g h e l p f u l s u g g e s t i o n s 

[ 7 . 1 , ( 1 0 ) ; 7 . 6 , ( 5 ) - ( 6 ) ; 8 . 3 , ( 4 ) ] . He was much e s t e e m e d f o r h i s a d 

m i r a b l e t a c t and t e m p e r and i t i s s a i d t h a t he h a d "much l i t e r a r y 

a n d a r t i s t i c t a s t e , a n d s o t o t h e s e were l a r g e l y due t h e symmetry 

a n d e l e g a n c e , b o t h o f m e t h o d and r e s u l t s , w h i c h a r e m a r k e d 

c h a r a c t e r i s t i c i f h a s m a t h e m a t i c a l w o r k "
Í S )

. 

Due p r o b a b l y t o a l a c k o f p u b l i c a t i o n s i n t h e p r i n c i p a l 

j o u r n a l s o f h i s t i m e [ s e e (1) a n d (5) a b o v e ] . G r a v e s i s nowadays 

known o n l y f o r h i s d e f e n c e o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s a g a i n s t 

Y o u n g ' s c r i t i s m , a s i n h i s [ 1 8 4 9 ; 4 . 4 above ( 9 ) ] , a n d f o r a sym

b o l i c f o r m u l a (55.45) i n v o l v e d i n a t r e a t m e n t " a l m o s t i d e n t i c a l 

w i t h t h a t i n modern t e x t s on quantum t h e o r y , no l e s s r i g o r o u s , 

a n d no more" [ C o o p e r 1 9 5 2 , 1 1 ] . Though b o t h t h e s e c o n t r i b u t i o n s 

a r e e s s e n t i a l , a s t u d y o f h i s a c t u a l m a t h e m a t i c a l w o r k i s m i s s i n g 

a n d we w i l l p a r t l y f i l l t h i s gap by d i s c u s s i n g f i r s t ^ / p o s t p o n i n g 

s a m p l e s o f h i s work on t h e E F E , a n a l y t i c g e o m e t r y a n d t h e L E wv\ % 

5.6, 5.7 and 5.8 r e s p e c t i v e l y . 

We s t a r t w i t h G r a v e s ' s n o t e "on t h e d e v e l o p m e n t o f a f u n c -

t i o n i n f a c t o r i a l s " p u b l i s h e d as [1847; s e e (1) a b o v e ] i n w h i c h 

he 1 i n k e d H e r s c h e l ' s s t u d y o f f i n i t e d i f f e r e n c e s w i t h t h e 

O p e r a t o r x d / d x . He n o t i c e d t h a t H e r s c h e l ' s m e t h o d s f o r d e v e l o p i n g 

a f u n e t i o n F ( x ) i n a s e r i e s o f f a c t o r i a l t e r m s f u r n i s h 

" i n t e r e s t i n g e x a m p l e s o f t h e use o f s e p a r a t i o n s " ; a n d " i t i s f o r 

t h i s l a t t e r r e a s o n , r a t h e r t h a n on a c c o u n t o f any n o v e l t y i n t h e 

r e s u l t s a r r i v e d a t " , t h a t t h e f o l l o w i n g s t u d y was p u b l i s h e d 
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[ 1 8 4 7 , 4 5 6 ] . 

G r a v e s o p e n e d h i s p a p e r w i t h t h e known f o r m u l a 

( 55.17) F ( x + n ) - ( l + A )
n

F ( x ) 

w h i c h e x p a n d e d a b o u t x=0 g i v e s 

A F ( 0 ) A
2

F ( 0 ) 

(55.18) F i n ) - F Í O ) + n + n ( n - l ) + 

1 1.2 

A p a r t i c u l a r c a s e o f (55.18) i s t h e t h e o r e m 

A 0
n

 A
z

0 " 

(55.19) X" - X + x ( x - l ) + 
1 1.2 

"commonly g i v e n i n t r e a t i s e s on t h e c a l c u l u s o f f i n i t e 

d i f f e r e n c e s " [ 1 8 4 7 , 4 5 6 ] . He t h e n assumed t h e e v i d e n t e q u a t i o n 

d 

( 5 5 . 2 0 ) x
n

n = X — x
n

, 
dx 

a c o n s e q u e n c e o f w h i c h i s 
d 

(55.21) x
n

F ( n ) - F ( x — ) x
n

, 
d x 

w h e r e F a p o l y n o m i a l f u n c t i o n [ 1 8 4 7 , 457; s e e (2) a b o v e ] . The a p 

p l i c a t i o n o f t h e o r e m (55.21) l e d t o s e v e r a l i n t e r e s t i n g r e s u l t s . 

He f i r s t w r o t e 1 + x - l i n s t e a d o f x i n (55.21) and e x p a n d e d 

t h e r i g h t - h a n d s i d e by t h e b i n o m i a l t h e o r e m . P u t t i n g n e x t x » l he 

o b t a i n e d t h e d e v e l o p m e n t o f F ( n ) i n t h e d e s i r e d f a c t o r i a l f o r m . 

C o m p a r i n g t h e e x p a n s i o n o f (55.21) and ( 5 5 . 1 9 ) he f o u n d 

m(m-l) 

(55.22) A
m

F ( 0 ) = F(m) - mF(m-l) + F ( m - 2 ) -
1.2 

"a f o r m u l a w h i c h m i g h t be o b t a i n e d d i r e c t l y by m a k i n g x=0 i n t h e 

f u n d a m e n t a l e q u a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s " 

( 2 2 . 1 0 ) ; t h e l a t t e r g i v i n g t h e e x p a n s i o n o f A
m

u
x
 [ 1 8 4 7 , 4 5 7 ] . 

N o t i c e t h e s i m i l a r i t y b e t w e e n (55.22) a n d f o r m u l a (22.14) w h i c h 

g i v e s B r i n k l e y ' s A " 0
m

 n u m b e r s . 

By means o f x d / d x "we may o b t a i n a n o t h e r i n t e r e s t i n g 

d e v e l o p m e n t " ; i n v i r t u e o f (55.21) we h a v e 

(55.23) e x
n

 = e
h x

x
n

 = ( e * x ) " . 

I t i s t h u s p l a i n t h a t t h e s y m b o l e
t > n d / <

*
>

* o p e r a t e s on any f u n c t i o n 

o f x by c h a n g i n g x i n t o e
h

x ; o r 

4 
(55.24) F ( e ^ x ) = e F ( x ) , 
w h e r e by d e v e l o p m e n t [ p u t t i n g f o r c o n v e n i e n c e xd/dx-=D] we g e t 
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D F ( x ) D
2

F ( x ) 

( 5 5 . 2 5 ) F ( e * x ) = F ( x ) + .h + h
2

 + 

1 1.2 

Thus "As T a y l o r ' s t h e o r e m g i v e s t h e a l t e r e d s t a t e o f F ( x ) , a f t e r 

x h a s r e c e i v e d a n i n c r é m e n t h , s o t h e t h e o r e m j u s t a n n o u n c e d e x -

h i b i t s t h e new v a l u e o f F ( x ) a f t e r x h a s b e e n m u l t i p l i e d by a 

number whose l o g a r i t h m i s h" ( 1 8 4 7 , 4 5 8 ; s e e a l s o (3) a b o v e l . 

G r a v e s s t r e s s e d ' t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n x
2

d
2

/ d x
2

 a n d 

( x d / d x )
2

, t h e l a t t e r t o be r e a d as ( x d / d x ) ( x d / d x ) . He c l a i m e d 

t h a t t h e r e l a t i o n b e t w e e n x
n

d
n

/ d x
n

 and x d / d x c a n be d i r e c t l y 

d e d u c e d f r o m ( 5 5 . 2 1 ) a s 

d " d " d - d 

(55.26) x" = ( x — ) ( x — - 1) . . . (x n + l j 
d x " dx dx dx 

[ 1 8 4 7 , 4 5 8 ] . I n d e e d , i f we l e t 

d d 

(55.27) F ( x — ) = x — -n 

dx d x 

we h a v e by m a k i n g n = l , . . , n-1 i n (55.27) a n d (55.21) t h e r e l a t i o n 

d d 

(55.28) x * x — - ( x i j x
1

. 

dx dx 

Thus i n v i r t u e o f ( 5 5 . 2 8 ) 

D-1 U s e s 

d d d d d d 
x

n

( — )
n

 = x
n

— . . . . — = (x n + D x " "
1

 — . . . — 

dx dx dx d x dx dx 

and by c o n t i n u i n g t h e same p r o c e s s we a r r i v e a t t h e known f o r m u l a 

(55.26) i n a most d i r e c t way [ s e e a l s o ( 3 3 . 5 7 ) a n d ( 4 5 . 2 0 ) ] . 

He c o n c l u d e d h i s n o t e by m e n t i o n i n g H e r s c h e l ' s t h e o r e m 

(23.18) i n t h e f o r m 

h h
2 

(55.29) F ( e
h

) = F ( l ) + - F ( 1 + A ) 0 + F ( 1 + A ) 0
2

+ . . . 

1 1.2 

C o m p a r i n g (55.29) w i t h ( 5 5 . 2 5 ) i t f o l l o w s t h a t 
d 

(
X
— ) ^ F ( x ) F ( x ( l + A ) ) 0 " 
d x 

f u r t h e r g ê n e r a i i z e d i n t o t h e t h e o r e m 
d 

(55.30) f ( x — ) F ( x ) = F ( x ( l + A ) ) f ( 0 ) 

d x 

[1847,459; o n H e r s c h e l s e e a l s o G r a v e s 1849,62 an d (1) a b o v e ] . 

S i m i l a r c o n c e r n a o c c u p i e d h i s p a p e r "On a g ê n e r a i i z a t i o n o f 
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t h e s y m b o l i c s t a t e m e n t o f T a y l o r ' s t h e o r e m " { 1 8 5 3 1 . S t a r t i n g w i t h 

t h e known t h e o r e m 

4 
( 5 5 . 3 1 ) <p(x+h) - e " <p(x) 

he i n v e s t i g a t e d t h e d é t e r m i n a t i o n o f a more g ê n e r a i s y m b o l w h i c h 

w i 1 1 c h a n g e x i n t o any g i v e n f u n c t i o n ^ ( x ) by means o f t h e f o l -

l o w i n g " s y n t h e t i c c o u r s e " : 

As the e f f e c t of the symbol 

d 

e 

i s t o change x i n t o x+1, i t appeau t h a t 

e
m
 or e

r U
 (a) 

w i l l change f ( x ) i n t o f ( x ) + l ; and consequently w i l l have 

the e f f e c t of changing x i n t o iy(x) where 

V(x) - f-*-ïf(x)+l) (b) 

D e v e l o p i n g (a) we g e t an e x t e n s i o n o f T a y l o r ' s t h e o r e m 

1 dcp(x) 1 1 d 1 d<p(x) 
( 5 5 . 3 2 ) <p(v(x) l=<p(x)+ + +. . . . 

f ' ( x ) d x 1.2 f ' ( x ) d x f ' ( x ) dx 

As i n T a y l o r ' s t h e o r e m , e a c h t e r m i s h e r e d e d u c e d f r o m i t s 

p r e d e c e s s o r i n a r e g u l a r way I s e e (3) a b o v e ) . G i v e n Y , we d é t e r 

m i n e f f r o m t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n (b) w h i c h , b y m a k i n g x = f
_ 1

( y ) , 

c a n be r e d u c e d t o t h e f i n i t e d i f f é r e n c e ecj<-«xtï©vi 

( 5 5 . 3 3 ) 4 i [ f - M y ) ] - f - M y + 1 ) . 

O r , g i v e n ( a ) , we f i r s t " i n t e g r a t e " f ' f x ) a n d t h e n " i n v e r t " f ( x ) 

s o a s t o d é t e r m i n e 4;. "Upon t h e p o s s i b i l i t y o f e f f e c t i n g t h è s e 

two o p é r a t i o n s d é p e n d s t h e s u c c e s s o f t h i s a t t e m p t t o i n t e r p r e t 

t h e s y m b o l [ ( a ) l " [ 1 8 5 3 , 2 8 6 1 . 

P u r s u i n g f u r t h e r t h i s m e t h o d . G r a v e s m e n t i o n e d some 

" i n t e r e s t i n g r e s u l t s " , among them 

xlogx -p 

( 5 5 . 3 4 ) The e f f e c t o f e i s t o change x i n t o x * . 

He s t r e s s e d t h a t t h e g ê n e r a i s o l u t i o n o f (b) " w o u l d l e a d t o i m 

p o r t a n t r e s u l t s i n t h e t h e o r y o f f u n c t i o n a l é q u a t i o n s " . F o r , f r o m 

(b) we h a v e 

( 5 5 . 3 5 ) v"(x) = f "
1

[ f ( x ) + n ] ; 

i t h e n c e f o l l o w s t h a t t h e f u n c t i o n a l é q u a t i o n 

( 5 5 . 3 6 ) A
n
i4J"(x) + ... + A ^ t x ) + A

0
x = 0, 
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Ai c o n s t a n t s , "may be r e d u c e d a t o n c e t o a l i n e a r é q u a t i o n i n 

f i n i t e d i f f é r e n c e s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s " ( 1 8 5 3 , 2 8 6 - 7 ]
( 7 )

 . 

I n h i s l a s t p a p e r G r a v e s [1857b] d e a l t w i t h t h e p r i n c i p l e s 

w h i c h r e g u l a t e t h e i n t e r c h a n g e o f s y m b o l s i n c e r t a i n s y m b o l i c 

é q u a t i o n s . I t o p e n e d w i t h t h e s t u d y o f two d i s t r i b u t i v e o p é r a 

t i o n s n,p w h i c h c o m b i n e a c c o r d i n g t o t h e l a w 

( 5 5 . 3 7 ) pn - np + a , 

w h e r e ' a * a c o n s t a n t , " o r a t l e a s t a s y m b o l o f d i s t r i b u t i v e o p é r a 

t i o n c o m m u t a t i v e w i t h b o t h n a n d p " . I f we c h a n g e i n (55.37) 

( 5 5 . 3 8 ) n > p and p > -n
 y 

we o b t a i n t h e same é q u a t i o n ( 5 5 . 3 7 ) . Thus we have t h e f i r s t f u n -

d a m e n t a l p r i n c i p l e : 

" I n any s y m b o l i c a l é q u a t i o n (p(n, p) = 0 ( i ) 

w h i c h h a s b e e n d i r e c t l y d e d u c e d f r o m t h e f u n d a m e n t a l 

é q u a t i o n [ ( 5 5 . 3 7 ) ] , w i t h o u t any f u r t h e r a s s u m p t i o n a s 

( 5 5 . 3 9 ) t o t h e n a t u r e o f t h e o p é r a t i o n s d e n o t e d by n a n d p,we 

may change n i n t o p , and p i n t o — n ; s o as a t o n c e t o 

f o r m t h e c o r r é l a t i v e é q u a t i o n , (p(p, -n) - 0 ". ( i i ) 

"The v a l u e o f t h i s p r i n c i p l e " , went on G r a v e s , "must d é p e n d 

u p o n t h e e x t e n t o f i t s a p p l i c a t i o n ; a n d t h i s w i l l be f o u n d much 

w i d e r t h a n m i g h t a t f i r s t s i g h t be s u p p o s e d " . M a k i n g a = l we g e t 

f r o m (55.37) by s u c c e s s i v e l y o p e r a t i n g w i t h n., 

(55.40) p n
n

 - n"p + n n
n _ 1

, 

f o r n p o s i t i v e i n t e g e r . I t was f u r t h e r shown t h a t ( 5 5 . 4 0 ) " h o l d s 

g o o d f o r any i n t e g e r v a l u e o f n" [ 1 8 5 7 b , 1 4 4 - 6 ] . 

I f 4m any f u n c t i o n o f i n t e g e r p o w e r s o f n , we i n f e r f r o m 

( 5 5 . 4 0 ) 

(55.41) p 4m = 4m p + 4/'n. 

From (55.41) "we c a n a s c e n d t o t h e more g ê n e r a i t h e o r e m " 

1 

(55.42) <pp 4m = 4m (pp + 4j'n <p'p + ip"n (p"p+,... 
1.2 

I n v i r t u e o f ( 5 5 . 3 8 ) we c a n a l s o o b t a i n t h e c o r r é l a t i v e o f 

( 5 5 . 4 2 ) . T h è s e é q u a t i o n s a r e b u t e x t e n s i o n s o f H a r g r e a v e ' s f o r -

m u l a e (53.3) and ( 5 3 . 4 ) . G r a v e s m e n t i o n e d t h a t h a v i n g o b t a i n e d 

(53.3) and (53.4) " s e p a r a t e l y " , H a r g r e a v e o b s e r v e d t h a t t h e l a t -

t e r i s d e d u c e d f r o m t h e f o r m e r by c h a n g i n g x i n t o D and D i n t o - x 

and t h u s a r r i v e d a t t h e c o n c l u s i o n ( 5 3 , 8 ) . Now, G r a v e s ' s g ê n e r a i 

i n v e s t i g a t i o n e s t a b l i s h e s "on what seems t o be i t s r e a l f o u n d a -

t i o n t h e v a l i d i t y o f t h e p r o p o s e d m e t h o d o f d e r i v i n g f o r m u l a e otje 
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f r o m t h e o t h e r " [ 1 8 5 7 b , 1 4 6 - 7 ) . 

He l e t f ( x ) be any f u n c t i o n o f x . T h e n 

( 5 5 . 4 3 ) D ( x f x ) - x f ' x + f x , 

o r , d e t a c h i n g f x we have 

( 5 5 . 4 4 ) Dx - xD +1. 

The l a t t e r i s a c a s e o f t h e g e n e r a l l a w ( 5 5 . 3 7 ) , whence x a n d D 

c a n be i n t e r c h a n g e d a c c o r d i n g t o ( 5 5 . 3 8 ) , t h u s H a r g r e a v e ' s 

t h e o r e m (53.8) i s e s t a b l i s h e d . I n f a c t f r o m (55.44) we c a n d e d u c e 

" t h e p r i n c i p a l s y m b o l i c f o r m u l a e o f t h e D i f f e r e n t i a l C a l c u l u s " 

w h e r e f D - f ( D ) , f x - f ( x ) [ 1 8 5 7 b , 1 4 7 1 . 

He n e x t d e d u c e d o t h e r c h a n g e s o f s y m b o l s f r o m t h e e q u a t i o n 

( 5 5 . 4 5 ) p n - np + 1. 

S i n c e p i s d i s t r i b u t i v e , 

( 5 5 . 4 6 ) p f p - f p p 

f o r a ny p o l y n o m i a l f u n c t i o n f ( p ) . A d d i n g (55.45) a n d ( 5 5 . 4 6 ) 

we g e t 

( 5 5 . 4 7 ) p ( n + f p ) - ( n + f p ) p + l , 

a n e q u a t i o n o f t h e f o r m ( 5 5 . 3 7 ) . I n v i r t u e o f (55.39) we a r e a t 

l i b e r t y t o e f f e c t t h e change 

( 5 5 . 4 8 ) x > x + fD o r D > D + f x 

[ 1 8 4 7 b , 147-8 y f D s f CJ>> , f > s f t x J • . 

F u r t h e r , a s a s p e c i f i c c a s e o f ( 5 5 . 4 1 ) we ha v e 

p
e
um =

 e
v " p + e

v r i

v'n o r p + y'n " e ~
v

" p e
w

" ,hence 

( 5 5 . 4 9 ) f ( p + Y ' n ) - e - * " f p e ^ ™ . 

A l s o , a f t e r ( 5 5.38) we f i n d f r o m ( 5 5 . 4 9 ) 

( 5 5 . 5 0 ) f(n+4/'p) = e ^ f u e - w . 

I f we make 

( 5 5 . 5 1 ) x = n and D = p 

we g e t f r o m (55.50) t h e t h e o r e m 

( 5 5 . 5 2 ) e ^
D

f x e - *
D

 - f ( x + v'D) 

u s e f u l " i n t h e i n t e r p r e t a t i o n o f s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n s w h i c h a r e 

met w i t h i n t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " [ 1 8 5 7 b , 

149-150)<
e

> . 

One c a n s e e t h e p r o x i m i t y b e t w e e n D o n k i n ' s and G r a v e s ' s w o r k 

on n o n - c o m m u t a t i v e o p e r a t o r s . Once more we ha v e an i n d e p e n d e n t 

d e d u c t i o n o f B o o l e ' s t h e o r e m o f d e v e l o p m e n t (47.1) i n G r a v e s ' s 

f o r m u l a ( 5 5 . 5 2 ) , w h i c h was p r o v i d e d by D o n k i n v i a ( 5 5 . 5 ) . N o t i c e 

a l s o t h a t ( 5 5 . 4 9 ) i s a g e n e r a l i z a t i o n o v e r B o o l e ' s t h e o r e m 

( 4 7 . 2 ) . M o r e o v e r , G r a v e s ' s f u n d a m e n t a l f o r m u l a (55.44) was i m -

p l i c i t l y g i v e n b y B r o n w i n i n ( 5 4 . 4 4 ) . D e s p i t e a l l t h e s e s i m i l a r ! -
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t i e s . G r a v e s
1

 s g r a s p o f t h e s p i r i t o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s 

r a n g i n g f r o m H e r s c h e l up t o B o o l e a n d h i s f o l l o w e r s , i s l a r g e 

o r i g i n a l and f o r m e d a most u s e f u l m a t e r i a l f o r C a r m i c h a e l ' s own 

t r e a t m e n t [ 5 . 7 ] , B e s i d e s h i s p r o o f o f t h e v a l i d i t y o f H a r g r e a v e ' s 

t h e o r e m (53.8) - w h i c h r e n d e r s r e d u n d a n t a l l t h e p r o o f s o f 

d u a l s y m b o l i c t h e o r e m s
i 9 ï

 and f a c i l i t â t e s t h e i n t é g r a t i o n o f c e r 

t a i n c l a s s e s o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s - G r a v e s d e a l t s y s t e m a t i -

c a l l y w i t h t h e i n t e r p r e t a b i 1 i t y o f s y m b o l i c e x p r e s s i o n s . W h i l e 

f o r p r e v i o u s m a t h e m a t i c i a n s t h i s was a ^ « j " ^ ! p r o b l e m , f o r 

G r a v e s i t was a p a r t i c u l a r c o n c e r n . A s , e v i d e n t i n C a r m i c h a e l 

[ 1 8 5 5 , c h a p t e r 8 1 , he showed a ' " c o n c e r n f o r a p p l i c a t i o n 

o f e x p o n e n t i a î O p e r a t o r s [ s e e (6) a b o v e ] t o a n a l y t i c g e o m e t r y . 

F i n a l l y , a s we s h a l l s e e i n 5.7, he p r o v i d e d a method f o r t h e 

s o l u t i o n o f é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

d 

(55.53) F i x — ) y - X ( x ) . 
dx 

5.6 C u r t i s , W i l l i a m s o n , D o n k i n a n d G r a v e s on t h e e a r t h - f i g u r e 

é q u a t i o n : 1 8 5 4 - 1 8 5 7 . 

I n t h i s s e c t i o n we comment u p o n p a p e r s o f mid-19
t ł l

_Century 

E n g l i s h and I r i s h m a t h e m a t i c i a n s o n t h e E F E . T h e s e a t t e m p t s 

e i t h e r p r e s e n t e d t h e s o l u t i o n o f t h i s é q u a t i o n u n d e r a s l i g h t l y 

d i f f é r e n t s y m b o l i c f o r m , o r s u g g e s t e d a n o t h e r s o l u t i o n o f 

H a r g r e a v e ' s é q u a t i o n ( 5 3 . 3 1 ) , o f w h i c h a c a s e i s t h e E F E . W i l 

l i a m s o n and D o n k i n b e l o n g t o t h e f o r m e r c a t e g o r y , w h i l e C u r t i s 

and G r a v e s t o t h e l a t t e r . We w i l l d i s c u s s t h è s e a t t e m p t s i n 

c h r o n o l o g i c a l o r d e r : C u r t i s [ 1 8 5 4 ] , W i l l i a m s o n [ 1 8 5 6 ] . D o n k i n [ 1 8 5 7 ] 

and G r a v e s [ 1 8 5 7 a ] . I n t h e p r o c e s s we i n t r o d u c e C u r t i s a n d W i l -

1 i a m s o n . 

A . H . C u r t i s g r a d u a t e d T r i n i t y C o l l e g e D u b l i n i n 1850 a n d was 

a p p o i n t e d p r o f e s s o r o f n a t u r a l p h i l o s o p h y a t Queen's C o l l e g e G a i -

w a y . f r o m 1857 t o 1 8 8 0 . P r i n c i p a l l y known f o r h i s t r e a t i s e o n t h e 

p r o p e r t i e s o f t h e g y r o s c o p e i n 1 8 6 2 , C u r t i s c o n t r i b u t e d s e v e r a l 

p a p e r s on p u r e a n d a p p l i e d m a t h e m a t i c s . U n d e r s t u d y i n t h i s s e c 

t i o n i s h i s p a p e r "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r and p a r t i a l d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [1854] p u b l i s h e d i n t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n 

M a t h e m a t i c a l J o u r n a l . The f i r s t p a r t o f [1854] c o n c e r n s a 

m o d i f i c a t i o n o f C a r m i c h a e l ' s m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f p a r t i a l 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h homogeneous c o e f f i c i e n t s [ s e e 5 . 9 ] , 
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C u r t i s c o l l a b o r a t e d w i t h C a r m i c h a e l p r o v i d i n g u s e f u l s u g g e s t i o n s 

f o r t h e l a t t e r ' s t e x t b o o k [1855] [ s e e 5 . 7 ] . We f o c u s h e r e o n t h e 

s e c o n d p a r t o f C u r t i s [ 1854] d e v o t e d t o t h e s t u d y o f H a r g r e a v e ' s 

g e n e r a ł é q u a t i o n ( 5 3 . 3 1 ) . T h r o u g h o u t h i s p a p e r C u r t i s d r e w on 

G r e g o r y ' s . E x a m p l e s [1841] f o r i 1 l u s t r a t i o n s
( 1

> . 

C u r t i s i s t h e o n l y m a t h e m a t i c i a n u n d e r s t u d y n o t o n l y t o i n -

c o r p o r a t e B o o l e ' s s y m b o l i c t r e a t m e n t o f t h e EFE ( 4 6 . 3 3 ) , b u t a l s o 

t o u s e B o o l e ' s s o l u t i o n ( 46.39) i n o r d e r t o s u i t a b l y i n t e g r a t e a 

w i d e s y m b o l î c a l c l a s s é q u a t i o n s . He c l a i m e d t h a t most o f t h e i m 

p o r t a n t s e c o n d o r d e r a n d f i r s t d e g r e e d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s a r e 

r e d u c i b l e t o H a r g r e a v e ' s f o r m ( 5 3 . 3 1 ) , o r , 

d
2

 d m(m+l) 

( 5 6 . 1 ) [ + 2 Q — + Q
2

 + Q' ± c
2

 l u = 0, 
d x

2

 dx x
2 

w h e r e Q=Q(x) and Q'-d/dxQ. I n s t a n c e s o f ( 5 6 . 1 ) , he m e n t i o n e d , 

w e r e s o l v e d by G r e g o r y by t h e t e d i o u s method o f s é r i e s . M o r e o v e r , 

H a r g r e a v e ' s s o l u t i o n o f ( 5 6 . 1 ) , ( 5 3 . 3 3 ) , n e e d s t o p e r f o r m 2m d i f -

f e r e n t i a t i o n s s o t h a t i t becomes i n t e r p r é t a b l e . He t h u s s e t o f f 

t o p r o v i d e a s o l u t i o n i n v o l v i n g o n l y m d i f f e r e n t i a t i o n s , r e n d e r 

i n g t h u s t h e f i n a l r e s u i t more i m m e d i a t e l y i n t e r p r é t a b l e [ 1 8 5 4 , 

2 7 9 - 8 0 ; s e e (2) b e l o w ] . 

E q u a t i o n (56.1) was p u t i n t h e f o r m 

d m ( + l ) 
( 5 6 . 2 ) [ ( — + Q)

 2

 ± c
2

 ] u - 0, 
dx x

2 

a n d n e x t v i a t h e o r e m ( 4 7 . 2 ) t o 

d m(m+l) 
( 5 6 . 3 ) [ e ~

û

i ( — )
2

e
Q

i ± c
2

 ] u * 0, 
dx x

2

 —f-y 

w h e r e Q i * jQdx. M u l t i p l i c a t i o n r b y e
-

°i \ ( 5 6 ^ 3 y g i v e s 

d
2

 m(m+l) 
( 5 6 . 4 ) [ ± c

2

 ] e ^ f u = 0. 
d x

2

 x
2 

F i n a l l y , t h r o u g h t h e t r a n s f o r m 

( 5 6 . 5 ) z - e
Q

i u , 

t h e i n i t i a l é q u a t i o n ( 5 6 . 1 ) i s r e d u c e d t o 

d
2

 m(m+l) 
( 5 6 . 6 ) [ ± c

2

 ] z = 0, 
d x

2

 x
2

. 

i n o t h e r w o r d s t o t h e E F E (46.33) [1854, 2 8 0 ] . 

C u r t i s o b s e r v e d t h a t é q u a t i o n (56.6) h a j b e e n s o l v e d by a 
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" v e r y i n g e n i o u s p r o c e s s " by B o o l e i n t h e " e l e g a n t f o r m " ( 4 6 . 3 9 ) 

1 d 1 d
2 

( 5 6 . 7 ) z = ( x
3

 — ) « > [ ± c
2

) -
1

0 . 

x
m - t - l £

X X

2 m _ 1

 dX
2 

N o t i c i n g B o o l e ' s " i n g e n i o u s " mode o f s o l u t i o n o f ( 5 6 . 6 ) i n a 

f o o t n o t e [ 1 8 5 4 , 2 8 1 ] , C u r t i s , t a k i n g u n d e r c o n s i d é r a t i o n t h e 

t r a n s f o r m (56.5) and t h e s o l u t i o n o f ( 5 6 . 6 ) , d e d u c e d r e a d i l y t h e 

s o l u t i o n o f H a r g r e a v e ' s é q u a t i o n ( 5 6 . 1 ) f o r b o t h c a s e s o f ±c
a 

( 1 8 5 4 , 2 8 2 ] <
2

> . 

S u i t a b l y r e p l a c i n g Q and m i n ( 5 6 . 1 ) , he f u r t h e r p r o v i d e d 

t h e s o l u t i o n o f numerous o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h 

v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s , among them t h e R i c c a t i é q u a t i o n . The p a p e r 

e n d e d w i t h p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s d e d u c e d f r o m (56.1) b y 

r e p l a c i n g Q by a f u n c t i o n o f x a n d d / d y . A i l t h e e x a m p l e s w e r e 

s o l v e d i n G r e g o r y [1841] by means o f v a r i o u s t e c h n i q u e s i n c l u d i n g 

s é r i e s , d e f i n i t e i n t é g r a i s , r é d u c t i o n t o s i m p l e r c a s e s a n d s o o n , 

a s a u n i f i e d m e t h o d was m i s s i n g up t o 1844 [ s e e 4 . 4 ] . 

We now c o n s i d e r a n o t h e r n e g l e c t e d f i g u r e B . W i 1 1 i a m s o n . B o r n 

a t C o r k i n 1 8 2 7 , W i l l i a m s o n m a t r i c u l a t e d i n T r i n i t y C o l l e g e , 

D u b l i n i n 1 8 4 3 , an i n s t i t u t i o n w i t h w h i c h he was c l o s e l y a s -

s o c i a t e d f o r o v e r 70 y e a r s u n t i l h i s d e a t h i n 1 9 1 6 . W h i l e a 

g r a d u a t e he g a i n e d s e v e r a l d i s t i n c t i o n s , c u l m i n a t i n g i n a " F i r s t 

S e n i o r M o d e r a t o r s h i p i n M a t h e m a t i c s " i n 1 8 4 8 . He c o n t r i b u t e d i n 

t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , b u t he was b e s t known f o r h i s 

t r e a t i s e s on t h e d i f f e r e n t i a l and i n t é g r a l c a l c u l u s p u b l i s h e d i n 

1871 a n d 1874 r e s p e c t i v e l y . The t r e a t i s e s , o u t s t a n d i n g f o r t h e 

c l e a r n e s s a n d é l é g a n c e o f s t y l e , e n j o y e d a r e m a r k a b l e c i r c u l a 

t i o n , t h e i r l a t e s t é d i t i o n b e i n g i n 1900 and 1906 r e s p e c t i v e l y . 

H i s b i o g r a p h e r i n f o r m s us t h a t "No man e v e r g a i n e d more f r i e n d s " . 

M o r e o v e r , W i l l i a m s o n was a d e v o t e d t e a c h e r who i n v i t e d t o a s t u 

d e n t " f r i e n d s h i p and a f f e c t i o n i n an e x t r a o r d i n a r y d e g r e e "
t 3 >

. 

W i l l i a m s o n c o n t r i b u t e d a s i n g l e p a p e r on t h i s s u b j e c t e n -

t i t l e d - l i k e m ost o f B r o n w i n ' s p a p e r s - "On t h e s o l u t i o n o f c e r 

t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [ 1 8 5 6 ] i n t h e P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e . 

The p a p e r o p e n e d w i t h t h e é q u a t i o n 

2n 
( 5 6 . 8 ) ( D

2

 D + a
2

) y » 0, D = d / d x , 
x 

w h i c h i s t h e EFE i n t h e f o r m ( 4 2 . 1 5 ) . M u l t i p l y i n g ( 56.8) by x
2

 we 

h a v e 
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( 5 6 . 9 ) x D ( x D - ( 2 n + l ) ) y + a
2

x
2

y - 0. 

A s s u m i n g t h e t r a n s f o r m 

( 5 6 . 1 0 ) y - ( x D - l ) ( x D - 3 ) ( x D - ( 2 n - l ) ) z , 

( 5 6 . 9 ) i s r e d u c e d t o t h e f o r m 

( 5 6 . 1 1 ) (xD-3) ( x D - ( 2 n - l ) ) ( D
2

+ a
3

) z = 0. 

A s s u m i n g f r o m (56.11) t h a t ( D
2

+ a
2

) z = 0 , o r t h a t z= C c o s ( a x + b ) , 

( 5 6 . 1 0 ) g i v e s t h e s o l u t i o n o f ( 5 6 . 8 ) i n t h e f o r m 

( 5 6 . 1 2 ) y = C ( x D - ( 2 n - l ) ) . . . ( x D - 1 ) c o s ( a x + b ) . 

By means o f ( 4 5 . 1 9 ) , and a s u i t a b l e c hange o f t h e i n d e p e n d e n t 

v a r i a b l e , ( 56.12) c a n be c a s t i n t o 

d 
( 5 6 . 1 3 ) y - A ( — . a -

1

) " c o s ( a x + b ) , 
da 

w h e r e A, b a r b i t r a r y c o n s t a n t s 11856, 3 6 4 - 5 ] . 

T h e p r o c é d u r e f o l l o w e d a b o ve i s f a i r l y c l o s e t o B o o l e ' s f o r 

t h e s o l u t i o n o f t h e EFE ( 4 6 . 3 3 ) . I n d e e d , t h e f a c t o r s ( x D - 1 ) . . . . 

i n ( 5 6 . 1 0 ) s t a n d i n p l a c e o f B o o l e ' s f a c t o r s ( D - l ) . . . , D = d / d 8 , i n 

( 4 6 . 3 6 ) . M o r e o v e r , t h e f o r m ( 5 6 . 1 2 ) i s i d e n t i c a l t o ( 4 6 . 3 7 ) . The 

d i f f é r e n c e l i e s i n t h a t t h e f a c t o r s i n ( 5 6 . 1 2 ) a r e i n t h e r e v e r s e 

o r d e r f r o m t h a t f o l l o w e d i n (46.37)^ a s w e l l a s i n t h e f i n a l sym-

b o l i c f o r m . We o m i t f u r t h e r c l a r i f i c a t i o n s a s s i m i l a r t e c h n i q u e s 

w e r e r e p e a t e d l y u s e d b e f o r e
( 4 >

. 

I t f o l l o w s f r o m ( 5 6 . 1 3 ) , t h a t t h e s o l u t i o n o f t h e EFE i n t h e 

f o r m ( 4 6 . 3 3 ) ( ( 5 6 . 6 ) î o r 

n ( n + l ) 

( 5 6 . 1 4 ) [ D 2 + a
2

 ) y = 0 
x

2 

i s 
d 

( 5 6 . 1 5 ) y = A x ~
n

( — a
- 1

) " c o s ( a x + b ) , 
da 

s i n c e ( 5 6 . 8 ) i s d e d u c e d f r o m (56.14) by means o f t h e t r a n s f o r m 

( 4 2 . 1 4 ) , y = u / x " , i f (56.8) i s c o n s i d e r e d i n u i n s t e a d o f y 11854, 

3 6 5 - 6 ) . W i l l i a m s o n e f f e c t e d f u r t h e r t h e i n t é g r a t i o n o f a w i d e r 

c l a s s o f é q u a t i o n s o f t h e f o r m ( 5 6 . 1 4 ) , n a m e l y o f 

n ( n + l ) 
( 5 6 . 1 6 ) [ D

2

[ f ( x ) u ] - ( a
2

) f ( x ) u ] - 0 ; 
x

2 

t h e a b o v e g i v e s by s o l u t i o n 
A d 

( 5 6 . 1 7 ) u = ( — a -
l

) " c o s ( a x + b ) . 
x " f ( x ) da 

Among h i s e x a m p l e s t h e R i c c a t i é q u a t i o n was i n c l u d e d ( 1 8 5 6 , 3 6 5 -
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369] . 

W i 1 1 i a m s o n ' s c o n c e r n s f o r t h e é q u a t i o n (56.16) a r e v e r y 

c l o s e t o t h o s e d i s p l a y e d b y H a r g r e a v e [1848] a n d C u r t i s [ 1 8 5 4 ] , 

two p a p e r s w h i c h a r e c i t e d i n h i s [ 1 8 5 6 ] . B u t h i s m e t h o d i s 

m a i n l y a n outcome o f h i s s t u d y o f B o o l e [1844] a n d p a r t l y o f t h e 

two paper's m e n t i o n e d a b o v e . I g n o r e d b y h i s c o n t e m p o r a r i e s , he was 

a c k n o w l e d g e d f o r h i s r e s u i t ( 5 6.15) i n G l a i s h e r [ 1 8 8 1 , 8 1 2 ] . 

M o r e o v e r , G l a i s h e r i n c o r p o r a t e d W i l l i a m s o n ' s f o r m u l a 

n ( n + l ) 

( 5 6 . 1 8 ) ( D a -
1

) " - a-"D"
 a

-<n*i>
D
n-i + 

( n - l ) n ( n + l ) ( n + 2 ) 

a
_

< r i + 2
>0 " - 2 -....+ 1,3. . . ( 2 n - l ) a -

( 2

" -
l î

 ( D - a -
1

) 

2.4 

u s e f u l f o r t h e e x p a n s i o n o f ( d / d a . a
- 1

) " i n v o l v e d i n h i s s y m b o l i c 

s o l u t i o n ( 5 6 . 1 7 ) , where D=d/da [ 1 8 5 6 , 3 6 8 ; G l a i s h e r 1 8 8 1 , 8 2 7 ] . 

The EFE (56.14) was f u r t h e r s t u d i e d by D o n k i n i n t h e f o r m 

d
a

u n ( n + l ) 
( 5 6 . 1 9 ) + ( k

2

 ) u - 0 
d x

2

 x
2 

i n h i s p a p e r on t h e L E p u b l i s h e d i n t h e P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c 

t i o n s i n 1 8 5 7 . D o n k i n c l a i m e d t o h a v e i n t r o d u c e d i n t h a t p a p e r a 

s i m p l e method f o r t h e i n t é g r a t i o n o f t h e ^ LE [ s e e 5 . 8 ] . I n a 

f o o t n o t e he i l l u s t r a t e d t h i s method by a p p l y i n g i t t o ( 5 6 . 1 9 ) , 

h o l d i n g t h a t i t c o n t a i n s no n o v e l t y " e x c e p t i n d é t a i l " 

[ 1 8 5 7 , 4 4 , f n ] . 

L e t t i n g D=d/dx, é q u a t i o n (56.19) was w r i t t e n a s 

n n 
( 5 6 . 2 0 ) [ (D )(D+ -) + k

2

] u = 0 . 
x x 

n n n-1 n-1 
S i n c e (D+ -) (D ) - (D ) (D+ ) , he p u t 

X X X X 

n 
( 5 6 . 2 1 ) u = (D ) v 

x 

a n d o p e r a t e d o n ( 5 6 . 2 0 ) , a f t e r t h e s u b s t i t u t i o n , w i t h ( D - n / x ) -
1

. 

I t f o l l o w e d t h a t 

n-1 n-1 n 
(5 6 . 2 2 ) [ (D ) (D+ ) + k

2

] v = (D ) ~
1

0 . 
X X X 

A s s u m i n g t h a t t h e r i g h t - h a n d s i d e o f (56.22) e q u a l s z é r o , a n d 

p u t t i n g 
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n-1 
(56.23) v - (D ) u , 

x 

a n d s o on s u c c e s s i v e l y , he a r r i v e d a t 
n n-1 1 

(5 6 . 2 4 ) u - (D ) ( D - ) (D- — ) z , 
X X X 

w h e r e 

(5 6 . 2 5 ) ( D
2

 + k
2

) z = 0. 

F i n a l l y , by means o f ( 5 6 . 2 4 ) , (56.25) and t h e t h e o r e m ( 4 7 . 2 ) 

- a c c o r d i n g t o w h i c h D - i / x - x
1

D x -
1

 [ f o r ( p ( x ) = i l o g x ] - we o b t a i n t h e 

s o l u t i o n o f (56.19) i n t h e f o r m 

1 

(56.26) u = x"(D-)
n

ÏCi s i n k x + C
z
 c o s k x ] , 

x 

C i , C
2
 a r b i t r a r y c o n s t a n t s [ 1 8 5 7 , 4 4 , f n l . 

D o n k i n , c o n c i s e i n h i s a c c o u n t , m e n t i o n e d t h a t (56.26) a g r é e s 

w i t h B o o l e ' s ( 4 6 . 4 0 ) . L e t us c o n f i r m D o n k i n ' s c l a i m . We showed i n 

4.6 t h a t B o o l e ' s f o r m ( 4 6 . 4 0 ) e q u a l s ( 4 6 . 4 6 ) w h i c h i n D o n k i n
1

 s 

n o t a t i o n i s 

1 cos(kx+C
2
) 

( 5 6 . 2 7 ) u - d x
n + 1

{ - D )
n

 . 

X X 

To show t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n (56.26) and (56.27) i t s u f f i c e s 

t o p r o v e t h a t 

1 1 f ( x ) 
( 5 6 . 2 8 ) x " ( D - )

n

f ( x ) = x " * M - D ) " 

X X X 

w h e r e f ( x ) - c o s t k x + C a ) . I n d e e d we have 

1 f ( x ) 1 1 f ( x ) 1 f ( x ) 
x

n + 1

 (-D)
 n

 = x
n

 (x—D) (—D)
 n _ 1

 = x ^ D t - D ) " -
1

 a n d 

X X X X X X X 

1 1 f ( x ) 
x

r k

( D - ) " f (x) = x ^ D f - D ) " -
1

 , o r (56.28) i s p r o v e d . 

X X X 

I f we change W i l l i a m s o n ' s v a r i a b l e a t o x i n (56.15) we c a n e s -

t a b l i s h t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n h i s and B o o l e ' s s o l u t i o n s [ s e e 

(4) a b o v e ] . D o n k i n ' s s o l u t i o n o f t h e EFE was a l s o i n c o r p o r a t e d i n 

G l a i s h e r [ 1 8 8 1 , 8 1 2 ] . F u r t h e r , D o n k i n ' s f o r m (56.26) f o r t h e c a s e 

o f - k
2

 i n (56.19) was g i v e n i n t h e f o r m o f an u n s o l v e d e x a m p l e i n 

F o r s y t h [ 1 9 1 4 , 205] . 

We now c o n c l u d e o u r s u r v e y w i t h G r a v e s [ 1 8 5 7 a ; s e e 5 . 5 , ( 1 ) ] 
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w h i c h c o n c e r n e d t h e s o l u t i o n o f t h e c l a s s 

n ( n + l ) 

( 5 6 . 2 9 ) [ (D+<p) (D+g)-[ ( n + l ) c r k ] ^ ] y = X ; 

2 

X=X(x) and tp.g.ijj f u n c t i o n s o f x c o n n e c t e d by t h e r e l a t i o n 

( 5 6 . 3 0 ) g ' - <p* = c y -
1

" , 

c c o n s t a n t , n i n t e g e r and r any w h o l e o r f r a c t i o n a l number, and 

a l s o u n d e r t h e c o n d i t i o n 

( 5 6 . 3 1 ) ( — )
 1

 = k i | i - * \ 

k c o n s t a n t ( 1 8 5 7 a , 3 4 - 3 7 ] . 

G r a v e s
1

 s method i s r a t h e r c o n f u s i n g a n d a p p a r e n t l y o f n o t 

a n y i m p a c t . F o r t h i s r e a s o n we s k e t c h i t b r i e f l y c o n c l u d i n g w i t h 

a n i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n . He b a s e d h i s p r o c é d u r e upon t h e 

t h e o r e m 

miy' (m+r)i|/* 

( 5 6 . 3 2 ) (D+<p+ )y
r

 = 41*- (D+cp+ ) , 

w h e r e cp,4i,r a s above and m any w h o l e o r f r a c t i o n a l number, w h i c h 

i s a c a s e o f B o o l e ' s t h e o r e m ( 4 7 . 2 ) . P u t t i n g 

m4J ' 

( 5 6 . 3 3 ) A
m
 - D + <p + 

Y 

he showed t h a t t h e s o l u t i o n o f ( 5 6 . 2 9 ) i s 

( 5 6 . 3 4 ) y - Ao A^ . . . tiL (D+g)-
l

A
n i
- . . . A

2
r A

r
X 

[ 1 8 5 7 a , 3 4 - 5 ] . 

To e x e m p l i f y t h i s t h e o r y he assumed 4 j ( x ) = x
m

. I t f o l l o w e d 

h e n c e f r o m (56.30) a n d (56.31) t h a t 

4*
1

 m 2 c 

( 5 6 . 3 5 ) ( — ) ' = , r = - , k - -m and g-<p = c
x
 < = > . 

4» x
2

 m x 

I n t h i s c a s e (56.29) becomes 

c ( n + 1 ) ( c + n ) 

( 5 6 . 3 6 ) [ (D+cp) (D+<p+Ci ) ] y - X. 
x x

2 

By m a k i n g c=»0, a n d w r i t i n g -m i n p l a c e o f n , (56.36) becomes 
m(m-l) 

( 5 6 . 3 7 ) [ (D+<p) (D+cp+Ci) J y - X 

x
2 

" w h i c h i s é q u i v a l e n t t o a g ê n e r a i s o l u b l e f o r m ( ( 5 6 . 2 ) ] w h i c h 

D r . H a r g r e a v e h a s o b t a i n e d by an e n t i r e l y d i f f e r e n t m e t h o d " 
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[ 1 8 5 7 a . 3 6 ] . T h u s , w h i l e C u r t í s i n t e g r a t e d ( 5 6 . 3 8 ) i n t h e f o r m 

( 5 6 . 2 ) o b t a i n i n g a s r e s u l t ( 5 6 . 7 ) , u n d e r t h e c o n d i t i o n ( 5 6 . 5 ) , 

G r a v e s p r o v i d e d a s s o l u t i o n o f t h e more g e n e r a l e q u a t i o n ( 5 6 . 3 7 ) 

t h e f o r m ( 5 6 . 3 4 ) w h e r e 

m
2

 c 
( 5 6 . 3 8 ) A

m
 - D+cp+ — , D+g = D+íp+Ci , 

X X 

íp an a r b i t r a r y , g i v e n f u n c t i o n . E v i d e n t l y G r a v e s ' s s o l u t i o n i s 

more c o m p l i c a t e d t h a n C u r t i s ' s own as i t i n v o l v e s a d o u b l e number 

o f d i f f e r e n t i a t i o n s . A c c o r d i n g t o Graves^, t h e i n t e r e s t o f h i s p r o -

c e d u r e l a y i n t h e p o s s i b i l i t y t o a p p l y i t f u r t h e r t o t h e L E
C S )

. 

5.7 C a r m i c h a e l ' s d e v e l o p m e n t and d i f f u s i o n o f t h e c a l c u l u s o f 

o p e r a t i o n s : 1 8 51-1855; a new e p i s t e m o l o g i c a l a t t i t u d e . 

R . B . B . C a r m i c h a e l was b o r n i n D u b l i n i n 1 8 2 8 . Awarded a 

s c h o l a r s h i p i n 1 8 4 7 , he g r a d u a t e d f r o m T r i n i t y C o l l e g e i n 1 8 4 9 , 

b e c o m i n g a F e l l o w i n 1 8 5 2 . D e s p i t e h i s s h o r t c a r e e r , w h i c h e n d e d 

w i t h h i s e a r l y d e a t h i n 1 8 6 1 , C a r m i c h a e l p l a y e d a p r o m a n é n t r o l e 

i n t h e h i s t o r y o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . P r i m a r i l y m o t i v a t e d 

by J e l l e t t ' s e l e m e n t a r y t e x t b o o k on t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s 

[ 1 8 5 0 ; 1 . 2 , ( 7 ) ¡ , he o r i e n t a t e d h i s s t u d y t o w a r d s t h e s o l u t i o n o f 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h homogeneous c o e f f i c i e n t s i n 

1 8 5 1 . A f r u i t f u l c o l l a b o r a t i o n w i t h C . C r a v e s an d C u r t í s h e l p e d 

h i m p r o d u c e h i s own s y m b o l i c a l c a l c u l u s s u i t a b l y i n c o r p o r a t e d f o r 

s t u d e n t s i n h i s A t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s [ 1 8 5 5 ] , 

t h e o n l y 1 9
t h

^ c e n t u r y B r i t i s h t e x t b o o k d e v o t e d e x c l u s i v e l y t o 

t h i s s u b j e c t
c l >

. I t was C a r m i c h a e l ' s m e t h o d t h a t f e a t u r e d i n t h e 

b o o k , e n r i c h e d w i t h t h e o r e m s and s u g g e s t i o n s by G r a v e s and C u r 

t í s . He d r e w a d d i t i o n a l l y on M u r p h y , H e r s c h e l and G r e g o r y , and 

i n c l u d e d t h e most i m p o r t a n t r e s u l t s by B r o n w i n , H a r g r e a v e a n d 

D o n k í n . C a r m i c h a e l c o n t r i b u t e d s e v e r a l p a p e r s t o t h e C a m b r i d g e 

a n d D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r n a l , c i t e d h e r e a f t e r a s [ 1 8 5 1 ; 

1 8 5 3 a , b ; 1 8 5 4 ] , and t o t h e P h i 1 o s o p h i c a 1 M a g a z i n e , ' c i t e d a s [1852; 

1 8 5 3 c ; 1 8 5 7 c ] . He f u r t h e r c o n t r i b u t e d i n t h e s o l u t i o n o f t h e LE by 

means o f H a m i l t o n ' s c a l c u l u s o f i m a g i n a r i e s [ s e e 5 . 8 ] . 

The c o r e o f C a r m i c h a e l ' s m e t h o d o l o g y i s c o n c i s e l y p r e s e n t e d 

i n h i s f i r s t p a p e r "On t h e í n d e x symbol o f homogeneous f u n c t i o n s " 

[1851],- t h i s a c c o u n t was s l i g h t l y e n r i c h e d i n h i s s e c o n d p a p e r 
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w h i c h b o r e t h e same t i t l e { 1 8 5 2 ] . The b a s i c i d e a d e v e l o p e d i n 

t h è s e p a p e r s was t o e x t e n d B o o l e ' s o p e r a t o r c a l c u l u s w h i c h was 

b a s e d 3 0 f a r on t h e p r o p e r t i e s o f 

d 
( 5 7 . 1 ) x — o r x D

x
. 

dx 

C a r r a i c h a e l assumed u
m
 t o be an a r b i f r a r y homogeneous f u n c t i o n o f 

t h e m
t h

 d e g r e e b e t w e e n X i x
n
, c l a i m i n g t h a t u

m
 s a t i s f i e s 

d u
m
 dUm 

(57.2) X i +. . . + x
n
 = mu

m
, 

d x i d x
n 

w h e r e d / d x i s t a n d s f o r what we commonly d é n o t e by — . D e f i n i n g 

n e x t t h e " i n d e x s y m b o i " by Dxi 

<T7
 d d 

( 5 7 . 3 ) \ / =
 X l

 + . . . + x „ , 
d x i d x

n 

he c a s t (57.2) i n t o t h e s y m b o i i c f o r m 

(57.4) ^ u
m
 = mu

ra
. 

By i t é r a t i o n i t f o l l o w s e a s i l y f r o m (57.4) t h a t 

( 57.5) f(\7)"m - f ( m ) u « . 

f o r a ny p o l y n o m i a l f u n c t i o n f [ 1 8 5 1 , 2 7 7 - 8 ; 1 8 5 2 , 1 3 0 ; s e e a l s o (2) 

b e l o w ] . 

C a r m i c h a e l o b s e r v e d t h a t t h e t h e o r e m (57.5) i s b u t a n e x t e n 

s i o n o f B o o l e ' s " f u n d a m e n t a l " p r i n c i p l e ( 4 5 . 1 9 ) , 

d 
( 5 7 . 6 ) f ( x — ) x

m

 = f ( m ) x
m

. 
dx 

A c k n o w l e d g i n g B o o 1 e ' s w o r k as b a s e d on (57.6) he p r o p o s e d a n e x 

t e n s i o n o f i t b a s e d o n t h e p r o p e r t i e s o f t h e o p e r a t o r g i v e n 

by ( 5 7 . 3 ) . D r a w i n g t h r o u g h o u t on a n a l o g y , he s o l v e d c e r t a i n 

c l a s s e s o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s by a p p e a l i n g t o t h e 

s o l u t i o n o f t h e c o r r e s p o n d i n g o r d i n a r y o n e s . B e f o r e we s w i t c h t o 

h i s s t u d y o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , l e t us q u o t e t h e m o s t b a s i c 

c o m p o n e n t s o f h i s t h e o r e t i ca1 a p p r o a c h bes i d e s h i s t h e o r e m 

( 5 7 . 5 ) . 

L e t U be "any m i x e d r a t i o n a l f u n c t i o n " o f x , y , . . . . assumed 

u n d e r t h e f o r m 

(57.7) U = u
0
 + ... + u

m
, 

v«ark& 
w h e r e t h e i n d e x i a homogeneous f u n c t i o n o f t h e i

t h 

d e g r e e . T h e n , i n v i r t u e o f (57.5) we h a v e 

(57.8) F(\/).\J = F ( 0 ) u
o
 + ...+ F ( m ) u

m
, 
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f o r any p o l y n o m i a l f u n c t i o n F o f ̂ 7. I t i s h e r e i m p l i e d t h a t F(V) 

i s a d i s t r i b u t i v e o p e r a t o r , a f a c t c a r e f u l l y c l a r i f i e d i n h i s 

t r e a t i s e 11855) a s we s h a l l s e e b e l o w [ i n (4) and t e x t a b o v e 

( 1 4 ) ) . A p a r t i c u l a r c a s e o f t h e t h e o r e m (57.8) i s 

(57 . 9 ) a .U - u
0
 + a u i + ... a

m

u
m
; 

t h u s " t h e o p é r a t i o n o f a^7
 U
p o n t h e m i x e d r a t i o n a l f u n c t i o n U 

c o n v e r t s t h e s e v e r a l v a r i a b l e s x , y , z , ... t h r o u g h o u t i t i n t o 

a x , a y , a z , ..." [ 1 8 5 1 , 278; 1 8 5 2 , 1 3 0 - 1 ] . I n h i s [1 8 5 5 , 14-5] C a r -

m i c h a e l a t t r i b u t e d t h e f o r m u l a (57.9) i n t h e c a s e o f one v a r i a b l e 

t o G r a v e s . 

The n e x t s t e p amounted t o t h e e x t e n s i o n o f B o o l e ' s t h e o r e m 

( 4 5 . 2 0 ) . C l a i m i n g t h a t s i n c e y , z , ... " a r e c o n s t a n t r e l a t i v e t o 

x " , t h e n d /dx, d/dy a r e c o m m u t a t i v e , he d e f i n e d a s 

d
2

 d
2

 d
2 

( 5 7 . 1 0 ) = x
2

 + y
2

 + + 2 x y + 
d x

2

 d y
2

 d x d y 

a n d s o on s y m m e t r i c a l l y f o r 'Ç^3 , He t h e n n o t i c e d 

t h a t C
7

C P
7

- i )
r

 Vz ; VCV-OiV'Z-ï - . o r i n g ê n e r a i 

( 5 7 . 1 1 ) v c v - 0 * ^ 

w h i c h i s an e x t e n s i o n o f ( 4 5 . 2 0 ) , 

( 5 7 . 1 2 ) x D ( x D - l ) ... (xD-n+1) - x"D" 

[ 1 8 5 1 . 2 7 8 - 9 ] <
2

> . 

I n a s i m i l a r manner C a r m i c h a e l e x t e n d e d B o o l e ' s " s e c o n d f u n -

d a m e n t a l p r i n c i p l e " (45.19) 

d d 
(57 . 1 3 ) f ( x — ) x M = x ^ ï t x — +m)u>, 

dx dx 

wh e r e u=u>(x) , t o 

(57 . 1 4 ) F ( V ) - Ô m W - 6
m
F(V+m )W, 

w h e r e 6m a known homogeneous f u n c t i o n o f d e g r e e m and W any f u n c 

t i o n o f n v a r i a b l e s . F u r t h e r ^ H a r g r e a v e ' s t h e o r e m (53.3) w o u l d 

h a v e i t s a n a l o g u e i n 

V u 

( 5 7 . 1 5 ) $(V>-
Uw

 =

 U$(^7)u + *'<V)W + 
1! 

[ 1 8 5 2 , 1 3 6 - 7 ]
( 3

> . 

C a r m i c h a e l showed t h a t g i v e n t h e s o l u t i o n o f 

d°y d
B

y 
( 5 7 . 1 6 ) A x « + B x

8

 + .... = X, 
dx

0 1

 d x
e 

"we c a n a t o n c e w r i t e down t h e s o l u t i o n o f a p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n o f t h e c l a s s r e p r e s e n t e d by" 
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d°z d°z 

(5 7 . 1 7 ) A ( x ° + a x°-
1

y +...) + 
dx<* d x

o t - 1

d y 

d
B

z d
B

z 
+ B ( x

s

 + Bx
B

~
x

y + . . . ) + ... = 9 , 
d x

e

 d x
e _ 1

d y 

where X = X ( x ) , 6 = 6 ( x , y ) , A,B, ... c o n s t a n t s a n d a,B,... p o s i t i v e 

i n t e g e r s , "by s u b s t i t u t i n g f o r e a c h t e r m i n t h e s o l u t i o n " o f 

(57.16) i n w h i c h "an a r b i t r a r v c o n s t a n t i s i n t r o d u c e d , s u c h a s 

CmX
m

, a homogeneous f u n c t i o n o f t h e same d e q r e e , b u t o f a r b i t r a r y 

f o r m i n x a n d y " . He a d d e d t h a t i n a i l c a s e s t h e s o l u t i o n o f t h e 

c o r r e s p o n d i n g c l a s s ( 57.16) i s " f u r n i s h e d by t h e m e t h o d o f 

P r o f e s s b r B o o l e " [185.1,282; s e e a l s o 1 8 5 1 , 2 7 9 - 2 8 0 ; 1852,132-133] . 

D e s p i t e h i s a p p e a l t o B o o l e a t t h a t e a r l y s t a g e , C a r m i c h a e l 

p e r s i s t e n t l y a v o i d e d a n y a p p l i c a t i o n o f t h e s y m b o l i c a l m e thods 

w h i c h f l o u r i s h e d f r o m 1844 o n w a r d s . U s i n g e x c l u s i v e l y t h e 

t h e o r e m s ( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) i n t h e new e x t e n d e d f o r m , he p u t f o r w a r d 

a d i s t i n c t m e t h o d a p p l i c a b l e o n l y t o c e r t a i n c l a s s e s o f é q u a t i o n s 

o f a s y m m e t r i c a l f o r m s u c h as ( 5 7 . 1 6 ) - ( 5 7 . 1 7 ) . As h i s a c c o u n t i s 

t o o c o n c i s e i n t h e p a p e r s c i t e d a b o ve we s w i t c h t o h i s more 

d e t a i l e d p r é s e n t a t i o n i n [1855] f o c u s i n g f i r s t on ( 5 7 . 1 6 ) . 

I n v i r t u e o f t h e o r e m ( 4 7 . 1 2 ) , é q u a t i o n ( 5 7 . 1 6 ) i s s o l v e d 

s y m b o l i c a l l y a s 

1 1 

(57.18) y = X + 0, 
F ( x D ) F ( x D ) 

where D=d/dx a n d F ( x D ) s t a n d s f o r 

(57.19) F ( x D ) = A x D ( x D - l ) . . . ( x D - a + 1 ) + B x D ( x D - 1 ) . . . ( x D - B + 1 ) 

A s s u m i n g n e x t t h a t 

(57.20) X « L+Mx+....+Tx
n

, 

L,M, . . . . c o n s t a n t s , he f o u n d by t h e o r e m (57.6) t h a t 

1 L T x " 
(57.21) X = + . . .+ , 

F ( x D ) F ( 0 ) F ( n ) 

i m p l i c i t y a s s u m i n g t h a t F ( 0 ) , . . . , F ( n ) a r e f 0. 

To d é t e r m i n e t h e s e c o n d t e r m o f t h e s o l u t i o n (57.18) he d i s -

t i n g u i s h e d t h r e e c a s e s f o r t h e r o o t s o f t h e é q u a t i o n 

(57..22J F ( x D ) = 0. 

L e t (57.22) h a v e r e a l , u n e q u a l r o o t s a , b , . . . , i . T hen s i n c e 

( 5 7.23) ( x D - m ) A
m
x

m

 = 0 

f o r any c o n s t a n t A
m
, i t f o l l o w s t h a t 
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N 1 
( 5 7 . 2 4 ) 0 - 0 - C

a
x « . 

xD-a xD-a 
o r , f i n a l l y 

1 
( 5 7 . 2 5 ) 0 = C

Q
x

Ä

 + Ct>x*> + ...+ d x
1

, 

F ( x D ) 

C
e
 C i a r b i t r a r y c o n s t a n t s [ 1 8 5 5 , 2 1 - 2 3 ] . 

F o r t h e c a s e o f p e q u a l r o o t s C a r m i c h a e l u s e d t h e t h e o r e m 

( 5 7 . 2 6 ) ( x D - m j P A ^ d o g x J p -
1

 = 0 , 

p r o v e d i n d u c t i v e l y . I f t h e p e q u a l r o o t s h a v e t h e common v a l u e a , 

t h e n , i n v i r t u e o f (57.26) we have t h a t 

1 
( 5 7 . 2 7 ) 0 = C

0
x

a

( l o g x ) f
>

-
1

+ C ' a X° ( l o g x ) P
l

-
: 2

+ . . .+C
t o
x

b

+. , + C i X
1

, 
F ( x D ) 

w h e r e b i t h e u n e q u a l r o o t s o f ( 5 7 . 2 2 ) . A s i m i l a r n o t a t i o n 

was a p p l i e d t o t h e c a s e o f i m a g i n a r y r o o t s [ 1 8 5 5 , 2 3 - 4 ] . 

On s i m i l a r l i n e s o r d i n a r y é q u a t i o n s w i t h t h e l a s t t e r m i n 

t r i g o n o m e t r i c a l f o r m were t a c k l e d . and s e v e r a l e x a m p l e s f o l l o w e d 

s u c h a s e q u a t i o n 

( 5 7 . 2 8 ) x
2

D * y = a x
m

 + b x " 

w h i c h g i v e s b y s o l u t i o n a c c o r d i n g t o (57.21) a n d (57.25) 

a x
m

 b x " 

( 5 7 . 2 9 ) y - + + Co + CiX ; 
m(m-l) n ( n - l ) 

i t was i m p l i c i t y assumed t h a t m,n a r e d i s t i n c t p o s i t i v e i n t e g e r s 

> 2 [ 1 8 5 5 , 2 4 - 2 6 ] . 

C o m p a r i n g C a r m i c h a e l ' s t r e a t m e n t w i t h G r e g o r y ' s own f o r 

l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s 

[ ( 4 4 . 1 6 ) - ( 4 4 . 1 9 ) ] we p e r c e i v e a g r e a t s i m i l a r i t y . I n d e e d , C a r -

m i c h a e 1 a t t r i b u t e d t h e "gerrn o f t h i s m e t h o d " t o 

G r e g o r y [1841] a d d i n g "That i t was n e v e r m a t u r e d seems t o h a v e 

b e e n due t o t h e c i r c u m s t a n c e s t h a t t h e d i s t r i b u t i v e c h a r a c t e r o f 

i n v e r s e f u n c t i o n s was n o t t h e n r e c o g n i z e d , a n d c o n s e q u e n t l y t h e 

m e t h o d was o n l y a p p l i e d t o t h e c a s e i n w h i c h t h e r i g h t - h a n d mem-

b e r [ o f ( 5 7 . 1 6 ) ] c o n s i s t s o f b u t a s i n g l e t e r m " [ 1 8 5 5 , 25]<*>. 

On s i m i l a r l i n e s he t a c k l e d t h e • c o r r e s p o n d i n g p a r t i a l d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n (57.17) c a s t i n t o t h e f o r m 

( 5 7 . 3 0 ) F ( ^ 7 ) z = 9 . 

The s o l u t i o n o f (57.30) i s s y m b o l i c a l l y e x p r e s s e d i n t h e f o r m 

( 5 7 . 1 8 ) w h e r e xD i s now r e p l a c e d by a f t e r u s i n g t h e o r e m 

( 5 7 . 1 1 ) . I f 6 s t a n d s f o r t h e f u n c t i o n U g i v e n by ( 5 7 . 7 ) , t h e n v i a 
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t h e o r e m ( 5 7 . 8 ) we ha v e t h a t 

1 Uo U i Um 
( 5 7 . 3 1 ) 6= + +. . .+ 

F t Ç
7

) F £ 0 ) F ( l ) F (m) 

i n a n a l o g y w i t h . ( 5 7 . 2 1 ) , t h e i n d e x i i n U i a l w a y s i m p l y i n g 

h o m o g e n e i t y o f o r d e r i . On s i m i l a r l i n e s , t h e a n a l o g u e s o f 

(57 . 2 5 ) and (5 7 . 2 7 ) a r e 

(57 . 3 2 ) u
p
 + u

n
 + 

and 

(57 . 33) u
m
( l o g x + l o g y )

 K

"
1

+ u
m
( l o g x + l o g y ) . . . +(j

n
+u

p
+ . . . . 

r e s p e c t i v e l y , w h e r e n , p . . . t h e d i s t i n c t r o o t s o f F ( ^ ) = 0 , and m 

t h e common v a l u e o f t h e K e q u a l r o o t s [ 1 8 5 5 , 3 4 - 3 7 ; 1 8 5 1 , 2 8 0 ; 1 8 5 2 , 

1 3 3 ] . 

D r a w i n g o n G r e g o r y ' s E x a m p l e s , C a r m i c h a e l s o l v e d numerous 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s f r o m t h a t b ook i n a more d i r e c t 

a n d c o n c i s e s y m b o l i c a l way. T a k e , f o r e x a m p l e , 

d
2

z d
2

z d
2

z 
(57.34) x

2

 + 2 x y + y
2

 = 6
m
 + B

n
. 

d x
2

 d x d y d y
2 

C o n v e r t i n g i t i n t o t h e f o r m ( 5 7 . 3 0 ) , 

( 57.35) V ( S7-D-Z = 6
m
 + Ô n , 

we o b t a i n by means o f (57.31) and (57.32) t h e s o l u t i o n 

( 5 7 . 3 6 ) z = + + u
0
 + U i . 

m(m-l) n ( n - l ) 
S i m i l a r l y 

x y 
(57.37) xD

x
<j + yD

y
u) + z D

z
u - au = — 

z 
g i v e s b y s o l u t i o n 

1 x y 
(57.38) tu = +• u « 

1—a z 

[1851,280-1,-1852,134;1855,40; compare w i t h G r e g o r y 1 8 4 6 , 3 6 4 - 5 ] . 

A new m e t h o d was i n t r o d u c e d b y C a r m i c h a e l i n h i s p a p e r 

"Remarks on i n t é g r a t i o n " ( 1 8 5 4 ] ^ r e p r o d u c e d i n t h e 5
t n

 c h a p t e r o f 

h i s t r e a t i s e [ 1 8 5 5 ] . I t i n v o l v e d o r d i n a r y é q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 5 7 . 3 9 ) F ( x D ) y + Mx"V = X 

and t h e i r c o r r e s p o n d i n g p a r t i a l o n e s 

(57.40) F ( V ) z + 6
m
z = W. 

where D=D
X
, M c o n s t a n t , X = X ( x ) , W=W(x,y) and 6

r a
 a g i v e n 

homogeneous f u n c t i o n i n x and y o f t h e m
cï

* d e g r e e . I n b r i e f , t h e 

me t h o d p r o p o s e d c o n s i s t e d o f d i v i s i o n o f (57.39) by F ( x D ) , c o n -
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s e q u e n t d i v i s i o n by ( l - M x ' V F ( x D ) ) and f i n a l l y o f e x p a n s i o n o f 

t h e l a t t e r f a c t o r i n s é r i e s . T h i s m e t h o d , a s a p p l i e d t o o r d i n a r y 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s o f t h e f o r m (57.39) ( o r ( 5 5 . 5 3 ) ) was i n i 

t i a l l y s u g g e s t e d by G r a v e s i n 1847 ( C a r m i c h a e l 1 8 5 4 , 2 3 0 ] . 

C a r m i c h a e l ' s o r i g i n a l i t y l a y i n e x t e n d i n g t h e s o l u t i o n o f (57.39) 

t o t h a t o f ( 5 7 . 4 0 ) . 

We w i l l i l l u s t r a t e t h i s new m e t h o d w i t h an e x a m p l e . E q u a t i o n 

(57.410 x D
2

y + Dy + y = 0 

i s c o n v e r t e d i n t o t h e f o r m 

( 5 7 . 4 2 ) ( x D )
2

y + x y = 0 . 

D i v i d i n g b o t h s i d e s by ( x D )
2

 and n e x t by ( 1 + ( 1 / ( x D )
2

) x ) 

we a r r i v e , a f t e r e x p a n s i o n o f t h e l a t t e r f a c t o r i n s é r i e s , a t 

1 1 1 

( 5 7 . 4 3 ) y = (1 x + x x - . . . . ] ( d l o g x + Ca) . 
(x'D)

2

 ( x D )
2

 ( x D )
2 

A c c o r d i n g t o t h e o r e m (57.13) we h a v e 

1 1 1 
x ° x and f u r t h e r l o g x = ( l o g x - 2 ) 

( x D )
2

 ( 1 + x D )
2

 ( 1 + x D )
2 

a n d s o o n . T h u s , (57.43) a c q u i r e s f i n a l l y t h e f o r m 

x x
2

 1 1 1 1 

( 5 7 . 4 4 ) y - ( C i l o g x + C
2
) [1 + . . . ) + 2 C

1
[ — x (-+-)x

2

+...] 
I

2

 1
2

. 2
2

 l
2

 1
2

. 2
2

 1 2 

[ 1 8 5 4 . 230; 1855, 53-54)<=>. 

I n a n a l o g y w i t h (57.41) he i n t e g r a t e d t h e p a r t i a l d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n 

( 5 7 . 4 5 ) V ( ^ - l ) z + Vz + 6
m
z = 0, 

r e a d i l y r e d u c e d t o t h e f o r m 

( 5 7 . 4 6 ) V
2

z + 9
m
z = 0 

w h i c h c o r r e s p o n d s t o ( 5 7 . 4 2 ) . The s o l u t i o n o f (57.46) i s i n a n a l 

o g y w i t h ( 5 7 . 4 3 ) 

1 1 1 l o g x + l o g y 

( 5 7 . 4 7 ) z= ( i em+ e m e
m
- . . . ) ( u

0
 +u

D
) , 

y* v
z v* 

p r o p e r l y r e s t o r e d i n n o n - s y m b o l i c a l f o r m [1854,231 ; s e e ( 5 ) a b o v e ] . 

C a r m i c h a e l c l a i m e d i n h i s t é x t b o o k t h a t t h e s t u d e n t " w i l l 

f i n d no d i f f i c u l t y i n a p p l y i n g t h i s m e t h o d " t o s p e c i f i c c a s e s o f 

( 5 7 . 3 9 ) , s u c h as t o t h e EFE i n t h e f o r m ( 4 2 . 2 0 ) . He p r o v i d e d t h e 

s o l u t i o n o f t h e l a t t e r é q u a t i o n i n s é r i e s f o r m a d d i n g . h o w e v e r , 

t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t ' . 

I t must be allowed t h a t although, i n the method of intégration we 
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put forward, no mathematical a r t i f i c e i s employed, and although the 

r e s u l t appears t o be obtained i n the most d i r e c t manner, yet the 

u l t i m a t e r e d u c t i o n of the s o l u t i o n t o i t s most compact form o f t e n 

demands c o n s i d e r a b l e a n a l y t i c a l s k i l l
( e )

. 

D r a w i n g on h i s [ 1 8 5 3 a , b ] . C a r m i c h a e l d e v o t e d c h a p t e r 7 o f 

h i s t r e a t i s e t o t h e i n t e r p r e t a t i o n o f c o m p l i c a t e d s y m b o l i c 

f o r m s . A b a s i c c o n c e r n was t h e e v a l u a t i o n o f t h e q u a n t i t y 

( 5 7 . 4 8 ) e ^ ' W " f C x . y . z . . . . ) . 

B a s e d o n G r a v e s ' s w o r k , he showed t h a t (57.48) s t a n d s f o r 

( 5 7 . 4 9 ) f [ S - M S - i x + l ) , I'-MWy+l) J 

w h e r e $ ( x ) = J dx/<p(x) and s o on [ 1 8 5 3 b , 166-7; 1 8 5 5 . 9 3 - 4 ] . T h e r e 

f o l l o w e d a p p l i c a t i o n s o f (57.49) f o r s p e c i f i c v a l u e s o f tp(x) , . . . 

t o g e t h e r w i t h t h e p r o o f o f 

( 5 7 . 5 0 ) e
e

^ F ( U ) = F ( e
e

V i j ) , 

w h e r e 6,U any f u n c t i o n s o f x , y , z , . . . a n d F a p o l y n o m i a l f u n c t i o n , 

a t h e o r e m w h i c h f a c i l i t a t e s t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e q u a n t i t y 

( 5 7 . 4 8 ) [ 1 8 5 3 a , 8 2 ; 1853b,168-9; 1 8 5 5 , 9 6 - 9 8 ] <
7

> . 

A g a i n a f t e r G r a v e s ' s work [see 5 . 5 , ( 1 ) ] , C a r m i c h a e l d e v o t e d 

t h e n e x t c h a p t e r t o a p p l i c a t i o n s o f s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n s o f t h e 

f o r m (57.48) t o a n a l y t i c a l g e o m e t r y . F o r e x a m p l e , l e t t h e e q u a 

t i o n o f a p l a n e c u r v e i n r e c t a n g u l a r c o o r d i n a t e s be 

( 57.51) F ( x , y ) - 0. 

I t was shown t h a t t h e o p e r a t i o n o f t h e s y m b o l 

( 5 7 . 5 2 ) e ^ - ^
1 

upon F ( x , y ) " i s e q u i v a l e n t t o t h e r o t a t i o n o f t h e c u r v e i n i t s 

p l a n e t h r o u g h a n a n g l e w r o u n d an a x i s p a s s i n g t h r o u g h t h e o r i g i n 

and p e r p e n d i c u l a r t o t h e p l a n e " [ 1 8 5 5 , 1 0 6 ] , 

C a r m i c h a e l a l s o c o n t r i b u t e d i n t h e s o l u t i o n o f s y s t e m s o f 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , as w e l l as i n t h e e v a l u a t i o n o f d e f i n i t e 

i n t e g r a l s [ 1 8 5 5 , c h a p . 6 ] . He f u r t h e r i n c o r p o r a t e d B r o n w i n ' s f o r 

m u l a e ( 5 2 . 4 6 ) - ( 5 2 . 4 7 ) [ 1 8 5 5 , 8 8 ] , D o n k i n ' s t h e o r e m s { 5 5 . 2 ) . ( 5 5 . 1 3 ) 

[ 1 8 5 5 , 1 3 3 - 5 ] , L a g r a n g e ' s and H e r s c h e l ' s t h e o r e m s ( 2 3 . 1 6 ) , ( 2 3 . 1 8 ) 

[ 1 8 5 5 , 1 3 9 - 1 5 2 ] t o g e t h e r w i t h a p p l i c a t i o n s o f t h e l a t t e r two 

t h e o r e m s t o f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s i n a f o r m a n a l o g o u s t o 

( 5 7 . 1 8 ) . 

I n h i s t e x t b o o k C a r m i c h a e l a c k n o w l e d g e d a l l h i s p r e d e c e s s o r s 

and c o n t e m p o r a r i e s who c o n t r i b u t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s [ 1 8 5 5 ; i x - x ; 7 ] i n c l u d i n g i n due p l a c e t h e m o s t 
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i m p o r t a n t r e s u l t s o f t h e i r w o r k . H o w e v e r , t h e t o t a l a b s e n c e o f 

any h i n t t o B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d o f a n a l y s i s i s n o t i c e a b l e . I n 

h i s r e v i e w o f C a r m i c h a e l [ 1 8 5 5 ] , R u s s e l l p o i n t e d o u t t h e o m i s s i o n 

o f B o o l e ' s s t u d y o f t h e b i n o m i a l é q u a t i o n (46.1) a n d o f t h e 

d e v e l o p m e n t o f f ( n + p ) [ s e e 4.6-4.7] among t h e weak p o i n t s o f t h e 

t r e a t i s e ; h owever^he c o n c l u d e d t h a t "On t h e w h o l e , we 

t h i n k t h i s t r e a t i s e w i l l p r o v e u s e f u l t o t h e s t u d e n t s " [ R u s s e 11 

1 8 5 7 b , 1 8 2 - 3 ] . 

C o n t r a r y t o most o f t h e mid-19
f c

> Century B r i t i s h a n a l y s t s 

m e n t i o n e d s o f a r , C a r m i c h a e l f a v o u r e d G r e g o r y ' s m e t h o d s ^ e x c l u d i n g 

t h o s e a d v o c a t e d by B o o l e i n 1 8 4 4 . To a g r e a t e x t e n t t h e r e a s o n s 

why he a v o i d e d B o o l e ' s t r e a t m e n t o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s c a n be 

s e e n i n t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t w h i c h f i r s t a p p e a r e d i n h i s 

[ 1 8 5 4 , 2 2 7 ] ; 

I t i s proposed, i n the f o l l o w i n g paper, t o o f f e r some p r a c t i c a l 

remarks upon the s u b j e c t of intégration, more e s p e c i a l l y i n 

référence t o three c a p i t a l d e f e c t s under which many of the methods 

i n common use appear t o me t o labour. The f i r s t d e f e c t i n the 

methods, t o which a l l u s i o n i s made, i s t h e i r extremely a r t i f i c i a l 

c h a r a c t e r , which occasions much embarrassaient t o the student a t 

f i r s t , and considérable d i f f i c u l t y i n h i s e f f o r t t o r e t a i n them. 

The second great defect i n thèse methods i s , t h a t they seem w h o l l y 

u n s u s c e p t i b l e of u s e f u l gêneralization. The t h i r d d e f e c t i s l e s s 

common, and c o n s i s t s i n t h i s , t h a t some of the processes employed 

are c i r c u i t o u s , terms being introduced which subséquent opérations 

cause t o disappear. The method here put forward appears t o be f r e e 

from thèse d e f e c t s , and, i n so f a r as i t i s c a l c u l a t e d t o reduce 

and s i m p l i f y the labours of the student, a p r a c t i c a l g o o d
< e )

. 

I n i l l u s t r a t i o n t h e r e f o l l o w e d t h e s o l u t i o n o f é q u a t i o n 

( 5 7 . 4 1 ) d r a w n f r o m G r e g o r y ' s E x a m p l e s [ 1 8 4 1 ] . " I n q u o t i n g f r o m 

t h e m a n u a l j u s t named", w r o t e C a r m i c h a e l , " I w o u l d d é s i r e t o 

e x p r e s s a s e n s é o f i t s g ê n e r a i m e r i t as w e l l a s p e r s o n a l o b l i g a 

t i o n t o i t s s t u d y " [ 1 8 5 4 , 2 2 8 ] . He c o n c l u d e d h i s a c c o u n t w i t h a 

q u o t a t i o n f r o m G r e g o r y [ 1 8 4 1 , 314] i n c o n n e c t i o n w i t h t h e 

t r a n s c e n d e n t s i n v o l v e d i n t h e s o l u t i o n o f ( 5 7 . 4 1 ) , ( 5 7 . 4 4 ) . " I t 

w o u l d a p p e a r t h e n , t h a t b e f o r e we a r e a b l e t o make any f u r t h e r 

p r o g r e s s i n t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , we must 

c r é a t e new t r a n s c e n d e n t s i n . t h e same way as t h e o r d i n a r y 

t r a n s c e n d e n t s e**, c o s x . l o g x , ...have been c r e a t e d ; we must s t u d y 
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t h e i r p r o p e r t i e s , and e n d e a v o u r t o e x p r e s s t h e i n t e g r a l s o f d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n s by means o f them" [ 1 8 5 4 , 232-3; 1 8 5 5 , 5 9 3 . 

I n c o n n e c t i o n w i t h C a r m i c h a e l ' s c r i t i c a l a p p r o a c h t o w a r d s 

t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , we w o u l d s a y t h a t i n most c a s e s t h e 

m e t h o d s p r o p o s e d were l a r g e l y d e v o i d o f t h e " t h r e e c a p i t a l 

d e f e c t s " he h a d p o i n t e d o u t . H o w e v e r , on one h a n d he h a d b e e n t o o 

s e l e c t i v e i n t h e c l a s s e s o f e q u a t i o n s u n d e r s t u d y , a n d on t h e 

o t h e r h a n d h i s s t u d y o f e q u a t i o n s o f t h e f o r m (57.39) i n v o l v e d a 

new m e t h o d w h i c h was h a r d l y s i m p l e o r s u s c e p t i b l e t o g e n e r a l i z a 

t i o n . T a k e f o r exampl e t h e E F E ^ w h i c h C a r m i c h a e l s t u d i e d s o l e l y i n 

t h e o r d i n a r y f o r m (42.20) [ s e e 4 . 2 , ( 1 ) ] . E m p l o y i n g a m e t h o d s u g 

g e s t e d by C u r t i s , he showed how t h e s e r i e s - s o l u t i o n c a n be c a s t 

i n t o t h e known f i n i t e f o r m ( 4 2 . 2 4 ) [ 1 8 5 5 , 5 7 - 8 ; s e e a l s o ( 5 ) , ( 6 ) 

a b o v e ] . I n t h i s r e s p e c t , C a r m i c h a e l h a r d l y e f f e c t e d a ny i m p r o v e 

ment o v e r E l l i s [ 1 8 4 1 a ] . M o r e o v e r , c o n t r a r y t o E l l i s ' s s e r i e s 

m e t h o d , C a r m i c h a e l ' s own method i s n o t s u s c e p t i b l e t o g e n e r a l i 

z a t i o n ; h a d i t h a d been ,he w o u l d h a v e i n c l u d e d t h e g e n e r a l f o r m 

o f t h e EFE (42.13) o r (46.33) ( s e e 4 . 3 ; 4 . 6 ] . 

A n o t h e r m i n o r r e m a r k a p p l i e s t o h i s a d v o c a t i o n o f G r e g o r y ' s 

v i e w s on t h e n e c e s s i t y o f new t r a n s c e n d e n t s , an outcome o f h i s 

new m e t h o d , w h i c h c o i n c i d e s w i t h De M o r g a n ' s own v i e w s on t h i s 

n e c e s s i t y i n t h e d e v e l o p m e n t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s i n 1836 

[ p a s s a g e b e l o w ( 3 7 . 7 9 ) ] . B u t a more r e m a r k a b l e s i m i l a r i t y b e t w e e n 

C a r m i c h a e l ' s a n d De M o r g a n ' s e p i s t e m o l o g i c a l a p p r o a c h i s r e v e a l e d 

i n t h e i r common e m p h a s i s on t h e i n d i s p e n s a b i 1 i t y o f s y m m e t r y . 

C a r m i c h a e l w r o t e i n [1853b,166] 

When the questions [equations] t o be i n v e s t i g a t e d have a symmetri

c a l c h a r a c t e r [form], not o n l y should the r e s u l t s be symmetrical, 

t u t symmetrical methods should be employed f o r t h e i r d e d u c t i o n . A 

regard t o t h i s l a t t e r point might p o s s i b l y have not only precluded 

some e r r o r s and many incomplete r e s u l t s , but a l s o led the way t o 

the d i s c o v e r y of higher and more elegant methods of a n a l y s i s
1 9 1

. 

T h i s p a s s a g e , s t r e s s e d a g a i n i n h i s t r e a t i s e [ 1 8 5 5 , 4 ] , i s a l m o s t 

i d e n t i c a l l y g i v e n i n De Mo r g a n [ 1 8 3 6 ; 3 . 6 , ( 1 0 ) ] . 

- The g e n e r a l a p p e a l t o symmetry i n method a n d n o t a t i o n 

o r i g i n a t e d i n L a g r a n g e [ 1 . 1 , 1 . 2 ] , r e v i v e d by F r e n c h s e m i o t i c 

p h i l o s o p h e r s [ 1 . 8 ] a n d was f i r s t p r a c t i s e d i n E n g l a n d by Babbage 

a n d H e r s c h e l [ 2 . 8 - 2 . 9 ] . De M o r g a n was t h e n e x t t o s t r e s s i t s 

n e c e s s i t y i n t h e r e a l m s o f h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f f u n c t i o n s 
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( 3 . 6 } , b u t o n l y i n C a r m i c h a e l ' s work do we p e r c e i v e s u c h an o b -

s e s s i o n a l c o n c e r n w i t h t h i s p r o p e r t y o f s y m b o l s
í l o >

. E l e g a n c e and 

b r e v i t y i n n o t a t i o n u e r e i n d e e d among t h e c o n c e r n s o f t h e c u l -

t í v a t o r s o f o p e r a t o r m e thods f r o m G r e a t h e e d o n w a r d s [see ( 4 2 . 1 3 ) ; 

5.1] b u t o f t h e a n a l y s t s m e n t i o n e d s o f a r o n l y C a r m i c h a e l 

s e l e c t e d t h e m a t e r i a l u n d e r s t u d y t o p e r m i t s y m m e t r i c a l t r e a t -

m e n t . C o u l d i t h a d b een De M o r g a n who i n f l u e n c e d C a r m i c h a e l i n 

t h a t d i r e c t i o n ? 

As we s h a l l s e e i n 5.10, t h e work o f b o t h De M o r g a n and 

G r e g o r y p l a y e d an i m p o r t a n t r o l e i n t h e w i d e r s y m b o l i c a l a p p r o a c h 

o f m i d - 19*** c e n t u r y m a t h e m a t i c i a n s . H o w e v e r , t h o u g h G r e g o r y ' s 

w o r k was w o r s h i p p e d by C a r m i c h a e l f r o m 1854 o n w a r d s , we nave no 

e v i d e n c e w h a t s o e v e r on any a l l e g e d i m p a c t o f De M o r g a n ' s own, a s 

h i s ñ a m e i s o m i t t e d by C a r m i c h a e l . We n a v e f u l 1 e v i d e n c e t h o u g h 

o f t h e i n f l u e n c e o f G r a v e s ' s work and o f H a m í l t o n ' s c a l c u l u s o f 

i m a g i n a r l e s i n C a r m i c h a e l ' s s t u d y o f e x p o n e n t i a l o p e r a t o r s a n d 

t h e s o l u t i o n o f t h e L E r e s p e c t i v e l y - t h e l a t t e r t o be s t u d i e d i n 

5.8. T h e w o r k o f b o t h t h e s e a n a l y s t s was s t r o n g l y c h a r a c t e r i z e d 

b y s y m m e t r y o f e x p r e s s i o n and s t r u c t u r e r e s p e c t i v e l y 

[ 5 . 5 , ( 5 ) ; 5 . 8 ] . I t i s q u i t e p r o b a b l e t h a t C a r m i c h a e l b o r r o w e d 

H a m i l t o n ' s s y m b o l < í d e f i n e d by 

d d d 
( 5 7 . 5 3 ) i — + j — + k — = <J 

dx dy d z 

i n 1 8 4 6
( l l í

. 

M o r e o v e r we c a n n o t i g n o r e a p r o b a b l e i n f l u e n c e f r o m t h e new 

E n g l i s h a l g e b r a i s t s , C a y l e y , S y l v e s t e r a n d S p o t t i s w o o d e whose 

c o n c e r n f o r e l e g a n c e and symmetry o f f o r m s i s e v i d e n t t h r o u g h o u t 

t h e i r t h e o r y o f i n v a r i a n t s and d e t e r m i n a n t s w h i c h f l o u r i s h e d s o o n 

a f t e r C a r m i c h a e l ' s g r a d u a t i o n i n 1849. C a r m i c h a e l m i g h t ha d a l s o 

b e e n a w a r e o f S p o t t i s w o o d e
1

s t r e a t i s e on d e t e r m i n a n t s [1851] 

d e s c r i b e d a s " t h e i n c a r n a t i o n o f s y m m e t r y " [ R i x 1 8 9 8 ; 5 . 9 , ( 1 ) ] . 

The s y m b o l Vfeat u r e s i n t h a t work d e n o t i n g a d e t e r m i n a n t [ 1 8 5 1 , 

7]
 /
 a s w e l l a s i n C a y l e y ' s p e r - t i n e n t p a p e r s i n t h e l a t e 1 8 4 0 ' s . 

C a r m i c h a e l d e f i n i t e l y knew S y l v e s t e r ' s p a p e r "On c e r t a i n g e n e r a l 

p r o p e r t i e s o f homogeneous f u n c t i o n s " [1851] p u b l i s h e d i n t h e 

C a m b r i d g e and D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r n a l n i n e months b e f o r e 

C a r m i c h a e l ' s f i r s t p a p e r [ 1 8 5 1 ] . D i s t i n g u i s h i n g t h e o b j e c t o f h i s 

r e s e a r c h f r o m S y l v e s t e r ' s own, C a r m i c h a e l m e n t i o n e d t h a t t h e p a r -

t i a l d i f f e r e n t i a 1 o p e r a t o r (57.3) was a p p l i e d i n S y l v e s t e r ' s 
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p a p e r [ s e e C a r m i c h a e l 1 8 5 2 , 1 2 9 . f n ] . F u r t h e r , C a r m i c h a e l was t o 

r e f e r i n h i s t r e a t i s e [ 1 8 5 5 , 7 , 1 2 3 - 4 ] t o t h e a p p l i c a t i o n o f t h e 

c a l c u l u s o f o p e r a t o r s i n t h e " c a l c u l u s o f f o r m s " [ t h e o r y o f 

i n v a r i a n t s ] and a n a l y t i c g e o m e t r y by B o o l e , S y l v e s t e r a n d S a l m o n 

f o r a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n o n t h e u t i 1 i t y o f d i f f e r e n t i a 1 

o p e r a t o r s
c 1 2 5

. 

T h u s C a r m i c h a e l h a d p r e t t y g o o d k n o w l e d g e o f t h e w o r k o f h i s 

p r e d e c e s s o r s and c o n t e m p o r a r i e s e a r l y i n t h e 1 8 5 0 ' s . B u t a s he 

s t r e s s e d i n [ 1 8 5 5 , i x ] i t was J e l l e t t t h e one t o m o t i v a t e h i s 

" i n d e p e n d e n t and o r i g i n a l i n v e s t i g a t i o n " a s i n i t i a l l y i n t r o d u c e d 

i n h i s f i r s t p a p e r . I n h i s A t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f v a r i a ^ 

t i o n s [ 1 8 5 0 ; 1 . 2 , ( 7 ) ] , J e l l e t t d e a l t w i t h p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s w i t h homogeneous c o e f f i c i e n t s i n t h e c h a p t e r "On maxima 

a n d m i n i m a o f f u n c t i o n s o f two o r more i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s " 

[ 1 8 5 0 , 2 5 3 - 6 2 ] . I n s t a n c e s f r o m t h i s c h a p t e r were r e f e r r e d t o i n 

C a r m i c h a e l [ 1 8 5 1 , 2 8 0 , f n ; 1 8 5 3 , 1 4 3 , f n
;
1 8 5 5 , 3 8 - 4 0 ] . D e v o i d o f sym

b o l i c a l m e t h o d s , J e l l e t t ' s c h a p t e r g a v e n o t t h e t o o l s b u t t h e 

i d e a o f an i n t e r e s t i n g a r e a o f r e s e a r c h . I t s h o u l d be m e n t i o n e d 

t h o u g h , t h a t J e l l e t t i n c l u d e d some N o t e s [ 1 8 5 0 , 3 5 5 - 3 6 2 ] w h e r e he 

d i d a p p l y o p e r a t o r m e t h o d s , a f a c t " u n n o t i c e d by most w r i t e r s o n 

t h e c a l c u l u s " [ G r e e r 1 8661327] <
Ł 3 >

 . 

C a r m i c h a e l ' s work was s o o n t a k e n up by S p o t t i s w o o d e a n d C u r 

t i s i n 1853-1854 and f u r t h e r s t u d i e d by G r e e r i n t h e 1 8 6 0 ' s [ s e e 

5 . 9 ] . Nowadays C a r m i c h a e l i s m o s t l y known f o r h i s t e x t b o o k 

[ 1 8 5 5 ; s e e (1) a b o v e ] a s h i s a c t u a l m e t h o d p r o p o s e d i s r e g a r d e d a s 

" n o t p a r t i c u l a r l y s i g n i f i c a n t w i t h r e s p e c t t o t h e d e v e l o p m e n t o f 

g e n e r a l t h e o r i e s " [ K o p p e l m a n 1 9 7 1 , 2 0 5 - 6 ] . P o s t p o n i n g an o v e r a 1 1 

c r i t i c a l r e v i e w o f t h e g e n e r a l s t a t e o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a 

t i o n s - i n c l u d i n g C a r m i c h a e l ' s r o l e - t o 5.10, we c o n c l u d e o u r s t u d y 

w i t h a few r e m a r k s on t h e m e r i t s o f h i s t e x t b o o k w h i c h seem t o 

h a v e e s c a p e d t h e n o t i c e o f r e c e n t s t u d i e s . 

The most i n t e r e s t i n g a s p e c t o f C a r m i c h a e l ' s t e x t b o o k was i t s 

p a r a l l e l c o n c e r n f o r f o u n d a t i o n s and a p p l i c a t i o n s . C r i t i c a l , a s 

we saw i n (8) a b o v e , C a r m i c h a e l p o i n t e d o u t t h a t t h e n e g l e c t o f 

t h e s t u d y o f i n v e r s e f u n c t i o n s h a d c o n t r i b u t e d " t o t h e r e t a r d a 

t i o n o f t h e C a l c u l u s o f O p e r a t i o n s a s w e l l i n i t s t h e o r y a s i n 

i t s p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s " [ 1 8 5 5 , 2 - 5 ] . He was t h e o v i U j 

t e x t b o o k w r i t e r t o d e v o t e a c h a p t e r on M u r p h y ' s s t u d y o f i n v e r s e 

o p e r a t i o n s , r e p r o d u c i n g t h e l a t t e r
1

 s t h e o r e m s ( 3 3 . 2 1 ) , ( 3 3 . 2 2 ) 

a n d (33.38) [ 1 8 5 5 , c h a p . 2 ] . A f t e r B o o l e and G r a v e s he a l s o d e a l t 
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w i t h t h e i n t r i c a t e m a t t e r o f t h e i n t e r p r é t a t i o n o f s y m b o l i c f o r m s 

[ 1 8 5 5 , 2 - 5 ; c h a p t . 7 ]
;
 d e v o t i n g c o n s e q u e n t l y c h a p t e r 8 t o t h e a p 

p l i c a t i o n s o f s u c h f o r m s t o a n a l y t i c g e o m e t r y
(

, F i n a l l y c h a p -

t e r s 9-10 and t h r e e a p p e n d i c e s were d e v o t e d t o a p p l i c a t i o n s o f 

t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s t o t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n t é g r a l c a l -

c u l u s , t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s , t h e c a l c u l u s o f v a r i a 

t i o n s , t h e r e c t i f i c a t i o n o f c u r v e s and t o d e f i n i t e i n t é g r a i s 

r e s p e c t i v e l y . 

W i t h t h e n o t i c e a b l e o m i s s i o n o f B o o l e ' s g ê n e r a i ' s m e t h o d , 

C a r m i c h a e l ' s book was t h e r i c h e s t s o u r c e a v a i l a b l e on t h e c u r r e n t 

t h e o r y and a p p l i c a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , h i s s o l u 

t i o n o f Systems o f é q u a t i o n s and t h e t h e o r e m (57.50) b e i n g h i s 

m o s t o r i g i n a l and u s e f u l o f h i s own r e s u l t s ( R u s s e l l 1 8 5 7 b , 1 8 1 -

2 ) . I t s h o u l d be added t h a t h i s s o l u t i o n o f t h e p a r t i a l d i f f e r e n 

t i a l é q u a t i o n (55.17) a t t r a c t e d t h e i n t e r e s t o f B o o l e who i n c o r -

p o r a t e d i n h i s t r e a t i s e [ 1 8 77,403-6] a g ê n e r a i i z a t i o n o f i t . 

5.8 The L a p l a c e é q u a t i o n t r e a t e d by s y m b o l i c a l m e t h o d s : 1846-

1 8 5 7 . 

Up t o 1841 t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s ( 1 3 . 6 ) 

- h e r e j ^ a f t e r c i t e d a s L E - was o n l y a p p r o x i m a t e l y i n t e g r a t e d i n 

s é r i e s f o r m [ 1. 3; 3. 2 ,-4 . 8] . I t was f i r s t s o l v e d i n f i n i t e f o r m by 

H a r g r e a v e i n h i s p a p e r "On t h e c a l c u l a t i o n o f a t t r a c t i o n s , a n d 

t h e f i g u r e o f t h e e a r t h " [1841] p u b l i s h e d i n t h e P h i l o s o p h i c a l 

T r a n s a c t i o n s
( x >

. H a r g r e a v e ' s " o r i g i n a l a n d most i n g e n i o u s " 

a n a l y s i s m o t i v a t e d B o o l e t o t a k e t h e n e x t s t e p and a p p l y h i s 

g ê n e r a i method e f f e c t i n g t h e i n t é g r a t i o n o f t h e L E i n f i n i t e sym

b o l i c f o r m [ 1 8 4 6 , 1 0 - 1 1 ] . B o o l e p r o d u c e d two more p a p e r s o n t h i s 

s u b j e c t [ 1 8 4 7 b , c ] f o l l o w e d by H a r g r e a v e [1848] and Donki.n [1857] 

who p r o v i d e d s y m b o l i c s o l u t i o n s s l i g h t l y d i f f e r i n g i n f o r m f r o m 

B o o l e ' s s o l u t i o n . A t o t a l l y d i f f é r e n t a p p r o a c h was t a k e n by C a r -

m i c h a e l i n 1852 b a s e d on H a m i l t o n ' s c a l c u l u s o f i m a g i n a r i e s . I n 

t h e m i d 1 8 5 0 ' s , H a m i l t o n , G r a v e s , C a r m i c h a e l a n d B o o l e w e r e t o 

d e l v e f u r t h e r i n t o t h e i n a c c u r a t e b u t i n t e r e s t i n g method e m p l o y e d 

by C a r m i c h a e l . 

A i l t h è s e a t t e m p t s t o s o l v e t h e L E , commonly assumed i n t h e 

f o r m ( 1 3 . 6 ) 
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d du 1 d
2

u 

( 5 8 . 1 ) — ( 1 - u
2

) — + + n ( n + l ) u - 0<
2

>, 

d u du 1 - u
2

 díp
2 

a r e i g n o r e d n o w a d a y s . I n c o n t r a s t w i t h t h e E F E , t h e L E i n v o l v e d a 

l o n g and c o m p l i c a t e d t r e a t m e n t f o r i t s s o l u t i o n and t h e i n t e r 

p r é t a t i o n o f t h e f i n a l r e s u i t was o f t e n o m i t t e d as i t p r e s e n t e d 

w i t h d i f f i c u l t i e s . D e s p i t e t h è s e i n c o n v e n i e n c e s , t h e s t u d y o f 

t h i s i m p o r t a n t é q u a t i o n d e s e r v e s a t t e n t i o n a n d i n what f o l l o w s we 

p r o v i d e t h e v a r i o u s f o r m s o b t a i n e d f o r i t s s o l u t i o n , h i n t i n g a t 

t h e t e c h n i q u e s i n v o l v e d . We w i l l t h u s have a more c o m p l e t e v i e w 

o f t h e r a n g e o f a p p l i c a t i o n s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s w h i c h h a d 

p r i m a r i l y f o c u s e d on a n o t h e r p r o d u c t o f L a p l a c e ' s w o r k , t h e EFE 

[ c h a p t e r 4 ; 5.2-5.4,5.6] . 

B o o l e i n t e g r a t e d é q u a t i o n (58.1) s o o n a f t e r p r o d u c i n g h i s 

[18441 as a b r i e f n o t e p u b l i s h e d i n [1845e] r e v e a l s
< 3 )

. H i s 

m e t h o d was i n c o r p o r a t e d i n f ü l l i n h i s [ 1 8 4 6 ] , p u b l i s h e d 1 i k e h i s 

n e x t two p a p e r s [ 1 8 4 7 b , c ] i n t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n M a t h e m a t i -

c a l J o u r n a l . H i s f i r s t p a p e r , e n t i t l e d "On t h e é q u a t i o n o f 

L a p l a c e ' s f u n c t i o n s " [ 1 8 4 6 ] , o p e n e d w i t h a commentary u p o n é q u a 

t i o n ( 5 8 . 1 ) a n d i t s s o l u t i o n a s p r o v i d e d i n H a r g r e a v e [18411 

P y ~
x

f y
- x x

~ y 
( 5 8 . 2) u * ... I c o s

- 2

 1 c o s
- 2

 [ c o s
2 n

 x ( y ) dy+i+i (x) ] d y d y . . . . 
J 2 J 2 2 

w i t h n i n t é g r a i s , w h e r e x and y new v a r i a b l e s c o n n e c t e d w i t h t h e 

f o r m e r <p and u by t h e r e l a t i o n s 

1 1+u 1 1+M 
(58.3) x « (p + - H ^ ï l o g , y - <p J ^ T l o g 

2 1-u 2 1-u 

and w h e r e \(y),y(x) " d e n o t e a r b i t r a r y f u n c t i o n s o f y and x" 

[ 1 8 4 6 , 1 0 - 1 1 ] . 

B o o l e o b s e r v e d t h a t ( 5 8 . D i s an é q u a t i o n " n o t more r e m a r k -

a b l e f o r t h e i m p o r t a n c e o f i t s p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s , t h a n f o r 

t h e d i f f i c u l t i e s w h i c h i t p r é s e n t s i n a p u r e l y m a t h e m a t i c a l p o i n t 

o f v i e w " . C l a ï m i n g t o have v e r i f i e d t h e . c o r r e c t n e s s o f 

H a r g r e a v e ' s s o l u t i o n ( 5 8 . 2 ) by a " d i f f é r e n t a n a l y s i s " , he s t a t e d 

t h a t c e r t a i n o f H a r g r e a v e ' s d é d u c t i o n s a r e e r r o n e o u s , h i s 

r e s u i t i s "so c o m p l i c a t e d by s i g n s o f i n t é g r a t i o n " a n d t h a t t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f t h e a r b i t r a r y f u n c t i o n s " e x t r e m e l y d i f f i c u l t " . 

B a s e d o n h i s [1844] B o o l e w o u l d show " t h a t t h e c o m p l e t e i n t e g r a l 

may be e x p r e s s e d i n a f o r m a t o n c e s y m m e t r i c a l a n d f r e e f r o m 

s i g n s o f i n t é g r a t i o n " a n d t h a t by a p r o p e r d é t e r m i n a t i o n o f t h e 
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a r b i t r a r y f u n c t i o n s one c a n d e d u c e f r o m i t " t h e a c t u a l f o r m s o f 

L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s " [ 1 8 4 6 , 1 0 - 1 1 } . 

H i s f i r s t s t e p v a s t o r e p r o d u c e t h e t h e o r e m s a p p l i e d t o t h e 

b i n o m i a l é q u a t i o n (46.1) i n h i s [ 1 8 4 4 ; s e e 4 . 5 , s t a g e 4; 4.6 up t o 

( 4 6 . 1 4 ) ; 1846,11-14] . The n e x t s t e p was t o r e d u c e t h e p a r t i a l d i f -

f e r e n t i a l é q u a t i o n (58.1) t o an o r d i n a r y one by p u t t i n g 

d 

( 5 8 . 4 ) f - 1 = a<-»> . 
dcp 

F i n a l l y , a s s u m i n g t h e t r a n s f o r m 

( 5 8 . 5 ) u = (l-u
2

)»-v 

a n d s e t t i n g 

( 5 8 . 6 ) r = - a / 2 , u = e
e

, D = d/d8, 

he c a s t by h i s known meth o d [ s e e 4 . 5 , s t a g e 2] t h e i n i t i a l é q u a 

t i o n ( 5 8 . 1 ) i n uCcp.u) t o t h e s y m b o l i c a l f o r m 

(D-a+n-1)(D-a-n-2) 
( 5 8 . 7 ) v e

2 e

v = 0 
D ( D - l ) 

i n v ( 8 , a ) , " a " r e g a r d e d as a c o n s t a n t . The i n t é g r a l o f ( 5 8 . 7 ) 

w i 11 r e a d i l y y i e l d t h a t o f (58.1) i f we t a k e u n d e r c o n s i d é r a t i o n 

( 5 8 . 4 ) - ( 5 8 . 6 ) [ 1 8 4 6 , 1 4 - 1 5 ) . 

Now, é q u a t i o n ( 5 8 . 7 ) i s o f t h e b i n o m i a l f o r m (46.1) s u s c e p 

t i b l e t o s o l u t i o n by t h e o r e m 2 : ( 4 6 . 8 ) - ( 4 6 . 1 0 ) o f B o o l e ' s g ê n e r a i 

m e t h o d . S k i p p i n g t h e p r o c é d u r e f o r t h e s o l u t i o n o f ( 5 8 . 7 ) 

- i l l u s t r a t e d v i a t h e EFE ( 4 6 . 3 3 ) - we p r é s e n t t h e f i n a l r e s u i t 

g i v e n by B o o l e i n t h e f o r m 

( 5 8 . 8 ) u = F ( u , e*^-
1

) 

M 

w h e r e 

d 1 pe*"^
- 1

 ue***^"
-1 

( 5 8 . 9) F ( p , e ^ -
1

) = p
r i

[ — . — ]
 n

 [ ( p+M
2

 )
 n

V ( ) + ( u - p
2

) " X ( ) ] , 
dp p 1+u 1-u 

w,X s t a n d i n g f o r t h e a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 4 6 , 1 6 - 1 8 ]
t S )

. 

B o o l e went on t h e d i s c u s s t h e i n t é g r a l ( 5 8 . 9 ) ; s u b s t i t u t i n g 

a s é r i e s .form f o r u , he f o u n d t h a t " t h e most g ê n e r a i f o r m , o f t h e 

k i n d , w h i c h t h e i n t é g r a l c a n assume", i s 

( 5 8 . 1 0 ) u = 2 ( c f (p) +c
 1

 f (-p) ] c o s r t p , 

r a ny number " i n t é g r a l o r n o t " , c , c ' c o n s t a n t s " d i f f e r i n g f o r 

d i f f é r e n t v a l u e s o f r " and where t h e c o e f f i c i e n t o f c o s r t p "wi 11 

be a l w a y s a f i n i t e a l g e b r a i c f u n c t i o n o f u " . 
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d 1 

( 5 8 . 1 1 ) f ( u ) = ( l - M
2

)
, r / 2

M
n

"
1

" î — . - l ^ u ' ^ a + u ) " - * -

dp M 

[ 1 846,18-20] <
6 )

. 

The p a p e r c o n c l u d e d w i t h a s u r v e y on t h e f o r m o f L a p l a c e
1

 s 

c o e f f i c i e n t s [ s e e ( 1 3 . 7 ) ; 1 . 3 , ( 5 ) ] and t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t 

[ 1 846,20-22] 

I have entered w i t h more p a r t i c u l a r i t y i n t o the détails of the-

above s o l u t i o n , than t o some might have appeared necessary; but i t 

was my object i n t h i s paper, not o n l y t o i n t e g r a t e the Equation of 

Laplace, but a l s o t o i l l u s t r a t e , and i n so d o i n g , i f i t might be, 

t o recommend a method i n A n a l y s i s
< , 7 >

. 

The p a r t o f t h i s p a p e r , a s s k e t c h e d f r o m ( 5 8 . 4 ) up t o (58.9) was 

b r i e f l y r e p r o d u c e d i n h i s t e x t b o o k [ 1 8 7 7 , 4 3 3 - 5 ] . 

I n h i s p a p e r "On t h e a t t r a c t i o n o f a s o l i d o f r é v o l u t i o n o n 

an e x t e r n a l p o i n t " [ 1 8 4 7 b ] , he c o n s i d e r e d t h e L a p l a c e f o r m ( 1 3 . 2 ) 

d
2

u d
2

u d
2

u 
( 5 8 . 1 2 ) + + = 0. 

d x
2

 d y
2

 d z
2 

D e n o t i n g by u t h e p o t e n t i a l o f t h e s o l i d , z i t s a x i s o f r é v o l u 

t i o n a n d r = ( x
2

+ y
2

)
1 / 2

 t h e d i s t a n c e o f t h e a t t r a c t e d p o i n t f r o m 

t h a t a x i s , he t r a n s f o r m e d (58.10) t o an é q u a t i o n i n two v a r i 

a b l e s 

d
2

u 1 du d
2

u 
(58.13) + + = 0. 

d r
2

 r d r d z
2 

F u r t h e r l e t t i n g 

> d 
(58.14) r = e

e

, D = — , 
d8 

he c a s t é q u a t i o n ( 5 8 . 1 3 ) i n t o t h e s y m b o l i c f o r m 
d

2 

( 5 8 . 1 5 ) D
2

u + e
2 e

u = 0 
d z

2 

s o l v e d i n s é r i e s f o r m by h i s g ê n e r a i method [ s e e 4 . 5 , s t a g e 3; 

1 8 4 7 b , 1 - 3 ] . 

I n t h e o p e n i n g o f t h e p a p e r B o o l e s t a t e d h i s i n t e n t i o n t o 

d e a l w i t h t h e L E ( 5 8 . 1 2 ) i n t h e r e a l m s o f t h e t h e o r y o f e l a s t i c 

f l u i d s , p o i n t i n g o u t t h a t , w i t h p e r h a p s t h e e x c e p t i o n o f P o i s s o n 

( " A l l u s i o n i s s o m e t i m e s made t o a c o m p l è t e s o l u t i o n o f t h e 

é q u a t i o n o b t a i n e d by P o i s s o n , b u t I h a v e n o t b e e n s o f o r t u n a t e 
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o s t o m e ç t w i t h i t " ) , noone had o p p l i e d s o f o r o "more g ê n e r a i 

f o r m o f t h e i n t é g r a l e x c e p t i n L a p l a c e ' s s é r i e s " . A c k n o w l e d g i n g 

t h e f o r m e a r l i e r o b t a i n e d by h i m s e l f as " t o o c o m p l e x f o r p h y s i c a l 

a p p l i c a t i o n s " ^ he d e d u c e d a p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (58.15) - h e n c e 

o f ( 5 8 . 1 2 ) - i n d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m 

( 5 8 . 1 6 ) u = I (p(z+rcos8NT-l)d3 

Jo 

by means o f w h i c h i n t e r e s t i n g p h y s i c a 1 a p p 1 i c a t i o n s were n i n t e d 

a t [ 1 8 4 7 b , 1 , 4 - 7 ] <
8

> . 

B u t w b i l e t h a t p a p e r was p h y s i c a l l y o r i e n t a t e d , t h e n e x t one 

p u b l i s h e d c o n s e c ̂ - t i v e l y t o i t , was p u r e l y a b s t r a c t as i t d e a l t 

w i t h "a c e r t a i n s y m b o l i c a l é q u a t i o n " [ 1 8 4 7 c ] a p a r t i c u l a r c a s e o f 

w h i c h i s t h e LE ( 5 8 . 1 ) . I n b r i e f , t h e g ê n e r a i method i n a n a l y s i s 

[ 1 8 4 4 ] g a v e r i s e t o a f i r s t s t u d y o f t h e L E i n [ 1 8 4 6 1 , and c o n -

s e q u e n t l y i n v e n t i o n w o r k e d t h e o t h e r way r o u n d
t 9 î

; t h a t i s 

[18 4 6 ] y i e l d e d a f a r more g ê n e r a i and a b s t r a c t s t u d y o f s y m b o l i 

c a l e q u a t i o n s o f t h e f o r m 

( 5 8 . 1 7 ) (nwKi) ( n
n
+ B ) u + qpu = 0. 

I n t h e c a s e o f a=B=0, é q u a t i o n ( 5 8 . 1 7 ) was p a r t i a l l y s t u d i e d 

a b o v e a s ( 5 4 . 2 9 ) , n
m
. n

n
, p b e i n g o p e r a t o r s w h i c h obey t h e l a w s 

( 5 2 . 5 4 ) a n d (54.28) and q a c o n s t a n t . I n t h i s c a s e we h a v e f o r 

s o l u t i o n t h e " c o n j u g a t e " f o r m s 

-i -i -| -i -t -i 
( 5 8 . 18) u = nm+iTTm+2 .... n

m
+

ï
-n

n
nm+10 = n

m
. . . nm_*~+int-»n

m
_

r
-0 , 

t h e v a l u e s o f r b e i n g r e s p e c t i v e l y d e t e r m i n e d by t h e é q u a t i o n s 

r(r±l) 
( 5 8 . 1 9 ) q + ( ± m + n ) r + a = 0, 

2 

^
l

a
S î

t h e c o n s t a n t i n v o l v e d i n (52.54) o r ( 5 4 . 2 8 ) <
1 0

> . 

I n a n a l o g y w i t h (58.18) B o o l e c l a i m e d t h a t t h e s o l u t i o n o f . 

( 5 8 . 1 7 ) w i l l be e x h i b i t e d i n e i t h e r t h e f o r m 

( 5 8 . 2 0 ) u - d u ^ i + a ) . . . . ( n
m + r

+ a ) ( n ^ B J - M w + a ) " ^ 

o r i t s c o n j u g a t e o n e , t h e v a l u e o f r d e t e r m i n e d b y ( 5 8 . 1 9 ) . L e t -

t i n g n e x t t h e o p e r a t o r s 

d 

( 5 8 . 2 1 ) nm « ( p ( p ) — + n t p ' ( p ) , p = <p(p), 
dp 

w h i c h p r o v e d t o s a t i s f y t h e laws ( 5 2 . 5 4 ) , B o o l e showed t h a t e q u a - . 

t i o n ( 5 8 . 1 7 ) i s r e d u c e d t o (58.1) u n d e r t h e a s s u m p t i o n s 

d 
( 5 8 . 2 2 ) m = n = 0, a - - 2 , a,B = ± f - 1 , q - ( n + l ) n 

d(p 
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[ 1 8 4 7 c , 1 0 - 1 2 ] . 

O m i t t i n g a d e t a i l e d s t u d y o f h i s r e s u l t s , B o o l e c o n f i n e d t o 

r e m a r k i n g t h a t (58.1) i s s u s c e p t i b l e t o t h e s o l u t i o n (58.20) a n d 

i t s c o n j u g a t e , n e i t h e r o f w h i c h " c a n be f r e e d f r o m i n t e g r a l 

s i g n s " and t h a t t h e s e c o n d s o l u t i o n i s é q u i v a l e n t t o H a r g r e a v e ' s 

r e s u i t ( 5 8 . 2 ) . He c o n c l u d e d by s a y i n g [ 1 8 4 7 c , 1 2 ] 

The i n v e s t i g a t i o n we have entered upon i s c h i e f l y v a l u a b l e as 

présenting t o us what w i l l be thought a very c u r i o u s chapter i n 

symbolical a l g e b r a , and i n t r o d u c i n g us t o the f a m i l y [(58.17)] of 

which Laplace's équation i s a member. But i t must be confessed that 

they are an i n t e r e s t i n g r a t h e r than an amiable g r o u p
1 1 1 1

. 

T h u s , B o o l e s t u d i e d t h e L E i n [1846; 1 8 4 7 c ] f r o m a s t r i c t l y 

m a t h e m a t i c a l p o i n t o f v i e w , g r a s p i n g t h e o p p o r t u n i t y n o t o n l y t o 

show t h e e f f i c a c y o f h i s g ê n e r a i method b u t a l s o t o i n t r o d u c e a 

new a p p r o a c h . T h i s a p p r o a c h had a d i r e c t e f f e c t on B r o n w i n 

[ 1 8 5 0 a ] , a s we saw i n 5.4, and a l e s s d i r e c t one on D o n k i n 

[ 1 8 5 7 ] . B u t b e f o r e we p r o c e e d t o D o n k i n ' s p a p e r , l e t us s e e 

H a r g r e a v e ' s s y m b o l i c a l t r e a t m e n t o f t h e L E a s i n h i s [1848; 5 . 3 ) . 

H a r g r e a v e s t u d i e d t h e e q u a t i o n 

u 
( 58.23) D

2

 + bDu + c
2

u - n ( n + l ) = X, 
c o s

2

x 

w here X - X ( x ) , u = u ( x ) , D=d/dx and b, c c o n s t a n t s . He l e t a,ß be 

t h e r o o t s o f t h e é q u a t i o n 

(58.24) z
2

 + b z + c
2

 = 0
 > 

and assumed n e x t t h e t r a n s f o r m s 

Du - a u - u i 

(58.25) 

D u
r
 - a u r - 2 r t a n x u j - = u

r
* i 

f o r r = 0 , 1 , n . S u c c e s s i v e l y r e d u c i n g t h u s ( 5 8 . 2 3 ) , he e v e n -

t u a l l y i n t e g r a t e d i t , o b t a i n i n g f o r t h e c a s e o f 

(58.26) a = c , 0 = - c , X = 0, 

w h i c h r e n d e r s (58.23) i n t h e f o r m 

d
2

u u 
(58.27) c

2

u - n ( n + l ) - 0, 
d x

2

 c o s
2

x 

t h e s o l u t i o n o f (58.27) a s 

(58.28) u=ke°~[ ]
 n

-
t

-
±

 [
 e

-
2 e : x

 ( c o s x ) -
2 n + 1

 e
2 c ï

* ( c o s x )
 2 n

d x . d x ] 
d ( t a n x ) J J 
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[ 1 8 4 8 , 5 2 - 5 3 ) . 

He t h e n assumed t h e L E i n t h e f o r m (58.1) w h e r e cp i s now r e 

placée! by y . P u t t i n g 

( 5 8 . 2 9 ) x - t a n -
l

( u < - l ) , 

é q u a t i o n (58.1) was c a s t i n t o t h e f o r m 

d
2

u d
2

u u 
( 5 8 . 3 0 ) n ( n + l ) = 0, 

d x
2

 d y
2

 c o s
2

x 

r e a d i l y r e d u c e d t o ( 5 8 . 2 7 ) i f we r e p l a c e d/dy by c . A c c o r d i n g l y ^ 

( 5 8 . 2 8 ) w i l l g i v e t h e s o l u t i o n o f ( 5 8 . 3 0 ) , and e v e n t u a l l y , by 

c o n s i d e r i n g ( 5 8 . 2 9 ) , t h e s o l u t i o n o f t h e L E (58.1) i n t h e f o r m 

tdn-Muljl d 
( 5 8 . 3 1 ) u = e

 û y

 [ — ) «[ ( l - p
2

) " ( p ( y - 2 t a n -
1

 (u) ) ] + 
dp 

-taD-M») i à 
+ e

 D ?

 [ — ] " [ ( l - M
2

)
r i

x ( y + 2 t a n -
1

( ( j ) ) J , 

dp 

w h e r e u ^ u ^ f - l , (p,x a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 4 8 , 5 3 - 4 ] . 

The s o l e r e m a r k H a r g r e a v e made upo n b i s p r o c é d u r e was t h a t 

"The o n l y i m p o r t a n t r e s u i t w h i c h I o b t a i n e d [by means o f s u c c e s 

s i v e o p é r a t i o n s ] i s t h e f o l l o w i n g ( ( 5 8 . 2 3 ) - ( 5 8 . 3 1 ) ] , b e i n g a 

s l i g h t g ê n e r a i i z a t i o n o f t h e method o r i g i n a l l y e m p l o y e d by me i n 

e f f e c t i n g t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n o f LAPLACE'S c o e f f i c i e n t s " 

[ 1 8 4 8 , 5 2 ] . A p p a r e n t l y ^ H a r g r e a v e r e f e r r e d by t h i s c r y p t i c r e m a r k 

t o h i s [1841] and t o t h e f a c t t h a t (58.31) i s é q u i v a l e n t t o h i s 

f o r m e r s o l u t i o n ( 5 8 . 2 ) . B u t no f u r t h e r d i s c u s s i o n e v e r a p p e a r e d 

a b o u t t h e f o r m (58.31) a n d i t s p o t e n t i a l é q u i v a l e n c e w i t h B o o l e ' s 

f o r m ( 5 8 . 9 ) . The o n l y comment t o be made upon H a r g r e a v e ' s p r o c é 

d u r e was by C . G r a v e s [1857a ; 5 . 6 ] . A s s u m i n g i n (56.30) 

w = ( c o s x )
2 r t

\ t h e g ê n e r a i é q u a t i o n u n d e r s t u d y i n h i s p a p e r (56.29) 

c o u l d be r e d u c e d t o H a r g r e a v e ' s é q u a t i o n ( 5 8 . 2 7 ) ; i n o t h e r w o r d s 

G r a v e s
1

 s s t u d y was more g ê n e r a 1 b u t 1 e s s p r a c t i c a 1 t h a n 

H a r g r e a v e ' s own [ s e e ( 5 6 . 2 9 ) - ( 5 6 . 3 8 ) ] . 

A v e r y d i f f é r e n t a p p r o a c h was t a k e n by D o n k i n [ 1 8 5 7 ; s e e 

5 . 6 ] . A s s u m i n g i n i t i a l l y t h e L E i n t h e f o r m (58.12) i n r e c t a n -

g u l a r c o o r d i n a t e s he c a s t i t i n t o t h e f o r m 

d d 
( 5 8 . 3 2 ) [ ( s i n 8 — )

2

 + ( — )
2

 + n ( n+1 ) (s i n8)
 2

 ] u
n
 « 0 , 

d8 d<p 

f i r s t by u s i n g t h e p o l a r c o o r d i n a t e s 

( 5 8 . 3 3 ) x = r s i n 8 c o s < p , y = r s i n S s i m p , z - r c o s 3 
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and n e x t by a s s u m i n g t h e f u n c t i o n u i n t h e f o r m 

(58.34) u = u
0
 +. U i r + u

2
r

2

 + . . . . 

(1857 4 3 ]
(
. £

w o w
; | ^

g 

i

i f
a T

t H a r g r e a v e [ 1 8 4 8 ] , D o n k i n r e v e a l e d a 

f u l l k n o w l e d g e o f t h e work o f h i s p r e d e c e s s o r s on t h e L E . He o b -

s e r v e d t h a t B o o l e ' s f o r m (58.9) was d e f i n i t e l y a n i m p r o v e m e n t 

o v e r ( 5 8 . 2 ) , a d d i n g t h a t B o o l e ' s s e c o n d f o r m o f s o l u t i o n ( 5 8 . 2 0 ) 

" i s s t i l l f o r most p u r p o s e s p r o b a b l y l e s s u s e f u l " t h a n t h e e a r -

l i e r f o r m ( 5 8 . 9 ) . U n d e r t h e i n f l u e n c e o f B o o l e [ 1 8 4 6 , 1 8 4 7 c ] a n d 

h i s own [1850,-see 5.5] D o n k i n went o n t o p r o v i d e a s o l u t i o n o f 

(58.1) - o r ( 5 8 . 3 2 ) - w h i c h b o r e "a g ê n e r a i r e s e m b l a n c e " t o B o o l e ' s 

(58.9) "by a v e r y s i m p l e method" [ 1 8 5 7 , 4 3 - 4 4 ] s k e t c h e d b e l o w . 

F i r s t he l e t d/d<p=k i n (58.32) a n d s o l v e d t h e r e d u c e d é q u a 

t i o n f o r t h e c a s e o f n=0 

d
2

U o
 8 

(58.35) + k
2

u
0
 = 0 , t = l o g t a n - , 

d t
2

 2 

R e p l a c i n g k by d/dtp a g a i n a n d s u b s t i t u t i n g a r b i t r a r y f u n c t i o n s o f 

tp f o r t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t s i n v o l v e d i n t h e s o l u t i o n o f 

(58.35) , he o b t a i n e d t h e c o m p l è t e i n t é g r a l o f (58.32) f o r n=0 i n 

t h e f o r m 

3 3 
(58.36) u

0
 = f ( e * ^ -

1

t a n - ) + F ( e - ^ -
1

 t a n - ) 
2 2 

[ 1 8 5 7 , 4 4 - 5 ] . 

R e t u r n i n g t o t h e g ê n e r a i c a s e ( 5 8 . 3 2 ) , he p u t 

d 

(58.37) [ s i n 3 — ]
2

 + n ( n + 1 ) ( s i n 8 )
2

 - p
n 

d8 
a n d 

d 
(58.38) s i n 3 — + n c o s 8 = n

n
. 

d9 

E v i d e n t l y t h e o p e r a t o r s p
n
, n

n
 t h u s d e f i n e d f o l l o w t h e laws 

(58.39) p _
n
 * p n - i and n

n
n _

n
 + n

2

 = p
n
. 

By c o m b i n i n g t h è s e r e s u l t s i t f o l l o w s i n t h e r e d u c e d s y m b o l i c 

f o r m o f (58.33) ^ 

(58.40) (n„n_r, + n
2

 + k
2

) u
n
 - 0, k - d/dtp ^ 

t h a t t h e o p e r a t o r s n
n
, n -

n
 c o m b i n e a c c o r d i n g t o t h e l a w 

(58.41) n _
n
n „ + n

2

 - n
n
- i n _

C r i
_ i > + ( n - 1 )

2 

[ 1 8 5 7 , 4 5 ] . 

^ b e t t i n g n e x t 
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(58.42) Un - n
n
v . 

D o n k i n a r r i v e d a f t e r s u b s t i t u t i o n i n (58.40) a t 

(58.43) Un - n
n
u

n
- i 

i n v i r t u e o f t h e p r o p e r t y ( 5 8 . 4 1 ) . By i t é r a t i o n i t f o l l o w s f r o m 

(58.43) t h a t 

(58.44) Un = n
n
n

n
- i . . . . n

2
n

a
u

0
, 

n
A
 d e f i n e d by (58.38) a n d u

0
 g i v e n i n ( 5 8 . 3 6 ) . S u b s t i t u t i n g t h e s e 

v a l u e s i n (58.44) we a r r i v e a t t h e c o m p l è t e i n t e g r a l o f (58.32) 

i n t h e f o r m 

d 8 8 

(58.45) Un = ( s i n 8 ) - ^ [ s i n 9 — s i n9 ) " [ f ( e*+-* t a n - ) +F ( e-«^"-
1

 t a n - ) ] , 
d3 2 2 

w h e r e f , F a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 8 5 7 , 4 5 - 4 6 ) . 

L i k e B o o l e [ 1 8 4 6 ] , D o n k i n d e v o t e d t h e r e s t o f h i s l e n g t h y 

p a p e r t o a f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n o f t h e r e s u l t s o b t a i n e d by h i s 

m e t h o d . F o r e x a m p l e he a p p l i e d h i s m e t h o d t o an i n q u i r y on 

L a p l a c e ' s f u n c t i o n T ( s e e ( 1 3 . 3 ) , ( 1 3 . 7 ) ] c l a i m i n g i n a " P o s t s c r i p t " 
J 

t h a t h i s i n v e s t i g a t i o n s on T "may be c ompared w i t h some o f t h o s e " 

i n M u rphy [ 1 6 3 3 c
;
s e e 3.2 b e l o w ( 3 2 . 2 5 ) ; D o n k i n 1 8 5 7 , 4 7 - 5 3 , 5 7 ] . 

D o n k i n f e i t i n c a p a b l e t o p r o v e t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n h i s f o r m 

(58.45) a n d B o o l e ' s ( 5 8 . 9 ) [ 1 8 5 7 , 4 6 - 7 ] . I n r e s p o n s e , B o o l e showed 

t h a t D o n k i n ' s " s i n g u l a r l y e l e g a n t f o r m " ( 5 8 . 4 5 ) c o u l d be o b t a i n e d 

by h i s m e t h o d o f [ 1 8 4 6 ] , i m p l i c i t l y t h u s p r o v i n g t h e d e s i r e d 

é q u i v a l e n c e [ B o o l e 1 8 7 7 , 4 3 5 - 6 ] . 

A l l t h e m e thods a p p l i e d s o f a r t o t h e L E , d i r e c t l y o r i n -

d i r e c t l y stemmed o u t o f B o o l e ' s g é n é r a l m e t h o d [ 1 8 4 4 ] . M o r e o v e r , 

i n s t a n c e s o f t h e s e m e t h o d s were a p p l i e d t o t h e E F E
( l 2 )

; o n l y now 

t h e s y m b o l i c a l p r o c é d u r e s were more c o m p l i c a t e d and s o p h i s t i -

c a t e d . B o t h t h e s e é q u a t i o n s w e r e g r a d u a l l y i s o l a t e d f r o m t h e i r 

p h y s i c a l e n v i r o m e n t a n d s t u d i e d s t r i c t l y m a t h e m a t i c a l l y . The 

f i r s t t o c a l l a t t e n t i o n t o t h i s n e c e s s i t y was Murphy [ 1 8 3 3 c ; 3 . 2 ] . 

Nowadays M u r p h y ' s p r o p h e c y i s v e r i f i e d a s t h e s t u d y o f t h e 

L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s b e l o n g s s t r i c t l y i n t h e r e a l m s o f 

a n a l y s i s . B u t what a b o u t t h e f i r s t b o l d a t t e m p t s t o r e n d e r t h e 

i n t e g r a l o f t h e L E i n f i n i t e f o r m ? D i d t h e r e s u l t s o b t a i n e d p r o v e 

u s e f u l i n p h y s i c a l o r m a t h e m a t i c a l c o n t e x t ? 

T h e s e q u e s t i o n s w i l l s e e k an a n s w e r i n o u r c o n c l u d i n g c h a p -

t e r 9. I n t h e m e a n w h i l e t h e o n l y a c k n o w l e d g m e n t t o t h e t h r e e 

a n a l y s t s m e n t i o n e d a b ove t o be f o u n d i n c o n n e c t i o n w i t h t h e L E 

a r e P r a t t [ 1 8 7 1 , 2 0 , f n ] a n d T o d h u n t e r [ 1 8 7 5 , 1 5 4 ; s e e 3.2] . The 
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f o r m e r gave a b r i e f r é f é r e n c e t o H a r g r e a v e [1841] a n d D o n k i n 

[ 1 8 5 7 ] , w h i l e t h e l a t t e r a more g e n e r a ł r é f é r e n c e t o " c h a p t e r 17" 

o f B o o l e ' s t e x t b o o k [1859; 1 8 7 7 ; s e e 4 . 5 , ( 5 ) ] . B u t e v e n l e s s f o r -

t u n a t e was C a r m i c h a e 1 ' s n o v e l a p p r o a c h b a s e d o n H a r a i l t o n ' s c a l 

c u l u s o f i m a g i n a r i e s f o r r e a s o n s w h i c h w i l l be é v i d e n t i n t h e 

b r i e f o v e r v i e w o f h i s work w i t h w h i c h we c o n c l u d e o u r a c c o u n t . 

C a r m i c h a e l f i r s t s t u d i e d t h e L E i n t h e s y m m e t r i c a l f o r m 

( 5 8 . 1 2 ) i n 1 8 5 2 . The m a t e r i a ł o f h i s s t u d y was p u b l i s h e d i n t h e 

P h i l o s o p h i c a l M a g a z i n e u n d e r t h e t i t l e " L a p l a c e ' s é q u a t i o n , i t s 

a n a l o g u e s , a n d t h e c a l c u l u s o f i m a g i n a r i e s " [18.53c]
 { 1 3 >

 . H i s o b -

j e c t was t o " e x h i b i t t h e a p p l i c a b i 1 i t y o f i m a g i n a r y s y m b o l s o f 

o p é r a t i o n t o i n t é g r a t i o n " a n d t o show t h a t " b o t h t h e m e t h o d s o f 

d é d u c t i o n and t h e s o l u t i o n s t h u s d e r i v e d a r e s y m m e t r i c a l a n d n o t 

d e v o i d o f é l é g a n c e " w h i l e t h e p r o c e s s o f v é r i f i c a t i o n i n a i l 

c a s e s i s " s i m p l e a n d obviou3" [ 1 8 5 3 c , 2 7 3 1 . 

He s t u d i e d f i r s t t h e é q u a t i o n 

d
2

U d
2

U 
( 5 8 . 4 6 ) + - 0 

d x
2

 d y
2 ? 

p r o v i d i n g t h r e e d i s t i n c t f o r m s o f s o l u t i o n ; one i n s é r i e s , one i n 

i n t é g r a l and one i n f u n c t i o n a l f o r m . To a c h i e v e t h e l a t t e r he a s -

sumed (58.46) t o be w r i t t e n i n t h e s y m b o l i c a l f o r m 

d d d d 
( 5 8 . 4 7 ) ( i — ) ( — + i — ) U - 0, i

2

 = - 1 . 
dy dx dy dx 

O m i t t i n g any d é r i v a t i o n s , he s i m p l y s t a t e d t h a t a f t e r d i v i d i n g 

b o t h s i d e s o f (58.47) by t h e two f a c t o r s ( d / d y ± i d / d x ) t h e 

r e s u i t o b t a i n e d w o u l d e v i d e n t l y be 

( 5 8 . 4 8 ) U - cp(x+iy) + i p ( . x - i y ) , 

w h e r e qî, a r e a r b i t r a r y f u n c t i o n s [ 1 853c . 274-5 ] . 

On s i m i l a r l i n e s he a p p l i e d t h e " c a l c u l u s o f T r i p l e t s " , t h a t 

i s o f o p é r a t i o n s i . j c o n n e c t e d by 

(58.49) i
2

 = j
2

 = - 1 , i j = - j i , 

t o t h e L E i n t h e f o r m ( 5 8 . 1 2 ) . I n a n a l o g y w i t h ( 5 8 . 4 7 ) , he c a s t 

( 5 8 . 1 2 ) i n v i r t u e o f i , j t o t h e s y m b o l i c a l f o r m 

d d d d d d 
( 5 8 . 5 0 ) ( i — - j — ) ( — + i — + j — ) V = 0 

d z dx dy d z dx dy 

a s s u m i n g f o r i t s s o l u t i o n t h e f u n c t i o n a l f o r m 

( 5 8 . 5 1 ) V - ( p ( x + i z , y + j z ) + Y ( X - Î Z , y - j z ) . •. 

i n a n a l o g y w i t h ( 5 8 . 4 8 ) . However he a d m i t t e d h i s " i n a b i l i t y " t o 
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o f f e r a n i n t e r p r é t a t i o n o f t h e f o r m (58.51) upon w h i c h t h e a c t u a l 

p r a c t i c a ! v a l u e o f t h e " a n a l y t i c a l c o m p l è t e " r e s u l t s o f h i s s t u d y 

w o u l d d é p e n d [ 1 8 5 3 c . 2 7 5 - 2 7 7 ] < > . 

As C a r m i c h a e l s t a t e d few y e a r s l a t e r ^ " U n a b l e t o i n t e r p r e t 

t h i s f o r m [ ( 5 8 . 5 1 ) ] , a n d i m p r e s s e d w i t h t h e c o n v i c t i o n t h a t , t o 

r e n d e r t h e s o l u t i o n , i f t r u e , o f any v a l u e , s u c h i n t e r p r é t a t i o n 

was a b s o l u t e l y n e c e s s a r y , I t o o k t h e l i b e r t y o f s o l i c i t i n g t h e 

a t t e n t i o n o f m a t h e m a t i c i a n s t o t h i s p o i n t "
c l B )

. I n d e e d , i n t h e 

m i d 1 8 5 0 ' s , v a r i o u s a n a l y s t s r e s p o n d e d t o C a r m i c h a e l ' s a p p e a l . 

p a r t i c u l a r l y H a m i l t o n and C . G r a v e s . A l l t h e q u o t a t i o n s t o f o l l o w 

a r e t a k e n f r o m p a p e r s and n o t e s p u b l i s h e d i n t h e P r o c e e d i n g s o f 

t h e R o y a l I r i s h Academy f o r t h e y e a r s 1 8 5 3 - 1 8 5 7 <
i e

> . B u t b e f o r e 

we p r o c e e d t o t h e most i m p o r t a n t amendments e f f e c t e d upon 

C a r m i c h a e l ' s o r i g i n a l p r o c é d u r e , l e t us f i r s t c l a r i f y i t s p r i n 

c i p a l weak p o i n t . 

I n o r d e r t o d e d u c e ( 5 8 . 4 8 ) f r o m (58.46) we need a s i n t e r -

m e d i a t e s t e p 

d d -ijjr d -ig 
( 5 8 . 5 2 ) ( — + i — ) - i Q = e ( — ) -

1

0 = e i|/(x) = v ( x - i y ) , 

dy dx dy 

o m i t t e d by C a r m i c h a e l , a p p a r e n t l y on t h e g r o u n d s t h a t i t i s e v i 

d e n t . I n f a c t s u c h a s y m b o l i c a l p r o c é d u r e was u s e d by G r e g o r y i n 

h i s E x a m p l e s [ 1 8 4 6 , 3 5 1 ] . I n a n a l o g y w i t h ( 5 8 . 5 2 ) , i n t h e c a s e o f 

t h r e e v a r i a b l e s we w o u l d h a v e 

d d d - (ïjUAlï 
( 5 8 . 5 3 ) [ — + i — + j — l - a - 0 - e "

 fly

 i p ( x , y ) . 

d z dx dy 

F o r C a r m i c h a e l ' s r e s u l t ( 5 8 . 5 1 ) t o be c o r r e c t i t w o u l d s u f f i c e 

t h a t 

/ eo K>I \ dx 3v dx
 3

3y 

(58.54) e ' « e .e ' 

h o l d s t r u e . B u t a c c o r d i n g t o M u r p h y ' s t h e o r e m ( 3 3 . 2 2 ) , é q u a t i o n 

(58.54) w o u l d be t r u e o n l y i f t h e e x p o n e n t s o f e i n i t s r i g h t -

h a n d s i d e a r e c o m m u t a t i v e . S o , i n v i r t u e o f t h e d é f i n i t i o n o f i , j 

( 5 8 . 4 9 ) , (58.54) i s f a l s e , t h e r e f o r e t h e s o l u t i o n ( 5 8 . 5 1 ) e r -

r o n e o u s . 

H a m i l t o n was t h e f i r s t t o h i n t a t t h e n o n - c o m m u t a t i v i t y o f 

i . j a n d t h u s o b j e c t t o C a r m i c h a e l ' s s o l u t i o n o f t h e L E . H o w e v e r , 

he a c k n o w l e d g e d C a r m i c h a e l f o r b e i n g t h e f i r s t t o a p p l y t r i p l e t s 

t o t h e L E , Yi^»*\i
n

9 a f t e r h i m é q u a t i o n 
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d d d 
( 5 8 . 5 5 ) ( i j — ) V = 0 

d z dx dy 

[ 1 8 5 7 , 6 2 - 3 ] <
i 7

> . 

H a m i l t o n ' s b r i e f n o t e s t i m u l a t e d G r a v e s t o s t u d y t h e e f f e c t 

o f t h e s y m b o l 

( 5 8 . 5 6 ) e * * 

upon f u n c t i o n s o f t h e f i n i t e f o r m 

( 5 8 . 5 7 ) f ( y , z ) = 2 A y " » z
n

. 

[ 1 8 5 7 c , 1 6 3 - 1 6 6 ] . O m i t t i n g t h e c o m p l i c a t e d c o m b i n a t o r i a l d e t a i l s 

i n v o l v e d , we g i v e t h e r e s u l t w r i t t e n b y G r a v e s as 

( 5 8 . 5 8 ) e
 ö y 0 2

 f ( y , z ) = M f ( y + i x , z + j x ) ; 

t h e s y m b o l M s t a n d s f o r t h e mean v a l u e o f t h e (m+n)!/m!ni 

p r o d u c t s o f m+n f a c t o r s , o f w h i c h m a r e e q u a l t o y + i x , a n d n t o 

z + j x [ 1 8 5 7 c , 1 6 6 - 7 ] . 

B e f o r e c o n c l u d i n g h i s a c c o u n t . G r a v e s s t r e s s e d "fH<J" : 

The boundaries of algebra having been o f l a t e extended so as t o i n 

clude symbols which are not commutative w i t h each other, i t becomes 

a b s o l u t e l y necessary t o have the means o f denoting c e r t a i n standard 

and c o n s t a n t l y o c c u r r i n g combinations i n b r i e f and unambiguous 

ways. The symbol M, proposed i n t h i s paper, may perhaps be a u s e f u l 

c o n t r i b u t i o n t o mathematical language. I t has the recommendation of 

having been already used i n a s i m i l a r , though l e s s e x t e n s i v e , mean

i n g by M.Cauchy
c i e >

. 

C a r m i c h a e l a c k n o w l e d g e d H a m i l t o n ' s " v a l u a b l e a s s i s t a n c e " a n d 

a d m i t t e d h i s m i s t a k e i n a s s u m i n g ( 5 8 . 5 4 ) t o h o l d t r u e [ 1 8 5 7 a , 3 1 7 ; 

se e (15) a b o v e ] . H o w e v e r , he e x p r e s s e d s e v e r a l o b j e c t i o n s t o w a r d s 

G r a v e s ' s t r e a t m e n t o f t h e L E ; among them was h i s t y p i c a l o b j e c 

t i o n t o w a r d s t h e f o r m ( 5 8 . 5 7 ) - u s e d i n i t i a l l y i n h i s [ 1 8 5 3 c ] a n d 

i n G r a v e s [ 1 8 5 7 c ] - and t h e s o l u t i o n w h i c h i n v o l v e d G r a v e s ' s f o r 

m u l a ( 5 8 . 5 8 ) on t h e g r o u n d s o f n o n - s y m m e t r y . However, he t o o k u n 

d e r c o n s i d e r a t i o n b o t h G r a v e s ' s s t u d y o f t h e o p e r a t o r ( 5 8 . 5 6 ) a n d 

H a m i l t o n ' s i n i t i a l s y m m e t r i c a l f o r m o f t h e L E [ s e e (17) a b o v e ] 

( 5 8 . 5 9 ) ( i D « + j D y + k D
a !
)

2

V = 0, 

w h e r e i , j , k H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s d e f i n e d by 

( 5 8 . 6 0 ) i
2

= j
2

= k
2

 = - 1 , j k — k j = i , k i = - i k = j , i j = - j i = k . 

The s o l u t i o n t o be p r o d u c e d now, s a t i s f y i n g C a r m i c h a e l ' s s t a n d -
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a r d s by b e i n g i n a " p u r e l y s y m m e t r i c a l " f o r m , was 

x y z y z z x x y y z z x x y 

( 5 8 . 6 1 ) V=(-+ -+-)<p( , - , ) + tpC ) 
i j k j k k i i j j k k i i i 

[ 1 8 5 7 a , 2 1 8 ) . 

G r a v e s was t o o b s e r v e t h a t C a r m i c h a e l ' s s o l u t i o n ( 5 8 . 6 1 ) was 

o n c e more "not a t r u e s o l u t i o n o f L a p l a c e ' s é q u a t i o n " by s a y i n g 

t h a t " T h i s becomes a t o n c e a p p a r e n t on t r y i n g t h e c a s e i n w h i c h 

t h e f u n e t i o n [i|j i n (58 . 61 ) ] r e d u c e s t o ( y / j - z / k )
 2

, o r - ( y
2

+ z
2

 ) 

[ 1 8 5 7 d , 2 2 0 ] . He f u r t h e r c o n t r i b u t e d a p a p e r on t h e L E [ 1 8 5 7 e , 2 2 1 -

2 2 3 ] t o w h i c h B o o l e r e p l i e d i n a l e t t e r p u b l i s h e d i n t h e same 

j o u r n a l [ s e e (15) a b o v e ] as [ 1 8 5 7 ] . 

M o t i v a t e d by G r a v e s [ 1 8 5 7 c , e ] B o o l e w r o t e 

I t appears t o me, t h e r e f o r e , that the o p e r a t i n g symbols [(58.56)1 

being f u n c t i o n s o f sy m b o l i c a l quatemions, the most n a t u r a l method 

of seeking t h e i r interprétation i s t o r e f e r them t o the most 

gênerai problem of the development of a f u n c t i o n of a 

q u a t e m i o n
( l ö

> . 

He n e x t d i s p l a y e d b i s " f u n d a m e n t a l t h e o r e m " w h i c h g i v e s t h e e x 

p a n s i o n o f t h e f u n c t i o n 

( 5 8 . 6 2 ) f(ti) + i x + j y + k z ) 

i n t h e f o r m o f a s i m p l e q u a t e r n i o n - g i v e n t h e l a w s ( 5 8 . 6 0 ) and 

t h a t f ( u ) i s c a p a b l e o f b e i n g e x p a n d e d i n a s c e n d i n g p o w e r s o f u 

b y M a c l a u r i n ' s t h e o r e m [ 1 8 5 7 , 3 7 6 - 3 7 9 ] . 

B o o l e p r e s e n t e d n e x t p a r t i c u l a r d é d u c t i o n s o f h i s t h e o r e m ; 

among them t h e e x p a n s i o n o f t h e Operator (58.56) i n a f i n i t e 

t r i g o n o m e t r i c a l f o r m , d e v o i d o f t h e p r o b l e m o f i n t e r p r é t a t i o n a n d 

s u i t a b l y a p p l i e d t o t h e s o l u t i o n o f t h e L E ( i 8 5 7 , 3 8 0 - 3 8 4 ] . 

B o o l e ' s l e t t e r t o G r a v e s ended as f o l l o w s : 

I o f f e r no apoîogy f o r making thèse o b s e r v a t i o n s . I am sure t h a t 

your o b j e c t , l i k e mine, i s the d i s c o v e r y of t r u t h a l o n e . The ap

p l i c a t i o n of quaternions to the s o l u t i o n of p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

équations i s a s u b j e c t deserving of being thoroughly i n v e s t i g a t e d ; 

part 1y because of the a n a l y t i c a l i n t e r e s t a t t a c h i n g t o the i n q u i r y , 

and p a r t i y because t h e p o s s i b i l i t y of r e s o l v i n g the f u n c t i o n 

d
2

 d
2

 d
2 

+ + i n two l i n e a r f a c t o r s , seems at f i r s t sight t o 
d x

2

 d y
2

 d z
2 

promise m a t e r i a l a i d i n the s o l u t i o n of a problem of p e c u l i a r 
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p h y s i c a l importance. The l a t t e r considération appears t o have been 

présent t o your own mind. I have now s t a t e d t o you the reasons 

which have l e d me t o e n t e r t a i n a différent o p i n i o n
£ 2 0 )

. 

The s é r i e s o f t h è s e m i l d d i s p u t e s o n t h e amendenent o f 

C a r m i c h a e l ' s s o l u t i o n o f t h e L E e n d e d w i t h a b r i e f r e s p o n s e o f 

G r a v e s [ 1 8 5 7 f , 3 8 5 - 3 8 6 ; s e e (15) a b o v e ] t o B o o l e [ 1 8 5 7 ] . And h e r e 

e n d s o u r o v e r v i e w o f m i d 1 9
t ł ł

 Century B r i t i s h a t t e m p t s t o i n -

t e g r a t e t h e L E i n f i n i t e s y m b o l i c a l f o r m . A l l t h è s e a t t e m p t s a r e 

f o r t h e f i r s t t i m e i n o u r C e n t u r y s a v e d f r o m o b l i v i o n , - a t t e m p t s 

w h i c h , no m a t t e r how f a r t h e y p r o v e d u s e f u l i n p h y s i c s , 

d e f i n i t e l y c o n t r i b u t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l a l g e b r a 

a f t e r B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d and H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s ( s e e 

( 9 ) , (12) , ( 1 8 ) - ( 2 0 ) a b o v e ] . 

5.9 The i m p a c t o f C a r m i c h a e l ' s and B o o l e ' s o p e r a t o r c a l c u l i : 

1 8 53-1863; t h e work o f S p o t t i s w o o d e a n d R u s s e l l . 

T h i s s e c t i o n c o v e r s t h e most i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n s o f 

C a r m i c h a e l ' s and B o o l e ' s s y m b o l i c a l methods i n t h e r e a l m s o f 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n m i d - 1 9
t n

- c e n t u r y B r i t a i n . The m a i n 

f i g u r e s u n d e r s t u d y a r e W . S p o t t i s w o o d e and W . H . L . R u s s e l 1 ; t h e 

f o r m e r o f f e r i n g an i n t e r e s t i n g s a m p l e o f t h e o b s e s s i o n w i t h sym-

m e t r y i n s y m b o l i c a l n o t a t i o n w h i c h c h a r a c t e r i z e d t h e new E n g l i s h 

a l g e b r a o f t h a t t i m e [ s e e 5 . 7 , 5 . 1 0 ] , t h e l a t t e r b e i n g t h e m a i n 

d e f e n d e r o f B o o l e a n o p e r a t o r c a l c u l u s i n t h e 1 8 6 0 ' s . B e s i d e s we 

r e f e r t o C u r t i s ( 1 8 5 4 ; s e e 5 . 6 ] ^ c o n c l u d i n g w i t h two unknown 

f i g u r e s , S . R o b e r t s a n d R . G r é e r . We f o l Iow a c h r o n o l o g i c a l o r d e r , 

a v o i d i n g t o e n t e r i n t o t e c h n i c a l d é t a i l s w h i c h i n t h e c a s e o f o u r 

p r i n c i p a 1 f i g u r e s w o u l d demand complex symbo1 i c a 1 e x p r e s s i o n s 

w h i c h a f f o r d e d 1 i t t 1 e s c o p e f o r u s e f u l app1 i c a t i o n . 

B o r n i n L o n d o n i n 1 8 2 5 , S p o t t i s w o o d e g r a d u a t e d f r o m O x f o r d 

i n 1842 w i t h a f i r s t c l a s s d e g r e e i n m a t h e m a t i c s . B e t w e e n 1847 

a n d 1871 he c o n t r i b u t e d an a b u n d a n c e o f o r i g i n a l w o r k i n a 

v a r i e t y o f m a t h e m a t i c a l t o p i c s , s u c h as t h e c a l c u l u s o f v a r i a 

t i o n s , q u a t e r n i o n s , a n d t h e t h e o r y o f c u r v e s ^ s w i t c h i n g n e x t h i s 

i n t e r e s t s t o w a r d s e x p é r i m e n t a l p h y s i c s . He i s r emembered as a 

d e v o t e d t e a c h e r and h i s l e c t u r e s w ere c h a r a c t e r i z e d by "a r e m a r k -

a b l e c l e a r n e s s o f e x p o s i t i o n " and a " d e p t h o f p o e t i c f e e l i n g " . 
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L i k e S y l v e s t e r , S p o t t i s w o o d e was an a c c o m p l i s h e d l i n g u i s t . The 

m a s t e r y he h a d g a i n e d o v e r t h e m a t h e m a t i c a l s y m b o l s "was s o com

p l è t e t h a t he n e v e r s h r a n k f r o m t h e u s e o f e x p r e s s i o n s , h o w e v e r 

c o m p l i c a t e d , n a y , t h e more c o m p l i c a t e d t h e y w e r e t h e more he 

seemed t o r e v e 1 i n t h e m , p r o v i d e d t h e y d i d n o t s i n a g a i n s t t h e 

r u l i n g s p i r i t o f a l l h i s w o r k - s y m m e t r y " . T h u s i t i s n o t a s u r p r i s e 

t h a t he d e l v e d i n t o a s t u d y o f d é t e r m i n a n t s , f o r "To a m i n d 

i m b u e d w i t h t h e l o v e o f m a t h e m a t i c a l symmetry t h e s t u d y o f d é t e r 

m i n a n t s had n a t u r a l l y e v e r y a t t r a c t i o n " . M o r e o v e r , " t h e r a p i d 

d e v e l o p m e n t o f t h e s u b j e c t " was l a r g e V j k u e t o h i s e l e m e n t a r y 

t r e a t i s e on d é t e r m i n a n t s [ 1 8 5 1 ]
( 1 >

. ' 

S p o t t i s w o o d e d i e d i n 1883 and h i s r e m a i n s r e s t i n 

W e s t m i n s t e r A b b e y . I n h i s m é m o r i a l s p e e c h , S p o t t i s w o o d e was 

p r a i s e d f o r t h e e x c e p t i o n a l s w e e t n e s s o f h i s c h a r a c t e r ^ ^ h i s W ide 

f i e l d s o f k n o w l e d g e and h i s s u c c e s s f u l c a r e e r , . r a n k e d n e a r î y as 

h i g h a s a Newton o r D a r w i n [ s e e (1) a b o v e ] . The most i n t e r e s t i n g 

a s p e c t o f h i s work , s h a r e d i n common w i t h S y l v e s t e r , was t h a t he 

v i e w e d m a t h e m a t i c s i n t e r m s o f " m o r p h o l o g y " . T h i s t e r m , a c c o r d i n g 

t o S y l v e s t e r , a p p l i e d t o t h e most d i v e r s e b r a n c h e s o f c u l t u r e , 

s u c h a s grammar, b o t a n y , c o m p a r a t i v e a natomy, m u s i c and a l g e b r a , 

m o s t p a r t i c u l a r l y t o t h e c a l c u l u s o f f o r m s o r i n v a r i a n t s 

[ S y l v e s t e r 1 8 6 9 a , 2 , f n l . B o t h m a t h e m a t i c i a n s s t u d i e d u n d e r t h e i n -

f l u e n t i a l kiöloo\ist T . H . H u x l e y who was a n a r d e n t a d m i r e r o f D a r 

w i n . I n t r o d u c e d by J.W. v o n G o e t h e i n t h e 1 8 1 0 ' s , t h e t e r m 

" M o r p h o l o g y " , d e f i n e d a s "The l a w o f f o r m o r s t r u c t u r e i n d e p e n -

d e n t o f f u n c t i o n " , was a c e n t r a l f e a t u r e o f D a r w i n ' s b ook The 

o r i g i n o f s p e c i e s [ 1 8 5 9 ] . S y l v e s t e r m e n t i o n e d G o e t h e , D a r w i n 

a n d H u x l e y i n h i s [ 1 8 6 9 a ]
y
 a n d a p p a r e n t l y he p i c k e d o u t t h i s t e r m 

f r o m n a t u r a l h i s t o r y whose " v e r y s o u l " i n t h e 1860's was 

m o r p h o l o g y
< 2 )

. 

S p o t t i s w o o d e ' s " g r e a t s k i l l i n , what m i g h t be c a l l e d t h e 

m o r p h o l o g y o f m a t h e m a t i c s " [ R i x 1 8 9 8 , 8 2 6 ]
( 3 >

 i s e v i d e n t i n h i s 

p a p e r "On c e r t a i n t h e o r e m s i n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s " [1853] 

p u b l i s h e d i n t h e C a m b r i d g e and D u b l i n M a t h e m a t i c a l J o u r n a l . A c -

k n o w l e d g i n g B o o l e ' s D - o p e r a t o r c a l c u l u s [1844] a n d C a r m i c h a e l ' s 

^ 7 - c a l c u l u s [ 1 8 5 1 ] , S p o t t i s w o o d e p r o p o s e d " s t i l l f u r t h e r 

e x t e n s i o n s " o f t h e l a t t e r c a l c u l u s a p p l i c a b l e t o w i d e r c l a s s e s 

o f é q u a t i o n s t h a n t h o s e t r e a t e d by C a r m i c h a e l [ S p o t t i s w o o d e 

1 8 5 3 , 2 5 ] . 
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New s y m b o l s S7 m

t y ^yi , ^ ' f t
 w e r e

 d e f i n e d [ 1 8 5 3 , 2 5 - 2 6 ] 

a s f o l l o w s . I f t h e i n d i c e s i i , i s j i . j a , . ... a n d s o o n 

d e n o t e a ny p e r m u t a t i o n s o f 1,2,3, t h e n S t a n d s f o r 

(59.1) V
t
* = + x

1 ; c
 + 

d x i d x
2 

a n d s y m m e t r i c a l l y f o r *\7j a n d s o o n . Now, i f t h e s e r i e s j i . j a . . . 

i s a p e r m u t a ' t i o n o f i i , i a , i t i s a c c o r d i n g l y d e n o t e d b y 

J i > J i . ; h e n c e t h e new d e f i n i t i o n 

<ry d d 
(59.2) V ' ; = x j . + x

j ;
 + 

J ' L L*dxi ^ d x
3 

F i n a l l y he d e f i n e d 
i-y d

a

 d
2

 d
3 

(59.3) V-. ; - X j x ,
 +

X J . X * , +• • • • + ( X J , * i +Xj x j +. . . 

I n a s i m i l a r manner he d e f i n e d ( 5 9 . 2 ) - ( 5 9 . 3 ) f o r more t h a n 

two i n d i c e s a n d p o i n t e d o u t t h e p r i n c i p a l r e l a t i o n s h o l d i n g b e -

twe e n t h e s e new s y m b o l s ^ w i t h o u t p r o o f ) . Among t h e m ^ t h e f o r m u l a 

( 5 9 . 4 ) S7jH = V j V i - STf.i , 

w h i c h e a s i l y f o l l o w s f r o m (59.1) a n d (59.2) i f we t a k e u n d e r c o n -

s i d e r a t i o n t h e i d e n t i t y 

d d d
a

 d 

(59.5) ( x j ) ( x ^ ) - x j
1
x i

1
 + X j ^ , 

d x i d x i d x
2

 d x i 

and compare t h e r e s u l t w i t h ( 5 9 . 3 ) . F o r m u l a ( 5 9 . 4 ) i s a n e x t e n -

s i o n o f C a r r a i c h a e l ' s t h e o r e m (57.11) f o r t h e c a s e n
s a

2, 

( 5 9 . 6 ) V 2 = VTV- ' ) 

where
 i s

 d e f i n e d b y (57.10) i n a n a l o g y w i t h ( 5 9 . 3 ) . 

B a s e d o n t h e t h e o r y o f p e r m u t a t i o n s , S p o t t i s w o o d e p r o p o s e d a 

s y m m e t r i c a l n o t a t i o n f o r \<^'t-1 i n t h e f o r m o f a d e t e r m i n a n t . 

H o w e v e r, he f i n a l l y a d o p t e d " S y l v e s t e r
1

3 n o t a t i o n " 

^ ri (59.7) 

i , j
J

 * ^ - i , j , k 

[ 1 8 5 3 , 2 6 - 2 7 ] . A l l t h e s e new d e v i c e s s e r v e d h i m t o show t h a t a 

com p l e x c l a s s o f a l i n e a r p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n o f t h e 

n
t h

 o r d e r i n u ( x i , x
2
 ) c a n be c a s t i n t o t h e s y m b o l i c a l f o r m 

(59.8) AVJ*I+...*i + B + . + ... - 6 

where t h e number o f t h e q u a n t i t i e s i , j , . . . , l i s n; A,B,.. a r e 

c o n s t a n t s a n d 9 any f u n c t i o n o f x i , x
a
 The S o l u t i o n o f ( 5 9 . 8 ) 
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w o u l d be g i v e n a c c o r d i n g l y a s 

(5 9 . 9 ) u •= F(S7)e + F ( V ) 0 
w h e r e F(V) s t a n d s f o r 

( 5 9 . 1 0 ) [ A \ 7 I ^ . . . * I + B 7 J . + 1 . + . . . , . + . . . ) - * 

[ 1 8 5 3 , 2 5 - 2 8 ]
( 4

> . 

S p o t t i s w o o d e o m i t t e d any i l l u s t r a t i o n w h a t s o e v e r o f t h e 

p r o c e s s ( 5 9 . 8 ) - ( 5 9 . 9 ) v i a an e x a m p l e . What he a i m e d a t was t o 

show how C a r m i c h a e l ' s V- c a l c u l u s c o u l d be a p p l i e d t o c a s e s o f 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " i n w h i c h t h e o r d e r o f t h e v a r i 

a b l e s by w h i c h t h e s y m b o l s o f d i f f e r e n t i a t i o n a r e m u l t i p l i e d i s 

n o t t h e same a s t h a t o f t h e v a r i a b l e s w i t h r e s p e c t t o w h i c h t h e 

d i f f e r e n t i a t i o n s a r e t o be p e r f o r m e d " [ 1 8 5 3 , 2 5 ] . T h u s , s u c h a n 

é q u a t i o n was s u s c e p t i b l e t o t h e s o l u t i o n ( 5 9 . 9 ) by b e i n g p r e -

v i o u s l y c a s t i n t o t h e f o r m (59.8) i n v i r t u e o f h i s s y m b o l i c a l e x 

t e n s i o n s . I n t h i s r e s p e c t he d r e w on h i s b a c k g r o u n d i n p e r m u t a 

t i o n t h e o r y w h i c h f o r m s t h e bas i s f o r t h a t o f d é t e r m i n a n t s , 

r e v e a l i n g t h u s h i s c o n c e r n s f o r symmetry o f f o r m s [ w h i c h was a l s o 

t h e c h a r a c t e r i s t i c o f C a r m i c h a e l ' s work: s e e 5 . 7 , ( 9 ) ] . The f o r m s 

( 5 9 . 8 ) - ( 5 9 . 9 ) a r e e x t e n s i o n s o f C a r m i c h a e l ' s ( 5 7 . 1 7 ) , (57.39) 

r e s p e c t i v e l y . S p o t t i s w o o d e
1

 s b r i e f b u t c o n d e n s e d p a p e r c o n c l u d e d 

w i t h a s i m i l a r e x a m p l e o f an é q u a t i o n " i n w h i c h t h e v a r i a b l e s by 

w h i c h t h e s y m b o l s o f d i f f e r e n t i a t i o n a r e m u l t i p l i e d a r e any 

l i n e a r f u n c t i o n s o f t h e g i v e n v a r i a b l e s " [ 1 8 5 3 , 2 5 , 2 9 - 3 3 ] . 

A l e s s g e n e r a ł e x t e n s i o n o f C a r m i c h a e l ' s c a l c u l u s was 

i n v e n t e d by C u r t i s [ 1 8 5 4 ] . W h i l e C a r m i c h a e l ' s m e t h o d was b a s e d o n 

t h e p o s s i b i 1 i t y t o p e r f o r m o p é r a t i o n s o f t h e f o r m 

d d 

(5 9 . 1 1 ) (V-a)"
3

- o r (x—+y—+...+G)"
1

, 
dx dy 

now C u r t i s p r o p o s e d f o r s o l u t i o n é q u a t i o n s w h i c h i n v o l v e d t h e e x 

t e n s i o n o f ( 5 9 . 1 1 ) , 

d d 
(5 9 . 1 2 ) ( a x — + b y — + . . . . + 0 ) - 1 , 

dx d y 

w h e r e a,b,... a r e any p o s i t i v e o r n é g a t i v e i n t e g e r s . T h i s e x t e n 

s i o n was b a s e d u p o n t h e c o n s i d é r a t i o n o f t h e f o r m u l a 

d d d d 
(59 . 1 3 ) a x — + b y — +. . .+a •= x

1 / a

 + y
1 / b

 +. . . + a 
dx d y d x

1

' " d y
1 X o 

g i v e n w i t h o u t p r o o f [ 1 8 5 4 , 2 7 2 ] , 

C u r t i s ' s f o r m u l a ( 5 9 . 1 3 ) c a n be p r o v e d i f we show t h a t 
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I d d 
( 5 9 . 14) - x — = x " . 

n d x d x
n 

d l d 
P u t t i n g x = e

e

 we h a v e — •= . A l s o s i ń c e x
n

= e
e n

 i t f o l -
dx x d3 

d 1 d d d 
l o w s d x " « e

e

" d 3 o r , . S u b s t i t u t i n g t h e v a l u e s o f — , 
d x

n

 n x
n

 d9 d x d x " 

i n ( 5 9 . 1 4 ) ^ we f i n d t h a t b o t h s i d e s o f i t e q u a l ( l / n ) d / d 9 . T h e r e -

f o r e ( 59.13) h o l d s t r u e , a n d t h u s i n p l a c e o f t h e known f o r m u l a 

d d 

( 5 9 . 1 5 ) ( x — + y — + a ) -
m

0 = u _ o ( 1 o g x + 1 o g y )
m

~
Ł

 + v _ « ( 1 o g x + 1 o g y )
m

~
2

+ . . 
d x dy 

we c a n now h a v e i t s e x t e n s i o n 
d d 

(59.16) ( a x — + b y — + a ) ~
m

0 - u_o<( l o g x
1 / a

+ l o g y
Ł / b

)
m

-
1

+ . . .+w_
0ł 

dx dy 

t h e i n d e x - a i n d i c a t i n g a n a r b i t r a r y homogeneous f u n c t i o n o f x , y 

o f t h e - a d e g r e e ( C u r t i s 1 8 54,272-3; ( 5 7 . 2 6 ) , ( 5 7 . 2 7 ) , ( 5 7 . 3 3 ) I <° > . 

C u r t i s o f f e r e d s i m i l a r e x t e n s i o n s o f o t h e r k e y t h e o r e m s u s e d 

i n C a r m i c h a e l ' s s o l u t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , s u c h 

a s (57.5) 

( 5 9 . 1 7 ) f (V) - u
m
 = f ( m ) u

m
 , 

now g e n e r a ł i z e d i n t o 

d d 
(59.18) < p ( x — , y — , . . . ) Ax^y^z** - <p(m,n ) A x " V " . . . . 

dx d y 

w here A a c o n s t a n t , f,(p p o l y n o m i a l f u n c t i o n s . L e t us i l l u s t r a t e 

C u r t i s ' s m e t h o d w i t h an e x a m p l e . 

Assume t h e é q u a t i o n 

d z d z x
3 

(59.19) x y 
d x dy y 

s o l v e d s y m b o l i c a l l y i n t h e f o r m 
d d x

2

 d d 
(59.20) z - ( x y — ) -

1

 — + (x y — ) -
Ł

0 . 
d x dy y dx d y 

C a r m i c h a e l ' s m e t h o d w o u l d h a d b e e n v a l i d h e r e i f t h e s i g n o f y 

was p o s i t i v e . Now, i n v i r t u e o f (59.13) a n d i t s c o n s é q u e n c e s , 

s u c h a s ( 5 9 . 1 6 ) , f o r m-1, a n d ( 5 9 . 1 8 ) , we h a v e 

1 x
a 

. — + f
0
( x , y _

Ł
) , h e n c e 

2 - ( - l ) y 
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x
a 

( 5 9 . 2 1 ) z - — + f ( x y ) 

3y 

[ 1 8 5 4 , 2 7 4 ] . 

L i k e a l l t h e e q u a t i o n s s o l v e d i n C u r t i s [ 1 8 5 4 ] , ( 5 9 . 1 9 ) was 

d r a w n f r o m G r e g o r y ' s E x a m p l e s [ 1 8 4 6 , 3 6 1 ] . G r e g o r y h a d i n t e g r a t e d 

t h i s e q u a t i o n by means o f t h e s u b s t i t u t i o n s (44.37) w h i c h were 

a p p l i e d i n o u r s t u d y f o r h i s s o l u t i o n o f G r e a t h e e d ' s e q u a t i o n 

( 4 2 . 1 0 ) o r ( 4 4 . 3 6 ) . W h i l e G r e g o r y ' s m e t h o d was a s i m p l i f i c a t i o n 

o f G r e a t h e e d ' s e a r l y s y m b o l i c a l m e t h o d , now C u r t i s ' s own i m p r o v e d 

o v e r a l l p r e v i o u s s t u d i e s o f e l e m e n t a r y p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s w i t h homogeneous c o e f f i c i e n t s . S ymmetry, e l e g a n c e a n d 

b r e v i t y i n m e t h o d and n o t a t i o n a r e t h e c h a r a c t e r i s t i c f e a t u r e s o f 

C u r t i s ' s m e t h o d a f t e r C a r m i c h a e l [ 1 8 5 1 ]
< 6

> . 

The n e x t t o c o n t r i b u t e i n t h e s y m b o l i c s o l u t i o n o f o r d i n a r y 

a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s was W . H . L . R u s s e l 1 , B o r n i n 

S h e p p e r t o n i n 1 8 2 3 , R u s s e l l g r a d u a t e d f r o m K i n g ' s C o l l e g e L o n d o n 

i n 1 8 4 4 , o b t a i n i n g n e x t h i s d e g r e e i n m a t h e m a t i c s f r o m S t . J o h n ' s 

C o l l e g e C a m b r i d g e i n 1 8 5 1 . U n f o r t u n a t e l y no b i o g r a p h y - e x i s t s 

a b o u t h i m , o u r o n l y k n o w l e d g e s o f a r b e i n g h i s r e v i e w [1857b] o f 

C a r m i c h a e l ' s t r e a t i s e [ 1 8 5 5 ; 5 . 7 ] . B o t h h i s r e v i e w and t h e p a p e r s 

u n d e r d i s c u s s i o n b e l o w g i v e e v i d e n c e o f h i s d e f e n c e o f B o o l e ' s 

w o r k w h i c h was i m p l i c i t l y r e f u t e d by C a r m i c h a e l on t h e g r o u n d s o f 

i t s " a r t i f i c i a l " c h a r a c t e r [ s e e 5 . 7 , ( 8 ) ] . 

R u s s e l l ' s e a r l y w o r k c o n s i s t e d o f two p a p e r s on t h e i n t e g r a 

t i o n o f l i n e a r o r d i n a r y a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a ] e q u a t i o n s c o n -

s e q u i t i v e l y p u b l i s h e d a s [1854a,b] i n t h e C a m b r i d g e and D u b l i n 

M a t h e m a t i c a l J o u r n a l . D r a w i n g on B o o l e [ 1 8 4 4 ; 4 . 5 , s t a g e 3 ] , R u s 

s e l l c a s t t h e o r d i n a r y e q u a t i o n s u n d e r c o n s i d e r a t i o n i n t o t h e 

f o r m ( 4 5 . 3 3 ) 

( 5 9 . 2 2 ) u + <p(D)e*-"du = 0, D = d/du, 

s o l v e d them i n s e r i e s f o r m , and f i n a l l y -by a method d e v i s e d by 

h i m f o r t h e s u m m a t i o n o f s e r i e s - he o b t a i n e d t h e f i n a l s o l u t i o n 

i n d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m [ 1 8 5 4 a , 1 0 4 - 1 1 0 ; s e e a l s o 4 . 5 , s t a g e 7) . 

A s i m i l a r m e t h o d was a p p l i e d t o p a r t i a l e q u a t i o n s [ 1 8 5 4 b , 1 1 2 -

1 1 5 ] , t h e r e s u l t s i n b o t h p a p e r s b e i n g e x t r e m e l y l o n g and c o m p l e x 

i n f o r m , a n d a p p a r e n t l y o f no i m p a c t . 

T h r e e y e a r s l a t e r R u s s e l l c o n t r i b u t e d a p a p e r "On t h e a p 

p l i c a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s t o t h e s o l u t i o n 

o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " [1857a] i n t h e Q u a r t e r l y J o u r -
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n a l . B a s e d u p o n B o o l e ( 1 8 4 4 ; 4 . 5 , s t a g e 6 a n d 81 a n d B r o n w i n ' s 

" i n g e n i o u s p a p e r " [ 1 8 4 7 a ; 5 . 2 ] , R u s s e l l s e t o f f t o show how t h e 

m e t h o d s i n v e n t e d f o r t h e i n t é g r a t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a 

t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s w o u l d s e r v e t o e f f e c t t h e s o l u 

t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n d e f i n i t e i n t é g r a l f o r m [ 1 8 5 7 a , 

2 3 - 2 5 , 2 9 ] . L i k e H a r g r e a v e [ 1 8 5 0 ; 5 . 4 , ( 4 ) ] , R u s s e l l [ 1 8 5 7 a ] was 

w i t h i n t h e s p i r i t o f B o o l e ' s m e t h o d when he c l a i m e d t h a t 

" i m p r o v e m e n t s i n t h e k n o w l e d g e o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s 

w i l l l e a d t o c o r r e s p o n d i n g i m p r o v e m e n t s i n o u r k n o w l e d g e o f d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [ 1 8 5 7 a , 3 1 - 2 ] . 

A n o t h e r c o n t r i b u t i o n i n t h e s p i r i t o f B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h ô d 

was e f f e c t e d by R u s s e l l i n a s é r i e s o f p a p e r s p u b l i s h e d i n t h e 

P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c t i o n s [ s e e 5 . 8 , ( 1 ) ] on t h e c a l c u l u s o f n o n -

c o m m u t a t i v e o p e r a t o r s . We c o n f i n e h e r e t o a p a r t i a l d i s c u s s i o n o f 

h i s f i r s t p a p e r "On t h e c a l c u l u s o f s y m b o l s , w i t h a p p l i c a t i o n s t o 

t h e t h e o r y o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " [ 1 8 6 1 ] . The p a p e r o p e n e d 

w i t h a b r i e f r e v i e w o f t h e h i s t o r y o f t h e s u b j e c t w i t h f o c u s o n 

L a p l a c e ' s c a l c u l u s o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s [ 1 . 5 , 1 . 7 ] a n d B o o l e ' s 

" w e l l - k n o w n a n d b e a u t i f u l memoir" [ 1 8 4 4 1 . H i s o b j e c t b e i n g t o 

" p e r f e c t and d e v e l o p e [ s i c ] t h e m e t h o d s " e m p l o y e d by B o o l e , R u s 

s e l l c o n s t r u c t e d " S y s t e m s o f m u l t i p l i c a t i o n a n d d i v i s i o n f o r 

f u n c t i o n s o f n o n - c o m r a u t a t i v e s y m b o l s " s u b j e c t t o B o o l e ' s l a w s o f 

c o m b i n a t i o n ( 4 5 . 1 1 ) , a r r i v i n g t h u s " a t é q u a t i o n s o f g r e a t u t i l i t y 

i n t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e 

c o e f f i c i e n t s " [ 1 8 6 1 , 6 9 ] . 

R u s s e l l a s s u m e d two o p e r a t o r s p,n w h i c h c o m b i n e a c c o r d i n g t o 

B o o l e ' s l a w 

(59.23) p°f(n)u = f ( n - n ) p
r t

u , 

f a p o l y n o m i a l f u n c t i o n , f o c u s i n g on a p p l i c a t i o n s w h e r e p=x a n d 

n=xd/dx. T h è s e v a l u e s o f p and n h a d f e a t u r e d i n t h e g r e a t e s t 

p a r t o f B o o l e (1844,-see (45.18) and t e x t b e l o w ( 4 5 . 2 0 ) ] . R u s s e l l 

d e f i n e d " e x t e r n a l " and " i n t e r n a i " m u l t i p l i c a t i o n b e t w e e n two 

p o l y n o m i a l s o f n a n d p i n t h e s e n s é o f l e f t a n d r i g h t m u l t i p l i c a 

t i o n r e s p e c t i v e l y . T hus t h e e x t e r n a l m u l t i p l i c a t i o n o f p - n 

upon p + n w i l l g i v e (p - n) (p + n) = =p
2

+prt~p (n+1 ) - n
2

 - p
2

- p -

n
2

 i n v i r t u e o f ( 5 9 . 2 3 ) w h i c h i m p l i e s t h a t n p = p ( n + l ) . S i m i l a r l y , 

t h e i n t e r n a i m u l t i p l i c a t i o n w i l l g i v e ( p + n ) ( p - n ) - p
2

- p n + n p - n
2

 =. 

= p
2

-pn+p(n+l ) - n
2

 =p
2

-pn+pn+p-n
2

 - p
2

+ p - n
2

 [ 1 8 6 1 , 70-71 ]
 < - 7 >

 . 

U n d e r t h e d é f i n i t i o n o f i n t e r n a i a n d e x t e r n a l d i v i s i o n on 

s i m i l a r l i n e s , he s t u d i e d t h e c o n d i t i o n s a c c o r d i n g t o w h i c h t h e 
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b i n o m i a l s i n p and n 

( 5 9 . 2 4 ) p v i ( n ) + Y o ( n ) a n d (p)n+ipo (p) 

d i v i d e t h e r e s p e c t i v e p o l y n o m i a l s i n t e r n a l l y w i t h o u t a r e m a i n d e r 

[ 1 8 6 1 , 7 2 - 7 5 ] . He n e x t i n t r o d u c e d t h e o r e m s a c c o r d i n g t o w h i c h t h e 

b i n o m i a l 

( 5 9 . 2 5 ) ( p
2

 + p 8 ( n ) ) " 

c a n be e x p a n d e d i n p o w e r s o f n, where n>0 and 4 * 1 , ^ 0 . 8 a l l p o l y n o 

m i a l f u n c t i o n s [ 1 8 6 1 . 7 6 - 7 9 ] . As t h e c o n d i t i o n s and t h e e x p a n s i o n s 

p r o v i d e d a r e e x t r e m e l y l o n g , we w i l l o n l y h i n t a t t h e a p p l i c a t i o n 

o f R u s s e l l ' s r e s u l t s t o t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 

v i a a n e x a m p l e . 

L e t t h e e q u a t i o n 

d
3

u d
2

u du 

( 5 9 . 2 6 ) x
2

( x + l )
3

 + 3 x ( x + l )
3

 + ( x
3

+ 4 x
2

+ 3 x ) ( 2 x - 3 ) u = X. 
d x

3

 d x
2

 dx 

X a f u n c t i o n o f x . E q u a t i o n (59.26) h a s t h e s y m b o l i c a l f o r m 

( 5 9 . 2 7 ) p
3

n
3

u + p
2

( 3 n
3

+ n - l ) u + 3 p ( n
3

+ l ) u + n ( n
2

- l ) u = X . x , 

w h e r e 

d 

( 5 9 . 2 8 ) p - x , n « x — . 
dx 

E f f e c t i n g t h e i n t e r n a l d i v i s i o n o f t h e c o e f f i c i e n t o f u i n 

( 5 9 . 2 7 ) by p n + ( n - l ) , e q u a t i o n ( 59.27) was r e d u c e d t o 

( 5 9 . 2 9 ) ( p
2

( n - l )
2

 + p ( n + l ) ( 2 n - 3 ) + n ( n + l ) ] u i = X.x 

w h e r e 

( 5 9 . 3 0 ) U i = pn + ( n - l ) u . 

E f f e c t i n g o n c e more i n t e r n a l d i v i s i o n - b y t h e f a c t o r p ( n - l ) + ( n + 1 ) -

t h e f i n a l r e d u c t i o n o f t h e i n i t i a l e q u a t i o n u n d e r c o n s i d e r a t i o n 

( 5 9 . 2 6 ) o b t a i n e d t h e f o r m 

( 5 9 . 3 1 ) [ p ( n - 2 ) + n ] ( p ( n - l ) + ( n + l ) ] [ p n + ( n - l ) ] u - X . x . 

T a k i n g now u n d e r a c c o u n t t h e v a l u e s o f p,n by (59.28) we f i n d by 

p e r f o r m i n g t h e i n v e r s e o p e r a t i o n s t h e c o m p l e t e i n t e g r a l 

x f d x ( x + l )
2

P d x f Xdx 
( 5 9 . 3 2 ) u = , 

x + l J x
3

 J x + l J ( x + 1 )
3 

" t h e t h r e e a r b i t r a r y c o n s t a n t s b e i n g i n c l u d e d u n d e r t h e s i g n s o f 

i n t e g r a t i o n " [ 1 8 6 1 , 8 0 ] . 

R u s s e l l ' s e x t e n s i o n o f B o o l e ' s w o r k on n o n - c o m m u t a t i v e sym

b o l s o f o p e r a t i o n a t t r a c t e d t h e a t t e n t i o n o f S p o t t i s w o o d e who h a d 

a s e q u e l t o R u s s e l l [1861] p u b l i s h e d i n t h e same j o u r n a l t h e f o l 

l o w i n g y e a r . U n d e r t h e t i t l e "On t h e c a l c u l u s o f s y m b o l s " [ 1 8 6 2 1 , 
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S p o t t i s w o o d e p r o p o s e d some a d d i t i o n s t o R u s s e l l ' s i n v e s t i g a t i o n s 

f o r i n t e r n a i d i v i s i o n . I n t h e same y e a r a n d j o u r n a l we a l s o s e e 

R u s s s e l l ' s p a p e r "On t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s " [ 1 8 6 2 ] , a s u b j e c t 

n e g l e c t e d by m i d - 1 9
t n

- c e n t u r y a n a l y s t s . A c k n o w l e d g i n g Babbage f o r 

h i s s y s t e m a t i c t r e a t m e n t o f t h i s s u b j e c t , R u s s e 11 a p p l i e d 

a n a l y t i c a l methods t o f u n c t i o n a l é q u a t i o n s . F i n a l l y , he h a d two 

more p a p e r s p u b l i s h e d i n 1862 a n d 1863 r e s p e c t i v e l y a s s e q u e l s t o 

h i s [ 1861] <
e

>. 

I n t h e 1860's t h e o n l y j o u r n a l t o s e e n u m e r o u s , t h o u g h b r i e f 

c o n t r i b u t i o n s i n t h e r e a l m s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s and r e -

l a t e d s u b j e c t s was t h e Q u a r t e r l y J o u r n a l o f P u r e a n d A p p l i e d 

M a t h e m a t i c s [ s e e 5 . 1 ] . We c o n c l u d e o u r a c c o u n t w i t h some e a r l y 

c o n t r i b u t i o n s a s i n d i c a t i v e o f C a r m i c h a e l ' s a n d B o o l e ' s w i d e r i n 

f l u e n c e , s u c h a s G r é e r [186CW a n d R o b e r t s [ 1 8 6 0 a ] . 

G r e e r ' s p a p e r was d e v o t e d t o "A t h e o r e m i n t h e c a l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s , w i t h some a p p l i c a t i o n s " [1860»]. The t h e o r e m p r o p o s e d 

fs i n h i s w o r d s : 

L e t 14J be a s y m b o l o f o p é r a t i o n o b e y i n g t h e two d i s -

t r i b u t i v e l a w s 

(1) ip. (u+v) = y.u+i+j.v 

(2) 4/.uv = v y . u + U Y . v 

(59.33) a n d l e t M be s u c h a q u a n t i t y t h a t 

(3) s h a l l - 1 i d e n t i c a l l y ; t h e n w i l l t h e s o l u t i o n 

o f t h e é q u a t i o n y.Q =° u , be 

M
3

 M
3

 " 

(4) 8 - M. u - Y . U + M
3

 - u - . . . . . 
1.2 1.2.3 

T h i s t h e o r e m was s u i t a b l y a p p l i e d t o é q u a t i o n s a l r e a d y s o l v e d b y 

G r e g o r y a n d C a r m i c h a e l , s u c h a s t o é q u a t i o n 

d d d 

(59 . 3 4 ) ( — + — + — j a = x y z 
d x dy d z 

[se e G r é e r 1 8 6 0 ? 1 4 9 - 1 5 0 ; G r e g o r y 1 8 4 1 , 3 5 0 ; C a r m i c h a e l 1855,65 a n d 

(9) a b o v e ] . 

G r é e r went on t o d i s c u s s C a r m i c h a e l ' s s y m b o l i n c o r r é l a 

t i o n w i t h D i n s t e a d o f xD, D-d/dx. L e t t i n g 

( 5 9.35) L = l o g u i , 

i n o t h e r w o r d s L d é n o t e s t h e l o g a r i t h m o f a homogeneous f u n c t i o n 

o f t h e d e g r e e u n i t y , i t f o l l o w e d t h a t 

( 5 9.36) Ç 7 L - L V + 1; 
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t h e l a t t e r e q u a t i o n c a n be c ompared w i t h t h e known one ( 5 5 . 4 4 ) , 

( 5 9 . 3 7 ) Dx - xD +1, 

t h u s ( 5 9 . 3 6 ) e n a b l e s us t o compare V n o t w i t h xD. b u t w i t h D 

[ 1 8 6 0 , 1 5 2 , f n ] . G r e e r f u r t h e r r e m a r k e d t h a t s i m i l a r l y t h e a n a l o g u e 

o f t h e " w e l l - k n o w n " e q u a t i o n ( 4 7 . 2 ) , 

( 5 9 . 3 8 ) f(D+<p'x) - e-*<~>f (D)e*<~> 

wou1d be 

( 5 9 . 3 9 ) f(V+ $') - e - * f ( Ç 7 ) e * , 

* a n y f u n c t i o n o f l o g u , a n d #' = V.$ ( 1 8 6 0 , 1 5 3 ) . The t h e o r e m 

( 5 9 . 3 9 ) was g i v e n by C a r m i c h a e l [ 1 8 5 1 , 2 8 3 ] . The a n a l o g y b e t w e e n 

( 5 9 . 3 8 ) - ( 5 9 . 3 9 ) j u s t i f i e s G r e e r ' s c o r r e l a t i o n b e t w e e n a n d D. 

We c o n c l u d e w i t h S . R o b e r t s , a p r o l i f i c m a t h e m a t i c i a n who 

c o n t r i b u t e d up t o t h e y e a r 1883 o v e r s i x t y p a p e r s . B o r n i n , H a c k -

n e y i n 1 8 2 7 , he m a t r i c u l a t e d
A
 L o n d o n U n i v e r s i t y

 A
i n 1845 w i t h 

h o n o u r s i n c l a s s i c s and m a t h e m a t i c s . He d i e d i n 1913 a f t e r o b 

t a i n i n g s e v e r a l a c a d e m i c d i s t i n c t i o n s , l e a v i n g b e h i n d a c o n 

s i d e r a b l e m a t h e m a t i c a l c o r r e s p o n d e n c e w i t h De M o r g a n , S a l m o n , 

C a y l e y and S y l v e s t e r ; t h e l a t t e r r e f e r r e d t o h i m as h i s " d i s t i n 

g u i s h e d m a t h e m a t i c a l f r i e n d " ( S y l v e s t e r 1 8 6 7 , 6 0 9 , f n ] . B e s i d e s 

m a t h e m a t i c s he was a l s o c h e s s , p h i l o s o p h y and g e o l o g y . 

R o b e r t s commenced h i s r e s e a r c h i n 1848
 /
 d e v o t i n g t h e f i r s t 

f i f t e e n y e a r s t o t h e s t u d y o f g e o m e t r y and t h e c a l c u l u s o f o p e r a 

t i o n s . I n a " N o t e " [1860b] he p r o v i d e d a " s l i g h t l y more g e n e r a l 

f o r m " o f G r e e r ' s t h e o r e m ( 5 9 . 3 3 ) . I n h i s p a p e r "On t h e s o l u t i o n 

o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " [1860a] he i n q u i r e d i n t o t h e c i r 

c u m s t a n c e s u n d e r w h i c h an e q u a t i o n i n s y m b o l i c a l f o r m i s r e g a r d e d 

a s s o l v e d . I n t h i s r e s p e c t he was m o t i v a t e d by H a r g r e a v e [ 1 8 4 8 ; 

s e e ( 5 3 . 8 ) ] r e f e r r i n g a d d i t i o n a l l y t o B o o l e [ 1 8 4 4 ; 4 . 5 , s t a g e 4] 

a n d t o t h e s c a r s e l y e v e r c i t e d B r o n w i n [ 1 8 4 7 b ; 5 . 2 ]
( x o >

. L i k e De 

M o r g a n a n d C a y l e y , he c o n t r i b u t e d on A r b o g a s t ' s t h e o r y o f d e r i v a 

t i o n s [ R o b e r t s 1861 ; 1866 ; s e e a l s o 5 . 1 0 ] . 

5.10 S y m b o l i c a l m e t h o d s : i m p a c t and u t i l i t y w i t h i n m a t h e m a t i c a l 

s c i e n c e s i n m i d - 1 9
t n

_ c e n t u r y E n g l a n d . 

. I n t h e p r e v i o u s c h a p t e r we s t u d i e d t h e g e n e s i s a n d t h e 

p e c u l i a r f e a t u r e s o f B o o l e ' s g e n e r a l m e t h o d i n a n a l y s i s [ 1 8 4 4 ; 

1 845d] a n d showed t h a t t h e r o l e o f t h e EFE was a m a j o r s t i m u l u s 

[ 4 . 6 ] . O u r c o n j e c t u r e s a r e r e i n f o r c e d by K e l l a n d ' s s p e e c h 
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d e l i v e r e d a t t h e R o y a l S o c i e t y o f E d i n b u r g h i n 1858 on t h e m e r i t s 

o f B o o l e ' s w o r k . F o c u s i n g on B o o l e [1844] K e l l a n d coramented a s 

f o l l o w s : 

Many Problems of no very great apparent co m p l i c a t i o n had b a f f l e d 

the ingenuity o f mathematiciahs. S o l u t i o n s were, i t i s t r u e , ob-

t a i n e d , but the processes were so i n d i r e c t and u n s a t i s f a c t o r y , t h a t 

they were something l i k e excresscences on the smooth face o f 

s c i e n c e . Of t h i s c l a s s o f problems i s an équation which occurs i n 

the theory o f the f i g u r e of the e a r t h . Mr A i r y , i n h i s " T r a c t s " , 

g i v e s simply the r e s u i t , without the s l i g h t e s t i n d i c a t i o n o f a 

process [3.2] . Mr Gaskin and Mr L e s l i e E l l i s had attacked t h i s i n -

d i v i d u a l problem w i t h p a r t i a l success [4.2-4.3]. But Mr Boole's 

"New Method" not o n l y s e t the l o g i c a l q u e s t i o n of d e a l i n g w i t h 

séparation o f symbols i n a c l e a r l i g h t , but completely e f f e c t e d the 

s o l u t i o n o f a i l t h a t c l a s s of problems of which t h i s was a par-

t i c u l a r example*
1

*. 

T h i s c h a p t e r h a s f o c u s e d s o f a r on t h e e f f e c t s o f B o o l e 

[ 1 8 4 4 ; 1845d] o n t h e s y m b o l i c a l t r e a t m e n t o f d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s . We c o n c l u d e w i t h a c r i t i c a l o v e r v i e w o f h i s i m p a c t , h i n t -

i n g a t t h e w i d e r e f f e c t o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s i n t h e d e v e l o p -

ment o f m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s i n t h e p e r i o d f r o m t h e 1 8 4 0 ' s t o 

1 8 6 0 ' s . Our p o i n t o f d e p a r t u r e i s t h e e x a m i n a t i o n o f t h e t h r e e 

d i s t i n c t ways i n w h i c h B o o l e ' s m e t h o d was d e v e l o p e d by h i s c o n -

t e m p o r a r i e s . We d i s c u s s n e x t t h e i m p a c t t h a t O p e r a t o r a l g e b r a s 

h a d i n g ê n e r a i on t h e s h a p i n g o f m a t h e m a t i c a l v i e w s a n d t h é o r i e s , 

c o n c l u d i n g by C o n n e c t i n g o u r s t u d y o f O p e r a t o r methods w i t h t h e 

r i s e o f i n v a r i a n t t h e o r y by C a y l e y a n d S y l v e s t e r i n t h e 1 8 5 0 ' s 

and 1 8 6 0 ' s . 

B o o l e l a i d t h e f o u n d a t i o n s o f h i s g ê n e r a i method i n [1844] 

i n c l u d i n g f u r t h e r e x t e n s i o n s a n d a p p l i c a t i o n s i n [1845d; 1 8 4 7 c ] . 

W i t h m o d e s t y he d e c l a r e d i n h i s i n i t i a l p a p e r t h a t he v i e w e d h i s 

i n c o m p l è t e m e t h o d as a p o t e n t i a l t o o l o f u n i t y i n a n a l y s i s 

[ 4 . 6 , ( 1 0 ) ] . The f a c t t h a t b o t h he a n d B r o n w i n d e l v e d f u r t h e r i n t o 

a s t u d y o f [1844] b r o a d e n i n g i t s b o u n d a r i e s , r e i n f o r c e d h i s 

b e l i e f t h a t t h e germs o f h i s m e t h o d c o u l d g i v e r i s e t o one t h a t 

w o u l d be b o t h " g e n u i n e " and " c o m p l è t e " [ 5 . 2 , ( 1 2 ) 1 . The e s s e n c e o f 

B o o l e ' s m e t h o d l a y i n h i s FTD ( 4 5 . 2 6 ) w h i c h r e d u c e d p r o b l e m s i n 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s t o o n e s i n f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s a n d 

v i c e v e r s a ; t h e l a n g u a g e o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s 
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m e r e î y a p r o c é d u r a l d e v i c e w h i c h e n a b l e d q u i c k a n d e l e g a n t 

proofs. T h i s f u n d a m e n t a l a s p e c t o f B o o l e ' s t h e o r y h a d v e r y few 

f o l l o w e r s , n a m e l y B r o n w i n [1847a,-5.2], H a r g r e a v e [1850;5.41 and 

R u s s e l 1 [ 1 8 5 7 a ; 5 . 9 ] . A v o i d i n g c o m p l e x Symbolic t h e o r e m s , 

H a r g r e a v e e x p r e s s e d h i s b e l i e f i n t h e e x i s t e n c e o f a u n i v e r s a l 

m e t h o d [ 5 . 4 , ( 1 ) , ( 4 ) , ( 5 ) ] , u n a b l e t h o u g h t o e f f e c t i t s r e a l i z a -

t i o n . B o o l e d r o p p e d h i s p r o j e c t s w i t c h i n g t o l o g i c
c a >

. The s e a r c h 

f o r a u n i v e r s a l method t e r m i n a t e d by 1851 when B r o n w i n i m p l i c i t l y 

p r o v e d i t as g r o u n d l e s s . F o r , f o l l o w i n g c l o s e l y on B o o l e ' s s t e p s 

f o r f i v e y e a r s , B r o n w i n p e r c e i v e d s u c h a s e a r c h t o be f r u i t l e s s 

s i n c e d i s t i n c t c l a s s e s o f é q u a t i o n s demand o f r a d i c a l l y d i f f é r e n t 

t r e a t m e n t s [ 5 . 4 , ( 6 ) 1 . No m a t t e r t h e l i m i t e d i m p a c t t h a t B r o n w i n 

[ 1 8 5 1 a ] m i g h t have had on h i s c o n t e m p o r a r i e s , t h e f a c t i s t h a t 

a i l a t t e m p t s f r o m t h e n o n w a r d s f o l l o w e d on t h e p a t h o f " p a r t i a l " 

[ 5 . 4 , ( 1 ) ] and n o t o f " g ê n e r a i " methods - f u r t h e r p r o v i n g t h e 

f a i l u r e o f B o o l e ' s a m b i t i o n , t h o u g h n o t o f h i s a c t u a l m e t h o d . 

The s e c o n d i s s u e i s t h e l a n g u a g e o f B o o l e ' s m e t h o d and i t s 

r e l a t e d s y m b o l i c t h e o r e m s i n t e r m s o f n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s , 

t h e i r germs f o u n d e d i n M u r p h y [ 1 8 3 7 ; 3 . 3 ] . E x p l o r i n g t h e 

p r o p e r t i e s o f t h e o p é r a t i o n s x and d/dx i n t h e d u a l t h e o r e m s 

( 4 7 . 1 ) - ( 4 7 . 2 ) , B o o l e was i m p r e s s e d by t h e s i m i l a r i t y i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f b i n o m i a l s o f t h è s e o p é r a t i o n s w i t h T a y l o r ' s 

t h e o r e m ( 4 . 7 , ( 2 ) ] . The s t u d y o f s u c h o p é r a t i o n s a t t r a c t e d t h e i n -

t e r e s t o f numerous r e s e a r c h e r s who were c h a r m e d by t h e p r o p e r t y 

o f t h e c a l c u l u s o f s y m b o l s t o e f f e c t a b s t r a c t i o n , g ê n e r a i i z a t i o n 

a n d t o d i s p l a y a n a l o g y w i t h t h e common t h e o r e m s o f t h e c a l c u l u s . 

B r o n w i n and D o n k i n e x t e n d e d B o o l e ' s d u a l t h e o r e m s by 

r e d e m o n s t r a t i n g them v i a more g ê n e r a i o n e s [5.2 ; 5 . 5 , ( 3 ) ] , w h i l e 

H a r g r e a v e - a v o i d i n g t h e i r u s e - i n t r o d u c e d a new method b a s e d on 

h i s e m p i r i c a l p r i n c i p l e ( 5 3 . 8 ) on t h e i n t e r c h a n g e b e t w e e n x,D 

( 5 1 0 . 1 ) x > D , D > -x , where D=d/dx 

m o t i v a t e d by t h e a p p l i c a t i o n o f ( 4 7 . 1 ) - ( 4 7 . 2 ) by B o o l e [ 4 . 7 , t e x t 

a b o v e ( 3 ) ; 5 . 3 , ( 6 ) ] . 

W i t h G r a v e s , H a r g r e a v e ' s p r i n c i p l e and a v a r i e t y o f d u a l 

t h e o r e m s were r i g o r o u s l y e s t a b l i s h e d a s d e r i v e d f r o m a u n i q u e l a w 

( 5 5 . 4 5 ) 

( 5 1 0 . 2 ) pn - np = 1 

[ 5 . 5 , ( 3 ) , ( 6 ) , ( 9 ) ] . G r a v e s f u r t h e r s t u d i e d e x p o n e n t i a l Operators 

w i t h n o n - c o m m u t a t i v e e x p o n e n t s , t h u s i m p r o v i n g and e x t e n d i n g 

M u r p h y ' s p e r t i n e n t work ( 3 3 . 2 2 ) , h i s t h e o r y s u i t a b l y e x t e n d e d t o 
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n o n - c o m m u t a t i v e p a r t i a l e x p o n e n t s by C a r m i c h a e l [ (55 . 34) ,-5 .7, ( 7) ; 

5 . 8 , ( 1 8 ) 1 . G r é e r a r g u e d t h a t t h e a n a l o g y b e t w e e n xD a n d w h i c h 

f e a t u r e d i n C a r m i c h a e l ' s w o r k (5.7] c o u l d be m o d i f i e d t o one b e 

t w e e n D a n d { ( 5 9 . 3 6 ) ] . F i n a l l y R u s s e l l , a n d a f t e r h i r a S p o t t i s — 

woode, d e l v e d i n t h e 1 8 6 0 ' s i n t o t h e most g e n e r a ł s t u d y p o s s i b l e 

o f c o m p l e x b i n o m i a l s a n d p o l y n o m i a l s o f t h e Operators x a n d d/dx 

(5.9 t e x t and ( 8 ) ] . 

The t h i r d a n d l a s t i s s u e c o n c e r n i n g B o o l e ' s m e t h o d i s i t s 

a c t u a l u t i l i t y i n p r a c t i c e , f o r w i t h f e w e x c e p t i o n s , n e i t h e r h i s 

FTD, n o r t h e c o m p l i c a t e d t h e o r y o f n o n - c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s 

w e r e o f any s u s t a i n e d s u c c e s s i n a p p l i c a t i o n s *
3 3

. I t was t h e p a r t 

o f h i s g e n e r a ł m e t h o d a s b a s e d p r i n c i p a l l y on t h e known t h e o r e m s 

( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) and on t h e t e c h n i q u e ( 4 5 . 2 1 ) - ( 4 5 . 2 3 ) - v i a w h i c h 

an é q u a t i o n was c a s t i n t o s y m b o l i c f o r m - w h i c h i n s p i r e d a v a r i e t y 

o f s l i g h t l y d i f f é r e n t m e t h o d s s u i t a b l y a p p l i e d t o d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s . As we saw, B o o l e ' s own a p p r o a c h as b a s e d on t h e o r e m s 

1.2 [ 4 . 6 ] h a d h a r d l y a n y f o l l o w e r [ 4 . 6 , ( 1 1 ) ; 4 . 8 , ( 5 ) ; 5 . 6 , ( 2 ) ] . 

H o w e v e r , v i a h i s t h e o r y o f b i n o m i a l é q u a t i o n s [ 4 . 5 , s t a g e 3; 4.6] 

- t h e o n l y p a r t o f b i s m e t h o d t o be s a t i s f a c t o r i l y d e v e l o p e d a n d 

w i d e l y a p p l i e d by h i m - he s o l v e d b o t h t h e EFE and t h e L E in 

f i n i t e s y m b o l i c f o r m , c h a l l e n g i n g h i s c o n t e m p o r a r i e s t o i n q u i r e 

f u r t h e r i n t o a s t u d y o f é q u a t i o n s o f a more g ê n e r a i n a t u r e o r t o 

i n v e n t p a r t i a l t r e a t m e n t s w h i c h w o u l d e f f e c t t h e s o l u t i o n o f 

t h è s e two é q u a t i o n s i n a d i f f é r e n t f o r m [ 5 . 2 - 5 . 4 ; 5 . 6 ; 5 . 8 , ( 1 2 ) ] . 

The i n t e r e s t i n g b y - p r o d u c t s o f t h i s o b s e s s i o n a l i n q u i r y w e r e a 

c o n s i d é r a b l e g r o w t h o f s y m b o l i c a l g e b r a , a c o n c e r n f o r t h e i n t e r 

p r é t a t i o n o f c o m p l e x s y m b o l i c f o r m s a n d i n t e r e s t i n g d i s p u t e s o n 

t h e r o l e o f s y m b o l i c l a n g u a g e , i t s u t i l i t y a n d t e n d e n c y t o i n v o k e 

f a l l a c i e s i f n o t c a r e f u l l y h a n d l e d [ 5 . 2 , ( 1 6 ) ; 5 . 3 . ( 7 ) ; 5 . 4 , ( 5 ) ; 

5 . 8 , ( 9 ) , ( 1 1 ) , ( 1 7 ) - ( 2 0 ) ] . 

What was t h e w i d e r i m p a c t o f t h i s g r o w t h o f o p e r a t o r a l -

g e b r a s i n m i d - 1 9
t ł

* - c e n t u r y i n t h e r e a l m s o f m a t h e m a t i c a l 

s c i e n c e s ? F i r s t o f a i l t h è s e i n q u i r i e s c u l m i n a t e d i n t h r e e 

t e x t b o o k s , C a r m i c h a e l [ 1 8 5 5 ] a n d . B o o l e [1859;1860] w h i c h t o g e t h e r 

r e f l e c t b e s t t h e a c h i e v e m e n t s o f most o f t h e B r i t i s h r e s e a r c h e r s 

i n t h e f i e l d o f a n a l y s i s and o f t h e a u t h o r s ' i n d i v i d u a l e p i s -

t e m o l o g i c a l a n d e d u c a t i o n a l v i e w s [ 5 . 7 , ( 8 ) , ( 9 ) ; 4 . 5 , ( 5 ) , ( 8 ) ] . 

H o w e v e r , t h o u g h n o t o v e r l o o k e d i n t h e s e c o n d h a l f o f 

t h e Century ( 4 . 6 , ( 1 1 ) ] , t h e y d i d n o t s e r v e a s m a n u a l s o f a b s t r a c t 

s y m b o l i c a l studie3 i n t h a t d i r e c t i o n . P o s t p o n i n g a f u r t h e r i n -
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q u i r y on t h i s m a t t e r t o c h a p t e r 9, we s a y h e r e t h a t what 

p r e v a i l e d f r o m t h e 1860's onwards i n t h e r e a l m s o f d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s was t h e s p i r i t o f t h e L a g r a n g i a n a l g e b r a i c c a l c u l u s and 

o f G r e g o r y ' s e l e m e n t a r y a p p l i c a t i o n o f t h e s e p a r a t i o n o f s y m b o l s 

{ 4 . 1 , ( 1 ) ; 4 . 2 , ( 2 ) ] . 

G r e g o r y ' s E x a m p l e s [1841] was t o s u r v i v e much l o n g e r t h a n 

any o f t h e t e x t b o o k s m e n t i o n e d s o f a r , w e l l up t o t h e 1900's 

[ 7 . 1 , ( 2 5 ) ] . I t p r o v e d u s e f u l t o c e r t a i n f i g u r e s , s u c h as C u r t i s 

a n d G r e e r [ 5 . 6 , ( 1 ) ; 5.9] and f o r m e d an i n v a l u a b l e s o u r c e o f e x 

a m p l e s and m e t h o d s f o r B o o l e [ 1 8 4 4 ; 1 8 5 9 ; 4 . 5 ] and C a r m i c h a e l 

[ 1 8 5 5 ; 5 . 7 ] . T h i s f a c t shows t h a t n e i t h e r G r e g o r y ' s own m e t h o d o l 

o g y , n o r t h e v a r i e t y o f o t h e r m e t h o d s d i s p l a y e d i n h i s E x a m p l e s 

w e r e s u p e r s e d e d by t h e s o p h i s t i c a t e d b u t c o m p l i c a t e d m e t h o d s s u g 

g e s t e d a f t e r B o o l e [ 1 8 4 4 ] . C a r m i c h a e l ' s p r e f e r e n c e f o r G r e g o r y ' s 

o v e r B o o l e ' s s t y l e f u r t h e r p r o v e s t h a t s i m p l e p r o c e d u r e s w i n o v e r 

" a r t i f i c i a l " o n e s [ 5 . 4 , ( 1 ) ; 5 . 7 , ( 8 ) ] . F i n a l l y , c o n t r a r y t o B o o l e ' s 

e a r l y work w h i c h was o f an a d v a n c e d l e v e l w i t h l i t t l e i n c l i n a t i o n 

f o r f o u n d a t i o n a l s p e c u l a t i o n s , G r e g o r y ' s d e l v e d i n t o t h e n a t u r e 

o f s y m b o l i c a l g e b r a o f f e r i n g t h e g r o u n d s f o r a n o v e l c o n c e p t u a l 

a p p r o a c h i n t h e r e a l m s o f m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s w h i c h i n v o l v e d a 

minimum o f s y m b o l i c a l l a n g u a g e e a s i l y a s s i m i l a t e d and a p p l i e d by 

t h e more c o n s e r v a t i v e m a t h e m a t i c i a n . 

T h e s e a s s e r t i o n s w i l l be i l l u s t r a t e d w i t h two c a s e s , t h e i r 

common p o i n t b e i n g G r e g o r y ' s v i e w " t h a t S y m b o l i c a l A l g e b r a i s a 

C a l c u l u s o f O p e r a t i o n s " , r e f o r m u l a t e d a l s o a s " S y m b o l i c a l A l g e b r a 

must be c o n s i d e r e d a s a s c i e n c e o f o p e r a t i o n s r e p r e s e n t e d sym-

b o l i c a l l y " [ 1 8 4 3 a , 2 4 2 ] . We f i r s t e x a m i n e O ' B r i e n ' s v i e w s on sym

b o l i c a i i n n o v a t i o n s a s i n h i s p a p e r "On s y m b o l i c f o r m s d e r i v e d 

f r o m t h e c o n c e p t i o n o f t h e t r a n s l a t i o n o f d i r e c t e d m a g n i t u d e " 

[ 1 8 5 2 ] . I t o p e n e d w i t h t h e f o l l o w i n g r e m a r k s : 

There can be no doubt, that time and i n g e n u i t y have been o f t e n 

wasted i n d e v i s i n g systems of n o t a t i o n , and new methods of a l 

g e b r a i c a l r e p r e s e n t a t i o n , which have never proved of any s e r v i c e i n 

advancing the cause of s c i e n c e . I t i s not s u r p r i s i n g , t h e r e f o r e , 

t h a t symbolical innovations, i f they have not the s t r o n g e s t and 

most obvious reasons t o recommend them, are g e n e r a l l y r e c e i v e d with 

l i t t l e favour by mathematicians
< 4

>. 

He f u r t h e r a r g u e d why on t h e s e g r o u n d s he c h o s e t o a d o p t 

G r e g o r y ' s v i e w s o n s y m b o l i c a l a l g e b r a " t o a c e r t a i n e x t e n t " a s 
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t h e s e v i e w s " a p p e a r t o my m i n d t o f o r m t h e most s a t i s f a c t o r y 

t h e o r y o f S y m b o l i c a l A l g e b r a " [ 1 8 5 2 , 1 6 3 ] . H o w e v e r , he p r o p o s e d a 

much s i m p l e r n o t a t i o n a n d i n t r o d u c e d t h e n o t i o n s o f c o m m u t a t i v e 

and d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n s a s n e c e s s a r y f o r t h e a l g e b r a o f v e c 

t o r s he was t o d i s c u s s [ 1 8 5 2 , 1 6 4 - 5 ] <
S )

. 

Thus t h e t e r m s " s y m b o l i c f o r m " , " f o r m u l a " o r " g e o m e t r y " a p 

p e a r e d i n t h e t i t l e a n d t e x t o f O ' B r i e n s p a p e r s [ 1 8 5 2 : 1 8 4 7 ] a n d 

o t h e r s p u b l i s h e d b y h i m a n d s e v e r a l m a t h e m a t i c i a n s o f t h a t 

t i m e
< e )

. T h e s e t e r m s w e r e u s e d l o o s e l y , r e c a l l i n g De M o r g a n ' s 

[3. 9 ] r a t h e r , t h a n B o o l e ' s a p p l i c a t i o n [ 1 8 4 7 c ; 5 . 8 3 . The s p i r i t o f 

O ' B r i e n ' s c o n c e p t u a l a s s i m i l a t i o n o f " f u n c t i o n " o r " o p e r a t i o n " i n 

G r e g o r y ' s and De M o r g a n ' s w i d e r t e r m s i s r a i s e d i n a c u r i o u s 

p a p e r w r i t t e n by A . J . E l l i s , t h e f i r s t E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n t o 

s o l v e t h e EFE [ 3 . 2 ] . 

E n t i t l e d "On t h e l a w s o f o p e r a t i o n , and t h e s y s t e m a t i z a t i o n 

o f m a t h e m a t i c s " [ 1 8 6 0 ] , E l l i s ' s p a p e r had a s o b j e c t " t o g i v e a 

f i r m e r b a s i s t o t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s , t o a s s i g n t h e s t r i c t 

l i m i t s and c o n n e x i o n o f t h e m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s , and t o f o u n d 

them upon p u r e l y i n d u c t i v e c o n s i d e r a t i o n s , w i t h o u t any m e t a p h y s i 

c a l o r a p r i o r i r e a s o n i n g " [ 1 8 6 0 , 8 5 ] . A v o i d i n g t h e u s e o f sym

b o l s , he d e f i n e d t h e " p r o d u c t " o f two o p e r a t i o n s , a n d i n s t e a d o f 

i n v e r s e j he c a l l e d two o p e r a t i o n s " r e c i p r o c a l when t h e i r p r o d u c t 

i s u n i t y " , c l a i m i n g t h a t "The a b o v e g e n e r a l c o n c e p t i o n s a n d l a w s 

o f c o m b i n e d o p e r a t i o n s h o l d f o r any o p e r a t i o n s w h a t s o e v e r w i t h 

t h e i r a p p r o p r i a t e o p e r a n d o b j e c t s ; b u t t h e n a t u r e o f o p e r a t i o n s 

a n d o p e r a n d s r e q u i r e s e s p e c i a l s t u d y " [ 1 8 6 0 , 8 6 ] . Thus t h e a c t u a l 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s was e x c l u d e d f r o m h i s d i s c u s s i o n . 

E l l i s u s e d t h e c o n c e p t o f o p e r a t i o n t o l i n k a m u l t i p l i c i t y 

o f b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s c u l m i n a t i n g i n s u c c e s s i v e l y d e f i n i n g 

t h e " a l g e b r a " o f " i n t e g e r s " , " f r a c t i o n s " , " t e n s o r s " , " s c a l a r s " , 

" d i f f e r e n c e s " , " d i f f e r e n t i a l s " , " d e r i v a t i v e s " c o n c l u d i n g w i t h 

" t h e a l g e b r a o f Q u a t e r n i o n s " . T h i s t e n d e n c y f o r u n i t y by an i n 

d u c t i v e p r o c e s s e c h o e s o f De M o r g a n ' s e x p o s i t i o n i n [ 1 8 3 6 ] ; p a r 

t i c u l a r l y when we come a c r o s s s t a t e m e n t s s u c h a s "The i n v e r s i o n 

o f f o r m a t i o n s [ i n t h e a l g e b r a o f f r a c t i o n s ] i s l e s s l i m i t e d t h a n 

[ i n t h e a l g e b r a o f i n t e g e r s ] " [ 1 8 6 0 , 8 7 ] o r t h a t " t h e a l g e b r a o f 

d i f f e r e n t i a l s [...] i s , i n f a c t a mere s i m p l i f i c a t i o n o f t h a t o f 

d i f f e r e n c e s " [ 1 8 6 0 , 9 1 ] . D e s p i t e i t s i n t e r e s t i n g o b j e c t i v t , E l 1 i s ' s 

p a p e r i s h a r d l y s a t i s f a c t o r y f o r t h e s t a n d a r d s o f i t s t i m e , b e i n g 

v a g u e i n d e f i n i t i o n s , l a c k i n g i l l u s t r a t i o n s o r r e f e r e n c e s a n d 
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h a r d l y f o c u s i n g on t h e i n t r i c a t e p r o b l e m o f i n v e r s e o p é r a t i o n s . 

H o w e v e r , i t n i c e l y r e f l e c t s t h e w i d e r t e n d e n c y f o r " a l g e b r a s " o f 

a l l k i n d s and i t s h o u l d be m e n t i o n e d t h a t he r e f e r s n o t o n l y t o 

G r e g o r y ' s [ S e r v o i s ' s ] t h r e e w i d e l y d i f f u s e d l a w s (44.7) b u t a l s o 

t o t h e l e s s p o p u l ä r a s s o c i a t i v e l a w ( 1 8 6 0 , 8 6 )
( 7 >

. 

E l I i s ' s t e n d e n c y f o r u n i t y i n t h e m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s 

r e m i n d s o f t h e s i m i l a r a t t e m p t s by H e r s c h e l and Babbage [ 2 . 9 ) , D e 

M o r g a n [ 3 . 6 : 3 . 9 ] , and a b ove a l l by B o o l e [ 5 . 10,7.1 ; 8 . 7 - 8 . 9 ] . I n a 

l o o s e s e n s é t h e c a l c u l i o f o p é r a t i o n s a n d f u n c t i o n s f o r m e d t h e 

b a s i s f o r t h i s m o t i v a t i o n w h i c h i n t h e two l a t t e r c a s e s h a d i n -

t e r e s t i n g r e s u l t s i n t h e i r s t u d y o f l o g i c [ c h a p t e r s 6 - 8 ] . U n i t y 

o f t h e most d i v e r s e b r a n c h e s o f c u l t u r e was p r o p o s e d by S y l v e s t e r 

t h r o u g h t h e n o t i o n o f " m o r p h o l o g y " , a t e r m s u g g e s t e d a f t e r D a r w i n 

[ 5 . 9 , ( 2 ) and t e x t ] . I n an a l m o s t p o e t i c way, t h i s t r e n d o f r e -

s e a r c h , f o l l o w e d a s we saw by S p o t t i s w o o d e [ 5 . 9 ] , e x p l o r e d 

s i m i l a r i t y b e t w e e n f o r m s and c a r e d f o r b e a u t y and symmetry w i t h i n 

a l g e b r a i c f o r m s . S y l v e s t e r ' s w ork on the- " c a l c u l u s o f f o r m s " 

- c a r r i e d o u t i n t h e r e a l m s o f i n v a r i a n t t h e o r y - r e f l e c t s t h i s a t -

t i t u d e as m u c h
A
S p o t t i s w o o d e ' s own o n d é t e r m i n a n t s [ 5 . 9 , ( 1 ) , 

( 3 ) ] . T o g e t h e r w i t h C a y l e y , t h è s e new a l g e b r a i s t s made u s e o f e x 

c e s s i v e s y m b o l i s m , a n d t h o u g h i n d i f f e r e n t t o t h e c u r r e n t e m p h a s i s 

on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s , t h e y d i d b o r r o w t o o l s f r o m t h e c a l 

c u l u s o f O p e r a t i o n s w h i c h t h e y c o m b i n e d w i t h t h e new c o n c e r n s o f 

r e s e a r c h . The s t u d y o f t h e s e l i n k s w i t h i n t h e work o f C a y l e y and 

S y l v e s t e r f o r m s t h e l a s t p a r t o f t h i s s e c t i o n . 

A . C a y l e y was t h e s e n i o r w r a n g l e r o f C a m b r i d g e U n i v e r s i t y i n 

184X, a n d t o g e t h e r w i t h S y l v e s t e r t h e most p r o l i f i c a l g e b r a i s t s 

o f t h e i r t i m e . D e v o t e d t o c o n v e y a n c i n g f r o m 1849 t o 1 8 6 3 , he 

j e a l o u s l y d e v o t e d h i s l e i s u r e t i m e t o t h e p u r s u i t o f m a t h e m a t i c s , 

p r o d u c i n g a t o t a l o f o v e r h u n d r e d p a p e r s on p u r e m a t h e m a t i c s 

i n h i s l i f e t i m e ; he i s b e s t known f o r h i s c o n t r i b u t i o n s i n i n 

v a r i a n t s , m a t r i c e s a n d q u i n t i c é q u a t i o n s . I n 1 8 6 3 , C a y l e y was 

e l e c t e d p r o f e s s o r a t C a m b r i d g e , a p o s t he k e p t t o h i s d e a t h i n 

1 8 9 5 . An e x c e p t i o n a l l y e m i n e n t m a t h e m a t i c i a n , he was c o m p a r a b l y 

i n e f f e c t i v e a s a t e a c h e r , h i s a u d i e n c e o f t e n c o n s i s t i n g o f one 

p u p i 1 . But " t h a t p u p i 1 was Andrew R u s s e 11 F o r s y t h " [ R o t h 

1 9 7 1 , 2 3 0 ] , t h e known t e x t b o o k w r i t e r who s u c c e e d e d C a y l e y i n 

1895<
a

>. 

C a y l e y was an a d m i r e r o f B o o l e whose work on i n v a r i a n t s i n 

1841 m o t i v a t e d h i s own f i r s t w ork i n 1 8 4 5 . I n h i s t u r n C a y l e y 

403 



s t i m u l a t e d S y l v e s t e r t o d i r e c t h i s i n t e r e s t s to t h a t s u b j e c t , 

c a l l e d by h i m " t h e D a r w i n o f t h e E n g l i s h s c h o o l o f 

m a t h e m a t i c i a n s " [ S y l v e s t e r 1 8 6 9 a , 5 1 . A c o r r e s p o n d e n c e o f m u t u a l 

s u b s t a n t i a l i n f l u e n c e s t a r t e d i n 1 8 5 0 , b u t u n l i k e t h e f r i e n d l y 

c o l l a b o r a t i o n o f Babbage and H e r s c h e l [ 2 . 3 - 2 . 9 ] , t h e u n e a s y tem

p e r a m e n t s and common p u r s u i t s o f C a y l e y a n d S y l v e s t e r made them 

o f t e n behave l i k e r i v a l s , w o r r i e d i m m e n s e l y a b o u t p r i o r i t y , e s p e 

c i a l l y t h e l a t t e r . J . J . S y l v e s t e r s t u d i e d f o r a w h i l e i n L o n d o n 

u n d e r De M o r g a n b u t was e x p e l l e d f r o m t h e U n i v e r s i t y i n 1828 due 

t o h i s a g g r e s s i v e t e m p e r . He g r a d u a t e d f r o m S t . J o h n ' s C o l l e g e i n 

C a m b r i d g e i n 1837 a s a s e c o n d w r a n g l e r a n d h e l d s i n c e t h e n <l«*̂-
.̂f£\«t a c a d e m i c p o s t s . A k e e n l i n g u i s t and p o e t , S y l v e s t e r i n 

v e n t e d h i s own m a t h e m a t i c a l v o c a b u l a r y b o r r o w i n g t e r m s f r o m 

a s t r o n o m y , grammar a n d b i o l o g y . A f t e r T . H . H u x l e y ' s a s s i m i l a t i o n 

o f D a r w i n ' s e v o l u t i o n a r y t h e o r y he u s e d t h e t e r m 'morphology t o 

l i n k a l l b r a n c h e s o f a r t and s c i e n c e , f o c u s i n g o n l i n e a r a s s o c i a 

t i v e a l g e b r a s *
9 1

. 

B o t h a l g e b r a i s t s were c o n c e r n e d w i t h t h e symmetry o f a l 

g e b r a i c f o r m s ; S y l v e s t e r i n p a r t i c u l a r c o u l d s e e and a p p r e c i a t e 

t h e b e a u t y o f c o m p l e x i t y o f t h e i r i n n e r s t r u c t u r e , a s f o r e x a m p l e 

i n t h e c a s e o f t h e b i n a r y q u i n t i c 

( 5 1 0 . 3 ) a
0
x ° + 3 i ( ? ) x * y + ... + a

s
y

5 t l o >

. 

He c o n s t a n t l y u s e d l i n e a r p a r t i a l d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s 

d d 
(51 0 . 4 ) a* + ... + a

n 

d x i d x
n 

f r o m 1851 o n w a r d s , i n c o n n e c t i o n w i t h h i s s t u d y o f homogeneous 

f u n c t i o n s a n d t h e t h e o r y o f f o r m s [1851 - s e e 5.7 t e x t b e l o w ( 1 2 ) ; 

1 8 5 2 a . b ] . As h i s s t u d i e s d e v e l o p e d , S y l v e s t e r made u s e o f more 

c o m p l i c a t e d o p e r a t o r s , d e v o t i n g i n f a c t a few p a p e r s e x c l u s i v e l y 

on t h e i r p r o p e r t i e s , s u c h a s h i s "On t h e m u l t i p l i c a t i o n o f p a r 

t i a l d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s " [ 1 8 6 7 ] . 

C a y l e y a p p l i e d t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n a d i v e r s i t y o f 

p a p e r s p r i o r t o a more s y s t e m a t i c u s e i n t h e 1850's i n i n v a r i a n t 

t h e o r y . I n h i s p a p e r "On L a g r a n g e ' s t h e o r e m " [1843] he was b a s e d 

o n "a w e l l - k n o w n f o r m " o f t h i s t h e o r e m . 

F x d
 h

£ 
(51 0 . 5 ) - ( — ) <Fue*' " ) , 

l - h f ' x d u 

i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e e x p a n s i o n o f F ( x ) where x = u + h f ( x ) 
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[ 1 8 4 3 , 2 8 3 - 2 8 5 ] . F u r t h e r . i n a p a p e r on L a p l a c e ' s c o e f f i c i e n t s 

[ 1 8 4 8 ] , p u b l i s h e d a s h i s [1843] i n t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n M a t h -

e m a t i c a l J o u r n a l , he a p p l i e d t h e Operator A, c o m m e n t i n g i n t h e 

end: "The mode o f e m p l o y i n g t h e g ê n e r a i t h e o r y o f t h e s é p a r a t i o n 

o f s y m b o l s made u s e o f i n t h e p r e c e d i n g e x a m p l e , may e a s i l y be 

a p p l i e d t o t h e s o l u t i o n o f a n a l o g o u s q u e s t i o n s " [ 1 8 4 8 , 1 2 ] . 

B o t h C a y l e y and S y l v e s t e r A \ A VMP"^ d e l v e i n t o B o o l e ' s 

g ê n e r a i method o r i n t ' t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s by 

Operator m e t h o d s . They d i d , h o w e v e r , e m p l o y a r d e n t l y O p e r a t o r s o f 

t h e f o r m ( 5 1 0 . 4 ) , a n d
A
f e w r é f é r e n c e s o r a n a l o g i e s p e r c e i v e d show 

t h a t t h e y were i n some d i s t a n t m u t u a l t o u c h w i t h t h e c u r r e n t sym-

b o l i c a l m e t h o d s . F o r e x a m p l e , C a r m i c h a e l was aware o f S y l v e s t e r 

[1851] b e f o r e he i n t r o d u c e d h i s c a l c u l u s [ 5 . 7 , t e x t b e l o w 

( 1 2 ) ] . C a y l e y ' s n o t a t i o n i n t h e e a r l y 1 8 5 0 ' s [ C r i l l y 1 9 8 6,245] 

(510.6) • = a
0
- ^ _ + 2 a

1 7
^ - + ... + n a

n
_ i — 

r e s e m b l e s C a r m i c h a e l ' s i n t r o d u c t i o n o f Q , v i a 

d d 

(510.7) O = a — + b — + . . . 

da db 

i n [ 1 8 5 2 , 1 3 1 ] . B o t h C a y l e y and S y l v e s t e r u s e d Operators P,Q w h i c h 

c o m b i n e d a c c o r d i n g t o t h e l a w 

(510.8) P.Q = PQ + P(Q) 

i n t h e 1870's [ C r i l l y 1 9 8 8 , 3 3 4 ] ; t h e p r o p e r t y (510.8) was f i r s t 

f o r m u l a t e d by Murphy (33.45) i n 1 8 3 7 . D o n k i n d r e w on C a y l e y 

[1848] f o r h i s own s t u d y o f L a p l a c e ' s . c o e f f i c i e n t s i n 

[18 5 7 , 5 . 7 : 5 . 8 ] and f i n a l l y b o t h a l g e b r a i s t s showed a g r e a t i n t e r -

e s t i n t h e s t i l l f a s h i o n a b l e t h e o r y o f A r b o g a s t ' s d é r i v a t i o n s 

a f t e r De M o r g a n ' s p e r t i n e n t r e s e a r c h
( 1 1

 *. 

Thus t h e l a n g u a g e o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s f o u n d a new 

f i e l d o f u s e f u l a p p l i c a t i o n s i n t h e a l g e b r a s o f C a y l e y a n d S y l 

v e s t e r , b u t d e s p i t e t h e l i n k s n o t i c e d a b o v e , B o o l e ' s own c o n 

s i d é r a t i o n s seem a b s e n t . H o w e v e r , o u r 1 i m i t e d i n v e s t i g a t i o n int-o 

.the c o n c e r n s o f t h e s e a l g e b r a i s t s r e v e a l s a d e e p e r p r o x i m i t y i n 

e p i s t e m o l o g i c a l i n t e r e s t s and h i n t s a t an a p p a r e n t l y g r e a t e r i n 

f l u e n c e t h a n t h a t e f f e c t e d by B o o l e on C a y l e y ' s e a r l y w o r k on i n 

v a r i a n t s . The g ê n e r a i k n o w l e d g e and a p p r é c i a t i o n o f B o o l e ' s work 

c a n , f o r e x a m p l e , be s e e n i n S y l v e s t e r p a p e r "The s t o r y o f an 

é q u a t i o n i n d i f f é r e n c e s " [ 1 8 6 9 b , 2 2 7 , f n ] w h e r e B o o l e [ 1 8 6 0 ] was 
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c a l l e d , a " v a l u a b l e t r e a t i s e on f i n i t e d i f f e r e n c e s " . We s h a l l a l s o 

s e e t h a t a m o s t f r u i t f u l m u t u a l i n f l u e n c e was e f f e c t e d t h r o u g h 

C a y l e y ' s a n d B o o l e ' s c o r r e s p o n d e n c e i n 1847 on t h e a p p l i c a t i o n o f 

s y m b o l i c a l p r o c e d u r e s t o l o g i c [ 7 . 5 , ( 3 ) , ( 4 ) ; 8 . 2 1 . 

W h i l e C a y l e y d i r e c t e d h i s own r e s e a r c h e s s t r i c t l y t o m a t h e 

m a t i c s , b o r r o w i n g o p e r a t o r s as m a t h e m a t i c a l i n s t r u m e n t s , S y l 

v e s t e r c o m b i n e d h i s l i n g u i s t i c k n o w l e d g e and s k i l l i n m o r p h o l o g y 

a s c e n d i n g ^ D e M o r g a n ' s a n d B o o l e ' s s p e c u l a t i o n s on t h e f o r m - m a t t e r 

d i s t i n c t i o n t o a r e m a r k a b l y h i g h e r d e g r e e . We c l o s e w i t h a q u o t a 

t i o n f r o m S y l v e s t e r (1867] d e v o t e d s o l e l y t o a s t u d y o f o p e r a t o r s 

w h i c h i s h i g h l y i n d i c a t i v e o f t h e c o n t i n u a t i o n o f d e v e l o p m e n t o f 

n o t a t i o n f r o m B r i n k l e y u n t i l a f t e r B o o l e ' s d e a t h . H a v i n g s u g 

g e s t e d i n an e a r l i e r p a p e r t h e n o t a t i o n "tp*" t o s i g n i f y " t h e 

p r o c e s s o f o p e r a t i n g w i t h I*J u p o n a l l t h a t f o l l o w s " [ 1 8 6 6 , 4 6 1 ] , 

S y l v e s t e r d e l v e d d e e p l y i n t o t h e n a t u r e o f s y m b o l s o f o p e r a t i o n 

a n d q u a n t i t y a n d f u r t h e r a p p l i e d h i s i n v e s t i g a t i o n s i n [ 1 8 6 7 ] ^ a p 

p e n d i n g t o a f o o t n o t e t h e f o l l o w i n g i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n s : 

With the s t a r s i g n [...] a l g e b r a , as f a r as yet developed, may 

r e v e l i n unbounded freedom o f u t t e r a n c e . The r i s e of t h i s s t a r 

above the mathematical h o r i z o n marks one of the epochs of a l g e b r a . 

I t i s worth remarking how a l r e a d y i t i s beginning i n i t s t u r n t o 

assume the a t t r i b u t e s of q u a n t i t y [..,]; so t h a t apparently i t i s 

d e s t i n e d t o run the same course as Newton's f l u x i o n a l symbol, which 

i s , and of f a t a l n e c e s s i t y must have been, superseded by the l e t 

t e r e d symbols o f L e i b n i z , which have now long ago, t o a l l i n t e n t s 

and purposes, become converted i n t o a new s p e c i e s of a l g e b r a i c a l 

q u a n t i t y . As soon as i t becomes necessary (as w i l l probably before 

long be the case) t o express the s p e c i f i c r e l a t i o n of the s t a r t o 

something which l i m i t s and d i s c r i m i n a t e s i t s mode of a p p l i c a t i o n , 

i t must i n i t s t u r n develope i n t o a t h i r d s p e c i e s of symbolical 

q u a n t i t y ; and so there may be i n s t o r e f o r the f u t u r e of algebra an 

endless p r o c e s s i o n of more and more a b s t r a c t symbols of o p e r a t i o n , 

each s u c c e s s i v e l y developing i n t o a more and more s u b t l e s p e c i e s o f 

q u a n t i t y , suggesting the analogy of successive stages of s o - c a l l e d 

imponderality i n the m a t e r i a l w o r l d
( l a >

. 
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C h a p t e r 6 

M a t h e m a t i c a l a & p e c t s o f De M o r g a n ' s l o g i c : 1B31-1860,. 

6.1 I n t r o d u c t i o n . 

< 

I n t h e p r e v i o u s c h o p t e r s we c o v e r e d t h e g e n e s i s o f t h e c a l 

c u l i o f f u n c t i o n s end o p é r a t i o n s i n l a t e - l S ^ - c e n t u r y F r a n c e and 

t h e i r d e v e l o p m e n t i n E n g l a n d up t o m i d - 1 9
t , _ ,

- c e n t u r y . I n t h e l a t e 

1 8 1 0 ' s Babbege v i e w e d h i s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s a p o w e r f u l 

e n a l y t i c e l t o o l and a s a m a t h e m a t i c a l l e n g u a g e p a r e x c e l l e n c e 

[ 2 . 9 ] . Two d é c a d e s l e t e r De M o r g a n p e r c e i v e d i n t h e f o u n d a t i o n s 

o f t h i s c a l c u l u s a m e t h o d o l o g y a p p l i c a b l e t o s y m b o l i c a l g è b r e and 

t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s [ 3 . 5 - 3 . 9 ] . On f a i r l y p a r a l l e l u n e s . 

H e r s c h e l ' s c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s , e n r i c h e d w i t h 

S e r v o i s ' s l e w s a n d r i g o r o u s l y e s t a b l i s h e d by M u r p h y e n d G r e g o r y , 

g e i n e d a new power i n B o o l e ' s h a n d s i n 1844 [ 2 . 3 ; 2 . 9 ; 3 . 3 ; A . 4 -

4 . 5 ] . H e r s c h e l ' s f e v o u r i t e method o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s sew a 

m o s t s i g n i f i c a n t u t i l i t y i n B o o l e ' s g ê n e r a i s y m b o l i c a l m e t h o d by 

means o f w h i c h most o f t h e p r e v a i l i n g p r o b l e m s i n a n a l y s i s w ere 

now r e d u c e d t o a s i m p l e
 ;
one.- t h e s o l u t i o n o f a d i f f é r e n t i e l é q u a 

t i o n [ 4 . 5 ; 5 . 1 0 ) . 

The d i f f u s i o n a n d d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l g e b r a s r a i s e d 

q u e s t i o n s e b o u t r i g o u r i n m a t h e m e t i c s . De M o r g a n was t h e f i r s t 

t o n o t i c e t h i s i n t h e e a r l y 1830's i n c o n n e c t i o n w i t h t h e i n 

s t r u c t i o n o f a l g e b r a . He s t r e s s e d t h a t a s t u d e n t s h o u l d . b e a c -

q u a i n t e d w i t h l o g i c b e f o r e b e c o m i n g a m a t h é m a t i c i e n , f o r "The a r t 

o f r e a s o n i n g i s e x e r c i s e d by m a t h e m a t i c s , n o t t a u g h t b y i t " [ 3.4 

( 1 4 ) ] . F a l l a c i e s a r i s i n g f r o m a m i s u s e o f s y m b o l i c a l p r o c é d u r e s 

u r g e d B o o l e t o p e r c e i v e i n t h e l a t e 1840's " t h e e l m o s t e n t i r e a b 

s e n c e o f e n y d i r e c t s t u d y o f t h e l a w s o f c o r r e c t r e a s o n i n g i n 

c o n n e x i o n w i t h t h e p r a c t i c a l d i s c i p l i n e o f m o d e m s c i e n c e " [ 5 . 2 , 

( 1 6 ) ] . T h e s e f u n d a m e n t a l l a w s o f s o u n d d e d u c t i v e r e a s o n i n g f o r m e d 

t h e s u b j e c t o f a s e p a r a t e s t u d y f o r b o t h m a t h é m a t i c i e n s , t h e i r 

b a c k g r o u n d e x p é r i e n c e i n s y m b o l i c a l p r o c é d u r e s i n e v i t e b l y i n -

f l u e n c i n g t h e s h e p i n g o f t h e i r work on l o g i c . 

The s c o p e o f t h i s and t h e n e x t two c h a p t e r s i s t o b r i n g t o 

t h e s u r f a c e t h o s e m a t h e m a t i c a l i s s u e s end t e c h n i c e 1 i t i e s w h i c h 
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u n d e r l a y t h e i r l o g i c a l c o n t r i b u t i o n s , most p a r t i c u l a r l y t h e 

i s s u e s c o n n e c t e d w i t h t h e k e y n o t i o n s o f De M o r g a n ' s a n d B o o l e ' s 

u n i f y i n g m e t hods : r e s p e c t i v e l y t h e f u n c t i o n a l a n d d i f f e r e n t i a 1 

e q u a t i o n s . T h ough t h e i r f i r s t m a j o r c o n t r i b u t i o n s i n l o g i c a p 

p e a r e d i n t h e same d a y i n 1 8 4 7 , De Morgan p r e c e e d e d B o o l e a n d 

d e s e r v e s t o be d i s c u s s e d f i r s t . S o , b e f o r e g i v i n g way t o 

B o o l e i n t h e n e x t two c h a p t e r s , t h e p r e s e n t c h a p t e r i s d e v o t e d t o 

De M o r g a n . 

H e r e we f i r s t g i v e a b r i e f r e v i e w o f E n g l i s h l o g i c a s i t 

p r e v a i l e d e a r l y i n t h e 1 9
t M

 c e n t u r y . I n 6.2 we h i n t a t K i r w a n ' s 

and W h a t e l y ' s r o l e i n t h e r e v i v a l o f A r i s t o t e l i a n l o g i c d u r i n g 

t h e p e r i o d 1 8 0 7 - 1 8 2 6 , n o t i c i n g some e a r l y vague l i n k s b e t w e e n 

l o g i c a n d m a t h e m a t i c s . We p r o c e e d i n 6.3 t o t h e i s s u e o f t h e 

q u a n t i f i c a t i o n o f t h e ' p r e d i c a t e a s i t a p p e a r e d i n Bentham's w o r k 

i n 1827 and as i n d e p e n d e n t l y d i s c u s s e d by S o l l y a n d H a m i l t o n i n 

t h e l a t e 1 8 3 0 ' s . T h o u g h t h e w o r k o f t h e s e l o g i c i a n s was n o t o f a n 

i m m e d i a t e o r d i r e c t i m p a c t on De M o r g a n and B o o l e , s t i l l t h e 

k n o w l e d g e o f t h e s t a t e o f l o g i c p r i o r t o t h e i r m a j o r c o n t r i b u 

t i o n s i n 1847 i s i n d i n s p e n s a b l e i n o u r s t u d y . 

S e c t i o n 6.4 c o n t a i n s a g e n e r a l o u t l i n e o f De M o r g a n ' s c o n 

t r i b u t i o n s i n l o g i c i n c h r o n o l o g i c a l o r d e r , f r o m 1831 t o 1 8 6 0 , 

p i c k i n g o u t t h e m a i n n o v e l t i e s i n De M o r g a n ' s l o g i c a n d t h e i r 

m a t h e m a t i c a l u n d e r l y i n g i s s u e s , a n d s t r e s s i n g t h o s e w h i c h p l a y e d 

a most s i g n i f i c a n t r o l e i n t h e s h a p i n g o f h i s l o g i c o f r e l a t i o n s 

i n 1 8 6 0 . 

We s t a r t a t 6.5 w i t h t h e i s s u e o f t h e a b s t r a c t c o p u l a a s 

d e v e l o p e d f r o m 1831 t o 1 8 5 0 , h i n t i n g a t t h e f i r s t i n s t a n c e s o f 

c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s . T h e n 6.6 c o n t a i n s De M o r g a n ' s s y l l o g i s 

t i c s y s t e m , i n i t i a l l y i n t r o d u c e d i n 1 8 4 7 , f o l l o w e d b y i t s 

e l a b o r a t i o n a n d m o d i f i c a t i o n i n 1 8 5 0 . I n s o d o i n g we c l a r i f y some 

o b s c u r e p o i n t s c o n c e r n i n g H a m i l t o n ' s a n d De M o r g a n ' s d i s p u t e o n 

t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e , i l l u s t r a t i n g t h e f o r m e r ' s 

s u b t l e r o l e i n t h e e v o l u t i o n o f De M o r g a n ' s s y l l o g i s t i c . 

A f t e r H a m i l t o n , M a n s e l a t t a c k e d De Morgan i n 1851 f o r h a v i n g 

s u b o r d i n a t e d l o g i c t o m a t h e m a t i c s . The l e t t e r ' s a n s w e r t o t h i s 

a t t a c k i n 1858 f o r m s p a r t o f 6 . 7 . w h e r e we w i l l s e e a l s o i n 

s t a n c e s w h e r e a l g e b r a i c p r o c e s s e s i n f l u e n c e d l o g i c a l o n e s , a n d 

h i s v i e w s o n t h e l i n k s b e t w e e n m a t h e m a t i c s end l o g i c . T r e a t i n g i n 
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6.6 h i s c a l c u l u s o f r e l e t i o n s e s s h e p e d b y 1 6 6 0 , we p r o c e e d i n 

6.9. t o a c o m p e r a t i v e s t u d y between t h i s c e l c u l u s a n d t h a t o f 

f u n c t i o n s 1 1 8 3 6 ] . I n s t e n c e s i í r o m De M o r g a n [183t6] on f u n c t i o n a l 

e q u e t i o n s w i l l be Jé v i d e n t i n t h e c o u r s e © f o u r s t u d y a s i t was 

t h e r e f o r t h e f . i r s t t i m e t h a t r e a s o n i n g b y s i g n s g o t t h o r o u g h l y 

e x o m i n e d by h i m ond o p p l i e d v i t h e f f e c t i n h i s l e t e r m a t h e m a t i c e l 

w o r k ( 3 . 5 - 3 . 9 ] .' 

^6.2 The r e v i v a 1 o f l o g i c i n - E n g l e n d ; t h e w o r k o f K i r w a n a n d 

W h a t e l y : 1 8 07-1826; 

A r i s t o t e l i a n l o g i c was a t a l o w e b b i n E n g l i s h u n i v e r s i t i e s 

a t t h e t u r n o f t h e c e n t u r y , T h i s f e c t i s h a r d l y s u r p r i s i n g g i v e n 

t h e h e r s h e t t a c k s on s y l l o g i s t i c l o g i c b y D e s c a r t e s a n d e m p i r i -

c a l , s e m i o t i c a n d common-sense. p h i l o s o p h e r s i n t h e 17,
tLh

 a n d 1 8 " 

c e n t u r i e s [Van E v r e 1984,3-9; 1 . 8 ] . I t h a s b e e n a r g u e d t h a t t h e 

e p i s t e m o l o g y o f L o c k e , D . S t e w a r t ond C o n d i l l a c h a d a s u b t l e , 

r t h p u g h r e t h e r m a r g i n a l , - i n f l u e n c e on E n g l i s h m a t h e m a t i c i e n s o f ' 

e a r l y - 1 9
t h ,

- c e n t u r y
( 1

 * . As we s h e l l s e e , t h e s e p h i l o s o p h e r s w e r e 

n o t t o t e l l l y i g n o r e d b y w r i t e r s on l o g i c o f t h a t t i m e e i t h e r . 

H o w e v e r , j u s t . e s C o n d i l l a c ' s Le l e n a u e d e s c a l c u l s [1798] c o u i d 

n o t s e r v e a s a m e t h o d o l o g y i n h i g h e r a l g e b r e [ 1 . 8 , ( 1 2 ) 1 , t h e 

e p i s t e m o l o g i c e l t h e o r i e s p u t f o r w a r d b y L o c k e o r . t h e I d e o l o g u e s 

c o u l d n o t f o r m a s a t i s f a c t o r y e l t e r n e t i v e f o r s y l l o g i s t i c l o g i c . 

A c c o r d i n g t¡o K i r w a n , W h a t e l y and B e n t h a m , A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s 

t i c was i n d i s p e n s a b l e f o r t h e s t u d y o f l e w , e t h i c s , t h e o l o g y , 

m a t h e m a t i c s a n d b o t a n y . . 

By c a l l i n g l o g i c a " s c i e n c e " i n h i s L o q i c k [ 1 8 0 7 ] , K i r w a n 

was t h e f i r s t t o t a k e a s t e p t o w a r d s r e s t o r i n g i t s n e g l e c t e d r o l e 

a n d . s t i m u l a t i n g i n t e r e s t i n i t s s t u d y . We h a v e no i n f o r m a t i o n 

e b o u t t h e p o p u l a r i t y a n d i m p a c t o f K i r w e n ' s b o o k . I t i s , h o w e v e r , 

h i g h l y p r o b a b l e t h a t i t i n f l u e n c e d . W h a t e l y , whose E l e m e n t s o f 

l o g i c [1826] n o t o n l y i n s i s t e d t h a t l o g i c i s a s c i e n c e , b u t e s -

t a b l i s h e d t h e p r o p e r t j r o u n d s f o r . a g e n e r a l r e v i v a l o f l o g i c a l 

s t u d i e s i n . E n g l a n d . A b s e n t f r o m many c l a s s i c a l h i s t o r i e s o f l o g i c 

i n o u r c e n t u r y , W h a t e l y r e c e n t l y g e i n e d a t t e n t i o n ; i n f a c t h i s 

E l e m e n t s [1826] saw a c r e p r i n t i n D e s s i ' s e d i t i o n d e t e d [1988]
 t 3 >

. 

As K i r w a n ' s l e s s t r k n o w n r o l e d e s e r v e s some a t t e n t i o n , we o p e n o u r 
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a c c o u n t w i t h a b i o g r a p h i c a l n o t e on h i m . 

R . K i r w a n was b o r n i n G a l w a y , I r e l a n d i n 1 7 3 3 , b u t h i s f a r a i l y 

W33 o f E n g l i s h d e s c e n t . A t s e v e n t e e n he w e n t t o t h e U n i v e r s i t y o f 

P o i t i e r s where he s t u d i e d c h e m i s t r y , L a t i n a n d F r e n c h f o r f o u r 

y e a r s . He n e x t s t u d i e d l a w i n L o n d o n , o b t a i n i n g i n h i s 1 i f e t i m e 

s e v e r a l a c a d e m i c d i s t i n c t i o n s f o r h i s e m i n e n c e a s a c h e m i s t a n d 

p h í l o s o p h e r . U n t i l . h i s d e a t h i n 1812 he r e s i d e d a l t e r n a t e l y i n 

D u b l i n a n d L o n d o n , b e i n g i n f r e q u e n t c o n t a c t w i t h d i s t i n g u i s h e d 

I r i s h , E n g l i s h a n d C o n t i n e n t a l s c i e n t i s t s . a n d p h i l o s o p h e r s o f h i s 

t i m e . B e t w e e n 1781 and 1805 he p u b l i s h e d o v e r f o r t y p a p e r s o n 

i 
g e o l o g y , c h e m i s t r y , m i n e r a l o l o g y a n d m e t e r e o l o g y , <*«o .,u*iequal l y 

o u t s t a n d i n g f o r h i s c o n t r i b u t i o n s i n m e t a p h y s i c s , p h i l o l o g y . 

t h e o l o g y a n d b a r o q u e m u s i c . B e s i d e h i s v a s t r a n g e o f k n o w l e d g e , 

K i r w a n was remembered f o r t h e s i m p l i c i t y a n d p u r i t y o f m a n n e r s 

w h i c h a t o í d age d e v e l o p e d e c c e n t r i c i t i e s m a k i n g h i t a a s u b j e c t o f 

a n e c d o t e s
 t 3 >

. 

L i k e many o f t h e i n t e l l e c t u a l s d i s c u s s e d i n o u r t h e s i s . K i r 

wan was v e r y k e e n on l i n g ü i s t i c a . On t h i s m a t t e r he e x c h a n g e d 

l o n g c o n v e r s a t i o n s w i t h H.T.Hooke, known f o r h i s i n t e r e s t s i n 

u n i v e r s a l l a n g u a g e a n d h i s s t u d y o f L o c k e " * * . W i d e l y r e a d i n t h e 

p r e v a i l i n g e p i s t e m o l ó g i c a 1 t h e o r i e s o f h i s t i m e , K i r w a n p u t a s i d e 

h i s s c i e n t i f i c s t u d i e s i n t h e l a s t y e a r s o f h i s l i f e i n o r d e r t o 

p u r s u e h i s e a r l i e r p h i l o s o p h i c a l c o n c e r n s . F o r e x e m p l e , i n 1805 

he w r o t e a n e s s a y i n w h i c h ' h e t r i e d t o p r o v e t h a t G r e e k was man's 

f i r s t l a n g u a g e . B u t t h e c r o w n o f h i s e p i s t e m o l o g i c a l i n q u i r i e s 

was h i s t w o - v o l u m e t r e a t i s e o n L o q i c k ; o r a n e s s a y on t h e e l e -

m e n t s , p r i n c i p i e s a n d d i f f e r e n t modes o f r e a s o n i n g [ 1 8 0 7 J , i n -

t e n d e d f o r t h e u s e o f s t u d e n t s o f l a w [ s e e (3) a b o v e ] , 

T h o u g h n o t a s t u d y o f f o r m a l l o g i c i n t h e s t r i c t s e n s e , 

K i r w a n ' s t e x t b o o k was a f i r s t a t t e m p t t o c a l i a t t e n t i o n t o t h e 

n e c e s s i t y o f " t h e d e t a i l o f t h e v a r i e t i e s o f p r o p o s i t i o n s " w h i c h 

wa3 o v e r l o o k e d by t h e " e x c e l l e n t m e t a p h y s i c i a n " C o n d i l l a c when he 

r e j e c t e d A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s t i c a s u t t e r l y u s e l e s s . P e r h a p s , 

K i r w a n w r o t e , t h i s was due t o t h e f a c t t h a t C o n d i l l a c h a d n e v e r 

s p e c u l a t e d c a s e s o f l a w o r t h e o l o g y w h e r e s y l l o g i s r a i s i n d i s p e n 

s a b l e ( 1 8 0 7 . x i ] . 

K i r w a n d r e w h e a v i l y o n C o n d i l l a c ' s G r a m m a i r e 1775 and. o n 

C o n d o r c e t ' s work o n p r o b a b i l i t y [ K i r w a n 1 8 0 7 , v o l . 2 , c h a p . 7 J . A d d i -
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t i o n a l l y he d r e w o n t h e . l o g i c o f W a t t .1725. and Dunken 1748 , 

a s w e l l e s o n L o c k e ' s JSssoy c o n c e r n i n g human u n d e r s t a n d i n g 

1690 . A n o t h e r i m p o r t a n t . i n f l u e n c e was A r n e u l d ' s L o a i q u e o u 

1 ' o r t de p e n s e r 1660 , commonly known o s " t h e P o r t - R o y o l l o g i c " . 

T h i s c o r t e s i o n a p p r o a c h a i m e d a t p s t o b l i s h i n g a t h e o r y o f c l e a r 

o n d d i s t i n c t i d e a s . I t s most i n f l u e n c i o l d o c t r i n e was t h e d i s 

t i n c t i o n b e t w e e n t h e " c o m p r e h e n s i o n " and " e x t e n s i o n " o f o t e r m , 

t h e f o r m e r r e n a m e d by H a m i l t o n a s " i n t e n s i o n "
< = >

 . 

F o r K i r w a n t h e p r o p e r o b j e c t o f l o g i c " i s t o d e t e r n i n e w i t h 

p r e c i s i o n , t h e e x a c t s i g n i f i c a t i o n o f w o r d s . i n what r e l a t i o n s o 

e v e r t h e y may s t a n d , t h e g e n e r a l and p a r t i c u l a r p r o p e r t i e s a n d 

v a r i e t i e s o f p r o p o s i t i o n s , t h e n a t u r e o f r a t i o c i n a t i o n , t h e 

v a l i d i t y o f t h e g r o u n d s on w h i c h i t r e s t s , .and l a s t l y , t h e means 

o f i n v e s t i g a t i n g t r u t h s " 11807, i l . By c a l l i n g l o g i c a " s c i e n c e " , 

he i m p l i e d "a s y s t e m - a n a r r a n g e d c o l l e c t i o n o f t r u t h s i m 

m e d i a t e l y o r m e d i a t e l y d e d u c e d f r o m f i r s t p r i n c i p l e s " [ 1 8 0 7 , 3 1 . 

- A f t e r ^ s e m i o t i c s and t h e P o r t - R o y a l l o g i c , K i r w a n s a w t h e 

s i g n i f i c a n c e o f m a t h e m a t i c s whose c h i e f a d v a n t a g e l e y * i n t h e 

c l a r i t y o f i t s d e f i n i t i o n s a n d t h e s i m p l i c i t y o f i t s s i g n s . 

F o r e s h a d o w i n g De M o r g a n ' s v i e w s some t h i r t y y e a r s l a t e r [ 3 . 4 , 

( 1 4 ) 1 , K i r w e n r e m a r k e d t h a t " i n no s c i e n c e h a v e t h e r u l e s o f 

l o g i c b e e n s o w e l l o b s e r v e d , e s i n t h a t o f m a t h e m a t i c s , f o r , i n 

none i s t h e i r a p p l i c a t i o n s o o b v i o u s and e a s y " [ 1 8 0 7 , i i i - v ) . He 

f u r t h e r a d d e d t h a t i t , i s wrong t o b e l i e v e t h a t by e x e r c i s i n g o u r 

s e l v e s i n m a t h e m a t i c a l d e m o n s t r a t i o n we a c q u i r e a h a b i t o f 

" r e a s o n i n g c l o s e l y " ; " I f l o g i c k h a s h a d i t s s o p h i s m s , m a t h e m a t i c s 

h a s h a d i t s p a r a 1og i sms, a nd a 1 g e b r a , i n p a r t i cu1 e r . ma ny 

a b s u r d i t i e s " . T h e r e f o r e , and h e r e t h e s i m i l a r i t y w i t h De M o r g a n ' s 

c l a i m s [ s e e 3 . 4 , ( 1 4 ) , ( 1 5 ) , ( 2 2 ) 1 i s s t r i k i n g , " L o g i c k i s 

f r e q u e n t l y n e c e s s a r y f o r d e t e c t i n g t h e e r r o r s o f a m a t h e m a t i c i a n " 

[ 1 8 0 7 , v i l -

T h e a n a l o g y b e t w e e n l o g i c and m a t h e m a t i c s was f u r t h e r c o n 

t e m p l a t e d b y R . W h a t e l y . He g r a d u a t e d i n 1808 f r o m O x f o r d U n i v e r 

s i t y i n c l a s s i c s a n d m a t h e m a t i c s . A f t e r s e r v i n g i n a r u r a l p a r i s h 

f r o m 1821 u n t i l 1 8 2 5 , he r e t u r n e d t o O x f o r d f o r a few y e a r s , b e 

c o m i n g i n 1831 A r c h b i s h o p o f D u b l i n where he r e m a i n e d u n t i l h i s 

d e a t h i n 1 8 6 7 . He was known e s o t a l e n t e d t e a c h e r a n d a s one o f 

t h e b e s t c o n v e r s a t i o n a l i s t s o f h i s d a y s . U n l i k e K i r w a n , B e n t h e m 
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a n d H a m i l t o n , W h a t e l y was n o t a s c h o l a r o f h i s t o r i c a l d e t a i l , a 

f a c t i l l u s t r a t e d i n h i s E l e m e n t s [1826] w h i c h l e c k s t h e a b u n d a n c e 

o f r é f é r e n c e s f o u n d i n t h e w o r k s o f h i s c o n t e m p o r a r i e s . H i s w o r k 

on l o g i c f i r s t a p p e a r e d a s a t w o - p a r t a r t i c l e i n 1823 i n t h e E n -

c y c l o p e d i a M e t r o p o l i t a n a , a n d t h r e e - y e a r s l a t e r a s a b o o k [1826] 

i n a s l i g h t l y m o d i f i e d a n d e x t e n d e d form'**' . 

More e m p h a t i c a l l y t h a n K i r w a n . W h a t e l y s t r e s s e d t h a t t h e 

r o l e o f l o g i c "as i n s t i t u t i n g a n a n a l y s i s o f t h e p r o c e s s o f t h e 

m i n d i n R e a s o n i n g " i s s t r i c t l y t h a t o f a " s c i e n c e " ; he f u r t h e r 

d i s t i n g u i s h e d i t s r o l e a s a n " A r t " when he c o n s i d e r e d i t w i t h 

r é f é r e n c e t o i t s p r a c t i c a l r u l e s [ 1 8 2 6 , i ]
 < 7 , >

 . He r e g a r d e d a s 

w r o n g t h e v i e w s h a r e d b y e a r l i e r l o g i c i a n s a b o u t t h e r o l e o f 

l o g i c a s f u r n i s h i n g a " p e c u l i a r " method o f r e a s o n i n g i n s t e a d o f a 

m e t h o d o f a n a l y s i n g t h a t m e n t a l p r o c e s s " w h i c h must i n v a r i a b l y 

t a k e p l a c e i n a l l c o r r e c t r e a s o n i n g " [ 1 8 2 6 , i i ] . 

On t h e p r o x i m i t y b e t w e e n l o g i c a n d m a t h e m a t i c s he w r o t e - , 

There i s i n f a c t a s t r i k i n g analogy i n t h i s r e s p e c t between the two 

s c i e n c e s . A l l numbers (which are Symbols o f A r i t h m e t i c ) must be 

numbers o f some t h i n g s (...]; but t o introduce i n t o the s c i e n c e any 

n o t i c e of the t h i n g s r e s p e c t i n g which calculât ions are made-, would 

be e v i d e n t l y i r r e l e v a n t , and would d e s t r o y i t s s c i e n t i f i c 

c h a r e c t e r : wé proceed there f o r e w i t h a r b i t r a r y s i g n s r e p r e s e n t i n g 

numbers i n the a b s t r a c t . So a l s o does L o g i c pronounce the v a l i d i t y 

o f a r e g u l e r l y - c o n s t r u c t e d argument, e q u a l l y w e l l though a r b i t r a r y 

Symbols may have been s u b s t i t u t e d f a r the terms; and conséquent l y , 

without any r e g a r d t o the t h i n g s , s i g n i f i e d by those terms. And the 

p o s s i b i l i t y o f doing t h i s (though the employment o f such a r b i t r a r y 

Symbols has been a b s u r d l y objected t o , even by w r i t e r s , who under-

stand not o n l y A r i t h m e t i c but Algebra) i s a proof o f the 3trictly 

s c i e n t i f i c c h a r a c t e r o f the system*
0

'. 

A n o t h e r c h a r a c t e r i s t i c s t a t e m e n t o f W h a t e l y c o n c e r n a t h e 

c o n n e c t i o n b e t w e e n l o g i c a n d l a n g u a g e . He c o n c l u d e d t h a t a i l a r 

g u m e n t s c a n be r e d u c e d to t h e f o r m o f A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m ; 

.. .and s i n c e L o g i c i s wholly conceroed i n the use of language, i t 

f o l l o w s t h a t a S y l l o g i s m (which i s an argument s t a t e d i n a regulär 

l e g i c a l form) must be "an argument so expressed, and the con
c l u s iveness of i t i s manifest from the mere f o r c e o f the exprès— 
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•gion", i.e. vithout considering the meenincr o f the terms e.g. in 
t h i s s y l l o g i s m , "Y i s X, Z is Y, there f o r e Z i s X" : the conlusion 
is inevitable, vhetever terms X, Y, and Z, respe et i vel y 
are understood t o stand for. , And t o this form a l l legitimóte argu

ments mey ultimetely be brought'**. 

W h a t e l y f u r t h e r d e f e n d e d t h e s c i e n t i f i c s t a t u s o f . f o r m a l 

logiCjWhich was s t r o n g l y d o u b t e d by B a c o n , L o c k e a n d D . S t e w a r t , 

by d r a w i n g t h e r e a d e r ' s a t t e n t i o n t o i t s u t i l i t y i n b o t a n y , 

e t h i c s , l a w a n d m a t h e m a t i c s [ 1 8 2 6 , 1 3 3 . 2 4 4 , 2 4 7 - 2 5 2 ) . H i s c h a p t e r 

o n f a l l a c i e s a n d t h e method o f c o u n t e r - e x a m p l e s f o r m t h e most 

o r i g i n a l o f h i s c o n t r i b u t i o n s i n t h e r e s t o f h i s w o r k [ W h a t e l y 

1 9 7 5 , I n t r o d u c t i o n - s e e (2) a b o v e ; C o r c o r a n 1 9 8 0 , 630],. I n c o n -

t r e s t w i t h K i r w a n [ 1 8 0 7 ] , W h a t e l y ' s book l e c k s a n y r é f é r e n c e t o 

F r e n c h l o g i c i a n s . I t d r a w s , h o w e v e r , o f t e n on A l d r i c h [ 1 8 2 6 , 8 7 , 

8 9 , 1 3 4 ; (5) a b o v e ] , . w h i l e i t s " I n t r o d u c t i o n " i s e n r i c h e d . w i t h 

r é f é r e n c e s t o a n c i e n t G r e e k p h i l o s o p h e r s s u c h e s S ó c r a t e s , Zeno 

o r P y t h a g o r a s . A c c o r d i n g t o [Van E v r a 1984,91 " W h a t e l y ' s l e c k o f 

d e t a i l e d k n o w l e d g e o f t h e h i s t o r y o f l o g i c was more t h a n compen-

s a t e d by a e l e a r g r a s p o f t h e f u n d a m e n t a l i s s u e s f a c i n g l o g i c " . 

S o o n a f t e r i t s pub1 i c a t i o n , W h a t e l y ' s b o o k saw s e v e r a 1 

r e v i e w s , t r a n s l a t i o n s a n d new é d i t i o n s , a n d f r o m 1827 up t o t h e 

e n d o f t h e Century $c^t-r&t new w o r k s were t o be p u b l i s h e d 

b a s e d o n i t a s t e x t b o p k s f o r s t u d e n t s o f b o t h O x f o r d e n d 

C a m b r i d g e '
1 0 >

 . I t s r o l e m i g h t be compared w i t h t h a t o f H e r s che 1 's 

a n d P e a c o c k ' s E x a m p l e s [1820] i n C a m b r i d g e U n i v e r s i t y i n t h e 

1820'.s a n d 1 8 3 0 ' s , b u t i t s s u c c e s s , i n b e i n g p o p u l a r f o r a l m o s t a 

Century i s c o m p a r a b l e w i t h t h a t o f G r e g o r y ' s E x a m p l e s [1841 ; s e e 

3 . 2 ; 4 . 8 ; 5 . 1 0 ] . I n f a c t W h a t e l y d e s e r v e s t h e t i t l e o f t h e 

" r e s t o r e r o f l o g i c e 1 s t u d y i n E n g l a n d " a t t r i b u t e d t o h i m by De 

M o r g a n [ 1 8 6 0 c , 2 4 7 ] . De M o r g a n w o u l d a d v i s e t h e s t u d y o f E l e m e n t s 

[ 18261 i n h i s e a r l y w o r k o n t h e i n s t r u c t i o n o f m a t h e m a t i c s 

[ 1 8 3 1 , 7 1 , f n ; s e e 3.4; 6 . 5 1 . 

I n e v i t o b l y , b y b e i n g e v e r y f i r e t e x p o s i t i o n o f f o r m a l l o g i c 

i n E n g l a n d , W h a t e l y [1826] h a d s e v e r a l . w e a k p o i n t s ^ b i t t e r l y a t -

t a c k e d b y h i s c r i t i c s . M o r e o v e r , i t d i s t u r b e d f o l l o w e r s o f e i t h e r 

A r i s t o t l e o r L o c k e . S m a r t w r o t ę an e s s a y [1851] o n t h e a p p a r e n t 

r e t a r d a t i o n t h a t t h e book c a u s e d i n t h e p r o g r e s s o f m e t a p h y s i c e l 
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p h i l o s o p h y , i n a n a t t e m p t t o r e v i v e i n t e r e s t i n L o c k e ' 3 t h e o r y ^ 

w h i c h was f a d i n g away Í D e s s i 1988, x x v i i i
;
s e e ( 4 ) a b o v e ] . H o w e v e r , 

most o f W h a t e l y ' s c r i t i c a , i n c l u d i n g B e n t h a m , S o l l y a n d H a m i l t o n 

on whom we w i l l r e a d i l y f o c u s , a d m i t t e d t h e v a l u e o f h i s w o r k ; 

J . S . M i l l w r o t e i n 1828 t h a t W h a t e l y ( 1 8 2 6 ] was a " c l e a r e x p o s i 

t i o n o f t h e p r i n c i p i e s o f s y l l o g i s t i c l o g i c , a n d v i n d i c a t i n g i t 

a g e i n s t t h e c o n t e m p t u o u s s a r c a s m s o f some m o d e m m é t a p h y s i 

c i e n s
 < l l l

. T h e mere f a c t t h a t W h a t e l y s t i m u l a t e d h i s c o n t e m -

p o r a r i e s c h a l l e n g i n g c r i t i c a l commenta p r o v e s t h e f a c t t h a t h i s 

P r o j e c t was f u l f i l l e d [*ee a l s o 6 . 4 , ( 5 ) ] . 

6.3 B e n t h a m , S o l l y , H a m i l t o n and t h e i s s u e o f t h e q u a n t i f i c a t i o n 

o f t h e p r e d i c a t e : 1 8 2 7 - 1 8 4 1 . 

G. B e n t h a m , b o r n n e a r P l y m o u t h i n 1 8 0 0 , was nephew o f 

J . B e n t h a m , t h e w e l l known u t i l i t a r i a n p h i l o s o p h e r on e t h i c s a n d 

l a w who h a d s h a r e d K i r w e n ' s a n d T o o k e
1

 s [ 6 . 2 , ( 4 ) ] i n t e r e s t s . 

G.Bentham a c q u i r e d a t an e a r l y age c o n v e r s â t i o n a l p r o f i c i e n c y i n 

R u s s i a n , F r e n c h a n d German, and l a t e r i n l i f e he c o u l d r e a d w o r k s 

i n f o u r t e e n l a n g u a g e s . Ä t M o n t a u b e n , F r a n c e , he s t u d i e d L a t i n , 

n a t u r a l p h i l o s o p h y , H e b r e w and m a t h e m a t i c s , m a k i n g h i s d e b u t a s a 

b o t a n i c a l a u t h o r i n 1 8 2 6 . L i k e h i s ú n e l e he s t u d i e d l a w , b u t i n -

h e r i t i n g h i s p r o p e r t y he was a b l e t o g i v e u p t h e l e g a l p r o f e s s i o n 

f o r b o t a n y , a s u b j e c t t o w h i c h he d e v o t e d o v e r f i f t y y e a r s m a k i n g 

o u t s t a n d i n g c o n t r i b u t i o n s . B e s i d e s f i n a n e i a l w e a l t h , G.Bentham 

i n h e r i t e d a l s o h i s u n c l e ' s i n t e r e s t i n l o g i c t o g e t h e r w i t h h i s 

m a n u s c r i p t s o n a new System o f l o g i c i n w h i c h t h e r o l e o f l a n -

g u a g e was p r o m i n e n t . B u t w h i l e h i s u n c l e f o l l o w e d t h e I d é o l o g u e s 

- p a r t i c u l a r l y D e g e r a n d o - b e l i e v i n g f i r m l y t h a t L a v o i s i e r ' s 

C o n d i 1 l a c - i n s p i r e d r e f o r m o f Chemical l a n g u a g e was t h e b e s t i l 

l u s t r a t i o n o f t h e p r a c t i c a l v a l u e o f t h e p h i l o s o p h y o f l a n g u a g e , 

B e n t h a m f i e r c e l y r e j e c t e d s e m i o t i c e p i s t e m o l o g y a s i n a d é q u a t e , 

d e f e n d i n g A r i s t o t e l i a n l o g i c
l l >

. 

U r g e d b y t h e n e e d t o c l a r i f y t h e s u b t l e r i e s i n v o l v e d i n t h e 

c l a s s i f i c a t i o n o f b o t a n y , Bentham u s e d h i s u n c l e ' s m a n u s c r i p t s t o 

w r i t e h i s b o o k O u t l i n e o f a new s v s t e m o f l o g i c . w i t h a c r i t i c a l 

e x a m i n a t i o n o f D r . W h a t e l y ' s " E l e m e n t s o f l o g i c ' * [ 1 8 2 7 ] . X n - i t s 

" P r é f a c e " , B e n t h a m a r g u e d more e m p h a t i c a l l y t h a n K i r w a n t h a t 
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F r e n c h " l o g i q u e s " w e r e u t t e r l y u s e l e s s ; 

I have a l s o omitted e l l mention o f French l o g i c a l w r i t e r s , who con

s i d e r the sub j e c t i n a t o t a l l y d i f f e r e n t l i g h t fro© t h a t i n which 

ft-itish authors hove viewed i t .
3
 C o n d i l l e c f i r s t r e j e c t e d the whole 

A r i s t o t e l i a n t h e o r y , end a p p l i e d the name o f L o g i c to. the e n q u i r y 

i n t o the mode of o c t i o n o f our i n t e l l e c t u a l f a c u l t i e s . Since t h e n 

D e s t u t t de Tracy [...] publ i s h e d f o u r volumes o f Elements o f I d e o l 

ogy ( i n c l u d i n g one of Logic) which have become the standard t o 

which the subsequent c o n t i n e n t a l w r i t e r s have g e n e r a l l y r e f e r r e d . 

H i s p r i n c i p l e s ore founded on those of Condi 1 l a c : he suppresses, 

not o n l y the theory of s y l l o g i s m s , but a l s o the r u l e s o f the 

guidance of any of our i n t e l l e c t u a l f a c u l t i e s , c o n f i n i n g the 

s c i e n c e t o "pure s p e c u l a t i o n " , unapplied t o any p r a c t i c a l u s e
< a >

 . 

T h e c o r p u s o f Be n t h a m (18271 c o n s i s t s o f a r u n n i n g commmen-

t e r y o n W h a t e l y ' s w o r k , c o m b i n e d w i t h a n a c c o u n t o f h i s own i d e a s 

on, l o g i c . C o n s i d e r i n g t h e E l e m e n t s [18261 a s t h e " l o s t a n d most 

i m p r o v e d e d i t i o n o f t h e A r i s t o t e l i a n s y s t e m " [ 1 8 2 7 . v i i ) , B e n t h a m 

a c k n o w l e d g e d W h e t e l y ' s e m p h a s i s o n c o l 1 i n g l o g i c e " s c i e n c e " , 

m e n t i o n i n g t h a t a s i m i l a r d i s t i n c t i o n b e t w e e n " A r t " and " S c i e n c e " 

h o d b e e n e f f e c t e d a l s o b y h i s u n c l e [ 1 8 2 7 . 1 2 ) . I n t h e c o u r s e o f 

c r i t i c a l l y c o m m e n t i n g u p o n W h a t e l y [ 1 8 2 6 ] , B e n t h a m made i t c l e a r 

t h a t m o s t o f h i s o b j e c t i o n s d i d n o t c o n c e r n s o much t h e s p e c i f i c 

b o o k u n d e r r e v i e w b u t t h e l i m i t e d s c o p e o f t r a d i t i o n a l l o g i c i n 

g e n e r a l w h i c h was b a d l y i n n e e d o f new e x t e n s i o n s . He i n c o r 

p o r a t e d t h u s i n c h a p t e r 8 o f h i s book a new scheme f o r t h e f o r 

m a l i z a t i o n o f s y l l o g i s t i c p r e m i s e s b y u s i n g e q u a t i o n s w i t h sym

b o l i c q u a n t i f i e r s . 

B e n t h a m d i s t i n g u i s h e d f i r s t t h e f o l l o w i n g f o r m s o f i d e n t i t y 

b e t w e e n s u b j e c t s : 

1. " B e t w e e n any i n d i v i d u a l r e f e r r e d t o by one t e r m a n d a n y i n 

d i v i d u a l r e f e r r e d t o by t h e o t h e r " , 

2 . " B e t w e e n any i n d i v i d u a l s r e f e r r e d t o by one t e r m end e n y one 

o f a p a r t o n l y o f t h e i n d i v i d u a l s r e f e r r e d t o by t h e o t h e r " , end . 

3. " B e t w e e n any one o f a p a r t o n l y o f t h e i n d i v i d u a l s r e f e r r e d t o 

b y o n e a n d e n y one o f e p a r t o n l y o f t h e i n d i v i d u a l s r e f e r r e d t o 

b y t h e o t h e r " . 

F o r e x a m p l e , i n t h e s e c o n d c a s e we h a v e " t h e i d e n t i t y b e t w e e n men 
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a n d a n i m a i s " [ 1 8 2 7 , 1 2 3 ] . 

T h i s d i s t i n c t i o n , e v i d e n t l y m o t i v a t e d by t h e s u b t l e r i e s o f 

c l a s s i f i c a t i o n , h a d a s e f f e c t t h e d i v i s i o n o f e e c h o f t h e f o u r 

s t a n d a r d f o r m s o f p r o p o s i t i o n s i n t w o , d e p e n d i h g on w h e t h e r t h e 

p r e d i c a t e i s t e k e h o v e r t h e e n t i r e q u a n t i t y o r n o t . T h u s , l e t t i n g 

A, E , I , 0 s t a n d f o r t h e f o u r b a s i c f o r m s 

A A U X a r e Y 

E No X a r e Y 

I Sorae X a r e Y 

0 S orne X a r e n o t Y, 

( 6 3 . 1 ) 

B e n t h a m a r r i v e d a t t h e new scheme 

(1) t X - p Y ' (5) pX-pY 

( 6 3 . 2 ) (2) tX||pY (6) pXflpY 

(3) tX=-tY (7) p X - t Y 

(4) t X ] | t Y (8) pX[|-tY. 

The s y m b o l s "||
,r

. " t " , a n d "p" s t a n d r e s p e c t i v e l y f o r 

i d e n t i t y , n é g a t i o n , " t o t o " m e a n i n g " a i l " , and " p a r t e " , m e a n i n g 

"some". T h u s , A o f ( 6 3 . 1 ) i s now s p l i t i n ( 1 ) , r e a d as "X i n t o t o 

- Y ex p a r t e " - m e a n i n g " A i l X a r e s ô m e Y", and (3) o r "X i n 

t o t o - Y i n t o t o " - m e a n i n g " A l 1 X a r e a i l Y" [ 1 8 2 7 , 1 3 3 ] . I n o t h e r 

w o r d s , B e n t h a m q u a n t i f i e d t h e p r e d i c a t e b y s p e c i f y i n g w h e t h e r i t 

i s t a k e n a s u n i v e r s a l o r p a r t i c u l a r e a c h t i m e t h a t t h e s u b j e c t 

i s s ï m i l a r l y q u a n t i f i e d . T h i s scheme o f q u a n t i f i c a t i o n , a n -

t i c i p a t e d by C o n t i n e n t a l w r i t e r s a c e n t u r y a g o , was f o r t h e f i r s t 

t i m e i n t r o d u c e d i n E n g l a n d . H o w e v e r , i t was w i t h H a m i l t o n who 

made s y s t e m a t i c u s e o f t h i s scheme f i f t e e n y e a r s l a t e r , t h a t t h e 

i s s u e o f t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e became p r o m i n e n t i n 

E n g l i s h l i t e r a t u r e on l o g i c
< 3 >

 . 

The n e g l e c t o f Bentham's o r i g i n a l w o r k by h i s ' c o n t e m p o r a r i e s 

p r o b a b l y was due t o t h e f a c t t h a t o n l y s i x t y c o p i e s o f h i s b o o k 

w e r e s o l d . U n d o u b t e d l y one c o p y was i n t h e p o s s e s s i o n o f H a m i l t o n , 

who r e v i e w e d b o t h Bentham's and W h a t e l y ' s w o r k i n 1 8 3 3 " * * . H a m i l 

t o n s t a r t e d l e c t u r i n g o n t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e 

a r o u n d 1 8 3 9 , b u t t h e i s s u e g a i n e d i m p o r t a n c e o n l y t h r o u g h 

H a m i l t o n ' s d i s p u t e w i t h De M organ i n 1 8 4 6 . B e f o r e we p r o c e e d t o 

H a m i l t o n , we w i l l d i s c u s s t h e c o n t r i b u t i o n s o f S o l l y ^ w h o s e w o r k 

i n 1839 s u f f e r e d t h e same n e g l e c t a s B e n t h a m ' s own and w h i c h . 

416 



d e s p i t e i t s o r i g i n a l i t y . ' i s h a r d l y known i n o u r d e y s
i = >

. 

B o r n ot E s s e x in 1 6 1 6 , T . B o l l y entered C e i ù s ' C o l l e g e et 

C a m b r i d g e i n 1836 ; but, b e i n g a u n i t a r i o n , he l e f t w i t h o u t a 

degree. A d m i t t e d -CoVer e s ö Student et t h e M i d d l e T e m p l e , 

h e was ceiled t o t h e bar in 1 8 4 1 . Two y e a r s leter he m i g r a t e d t o 

Germahy w h e r e he s t e y e d up t o h i s d e a t h i n 1 8 7 5 . S o l l y l e c t u r e d 

o n E n l i s h l a n g u a g e ond l i t e r e t u r e i n t h e U n i v e r s i t y o f B e r l i n , 

• t i h g b o o k s on p h i l o s o p h y a n d E n g l i s h v e r s e . P r i o r t o h i s 

m i g r a t i o n t o B e r l i n , S o l l y w r o t e one book o n l o g i c , e n t i t l e d A 

s y l l ä b u s o f l o g i c , i n w h i c h t h e v i e w s o f K a n t è r e g ê n e r a i l v 

a d o p t e d , and t h e l e w s o f s y i l o g i s m s v m b o l i c e l l y e x p r e s s e d [ 1 6 3 9 ] . 

T h é o r f g i h e i i t y o f t h i s b o ok l a y i n S o l l y ' s d i s t i n c t m a t h e m a t i c a l 

e p p r o e c h , p r o b e b l y due t o a " f r i e n d " whom S o l l y d i d n o t name 

[ 1 8 3 9 , 26; s e e (7) b e l o w ] . I t seems t h a t , H k e B è n t h e m [ 1 8 2 7 ] , 

h i s b o o k was o f v e r y l i m i t e d c i r c u l a t i o n . H i s f e a r o f p a s s i n g u n -

n o t i c e d was e x p r e s s e d i n a l e t t e r t o De M o r g a n i n 1 8 4 7 . A f r a i d 

t h a t t h e l e t t e r m i g h t h a d n o t corne a c r o s s h i s b o o k , " I d e v o t e d a 

g o o d d e a l o f t i m e t o t h i s s u b j e c t w h i l e s t i l l e t C a m b r i d g e i n 

1 8 3 9 , a n d é v e n t u e l l y p u b l i s h e d o l i t t l e w o r k w h i c h I t h i n k - h o s 

v e r y p r o b e b l y n e v e r corne b e f o r é you«. es i t e n j o y e d s u c h a l i m i t e d 

Or Ord«r - £e> r 

c i r c u l e t i o n " , S o l l y e n c l o s e d ^ e c o p y , e a g e r t o h e e r De M o r g a n ' s 

v i e w s on i t end t h e l a t t e r ' s 6wn n o v e l t i e s i n c o n n e c t i o n w i t h t h e 

m a t h è m e t i z e t i o n b f t h e s y 1 l o g i s m * * * . 

I n t h e " P r é f a c e " o f h i s b o o k , S o l l y p r a i s e d W h e t e l y f o r h i s 

e b l e a n d l u c i d d i s c u s s i o n o f m a t é r i e l f a l l e c i e s ' [ 1 8 3 9 , v ] , but 

c r i t i c i i c o two m a j o r p o i n t s o f h i s w o r k ^ d i s p l e y i n g a n e b i l i t y f o r 

p e n e t r e t i n g a n e l y s i s . F o r S o l l y " L o g i c i s n o t an Organum o f t h e 

s c i e n c e s ; f o r i t d o e s n o t c o n t a i n a s i n g l e r é f é r e n c e t o eny 

b r a n c h of k n o w l e d g e " ; " i t i s h o w e v e r of t h e g r e a t e s t u s e i n t e s t -

i n g t h e work o f e n o t h e r orgenurh, by e x p o s i n g a l l i t s r é s u l t é " . He 

f u r t h e r e r g u e d t h a t we c a n n o t e p p l y t h e t e r m " A r t " t o l o g i c 

" w i t h o u t en e b s u r d i t y e s i n e n i f e s t e s i f we w e r e t o s p e a k o f t h e 

A r t o f t h e D i f f é r e n t i e l C e l c u l u s o r C o n i c S e c t i o n s " [ 1 8 3 9 . 1 0 - 1 1 1 . 

He . wos s u r p r i s e d w i t h W h a t é l y ' s d i v i s i o n o f l ö g i c i n t ô " s c i e n c e " 

- a s c o n v e r s a n t e b o u t k n o w l e d g e o n l y - end t o "art' - e s c o n c e r n e d 

w i t h t h e e p p l i c a t i o n o f k n o w l e d g e t o p r a c t i c e - e r g u i n g t h e t t h i s 

a r r a n g e m e n t " c o m b i n e s u n d e r t h e same name two b r a n c h e s of 

k n o w l e d g e whose n a t u r e a n d o r i g i n è r e equelly d i s t i n c t f r o m e e c h 
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o t h e r " [ 1 8 3 9 . 1 1 - 1 2 ) . F o r , t h e f i r s t d i s t i n c t i o n a p p l i e s t o t h e a 

p r i o r i l a w s o f t h e m i n d , w h e r e a s t h e s e c o n d t o e m p i r i c a l p s y c h o l -

ogy [ 1 8 3 9 , 1 . 7 . 1 1 - 1 2 ; s e e (11) b e l o w ] . 

I n t h e sema s p i r i t . S o l l y o b j e c t e d t o W h a t e l y ' s 3tatement 

t h a t " L o g i c i s e n t i r e l y c o n v e r s a n t a b o u t l a n g u a g e " [ s e e 6 . 2 , 

( 9 ) 1 , h o l d i n g t h a t i t c o n t r a d i c t s W h a t e l y ' s own t h e s i s t h a t 

l o g i c ' s o f f i c e i s t h e a n a l y s i s o f t h e p r o c e s s o f t h e m i n d i n 

r e a s o n i n g [ S o l l y 1 839,14; s e e 6 . 2 1 . E x a c t l y a s B o o l e was t o a r g u e 

i n h i s Laws o f t h o u g h t [ 1 8 5 4 ; 8 . 4 , ( 2 ) 1 , S o l l y c l a i m e d t h a t " I f 

l a n g u a g e h a d n o t r e c e i v e d i t s s t a m p f r o m t h e m i n d ( t h e l a w s o f 

w h i c h we assume t o be u n i v e r s a l l y t h e same i n a i l c o u n t r i e s a n d 

â g e ) , we w o u l d n e v e r be c e r t a i n t h a t we m i g h t n o t at. some f u t u r e 

t i m e meet w i t h a p e o p l e whose l a n g u a g e r e q u i r e d q u i t e a new 

l o g i c , a n d i n t h a t c a s e t h e s c i e n c e w o u l d l o s e i t s a p r i o r i -

c h a r a c t e r , a n d r e s t on p r o b a b i l i t y a l o n e " [ 1 8 3 9 . 1 5 ] . 

S o l l y t r e a t e d f o r m a i l o g i c on t h e g r o u n d s t h a t i n c a t e g o r i -

c a l p r o p o s i t i o n s " t h e q u a n t i t y o f t h e t e r m t h a t i s p l a c e d l a s t i n 

t h e g ê n e r a i c a t e g o r i c a l f o r m i s e n t i r e l y d e t e r m i n e d by t h e q u a n 

t i t y o f t h e c o p u l a " . D i s t i n g u i s h i n g t h u s e i g h t p o s s i b l e c o m b i n e -

t i o n s b e t w e e n s u b j e c t a n d p r e d i c a t e . o n 1 i n e s s i m i l a r t o 

Bentham's ( 6 3 . 2 ) , b u t i n d e p e n d e n t l y f r o m h i m , S o l l y c o n f i n e d o n l y 

t o t h e f o u r known f o r m s ( 6 3 . 1 ) [1839,47-481 a t t a c h i n g t h u s no i m 

p o r t a n c e t o t h e i s s u e o f t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e . 

The m a i n i n n o v a t i o n i n S o l l y ' s b ook i s h i s f r é q u e n t d r a w i n g 

o n e n e l o g y f r o m m a t h e m a t i c s . I n s o s o i n g , S o l l y was a l m o s t a s 

b o l d a n d o r i g i n a l a s B o o l e w o u l d be i n g o i n g b e y o n d s i m p l e a l 

g è b r e i c a n a l o g i e s , d i s c o v e r i n g "a p e r f e c t ana l o g y b e t w e e n 

a b s t r a c t c o n c e p t i o n s a n d e n v e l o p i n g s u r f a c e s o r c u r v e s " [ 1 8 3 9 , 

23-27]
 < 7 > >

 . He made u s e o f f u n c t i o n a l a n d d i f f é r e n t i e l , n o t a t i o n i n 

a v e r y p e c u l i a r way w h i c h , h a v i n g h a d no i m p a c t o n h i s c o n t e m -

p o r a r i e s » i s b e y o n d t h e s c o p e o f o u r p r é s e n t d i s c u s s i o n . H o w e v e r , 

b e f o r e we s w i t c h t o t h e f i e r c e o p p p o n e n t o f t h e u s e o f m a t h e 

m a t i c s i n l o g i c . H a m i l t o n , we w i l l d i s p l a y one e x e m p l e o f S o l l y ' s 

m a t h e m e t i z a t i o n o f t h e l a w s o f s y l l o g i s m , t h e o n l y i n s t a n c e o f 

h i s i n d i v i d u e l a p p r o a c h i n l o g i c t o s e e some d i m l i g h t o f p u b l i c 

r é f é r e n c e . 

S o l l y h e l d t h a t 

The c o n d i t i o n i n g laws of c a t e g o r i c a l s y l l o g i s m admit o f a v e r y 
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simple enelyticeî e x p r e s s i o n front which e l l i t s p r o p e r t i e s may be 

r e e d i l y obteined. But the more e s p e c i e l o b j e c t i n t r e e t i n g t h i s 

s u b j e c t methemoticelly, i s the e x h i b i t i o n of t h e t symmetry, from 

which, • the
 5

e q u a l i t y o f t h e number o f «oods t h e t ère t r u e i n the 

f i r s t three f i g u r e s , may be d e r i v e d e p r i o r i t o e l l considération 

o f the moods themselves«»*. 

I n b r i e f S o l l y ' s " s y m b o l i c a l m e t h o d i s s u m m o r i - î e d i n De 

M o r g e n ' s w o r d s i n 1847 e s f o l l o w s : 

The symbolical e x p r e s s i o n here g i v e n i s o f ' e p e c u l i e r charöcter: 

the a l g e b r a i c s i g n s are edopted i n e sensé which préserves the 

r u l e s öf s i g n , w h i l e the symbole r e présent t h e terms o f the s y l -

îegism, o r e i s e the n o t i o n s of p a r t i e u l a r end u n i v e r s a l . Thus, i f p 

stand f o r p a r t i eu l a r , u f o r u n i v e r s a l , and m f o r one of the terms 

o f a s y l l o g i s m . DK I o r m-u-o i m p l i e s t h a t m i s e " u n i v e r s a l -term, 

end tm-u)(n-p)«o i m p l i e s the a l t e r n a t i v e t h a t e i t h e r m i s u n i v e r 

s a l , o r n i s p a r t i eu l a r . By means of such e l t e m é t i v e r e l e t i o n s , 

t h e c o n d i t i o n s o f v a l i d i t y of the v e r i o u s f i g u r e s ère e x p r e s s e d
1 9

* . 

T h i s i s t h e s o l e r é f é r e n c e t o t h e s y m b o l i c a l d p p r o a c h i n 

S o l l y ' s b o o k s o f a r [ s e ë ( 6 ) , ( 9 ) e b o v e l . T h r e e y e a r s l a t e r M a n s e l 

c r i t i c i s e d S o l l y f o r m a t h e m a t i z i n g l o g i c
€ 1

° * . Venn and De M o r g a n 

w e r e f u r t h e r t o comment u p o n S o l l y ' s l e s s i m p o r t e n t c o n t r i b u t i o n 

o n t h e i s s u e o f q u a n t i f i c a t i o n . A c c o r d i n g t o V e n n . " n e i t h e r Mr 

B e r i t h a m n o r Mr S o l l y seem t o me t o h â v e u n d e r s t o o d e x a c t l y t h e 

é ë n s e i n w h i c h t h e i r scheme was t o be i n t e r p r e t e d , n o r t o h a v e 

a t t a c h e d any i m p o r t a n c e t o i t " [ 1 8 8 1 , 9 , f n i î . I g n o r a n t o f Benthem 

[18271 i n 1 8 5 0 . De M o r g a n m e n t i o n e d S o l l y b r i e f l y a d d i n g "But S i r 

W i l l i a m H a m i l t o n i s t h e f i r s t who p u b l i e h e d t h e i d e a o f t a k i n g 

a i l p h a s e s o f u s u e l g u a n t i f i c e t i o n , and m e k i n g them t h e b a s i s o f 

a S y s t e m o f s y l l o g i s m " [ 1 8 5 0 , 4 2 ] . 

B o r n i n G l a s g o w i n 1 7 8 8 , W . H e m i l t o n g r a d u e t e d f r o m t h e 

U n i v e r s i t y o f E d i n b u r g h i n 1 8 0 7 . F o l l o w i n g i n h i s f a t h e r ' s 

f o o t s t e p s - a d o c t o r who o c c u p i e d t h e c h a i r o f e n e t o m y end b o t e n y 

e t G l a s g o w U n i v e r s i t y - H a m i l t o n s t u d i e d n a t u r e l s c i e n c e s and 

c h e m i s t r y . B u t when s t u d y i n g l a t e r e t O x f o r d U n i v e r s i t y - e t t h e 

seme t ime es W h e t e l y [ 6 . 2 ] - he d e v e l o p e d e n i n t e r e s t i n 

p h i l o s o p h y e c q u i r i n g s o o n t h e r é p u t a t i o n o f t h e most l e e r n e d ' 
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a u t h o r i t y o n A r i s t o t l e . He r e t u r n e d t o E d i n b u r g h where he became 

a n a d v o c a t e i n 1 8 1 3 , b u t i n 1821 he a p p l i e d f o r t h e c h a i r o f 

m o r a l p h i l o s o p h y . E l e c t e d f i n a l l y i n 1836,. he became a p r o f e s s o r 

o f h i s t o r y , p h i l o s o p h y a n d l o g i c a t E d i n b u r g h U n i v e r s i t y , a p o s t 

w h i c h he h e l d u n t i l h i s d e a t h i n 1 8 5 6 . 

D ü r i n g t h e p e r i o d 1821 and 1836 H a m i l t o n c o n t r i b u t e d t h r e e 

a r t i c l e s on C o u s i n , p e r c e p t i o n a n d l o g i c r e s p e c t i v e l y , w h i c h e x -

t e n d e d h i s f a m é a s p h i l o s o p h e r a n d . l o g i c i a n and o n l y t h u s d i d he 

manage t o be e l e c t e d . A p r o p o s , V . C o u s i n , i n f l u e n t i a l o n F r e n c h 

é d u c a t i o n , a t t a c k e d C o n d i l l a c a n d c o n t r i b u t e d i n b r i n g i n g commmon 

s e n s é p h i l o s o p h y i n F r a n c e a r o u n d 1 8 1 0 , a d m i r i n g , l i k e H a m i l t o n , 

e b o v e a l l T . R e i d . I n 1833 H a m i l t o n r e v i e w e d s e v e r a 1 b o o k s on 

l o g i c , e s p e c i a l l y W h a t e l y ' s . j i e a c c u s e d t h e l a t t e r f o r l a c k o f 

f a m i l i a r i t y w i t h h i s t o r y o f l o g i c , f l o o d i n g h i r a w i t h q u o t e t i o n s 

f r o m c l a s s i c a l t e x t s . , A s w i t h S o l l y s i x y e a r s l a t e r , H a m i l t o n was 

s h r e w d t o p e r c e i v e t h a t W h a t e l y ' s s t a t e m e n t on l o g i c a s c o n v e r 

s a n t a b o u t l e n g u a g e i s c p n t r a d i c t o r y w i t h h i s p r o p e r d é f i n i t i o n 

o f l o g i c a s r e l a t e d w i t h t h e p r o c e s s o f t h e m i n d i n r e a s o n i n g 

a n d he c h a r g e d h i m as a s u p p o r t e r o f p s y c h o l o g i s m '
1 1

 *. 

H a m i l t o n was a f i e r c e O p p o nent o f mathematic3 a n d b e l i e v e d 

t h a t a c o m p a r i s o n b e t w e e n l o g i c a n d m a t h e m a t i c s i s n o t e v e n p o s 

s i b l e b e c a u s e l o g i c i s a
t
m o r e e x t e n s i v e s c i e n c e t h a n t h e l a t t e r 

[ L a i t a 1 9 7 9 , 4 8 - 4 9 ] . B u t , f o r a i l h i s h o s t i l i t y t o a l g è b r e , t h e 

e f f e c t o f h i s System was t o make l o g i c move c l o s e r t o a l g e b r a . 

T r e a t i n g t h e p r o b l e m o f q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c e t e i n t h e 

same way t h a t Bentham d i d , H a m i l t o n p r o p o s e d t h e f o l l o w i n g e i g t j t 

q u a n t i f i e d f o r m s o f s t a t e m e n t s . , 

(1) A i l X i s a i l Y 

(2) A U X i s some Y A 

(3) S orne X i s a i l . Y . 

(4) S orne X i s some Y I 

(5) Any X i s - n o t a n y Y E 

(6) Any X i s - n o t some Y 

( 7 ) Some X i s - n o t a n y Y 0 

( 8 ) S orne X i s - n o t some Y 

Wherees i n t r a d i t i o n a l l o g i c p r o p o s i t i o n A, or " A i l X i s 

[are] Y"i can be reed e x t e n s i v e l y (the e x t e n s i o n of t h e t e r a X;, i s 

c o n t a i n e d w i t h i n the e x t e n s i o n of the terra Y) or comprehensively 
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( i . e . t h e o t h e r woy r o u n d ) , t h e new s c h e m e , by d i s t i n g u i s h i n g (1) 

f r o m ( 2 ) , end s o o n . e n e b l e s e d i f f é r e n t e n e l y s i s o f s i m p l e 

c o t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n s . A c c o r d i n g t o t h i s © n e l y s i s , s i m p l e 

p r o p o s i t i o n s becorne i d e n t i t y d a i m s a b o u t c l a s s e s . F o r e x e m p l e , 

(7) a s s e r t s t h o t t h e r e i s o s u b s e t o f t h e c l e s s A ' w h i c h i s n o t 

i d e n t i c a l w i t h o n y s u b s e t o f t h e c l a s s B. H a m i l t o n d i d p o i n t o u t 

t h e o d v o n t e g e s o f h i s d o c t r i n e w h i c h , b e s i d e r e d u c i n g p r o p o s i 

t i o n s t o é q u a t i o n s , h a d o s o r e s u i t t h e s i m p l i f i c o t i o n o f t h e 

d o c t r i n e o f c o n v e r s i o n , t h e r e j e c t i o n o f t h e f i g u r e s ond t h e 

m a n i f e s t o t i o n o f t h e o b s u r d i t y o f r e d u c i n g s y l i o g i s m s o f o t h e r 

f i g u r e s t o t h e f i r s t *
i a >

 . 

H a m i l t o n wos v e r y p r o u d t o hove e x t e n d e d A r i s t o t l e ' s s y s t e m 

t o one w h i c h o p p s r e n t l y was b o t h s y m m e t r i c o l ond c o m p l è t e . I t 

cornes o s a s u r p r i s e t h o u g h , t h o t he o d m i t t e d t h o t "o p r o p o s i t i o n 

b e i n g o l w a y s on e q u o t i o n o f i t s s u b j e c t ond i t s p r e d i c a t e " , a n d 

t h a t he f u r t h e r o s s o c i a t e d h i s e q u a t i o n a l a p p r o o c h w i t h t h e i d e o l 

o f o " l o g i c o l c o l c u l u s " , i n t h e f o r m o f *'o scheme o f l o g i c o l n o t o -

t i o n . . . s h o w i n g o u t i n t h e i r o l d ond new Applications t h e 

p r o p o s i t i o n e 1 a n d s y ł l o g i s t i c a l f o r m s , w i t h e v e n o m e c h a n i c e 1 

s i m p l i c i t y " ( P e s s m o r e 1 9 6 8 , 1 2 1 1 . W h i l e by " é q u a t i o n s " H a m i l t o n 

<^cS v v o ^ M ^ n J m o t h e m a t i c e l o n e s b u t r o t h e r l i n e e r f o r m u l é e 

d e v o i d o f m a t h e m a t i c a l s y m b o l s , ( t h o u g h , h i s n o t a t i o n f o r a s s e r 

t i o n and d é n i a i e c c o r d i n g t o De M o r g a n r e s e m b l e d t h e s y m b o l s -

a n d +) i t was e x a c t l y h i s a n a l y s i s o f s i m p l e c a t e g o r i c a l p r o p o s i 

t i o n s w h i c h l e d B o o l e i n f o r m u l a t i n g t h e o l g e b r a o f l o g i c
t l 3 >

. 

H e m i l t o n ' s s y s t e m had i n d e e d i t s - m e r i t s b u t a l s o i t s d e f e c t ś 

w h i c h he f i e r c e l y d e n i e d . De M o r g a n w o u l d show i n 1850 t h e t 

p r o p o s i t i o n s (1) a n d (8) o f ( 6 3 . 3 ) a r e p r o b l e m a t i c ( 6 . 6 ] . 

M o r e o v e r , e s Venn c l a i m e d i n ( 1 8 8 1 , 4 - 1 4 ] , o n l y f i v e o u t o f t h e 

e i g h t p r o p o s i t i o n s d o c o r r e s p o n d t o m u t u e l i n c l u s i o n ond e x c l u 

s i o n o f c l a s s e s . When De M o r g a n , i n d e p e n d e n t l y c / H a m i l t o n , i n -

t r o d u c e d h i s own scheme o f e i g h t p r o p o s i t i o n s - b e s e d on t h e c o n 

c e p t o f t h e " c o n t r a r y " [ n é g a t i v e o r o p p o s i t e ] o f o t e r m ond t h e 

" n u m e r i c o l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m " l o t e i n 1846- H a m i l t o n become 

f u r i o u s c h a r g i n g De M o r g a n w i t h p l e g i a r i s m and c l o i m i n g p r i o r i t y 

o v e r t h e i s s u e o f t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e . The 

n o t o r i o u s d i s p u t e s o o n b r o k e o u t w h i c h , b e s i d e m a k i n g known t o 

B o o l e H a m i l t o n ' s s c h e m e , c h o l l e n g e d De M o r g a n t o amend H e m i l t o n ' s 
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s y l l o g i s m s y s t e m and a l s o t o i m p r o v e upon h i s own w o r k . The e a r l y 

s t a g e o f t h e c o n t r o v e r s y i n 1847 i s h a r d l y o f a n y s i g n i f i -

c a n c e '
1 4

' ; ho w e v e r we w i l l s e e d u r i n g o u r d i s c u s s i o n o f De M o r g a n 

[ 1 8 5 0 ; 6.6) t h a t t h e c o n t r o v e r s y was b a s e d upon m i s c o n c e p t i o n s a s 

t h e two l o g i c i a n s w o r k e d o n u t t e r l y d i f f e r e n t l i n e s . 

T he q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e s o o n p r o v e d t o be o v e r a 

a s a l o g i c a l i n s t r u m e n t a n d was h a r d l y a p p l i e d a f t e r 

H a m i l t o n ' s d e a t h . H o w e v e r , i t d i d p r o v e u s e f u l i n t h e s h a p i n g o f 

a l g e b r a i c l o g i c a t m i d - 1 9 t h - c e n t u r y E n g l a n d . As L a i t e [ 1 9 7 9 , 6 0 ] 

c l a i m e d , p e r h a p s w i t h o u t H a m i l t o n we m i g h t n o t h a d h a d B o o l e . 

The same a s s e r t i o n c a n n o t e p p l y t o De M o r g e n ' s c a s e , s i n c e t h e 

germs o f h i s m a t u r e w o r k on t h e l o g i c o f r e l a t i o n s w e r e f o u n d i n 

h i s w o r k p u b l i s h e d b e f o r e t h e d i s p u t e [ 6 . 4 - 6 . 5 ] . H o w e v e r , b o t h 

H a m i l t o n ' s a n d M a n s e l ' s a t t a c k s [ s e e (10) a b o v e ] s e r v e d a l i t t l e 

m ore t h a n a mere c h a l l e n g e f o r De M o r g a n t o d e l v e d e e p e r i n t o t h e 

c o n n e c t i o n s b e t w e e n l o g i c a n d m a t h e m a t i c s a n d t o e x t e n d h i s w o r k 

a s s h a p e d up t o 1 8 4 7 . H a v i n g s e t t h e p r e l i m i n a r i e s o n t h e s t a t e 

o f E n g l i s h l o g i c i n t h e f i r s t d e c a d e s o f t h e 1 9 t h c e n t u r y , we now 

s w i t c h t o De M o r g a n ' s w o r k a s g r a d u a l l y s h a p e d b e t w e e n 1831 a n d 

1 8 6 0 . 

6.4 An o u t l i n e o f De M o r g a n ' s l o g i c : 1 8 3 1 - 1 8 6 0 . 

The c o r e o f De M o r g a n ' s w o r k on l o g i c c o n s i s t s o f h i s b o o k 

F o r m a l l o g i c [1847b] a n d f o u r p a p e r s "On t h e s y l l o g i s m " p u b l i s h e d 

i n t h e T r a n s a c t i o n s o f t h e - C a m b r i d g e P h i l o s o p h i c a l S o c i e t y a s 

( 1 8 4 7 b , 1 8 5 0 , 1858 a n d 1 8 6 0 a ] . F o r c o n v e n i e n c e we c i t e t h e m a s 

F L , S i , Sa, Sa a n d S* r e s p e c t i v e l y . We w i l l a l s o c i t e h i s b o o k 

S y l l a b u s o f a p r o p o s e d s y s t e m o f l o g i c [1860b] a s S, h i s E n g l i s h 

C y c l o o e d i a a r t i c l e on " l o g i c " a s [ 1 8 6 0 c J and h i s \<x->f m e m o i r o n 

t h e s y l l o g i s m a s [1863] o r Ss. The S y l l a b u s a n d t h e e n c y c l o p e d i a 

a r t i c l e b o t h f o r m a s u b s t a n t i a l s u r v e y o f t h e a u t h o r ' s v i e w s o n 

l o g i c i n a r a t h e r c o n g e s t e d f o r m . As t h e m a t e r i a l o f F L a n d t h e 

f i r s t m e m o i r s i s i l l - a r r a n g e d , S i s o f t e n r e g a r d e d as a b e s t 

e n t r y t o De Morgan's w o r k . H o w e v e r , S t o t a l l y l a c k s t h e c h a r m of 

t h e f i r s t t h r e e m e m o i r s and w i l l be u s e d h e r e m a i n l y f o r c o n f i i — 

mation of De M o r g a n ' s b a s i c c l a i m s as p u b l i s h e d p r i o r t o 1 8 6 0
( i >

 . 

Nowdays De Morgan's f o u r t h memoir "On t h e l o g i c o f r e l a -
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t i o n s " [ 1 8 6 0 o ] i s r e g a r d e d a s h i s m o s t o r i g i n a l c o n t r i b u t i o n i n 

l o g i c ' * . * . De M o r g a n ' s l o g i c . o f r e l e t i o n s was l e f t i n e n un

f i n i s h e d s t e t e . The m a t e r i e l o f S * , p r e s e n t e d i n e f e r f r o m l u c i d 

way, was the r e s u l t o f e n q u i r i e s w h i c h m a t u r e d g r a d u a l l y i n t h e 

c o u r s e o f e l m o s t t h i r t y y e a r s . The s c o p e o f o u r s t u d y i s t o d i s 

c u s s the e v o l u t i o n . o f t h e . l o g i c o f r e l e t i o n s f r o m the p o i n t o f 

v i e w o f De M o r g a n ' s m a t h e m a t i c a l w o r k , more p a r t i c u l a r l y o f h i s 

a r t i c l e o n t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s [1836] . B e f o r e e n t e r i n g i n t o 

a d e t a i l e d s t u d y o f h i s work we p r e s e n t t h e r e a d e r w i t h e g e n e r a l 

o u t l i n e o f h i s m a i n c o n t r i b u t i o n s o n l o g i c up t o 1860. 

Up t i l l 1839 De M o r g a n ' s w o r k e x e m p l i f i e d W h a t e l y ' s . v i e w 

t h a t l o g i c i s e s c i e n c e c o n c e r n e d w i t h t h e v a l i d i t y end i n 

v a l i d i t y o f a r g u m e n t s . I n 1847 he i n t r o d u c e d new c o n c e p t s e n d 

t y p e s o f p r o p o s i t i o n s , f o r m u l a t i n g by 1850 e s y s t e m w h i c h he 

c e l l e d "an e x t e n s i o n o f A r i s t o t l e " o n t h e g r o u n d s t h a t " E v e r y one 

o f . my s y l l o g i s m s c a n be r e d u c e d t o en A r i s t o t e l i a n f o r m " [Sa, 

4 2 J . U l t i m a t e l y s y l l o g i s m was c o n s i d e r e d " u n d e r t h e a s p e c t o f 

c o m b i n a t i o n o f r e l e t i o n s " [S*, 2411 e n d t h u s t r a d i t i o n a l s y l 

l o g i s t i c was. w i d e l y e n d o r i g i n a l l y e x t e n d e d . A s he w r o t e i n t h e 

o p e n i n g o f [S*,208) " I n my s e c o n d a n d t h i r d p a p e r s on l o g i c [...] 

I i n s i s t e d o n t h e o r d i n a r y s y l l o g i s m b e i n g one c o s e , end one c a s e 

o n l y , o f t h e c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s . I n t h i s f o u r t h p a p e r I e n 

t e r f u r t h e r o n t h e s u b j e c t o f r e l a t i o n , , o s e b r a n c h o f l o g i c " , 

A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s t i c i s a p e r m a n e n t p o i n t o f d e p a r t u r e 

t h r o u g h o u t De M o r g a n ' s w r i t i n g s , b u t we c e n o n l y p a r t l y c h a r a c 

t e r i z e h i s w o r k o s t r a d i t i o n a l l o g i c . As w i t h h i s work on mathe

m a t i c s [ 3 . 4 - 3 . 9 ] , De Morgan b e l i e v e d i n a l i n e a r h i s t o r i c a l 

e v o l u t i o n o f s c i e n c e end drew o n t r o d i t i o n o l i s s u e s , s u c h os 

t h o s e o d v o c o t e d by t h e P o r t - R o y a l l o g i c , w e l l a f t e r 1860 [ 6 . 2 , 

( 5 ) ; Ss, 2 8 7 - 9 4 ] . B u t w h i l e l o o k i n g b a c k t o t h e p a s t 

[ 3 . 4 ^ ( 7 ) ; 3 . 5 ; 3 . 6 , ( 1 ) ] , he was f u l l y a w are o f t h e i n a d e q u a c y o f 

t h e l o g i c w h i c h p r e v a i l e d w i t h W h o t e l y e n d H a m i l t o n and g l i m p s e d 

o h e a d t o e " m a t h e m a t i c a l l o g i c " ; t h e l a t t e r w o u l d be o r e s u l t o f 

t h e c o l l a b o r a t i o n b e t w e e n m a t h e m a t i c i a n s e n d l o g i c i e n s -whose 

m u t u a l a n t i p a t h y h e b i t t e r l y c r i t i s i z e d - i n some f u t u r e t i m e [S
3
, 

7 8 , f n
;
S , 1 8 4 , f n ] . 

Whet w e r e De M o r g a n ' s own c o n t r i b u t i o n s t o w a r d s t h i s v a g u e l y 

d e s c r i b e d i d e a l s t a t e o f " m a t h e m a t i c a l l o g i c " ? The f i r s t h i n t t o -
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w a r d s e n g r a v i n g a new d i r e c t i o n i s f o u n d i n [ S i , l ] w h e r e h e 

3tated " I h e r e v e n t u r e t o p r o p o s e a d é r i v a t i o n a n d c l a s s i f i c a t i o n 

o f t h e f o r m s o f t h e s y l l o g i s m , d i f f e r i n g v e r y w i d e l y f r o r a t h a t i n 

u s e " . A p p l y i n g t h e m a t h e m a t i c a 1 p r o c e s s o f g r a d u a i a b s t r a c t i o n 

a n d g ê n e r a i i z a t i o n [ 3 . 5 - 3 . 6 1 , and c l o t h i n g t r a d i t i o n e l l o g i c i n a 

m i n i m a l s y m b o l i c v e i l , he headed t o w a r d s a " s y m b o l i c l o g i c " ( S ^ , 

26] h o l d i n g t h a t " s y m b o l s w i l l one d a y be t h e s c a f f o l d i n g o f 

l o g i c a l é d u c a t i o n , t h o u g h u s e l e s s t h e n . a s now, t o a i l who h a v e 

n o t m a s t e r e d them" [ S
3
, 8 6 ] . 

Much more c o n s e r v a t i v e and l e s s o r i g i n a l t h a n B o o l e was t o 

be. i n h i s a p p l i c a t i o n o f s y m b o l i c p r o c é d u r e s i n l o g i c , e s he a d -

raittèd i n [ 1 8 6 0 c , 2 5 5 ] , De Morgan was n e v e r t h e l e s s e c c u s e d f o r 

c o r r u p t i n g l o g i c w i t h m a t h e m e t i c s . The v e r y t i t l e o f h i s b o o k . 

F o r m e l l o g i c - o r . t h e c e l c u l u s o f i n f e r e n c e , n e c e s s e r y a n d p r o b 

a b l e [ 1 8 4 7 b l a n n o y e d b o t h M o n s e l end S m e r t ^ e n d i t i s o f i n t e r e s t 

t o d i s p l e y t h e p a r t l y s i m i l e r v i e w s o f t h è s e two l o g i c i a n s whose 

b e l i e f s i n g ê n e r a i w e r e p h i l o s o p h i c a 1 l y w o r l d s a p a r t . H. M a n s e l , 

p r o f e s s o r o f m e t a p h y s i c s a t O x f o r d a n d c l o s e l y i d e n t i f i e d w i t h 

H a m i l t o n , r e v i e w e d F L i n h i s p e p e r " R é c e n t e x t e n s i o n s o f F o r m a i 

l o g i c " [1851] c o m p a r i n g De M o r g a n [1847b] w i t h t w o b o o k s b y f o l -

l o w e r s o f H a t n i l t o n
< 3 >

 . I n t h i s r e v i e w t h e t i t l e o f F L was l i n k e d 

w i t h C o n d i l l a c ' s , a n d H o b b e a ' s , d i c t u m " c a l c u l e r c ' e s t r a i s o n n e r , 

e t r a i s o n n e r c ' e s t c a l c u l e r " [ M a n s e l 1 8 5 1 , 9 3 ; 1 . 8 ] . 

On t h e o t h e r h a n d , i n S m a r t ' s e s s e y A l e t t e r t o D r . W h e t e l y 

(18511'•*', t h e t i t l e o f F L i n d i c e t e d a m e t h o d o l o g y w h i c h " c a n 

o n l y d o h a r m " . F o l l o w i n g L o c k e ' s e p i s t e m o l o g y , S m art a c c u s e d De 

M o r g a n f o r b e i n g "a more t h r o u g h - g o i n g A r i s t o t e l i a n t h a n D r . 

W h e t e l y " [ 1 8 5 1 , 2 4 , f n ] . F L g a v e r i s e t o many c o n t r o v e r s i a l r e v i e w s 

a n d r e m a r k s [ S , 1 4 8 - 9 1 ; n o n e . h o w e v e r , must h a v e e n t e r t a i n e d De 

M o r g a n a s much a s S m e r t ' s l i t t l e n o t e , f o r De M o r g a n w r o t e a t t h e 

b o t t o m page o f h i s own c o p y : " I s h a l l be more A r i s t o t e l i a n t h a n 

A r i s t o t l e h i m s e l f one d a y " [Smert 1 8 5 1 , 2 4 , f n ] . F u r t h e r o n t h e 

t i t l e page u n d e r S m a r t ' s p r i n t e d i d e n t i f i c a t i o n a s "a f o l l o w e r o f 

L o c k e " l ^ e e (4) a b o v e ] , he added: " b u t w i t h o u t t h e k e y . He i s 

M r . S m a r t , t h e a u t h o r o f c u r i o u s w o r k s o n l o g i c . R e c * May 1 2 , 

1 8 5 2 " . 

T h è s e b r i e f a c c u s a t i o n s f u l l y d e s c r i b e t h e h o r r o r w i t h w h i c h 

d e f e n d e r s o f e i t h e r t r a d i t i o n , A r i s t o t l e o r L o c k e , c o n f r o n t e d De 
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M o r g ó n ' s e t t e m p t t o u p d a t e , e l a b o r ó t e end e x t e n d A r i s t o t e l i o n 

s y l l o g i s t i c b y
 ;

 e n r i c h i n g i t w i t h e minimum o f m e t h e m e t i c e l 

m e t h o d o l o g i c o l i s s u e s e n d s y m b o l s . I n f e c t , f e r more c r i t i c e l 

t h o n S m a r t , M e n s e l h e l d t h e t S o l l y , B o o l e end De M o r g ó n w e r e e l l 

g u i l t y o f r e g o r d i n g l o g i c e s p e c i e s o f e l g e b r e f s e e 6 . 3 , ( 1 0 ) 1 . 

N e v e r t h e l e s s F L v o s w o r m l y w e l come by i n t e l l e c t u e l s who 

n e e d e d o n e s c o p e f r o m v o g u e e m p i r i c o l o n d common-sense t h é o r i e s . 

I n 1 8 4 8 De M o r g o n ' s f o r m e r '"ícoc^o* J.T.Higman w r o t e t o h i m s o o n 

o f t e r r e c e i v i n g F L : 

• I t i s e s u b j e c t w i t h which I on» very s u p e r f i c i o l l y ocguointed, end 

i n f o c t f o r meny yeers under the i n f l u e n c e of the w r i t i n g s of Lock, 

•Campbell, Reid ond Btewart h e l d d i e l e c t i c s somewhat i n contempt. 

That I was misteken i n the no t i o n s I hed formed on t h i s subject was 

mode évident t o me frotn r e a d i n g Whately's book, on the s u b j e c t , ond 

s i n c e then such o r e a c t i o n nos teken p l a c e i n my mind t h a t I em now 

i n c l i n a d t o bonish metaphysical i n q u i r i e s [...] from the examino-

t i o n s f o r F e l l o w s h i p e t I r i n i t y ( s u b j e c t s by the way on which i n 

former yeérs I wosted müch v o l u a b l e time) end tô s u b s t i t u t e a com-

•on System of L o g i c i n t h e i r p l a c e . From some remarks of yours i n 

some of the notes t o Formel l o g i c I em i n c l i n e d t o t h i n k t h a t your 

estímete o f the value o f metaphysical spéculations does not d i f f e r 

matérielly from my own*
a>

 . 

L e t us now r e c o r d h i s p r i n c i p a l i n n o v e t i o n s , p o i n t i n g o u t 

t h o s e w h i c h u l t i m a t e l y g a v e r i s e t o h i s l o g i c o f r e l a t i o n s i n 

1 8 6 0 . H i s f i r s t m o t i v a t i o n t o d r a w o n A r i s t o t l e was p u r e l y e d u c e -

t i o n a l . Recommending W h a t e l y Í 1 8 2 6 ] f o r o s t u d y o f t r a d i t i o n o l 

l o g i c t o s t u d e n t s o f m a t h e m e t i c s . De M o r g a n p r o v i d e d i n ( 1 8 3 1 , 

7 1 - 7 5 ] ~ e s e m i - s y l l o g i s t i c p r o o f o f P y t h e g o r e s ' s t h e o r e m d i s t i n -

g u i s h i n g b e t w e e n " i s " ond " i s e q u a l t o " es twb d i f f é r e n t 

c o p u l a s . E i g h t y e a r s l e t e r he p r e s e n t e d a more s y s t e m e t i c a c c o u n t 

o f t r e d i t i o n e l l o g i c i n a p a m p h l e t F i r s t n o t i o n s o f l o g i c ( 1839) 

f o r t h e s t u d e n t s o f g e b m e t r y i n w h i c h we s e e o f i r s t h i n t t o w a r d s 

c o m p o s i t i o n o f r e l o t i o n s . A f t e r . e n o t h e r gap o f e i g h t y e o r s De 

M o r g a n p u b l i s h e d h i s f i r s t memoir
 J ,

0n t h e s t r u c t u r e o f t h e 

s y l î o g i s m " [ I 8 4 7 a î ^ f o l l o w e d f e w m o n t h s l a t e r by F L ; (18391 an d 

( 1 8 4 7 a ) f o r m e d p a r t s o f F L . 

I n S i he i n t r o d u c e d t h e c o n c e p t o f " u n i v e r s e " ond o f 
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" c o n t r a r y " t e r m s . Assume a s u n i v e r s e t h e s p a c e o f a s q u a r e , a n d 

d i v i d e i t s p o i n t s i n Xs and n o t - X s ; t h e n " t h e n o t - X i s no more a n 

a o r i s t t e r m t h a n t h e X" [ S i , 2]. C o n t r a r y t e r m s gave r i s e t o a 

s y s t e m o f e i g h t b a s i c p r o p o s i t i o n s , i n s t e a d o f t h e t r a d i t i o n a l 

f o u r (63.1). He a l s o s u g g e s t e d e s y m b o l i c l.anguage f o r t h e s y l -

l o g i s m s d e r i v e d by meens o f t h i s . s y s t e m , p r o p o s i n g a l s o t h e 

" n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m " w h e r e "some" c a n be r e p l a c e d b y 

a c o n c r è t e q u a n t i f i e r , t h u s d i v e r g i n g f r o r a c l a s s i c a l s y l l o g i s r a > _ 

De M organ d e a l t f o r t h e f i r s t t i m e i n F L w i t h "compound" 

names, " c o m p l e x " p r o p o s i t i o n s , a n d p r o p o s e d t h e s u b s t i t u t i o n o f 

t h e " n u m e r i c a l t h e o r y o f p r o b a b i 1 i t y " f o r . t h e " o l d d o c t r i n e o f 

m o d a l s " . T h è s e a s p e c t s a r e n o t d i s c u s s e d i n o u r s t u d y , s o we o n l y 

n o t e a t them b r i e f l y . D e n o t i n g by "X,Y" t h e " a g g r e g a t e " o f X a n d 

Y» a n d by "XY" t h e i r "compound", he f o r m u l a t e d what we now ca11 

a s "De M o r g a n ' s l a w " i n "The c o n t r a r y o f an a g g r e g a t e i s t h e com

pound o f t h e c o n t r a r i e s o f t h e a g g r e g a n t " [ F t , 116; S, 182]. 

W h i l e t h e t h e o r y o f compound names r e r a i n d s o f an a l g e b r a o f 

c l a s s e s , h i s m o d e l i t y t h e o r y i n v o l v e d , v i a p r o b a b i l i t y , t e c h 

n i q u e s o f g e n e r a l i z e d a r i t h m e t i c *
A >

 . 

A n o t h e r n o v e l t y was t h e i n t r o d u c t i o n o f r e l e t i o n a l i n -

f e r e n c e s w h i c h i l l u s t r a t e t h e i n a d e q u a c y o f t h e A r i s t o t e l i a n Sys

tem w h i c h a l o n e c a n n o t v a l i d a t e t h e m . T a k e f o r e x e m p l e a c a s e o f 

w hat was c a l l e d e s " o b l i q u e i n f e r e n c e " [ F L , 114]: 

E v e r y man i s a n a n i m a l 

(64.1) 

T h e r e f o r e t h e h e a d o f a man i s t h e h e a d o f en e n i m e l
ï 7 >

 i 

B u t t h e most i m p o r t a n t i s s u e e s t a b l i s h e d i n FL.wes t h e " d o c t r i n e 

o f t h e a b s t r a c t c o p u l a " [ s e e (7) a b o v e ] , e g é n é r a l i s a t i o n o f t h e 

v a g u e l y s t e t e d d o u b l e c o p u l e i n [1831]. I n c h a p t e r 3 o f F L t h e 

c o p u l e wes f o r m a i l y c h e r a c t e r i z e d by t h e t h r e e p r o p e r t i e s o f 

" i s " : " t r a n s i t i v i t y " , " c o n v e r t i b i 1 i t y " a n d " c o n t r e r i e t y " [ t h e a c 

t u e l t e r m s nemed s o i n S
a
;6.5]. Any c o p u l e w i t h t h è s e p r o p e r t i e s 

c o u l d now s u b s t i t u t e " i s " w i t h o u t e l t e r i n g t h e f o r m o f t h e s y l 

l o g i s m . 

A i l t h è s e i n n o v a t i o n s a s p u b l i s h e d i n 1847 c e u s e d e s t i r 

araong l o y a l d e f e n d e r s o f A r i s t o t e l i a n l o g i c . Si g a v e r i s e t o t h e 

d i s p u t e w i t h H a m i l t o n o v e r p r i o r i t y o n t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e 

p r e d i c a t e [6.3,(14)1, a n d b o t h Sa a n d F L w e r e b i t t e r l y c r i t i s i z e d 
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by M a n s e l [ 1 8 5 1 ; « e e 6 . 3 . ( 1 0 ) J . U n d e r t h e c h a l l e n g e o f h i s c o n 

t r o v e r s y w i t h H a m i l t o n . De M o r g e n m o d i f i e d e n d e l e b o r e t e d i n Sa 

t h e s y s t e m i n t r o d u c e d i n Si e s b a s e d on t h e c o n c e p t o f c o n t r a r y 

t e r m s , p u t t i n g f o r w a r d h i s " A r i t h m e t i c a l s y s t e m " O B e n e x t e n s i o n 

o f A r i s t o t l e ' s [Sa,42). The t h e o r y o f t h e a b s t r a c t c o p u l e was 

a l s o f u r t h e r d e v e l o p e d i n Sa a n d c o n n e c t e d w i t h t h e d o c t r i n e o f 

f i g u r e . E v e n t u a l l y De M o r g a n ' s e r i t h m e t i c e l s y s t e m wes t r a n s 

f o r m e d t o one : i n w h i c h t h e c o p u l a " i s " wos e x t e n d e d i n i t s 

" w i d e s t s e n s e " by b e i n g r e p l e c e d b y "hes r e l e t i o n t o " , t h e r e l e -

t i o n " d i s t i n c t l y c o n c e i v e d a s t r e n s i t i v e " [Sa. 6 1 - 3 1 . 

I t t o o k De M o r g a n e i g h t y e a r s t o c o m p l e t e h i s t h i r d m e m o i r , 

por-M^j, d e v o t e d t o H a n s e l ' s c r i t i q u e . He f u r t h e r a p p l i e d t h e 

p r o c e d u r e o f a b s t r a c t i o n e n d g e n e r a l i z a t i o n , r e a c h i n g t h e s t a g e 

o f " n e a r l y " f o r m u l a t i n g " t h e p u r e l y f o r m a l j u d g m e n t " [Ss, 8 0 ] . He 

d e l v e d i n t o h i s t h e o r y o f compound t e r m s - i n t r o d u c e d i n FL- and 

a p p l y i n g p h i l o s o p h i c a l c o n c e p t s , s u c h a s t h e d u a l s " e x t e n s i o n " -

" i n t e n s i o n " , o r " o b j e c t i v e " e n d " s u b j e c t i v e " , he d i s t i n g u i s h e d 

b e t w e e n v a r i o u s " s i d e s o f l o g i c " r e v e e l i n g h i s t e n d e n c y f o r 

c l a s s i f i c a t i o n a n d a r a t h e r u n s a t i s f a c t o r y p h i l o s o p h i c a l s y s -

t e m a t i z a t i o n . 

T h e t a s k t o a n s w e r t o H a m i l t o n ' - s e n d M e n s e l ' s c r i t i c i s m s 

f r u s t r a t e d De M o r g a n t h r o u g h t h e 1850's c a u s i n g a r e t a r d a t i o n t o * 

t h e p u b l i c a t i o n o f S* w h e r e e x p l i c i t a s p e c t s f r o m t h e t h e o r y o f 

r e l a t i o n s e r e i n s t i t u t e d f o r t h e f i r s t t i m e . The p r e s e n t a t i o n o f 

De M o r g a n ' s m a t e r i a l becomes much more m e s s y a n d u n c l e a r a s h i s 

t h e o r y r e a c h e s i t s h i g h e s t p o i n t s . Theorems e r e d e m o n s t r a t e d i n 

S*»*lan u n r i g o r o u s w e y a n d a new c o m p l i c a t e d n o t a t i o n i s p u t f o r 

w a r d . 

S* saw t h e m a t e r i a l i z a t i o n o f t h e most i m p o r t e n t c o n c e r n s o f 

Sa e n d S
3
 . What p r e v a i l e d w i t h i n De M o r g a n ' s t h e o r y o n t h e s y l 

l o g i s m b y 1860 was no more t h e s k e t c h e s i n t r o d u c e d i n -Si a n d FL; 

a s he was t o c l a i m , FL was s u p e r s e d e d by t h e l a t e r two m e m o i r s 

a n d t h i s f a c t was due l a r g e l y t o t h e c h a l l e n g e o f f e r e d by H a m i l -

ton^whom he e c k n o w l e d g e d i n [ S
3
, 1 3 8 ; S , 1 4 7 - 1 5 0 ] . H o w e v e r , we have 

no c l u e s w h a t s o e v e r on e i t h e r t h e r e a l r e a s o n s why De Morgen 

d e l e y e d h i s t h e o r y o f l o g i c e l r e l a t i o n s n o r how e x a c t l y he ceme 

t o compose h i s f o u r t h m e m o i r . He o f f e r e d t o us o n l y one v e r y 

c h a r a c t e r i s t i c e x a m p l e i n c o n n e c t i o n w i t h h i s p a m p h l e t [1839] 
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w h i c h r e v e a l s t h e s l o w and p e c u l i a r é v o l u t i o n o f h i s r e a s o n i n g . 

I n 1858 he w r o t e : 

19 years ago I wrote my F i r s t Notions o f L o g i c , intended, as the 

préface s t a t e s , u l t i m a t e l y t o become an appendix t o my A r i t h m e t i c . 

I had not then any glimpse, so f a r as my memory. serves, o f the 

numerical s y l l o g i s m : and I doubt i f I c o u l d have given any very 

d i s t i n c t account o f my reasoning f o r appending the common s y l l o g i s m 

t o a bock o f numbers. But i t may be t h a t my now confirmed n o t i o n of 

the usual form o f s y l l o g i s m being a r i t h m e t i c a l was g e r m i n a t i n g
< a >

 . 

The i m p l i c i t o r e x p l i c i t l i n k s a n d a n a l o g i e s b e t w e e n l o g i c 

and m a t h e m a t i c s t o be n o t i c e d i n t h e c o u r s e o f o u r s t u d y a r e 

p r o v i d e d i n b r i e f i n th e : f o l l o w i n g s k e t c h : 

A r i t h m e t i c S y l l o g i s m 

A l g e b r a ~) A b s t r a c t c o p u l a 

( 64.2) i n v e r s e o p é r a t i o n s 

e l i m i n a t i o n 

FM i s s u e , P E F **** " C o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s 

C a l c u l u s o f f u n c t i o n s — ^ L o g i c o f r e l a t i o n s 

T h i s r o u g h scheme w i l l be i l l u s t r a t e d i n d é t a i l i n o u r s t u d y 

t o f o l l o w i n f i v e s t a g e s . 

6.5; 1831-1850; t h e p a s s a g e f r o m t h a d o u b l e c o p u l a t o t h e 

a b s t r a c t c o p u l a ; f i r 3 t i n s t a n c e s o f c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s . 

6.6: 1847-1850; t h e a r i t h m e t i c a l s y l l o g i s t i c System; a n d t h e 

amendment o f H a m i l t o n ' s System. 

6.7: 1850-1858; t h e d r a w i n g f r o m a l g e b r a a n d t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s i n De M o r g a n ' s S= and S
3
; t h e p u r e f o r m o f j u d g m e n t . 

6.8: 1860; t h e l o g i c o f r e l a t i o n s - m a i n c o n c e p t s and t h e o r e m s . 

6.9: 1836-1860; a c o m p a r i s o n b e t w e e n De M o r g a n ' s c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s a n d h i s l o g i c o f r e l a t i o n s . 
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6.5 T h e d o c t r i n e o f t h e e b s t r e c t c o p u l e e n d c o m p o s i t i o n o f r e l a 

t i o n s i n De M o r g e n ' s l o g i c : 1 8 3 1 - 1 6 5 0 . 

A s we m e n t i o n e d i n [3.4,6.<4J. D e c M o r g e n ' s f i r s t e c c o u n t o f 

t r e d i t i o n e l s y l l o g i s t i c i s t r e c e d i n h i s b ook On t h e s t u d y e n d 

d i f f i c u l t y o f m a t h e m a t i c s [ 1 6 3 1 ] , e s c h e p t e r XIV on " G e o m e t r i c e l 

R e a s o n i n g " . He b e l i e v e d t h e t .ma t h è m e t i c o 1 d é m o n s t r a t i o n was 

u n i q u e f o r i t s a b i l i t y t o e f f o r d c e r t a i n t y end a c c u r a c y i n 

r e a s o n i n g . M o r e o v e r , g e o m e t r y - b a s e d on s e l f - e v i d e n t f i r s t p r i n -

c i p l e s a n d i n v o l v i n g more c o n c r è t e e n d l u c i d c o n c e p t s e n d s y m b o l s 

t h a n e l g e b r a - o f f e r e d t h e g r o u n d s f o r a p a r a d i g m a t i c i l l u s t r a t i o n 

o f t h e a r t o f r e a s o n i n g [ 1 8 3 1 , 2, 65; 3 . 4 ] . 

De M o r g a n f i r s t d i v i d e d e v e r y a s s e r t i o n , i n t h r e e d i s t i n c t 

p a r t s , t:he " s u b j e c t " , t h e " c o p u l e " , e n d t h e " p r e d i c e t e " . F o r e x 

a m p l e i n 

( 6 5 . 1 ) " A i l r i g h t a n g l e s a r e e q u a l " , 

he r e g a r d e d e s t h e s u b j e c t t o be " r i g h t a n g l e s " , o s t h e p r e d i c e t e 

" e q u a l a n g l e s " a n d t h e c o p u l e , " o r manner i n w h i c h t h e two 

[ s u b j e c t e n d p r e d i c e t e ] o r e j o i n e d t o g e t h e r , w h i c h i s . g ê n e r a i l y 

t h e v e r b i s _ , o r i s e q u a l t o , a n d c a n o l i w a y s be r e d u c e d t o one o r 

t h e o t h e r : i n t h i s c a s e t h e c o p u l e i s e f f i r m e t i v e " [ 1 8 3 1 , 6 8 ] *
1

 *. 

,The f o u r s t a n d a r d f o r m s o f c a t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n s (63.1) 

w e r e i n t r o d u c e d by t h e l e t t e r s A , E , I and 0 [on t h e i r o r i g i n s e e 

S , 151) a n d e x e m p l e s were, p r o v i d e d t o i l l u s t r e t e t h e f o u r , f i g u r e s 

a n d t h e vyinëteen l e g i t i m a t e moods o f t r e d i t i o n e l s y l l o g i s m . The 

s y l l o g i s m 

A A i l t h e O i s i n t h e A 

( 6 5 . 2 ) A A l l t h e Q i s i n t h e (3 

A
 ;

A11 t h e . Q i s i n t h e A 
w h e r e , ^ , Q s t a n d f o r c i r c l e , t r i o n g l e e n d s q u a r e r e s p e c -

t i v e l y , i s a c e s e o f t h e f i r s t mood o f t h e f i r s t f i g u r e AAA 

[ 1 8 3 1 , 72] . 

He n e x t d e f i n e d " i n d u c t i v e r e e s o n i n g " o s " t h e t i n w h i c h o 

u n i v e r s e l p r o p o s i t i o n i s p r o v e d by p r o v i n g s e p e r e t e l y P "
0

. 

f o r t i o r i " r e e s o n i n g w i t h t h e e x a m p l e 
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( 6 5 . 3 ) 

A i s g r e a t e r
:

 t h a n B-

B i s g r e a t e r t h a n C 

a f o r t i o r i A i s g r e a t e r t h a n C. 

He m e n t i o n e d t h a t ( 6 5 . 3 ) c a n a l s o be s t a t e d a s f o l l o w s 

The w h o l e o f B i s c o n t a i n e d i n A 

( 6 5 . 4 ) T h e w h o l e o f . C i s c o n t a i n e d i n B 

T h e r e f o r e C i s c o n t a i n e d i n A 

w h i c h i s t h e c o n v e r s i o n o f t h e f o r m e r s y l l o g i s m . O b s e r v i n g , 

h o w e v e r , t h a t - t h e p r e m i s e s o f ( 6 5 . 4 ) "do n o t n e c e s s a r i l y i m p l y " 

a s much a s t h o s e o f ( 6 5 . 3 ) he w r o t e " t h e c o m p l è t e r é d u c t i o n we 

l e a v e t o t h e Student" ( 1 8 3 1 , 7 3 ] . 

De M o r g a n 's l a s t S t a t e m e n t i s t y p i c a 1 o f h i s i n t u i t i v e 

r a t h e r t h a n r i g o r o u s a t t i t u d e . As we saw i n [3.4- 3 . 8 ] h e h a r d l y 

d i d e v e r p r o v i d e a c o m p l è t e d é m o n s t r a t i o n o f a t h e o r e m i n h i s 

[ 1 8 3 6 ] ; a l w a y s s o m e t h i n g e x t r a i s l e f t f o r t h e r e a d e r t o assume 

o r a c c o m p l ï s h . A s t r i k i n g e x a m p l e o f t h i s a t t i t u d e i s h i s u n -

f i n i s h e d d é m o n s t r a t i o n o f P y t h a g o r a s ' s t h e o r e m i n s y l l o g i s t i c 

f o r m [ 1 8 3 1 , 7 3 - 7 4 ] . H i s p r o o f was p r e s e n t e d "as a s p é c i m e n o f a 

g e o m e t r i c a l p r o p o s i t i o n r e d u c e d n e a r l y t o a s y l l o g i s t i c f o r m " ; t o 

a v o i d " m u l t i p l y i n g p e t t y s y l l o g i s m s " , he a d d e d , "we h a v e o m i t t e d 

some f e w w h i c h t h e s t u d e n t c a n e a s i l y s u p p l y " [ 1 8 3 1 , 7 3 ) . 

W i t h v e r y few" e x c e p t i o n s , E u c l i d e a n g e o m e t r y a n d A r i s -

t o t e l i a n l o g i c h a d r e m a i n e d two i n d e p e n d e n t d i s c i p l t ' w » f o r o v e r 

t w e n t y c e n t u r i e s . De M o r g a n was t h e
 O V s

l j j E n g l i s h a u t h o r t o 

c a s t a g e o m e t r i c a l t h e o r e m i n s y l l o g i s t i c f o r m . I n f a c t , t h a t was 

h i s f i r s t a n d l a s t a t t e m p t i n t h i ? d i r e c t i o n a n d , what i s o f most 

i m p o r t a n c e , a n i n c o m p l è t e o n e . The i n c o m p l e t e n e s s o f d é m o n s t r a 

t i o n was due t o t h e i n s u f f i c i e n c y o f t h e s y l l o g i s m t o r e d u c e t o 

s y l l o g i s t i c f o r m t h o s e i n f e r e n c e s w h i c h r e q u i r e t h e t r e n s i t i v i t y 

o f e q u a l i t y . R e i d h a d d e n i e d t h a t 

A i s e q u a l t o B 

( 6 5 . 5 ) " A i s e q u a l t o C-

A i s e q u a l t o C 

c o u l d be r e d u c e d t o s y l l o g i s t i c f o r m , w h i l e H a m i l t o n a n d M e n s e l 

a d m i t t e d s u c h a r é d u c t i o n on t h e g r o u n d s t h a t a p r e m i s e w e r e a d -
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d e d w h i c h e s s e r t e d t h © t r o n s i t i v i t y of e q u e l i t y ' * ' . 

De M o r g e n must h e d b e e n i g n o r e n t e t t h e t e e r l y s t e g e of t h e 

i n t r i c e c i e s i n v o l v e d i n i n f e r e n c e s s u c h e s ( 6 5 . 5 ) . The m a i n 

d e f e c t of h i s e c c o u n t i s h i e d u e l u s e o f e q u e l i t y : i n ( 6 5 . 1 ) 

e q u e l i t y was u s e d OB e p r e d i c e t e , w h e r e e s i n 

( 6 5 . 6 ) "BG i s e q u e l t o BC" 

e s e r e l o t i o n [ 1 8 3 1 , 7 4 ] , I n eny c o s e , he f e i t f r e e t o u s e e l -

t e r n o t e l y two c o p u l e s , " i s " . o s i n ( 6 5 . 1 ) , o n d " i s e q u o l t o " . 

o s i n ( 6 5 . 6 ) , t h u s i n t r o d u c i n g i m p l i c i t l y t h e i n n o v o t i o n o f t h e 

" d o u l e c o p u l e " [ s e e (1) e b o v e ] , g e n e r e l i z e d i n 1847 i n t h e s o -

c a l l e d " d o c t r i n e o f t h e e b s t r e c t c o p u l e " [ 6 . 4 . ( 7 ) ; t e x t b e l o w ] . 

C o n c l u d i n g t h e c h a p t e r on " G e o m e t r i c o l R e e s o n i n g " ^ D e M o r g e n 

r e v e e l e d some v e g u e h i n t s o n r e l e t i o n e l s y l l o g i s m [ 1 8 3 1 , 76)*. 

I n e l l t h e t nos gone be f o r e we may perceive t h e t the v a l i d i t y o f en 

argument dépends upon two d i s t i n c t considérations, - 1 , t h e t r u t h of 

the r e l a t i o n s essumed, o r présented t o have been proved before; -2, 

the menner i n which thèse f e c t s are combined so es t o produce new 

r e l a t i o n s ; i n which l a s t the reasoning proper 1 y c o n s i s t a . 

I t i s q u i t e s u r p r i s i n g t h o u g h , t h e t h a r d l y e n y r é f é r e n c e t o 

g e o m e t r i c o l d é m o n s t r a t i o n was t o be i n c o r p o r e t e d i n h i s p a m p h l e t 

F i r s t n o t i o n s o f l o q i c [ 1839) d e s p i t e i t s i n t e n t i o n t o s e r v e p e r -

t i c u l e r l y s t u d e n t s o f g e o m e t r y [ 6 . 4 t e x t e n d ( 8 ) ] . The c o r e o f 

t h i s p a m p h l e t was a s y s t e m e t i c i n t r o d u c t i o n t o t r o d i t i o n a l l o g i c , 

o s o r t o f e x t e n s i o n o f t h e t o l r e e d y p r o v i d e d i n h i s [ 1 8 3 1 ) . The 

o n l y i s s u e w o r t h o f n o t i n g i s t h a t o f t h e a f o r t i o r i r e o s o n i n g , 

now p r e s e n t e d i n t h e f o r m 

A l l t h e As make up p e r t (and p a r t o n l y ) o f t h e Xs 

( 6 5 . 7 ) A i l t h e Xs meke up p o r t (ond p e r t o n l y ) o f t h e Bs 

T h e r e f o r e : A l 1 t h e As make up p a r t o f p a r t ( o n l y ) o f t h e B s , 

a d d i n g "end t h e w o r d s i n i t a l i c s mark t h e t q u e l i t y o f t h e c o n c l u 

s i o n f r o m w h i c h t h e a r g u m e n t i s c e l l e d o f o r t i o r i " [ 1 8 3 9 , 2 6 1 . We 

m i g h t r e g o r d " p e r t o f p o r t " t o be e f i r s t i n s t a n c e o f c o m p o s i t i o n 

o f r e l o t i o n s , o c o n c e p t p u r s u e d f u r t h e r i n 1 8 5 0
< 3 >

 . 

F i r s t n o t i o n s [18391 f o r m e d t h e f i r s t c h a p t e r o f F L , i n 

w h i c h book t h e i s s u e o f t h e " e b s t r e c t c o p u l e " a p p e a r e d i n d e p e n -

d e n t o f De M o r g e n ' s s y l l o g i s t i c . I n c h a p t e r I I I o f F L "On t h e ob-

4 3 1 



s t r e e t f o r m o f t h e p r o p o s i t i o n " he c l a i m e d * " I n o r d e r p r o p e r l y t o 

e x a m i n e t h e l a w s o f i n f e r e n c e , o r o f a n y t h i n g e l s e , we m u s t f i r s t 

e n d e a v o u r t o a r r i v e a t a d i s t i n c t a b s t r a c t i o n o f s o much o f t h e 

i d e e we a r e c o n c e r n e d w i t h , a s i s i t s e l f t h e p r e c e d e n t r e a s o n , i f 

i t be r i g h t s o t o s p e a k , o f t h e l a w i n q u e s t i o n " [ F L , 473 . By 

t h a t t i m e De M o r g a n h a d e x t e n s i v e l y d e a l t w i t h t h e i s s u e o f b o t h 

a b s t r a c t i o n a n d c l a s s i f i c a t i o n i n h i s s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s and t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a . The same e p i s t e m o l o g i -

c a l a p p r o a c h becomes e v i d e n t when he d i s t i n g u i s h e s b e t w e e n 

" e x t e r n a l o b j e c t s " , "names" a n d " i d e a s " i n an a t t e m p t t o f i n d t h e 

c h a n g e a b l e a n d i n v a r i a b l e p r o p e r t i e s o f t h e c o p u l a w h i c h r e l a t e s 

c o n c e p t s o f t h e s e c a t e g o r i e s . . 

F o r e x a m p l e , l e t "man" a n d " a n i m a l " b e l o n g t o t h e c a t e g o r y 

o f " e x t e r n a l o b j e c t s " . T h e n , i f " i s ; i s an i s _ o f i d e n t i t y " i n d e e d 

" E v e r y man i s _ one o f t h e a n i m a l s " . B u t , u n d e r t h e c a t e g o r y o f 

"names" t h e "name man i s n o t , a s a name, t h e name a n i m a 1" a n d t h e 

same h o l d s i f t h e s e two c o n c e p t s a r e r e g a r d e d a s " i d e a s " . B u t i f 

we t a k e " i s " a n " i s o f a p p l i c a b i l i t y " o r " o f p o s s e s i o n o f a l l e s 

s e n t i a l c h a r a c t e r i s t i c s " , t h e n "man i s a name t o be a p p l i e d , t o 

t h a t same (...) a n i m a l " a n d "man i s a n i d e a w h i c h p o s s e s s e s (...) 

a l l t h a t i s c o n s t i t u t i v e o f t h e i d e a a n i m a l " r e s p e c t i v e l y ( F L , 4 9 -

50J . 

We ha v e t h u s d i s t i n g u i s h e d t h r e e s e n s e s o f t h e c o p u l a " i s " 

i n a n a l o g y w i t h t h e t h r e e s e n s e s o f r e g a r d i n g t h e c o n c e p t s "men" 

and " a n i m a l " . "Now we must a s k " , s u g g e s t e d De M o r g a n , " w h a t com

mon p r o p e r t y i s p o s s e s s e d b y e a c h o f t h e s e t h r e e n o t i o n s o f i s , 

on w h i c h t h e common l a w s o f i n f e r e n c e d e p e n d . Common l a w s o f i n 

f e r e n c e t h e r e c e r t a i n l y a r e " . I n r e p l y t o h i s q u e s t i o n h e d i s 

p l a y e d t h e f o l l o w i n g c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e c o p u l a " i s " : 

1. The f i r s t c h a r a c t e r i s t i c o f " i s " i s t h a t i t i s i n d i f f e r e n t t o 

c o n v e r s i o n : " t h e "A i s B", a n d t h e "B i s A" must h a v e t h e same 

m e a n i n g , end be b o t h t r u e o r b o t h f a l s e " . 

2. " S e c o n d l y , t h e c o n n e x i o n i _ s , e x i s t i n g b e t w e e n one t e r m a n d 

e a c h o f two o t h e r s , must t h e r e f o r e e x i s t b e t w e e n t h o s e t w o 

o t h e r s ; s o "A i s B" a n d "A i s C" must g i v e "B i s C". 

3. " T h i r d l y , t h e e s s e n t i a l d i s t i n c t i o n o f t h e t e r m i s n o t i s 

m e r e l y t h a t i s e n d i s n o t ere- c o n t r a d i c t o r y a l t e r n a t i v e s , o n e 

m u s t , b o t h c e n n o t , be t r u e " [ F L , 5 0 ) . 
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B e s e d upori t h i s e n o l y s i s . De M o r g a n s t e t e d h í s d o c t r i n e o f 

t h e e b s t r e c t c o p u l e o s f o l l o w s , ¿ u s t i f y i n g i t by o p p e o l i n g t o 

o I g e b r o : 

Every connexion which con be inventad end s i g n i f i e d by the tenas i s 

end i s n o t , s o es t o s e t i s f y thèse three c o n d i t i o n s , makes o l l the 

r u l e s of l o g i c t r u e . No doubt ebsolute i d e n t i t y was the suggesting 

connexion from which a i l the others arose: j u s t es o r i t h m e t i c was 

the médium i n which the forms end lows of algebro were suggested. 

But, os now we invent elaebras by e b e t r o c t i n g the f o r a s and lows of 

opération, and f i t t i n g new meanings t o them, s o we heve power t o 

invent new meanings f o r a i l the forms of i n f e r e n c e , i n every woy i n 

which we heve power t o make meanings of i s and i s not which s e t i s f y 

the obove c o n d i t i o n s * * ' . 

On t h è s e g r o u n d s he c l a i m e d t h a t t h e c o p u l e " i s " i n t h e s y l -

1og i sm 

E v e r y X i s Y 

(65 . 8 ) Some Zs a r e n o t Ys 

Some Z s o r e n o t Xs • * 

c o u l d be r e p l a c e d b y t h e m a t é r i e l c o p u l e " i s t i e d t o " . Henee, 

(6 5 . 8 ) " I s t r u e i n t h e s e n s é " : 

E v e r y X i s t i e d t o a Y 

(65 . 9 ) Some Z s e r e n o t t i e d t o Ys 

Some Z s a r e n o t t i e d t o Xs , 

en i n s t e n c e " c o n s i d e r e d e s e m e t e r i a l r e p r e s e n t e t i o n o f A t t a c h 

ment t o g e t h e r o f i d e a s i n t h e m i n d " ( F L , 5 1 ] . N o t e i l c e s e s o f 

i n f e r e n c e , o b s e r v e d De M o r g a n , demand o f t h e t h r e e p r o p e r t i e s 

e b o v e l i s t e d t o be s a t i s f i e d . F o r t h e most common c a s e AAA, 

( 6 5 . 2 ) , o n l y t h e s e c o n d p r o p e r t y i s n e e d e d t o s e c u r e i t s 

v a l i d i t y . The same h o l d s t r u e f o r t h e a f o r t i o r i i n f e r e n c e (65.3) 

( F L , 5 1 - 2 ; (3) a b o v e ] . 

We m i g h t t h u s s o y t h e t t h e f o r m e l i n f e r e n c e s s u c h o s (6 5 . 8 ) 

a d m i t o f i n t e r p r é t a t i o n - a s i n ( 6 5 . 9 ) - b y o s s i g n i n g t o " i s " 

s p e c i f i c m e a n i n g s e x a c t l y os t h e e b s t r a c t f o r m s o f t h e c e l c u l u s 

o f f u n c t i o n become s p e c i f i e d when e r b i t r a r y f u n c t i o n a l S y m b o l s 

e r e a s s i g n e d a v e l u e . I n f a c t , t h e p a s s a g e q u o t e d i n (4) above 
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r e v e a l s De M o r g a n ' s d r a w i n g on a n a l o g y f r o m t h e p r o c e d u r e o.f 

g r a d u a l g e n e r a l i z a t i o n t h r o u g h a b s t r a c t i o n , w h i ^ w e h a v e c a l l e d 
n <y 

i n [ ( 3 5 . 1 ) ; 3 . 6 , ( 3 ) ] t h e f o r m - m a t t e r d i s t i n c t i o n , w h i c h he 

A 

h a d a p p l i e d i n [ 1 8 3 6 ] , T h i s i n s t a n c e i s f u r t h e r s t r e s s e d i n [ S a , 

501 when he r e c a l l e d t h a t i n F L he h a d " s e p a r a t e d t h e e s s e n t i a l 

f r o m t h e a c c i d e n t a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e c o p u l a " . f o l l o w i n g 

" t h e h i n t g i v e n by a l g e b r a " . T h e r e by he showed t h e c o n d i t i o n s s o 

t h a t a c o p u l a " s u b s t i t u t e d f o r t h e o r d i n a r y o n e , s h a l l l e a v e a l l 

t h e f o r m s and c o n d i t i o n s o f i n f e r e n c e u n a l t e r e d " . 

De M o r g a n made i n S a some more e s s e n t i a l s t e p s i n r e n d e r i n g 

t h e c o p u l a a b s t r a c t , c o n n e c t i n g i t c o n s e q u e n t l y w i t h t h e f i r s t 

e x p l i c i t i n s t a n c e s o f c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s . F i r s t he d e f i n e d 

an " a b s t r a c t c o p u l a " by "a f o r m a l mode o f j o i n i n g two t e r m s w h i c h 

c a r r i e s no m e a n i n g , and o b e y s no l a w e x c e p t s u c h a s i s b a r e l y 

n e c e s s a r y t o make t h e f o r m s o f i n f e r e n c e f o l l o w " . He n e x t d e n o t e d 

an a b s t r a c t c o p u l a r s y m b o l by a b a r " — " a n d i t 3 n e g a t i o n b y " — 

— " , l i s t i n g t h e t h r e e p r o p e r t i e s g i v e n i n F L i n a d i f f e r e n t o r 

d e r o f p r e s e n t a t i o n a n d i n a more f o r m a l way" 

1 ' T r a n s i t i v e n e s s : X-Y-Z-X-Z 

2 ' C o n v e r t i b i 1 i t y : X-Y=Y-Z 

3' C o n t r a r i e t r y : e i t h e r X-Y o r X Y i s t r u e [ S a , 5 1 ] , 

He c o n s e q u e n t l y p r o v i d e d numerous c o p u l a s , s u c h a s " r u l e s " , 

" j o i n s " , " i s s u p e r i o r t o " , " g i v e s " , " s u p p o r t " o r " i s c o u s i n t o " 

i n a n a t t e m p t t o l i n k t h e t h r e e p r o p e r t i e s w i t h t h e d o c t r i n e o f 

f i g u r e . He f i r s t o b s e r v e d t h a t a l l t h e s e c o p u l a s , e x c e p t t h e 

l a s t , s a t i s f y p r o p e r t y 1 ' , w h i l e f e w o n l y , s u c h a s " j o i n s " 

s a t i s f y b o t h 1 ' a n d 2 ' , t h e l a s t one s a t i s f y i n g o n l y t h e 3 ' . 

C h o o s i n g t h e n t h e c o p u l a " g i v e s " - i n t h e s e n s e o f " p r o d u c e s " - a s 

a r e p r e s e n t a t i v e t r a n s i t i v e c o p u l a he f o u n d t h a t t h e f i r s t t h r e e 

f i g u r e s h o l d t r u e d e s p i t e t h e i n c o r v e r t i b i 1 i t y o f t h e c o p u l a , b u t 

n o t t h e f o u r t h f i g u r e . D e M o r g a n was t h u s l e d t o t h e c o n c l u s i o n 

t h a t t h e m o s t e s s e n t i a l p r o p e r t y i s " t r a n s i t i v i t y " c a l l i n g i t 

h e n c e " t h e c o n d i t i o n o f permanence o f t h e c o p u l a " [ S a . 5 3 ] . I n a 

s e n s e t h i s c h a r a c t e r i z e t i on r e m i n d s u s o f t h e a n a 1ogous 

" p r i n c i p l e o f permanence o f e q u i v a l e n t f o r m s " - c i t e d a s P E F - i n 

a l g e b r a a n d h i s c o n s t a n t a t t e m p t t o a p p l y i t a n d j u s t i f y i t
< 3 >

 . 

• He p r o c e e d e d t o d i s p l e y t h e s y l l o g i s m . 
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"all t h e pi l a s e u p p o r t e d a r c h e s ; 

( 6 5 . 1 0 ) all t h e p i l e s w e r e s u p p o r t e d on g r è v e 1, 

t h e r e f o r e g r è v e 1 d i d t h e n s u p p o r t a r c h e s " 

e s e "good s y l l o g i s m " , " n o t c e p e b l e o f r é d u c t i o n t o an A r i s -

t o t e l i e n s y l l o g i s m " . N e c e s s e r y t o t h e i n f e r e n c e i s t h e d i c t u m 

" s u p p o r t o f s u p p o r t i s s u p p o r t " . He t h e n c l e i m e d [S=, 5 4 - 5 ) : 

I t mey be s a i d t h a t t h i s i s Pore than an A r i s t o t e l i e n s y l l o g i s m ; I 

»aintein i t t o be l e s s . i f e i t h e r . The outstanding copular r e l a t i o n 

(alweys implied) of an A r i s t o t e l i e n s y l l o g i s m i s " i s t h a t which i s 

g i v e s i s " ; o f the preceding case, "support o f support i s support". 

The former demands t r a n s i t i v e and c o n v e r t i b l e meaning f o r i s , o r 

t h a t is Shell be i t s own corrélative: the l a t t e r demands t r a n s i t i v e 

meaning f o r support, and the ellowence of i t s c o r r e l e t i v e . 

A s t i l l f u r t h e r e n l e r g e m e n t c a n be e f f e c t e d by meens of 

r e l a t i o n s i n d e p e n d e n t l y o f t r e n s i v i t y . T e k e , f o r i n s t a n c e , t h e 

i n f e r e n c e 

E v e r y X h a s a r e l a t i o n t o some Y 

( 6 5 . 1 1 ) E v e r y Y h a s a r e l e t i o n t o some Z 

E v e r y X h a s e compound r e l a t i o n t o some Z. 

As en i l l u s t r â t i o n o f (65.11) he p r e s e n t e d t h e " b i c o p u l a r 

s y 1 l o g i s m " i n w h i c h " t h e i n t r e n s i t i v e n e s s o f t h e i n d i v i d u e l 

c o p u l e e i s s u p p l i e d b y t h e i n v e n t i o n o f e compound c o p u l e f o r t h e 

c o n c l u s i o n " : 

J o h n c é n p e r s u e d e Thomas 

( 6 5 . 1 2 ) Thomas c a n commend W i l i i e n 

J o h n c a n c o n t r o l W i l i i e n 

I n t h i s c a s e t h e p o s t u i e t e demended f o r t h i s i n f e r e n c e i s 

" C o n t r o l i n c l u d e s t h e i n f l u e n c e e x e r t e d o v e r t h e g o v e r n e d b y one 

who c a n p e r s u a d e t h e g o v e r n o r " [Sa, 55-56J
 C é B >

 . 

How f e r t h e new o p é r a t i o n o f t h e c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s 

c a n be h e n d l e d b y t h e t r a d i t i o n e l l o g i c ? De Morgan, c o n s t r u c t s a 

s o r i t e s , w h i c h we o m i t , i n en e t t e m p t t o r e d u c e t h e b i c o p u l a r 

s y l l o g i s m ( 6 5 . 1 2 ) t o one i n o n l y one c o p u l e . " i s " . So d o i n g , 

b e s e d o n t h e a b o v e m e n t i o n e d p o s t u i e t e , he c l e i m e d , i n en u r g e t o 

g e n e r a l i z e , t h a t we c a n l e e r n more e b o u t u n i c o p u l e r s y l l o g i s m i f 
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we c o n s i d e r i t a s a c a s e o f t h e b i c o p u l a r , 

.. . j u s t as a beginner i n algebra sees p r o p e r t i e s o f axb which would 

be much clouded, by t a k i n g h i s i n i t i a l examples from axa. Indeed, 

the forms of l o g i c , s t i n t e d down t o the A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m , 

much resemble those o f an algebra i n which a l l the l e t t e r s a r e 

eq u a l , and a l l equal t o u n i t y *
7

' . 

D e n o t i n g t h e c o p u l a b y a b a r " — " a n d t h e s y l l o g i s m (65.11) 

by 

A X Y 

(65.13) A Y ... Z 

A X 77*! Z . 

w h e r e d e n o t e s a r e l a t i o n o t h e r t h a n " ", De M o r g a n d i d 

e f f e c t a c o n s i d e r a b l e s t e p t o w a r d s t h e a b s t r a c t i o n o f t h e c o p u l a 

a s i n t r o d u c e d i n FL (Sa, 57] . T h i s s t e p was wi<*wi\j due t o h i s 

i n f l u e n c e f r o m m a t h e m a t i c s ; i n t h e c a l c u l u s o f t e n s y m b o l s s t a n d 

n o t f o r " m a g n i t u d e s " b u t f o r " d i r e c t i o n s how t o o p e r a t e " [S=, 

50]. I n a s i m i l a r m a n n e r , (65.13) p r o v i d e s a m o d e l f o r l o g i c a l 

p r o c e d u r e s i n a f o r m a l way d e v o i d o f m a t e r i a l e l e m e n t s . N e v e r t h e 

l e s s , t h e s p e c i f i c e x a m p l e s w h i c h De M o r g a n u s e d t o i l l u s t r a t e 

h i s t h e o r y o f t h e a b s t r a c t c o p u l a r e l i e d h e a v i l y o n m a t e r i a l e l e 

m e n t s a n d he a d m i t t e d t h i s when he s t a t e d " H i s t o r i c a l l y s p e a k i n g , 

t h e c o p u l a h a s b e e n m a t e r i a l t o t h i s d a y" (S
3
, 68].. 

B o t h M a n s e l and H a m i l t o n w o u l d a t t a c k De M o r g a n ' s t h e o r y , 

c h a l l e n g i n g a f u r t h e r a t t e m p t t o w a r d s t h e f o r m a l i z a t i o n o f t h e 

c o p u l a i n 1858 (6.7]. The most i n t e r e s t i n g a s p e c t o f De M o r g a n ' s 

a n a l y s i s
j
 h o w e v e r ^ i s h i s f i r s t e x p l i c i t e x t e n s i o n o f t h e c o p u l a 

" i s " t o "has r e l a t i o n t o " w i t h i n h i s s y l l o g i s t i c scheme s t u d i e d 

i n 6.6. By 1860 he w o u l d r e g a r d t r a d i t i o n a l l o g i c a s a s p e c i a l 

c a s e o f h i s c a l c u l u s o f r e l a t i o n s e f f e c t i n g t h e e x t e n s i o n i m p l i e d 

i n (7) a b o v e . The i n t r i c a c i e s i n v o l v e d i n r e d u c i n g b i c o p u l e r s y l 

l o g i s m s t o u n i c o p u l a r o n e s w e r e o n l y one o f t h e r e a s o n s why t h e 

l o g i c o f r e l a t i o n s d e l a y e d f o r t e n y e a r s . H o w e v e r , b y 1850 De 

M o r g a n h a d b e e n c o n v i n c e d t h a t t h e d i r e c t i o n e n g r a v e d i n h i s 

l o g i c a l s t u d i e s was b o t h o r i g i n a l and v e l u a b e ; 

The admission of r e l a t i o n i n g e n e r a l , and o f composition o f r e l a 

t i o n , tends t o throw l i g h t . u p o n the d i f f e r e n c e between the i n v e n t e d 
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s y l l o g i s m o f the l o g i c i a n s end the nature] s y l l o g i s m of the e x t e r 

ne 1 wo r l d ' * * . 

6.6 De M o r g e n ' s e r i t h m e t i c e l s y s t e m : 1 8 4 7 - 1 8 5 0 ; e c o m p e r i s o n 

w i t h H e m i l t o n ' s s y s t e m . 

De M o r g e n c l e i m e d i n h i s f i r s t memoir "On t h e s t r u c t u r e o f 

t h e s y l l o g i s m " [ 1 8 4 7 e ] + b ^ V ; 

.. .the general impression among w r i t e r s seems t o be t h a t t h e r e can

not e x i s t eny other theory of the s y l l o g i s m except that d e r i v e d 

from A r i s t o t l e . I f another cen be produced, which i s but s e l f -

c o n s i s t e n t , t r u e , end comprehensive, the t e c i t a s s e r t i o n of e l l 

w r i t e r s i s overthrown, whether that system be o r not judged supe

r i o r t o the one handed down. 

I here venture t o propose e d e r i v a t i o n and c l e s s i f i c e t i o n of 

the forms o f t h e s y l l o g i s m , d i f f e r i n g very w i d e l y from t h a t i n 

u s e
t l >

. 

T h u s he opened S i i n November 1846, i n t r o d u c i n g n e x t t h e i n n o v a -

t i o n s w h i c h f o r m e d t h e b e s i s o f h i s s y l l o g i s t i c t h e o r y . I n s o 

d o i n g he was n o t y e t ewere o f H e m i l t o n ' s " t h e o r y o f t h e s y l l o g i s m 

d i f f e r i n g i n d e t a i l and e x t e n t f r o m t h a t o f A r i s t o t l e " ( S i , 1 7 ] . 

He a d m i t t e d t h i s i n t h e " A d d i t i o n " appended t o S i t h r e e months 

l a t e r , s a y i n g " I s h o u l d s u p p o s e i t w i l l be f o u n d t h a t I h a v e been 

m o r e o r l e s s a n t i c i p a t e d i n t h e v i e w j u s t e l l u d e d t o " [ S i , 1 7 ] . 

I n d e e d , De M o r g e n ' s e x t e n s i o n o f A r i s t o t l e ' s s y s t e m p e r t l y 

o v e r l a p p e d w i t h H e m i l t o n ' s own ( 6 3 . 3 ) . H a m i l t o n r e a l i z e d t h i s 

e n d , n o t t r u s t i n g De M o r g e n ' s c l e i m s o f i g n o r a n c e , c h a r g e d h i m 

w i t h p l a g i a r i s m i n M a r c h 1 8 4 7 . A f i e r c e d i s p u t e b r o k e o f f s o o n 

w i t h w h i c h De M o r g a n was o c c u p i e d u n t i l 1 8 6 3 . t h a t i s w e l l a f t e r 

H a m i l t o n ' s d e a t h i n 1 8 5 6 . U n a f f e c t e d a t f i r s t by H e m i l t o n ' s 

c h a r g e s . De M o r g e n i n c o r p o r e t e d S i i n F L ^ d e v e 1 o p i n g f u r t h e r h i s 

s y l l o g i s t i c t h e o r y e n d o p p e n d i n g a d e t a i l e d a c c o u n t o f t h e c o n 

t r o v e r s y a t t h e e n d o f h i s b ook [ F L , 297-323 ; 6 . 3 , ( 14) ] . W h i l e t h e 

p u b l i c i t y o f t h e d i s p u t e i n 1847 i s beyond t h e s c o p e o f o u r 

s t u d y . De M o r g e n ' s r e p l y t o H a m i l t o n t h r e e y e a r s l e t e r r e v e a l s 

some i n t e r e s t i n g a s p e c t s o f t h e e v o l u t i o n o f De M o r g a n ' s i d e a s 

a n d s h o w s t h e t t h e c o n t r o v e r s y was b a s e d on a m i s u n d e r s t a n d i n g 
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o n b o t h s i d e s . Of m o s t i m p o r t a n c e t h o u g h , i s t h e f a c t t h a t u n d e r 

H a m i l t o n ' s c h a l l e n g e . De M o r g a n u n d e r t o o k t o amend t h e f o r m e r ' s 

d e f e c t i v e s y s t e m , t h u s fe^A*^ t o a f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f h i s own 

s y s t e m a s i n t r o d u c e d i n S i . De M o r g a n ' s d e t a i l e d t r e a t 

ment o f H a m i l t o n ' s s y l l o g i s t i c was i n c o r p o r a t e d i n h i s s e c o n d 

m e m o i r "On t h e s y m b o l s o f l o g i c , t h e t h e o r y o f t h e s y l l o g i s m , a n d 

i n p a r t i c u l a r o f t h e c o p u l a " ( 1 8 5 0 ] , p a r t l y d i s c u s s e d i n 6.5 i n 

c o n n e c t i o n w i t h t h e d o c t r i n e o f t h e a b s t r a c t c o p u l a . 

T h i s s e c t i o n p i c k s up De M o r g a n ' s p r i n c i p a l s y l l o g i s t i c i n 

n o v a t i o n s and hint3 a t H a m i l t o n ' s s u b t l e r o l e i n t h e c r u c i a l p a s 

s a g e f r o m S i t o S=. We w i l l t o u c h upon De M o r g a n ' s c l a r i f i c a t i o n 

o f t h e d i s p u t e . h i s c o m p a r i s o n o f h i s s y s t e m w i t h H a m i l t o n ' s own 

a n d p o i n t o u t t h e b e n e f i c i a l outcome o f t h e amendement o f t h e 

l e t t e r ' s s y s t e m i n t h e d e v e l o p m e n t o f De M o r g a n ' s s y l l o g i s t i c 

t h e o r y . Among t h e i s s u e s t o be r a i s e d i s t h e a l g e b r a i c o r i g i n o f 

b o t h De M o r g a n ' s s y s t e m a n d n o t a t i o n , as w e l l e s h i s s o u n d c o n 

c e p t i o n o f c o n s i s t e n c y a n d e x t e n s i o n , two n o t i o n s w i t h w h i c h a 

m e t h e m a t i c i a n i s more f a m i l i a r t h a n a l o g i c i a n . We s t a r t o u r a c 

c o u n t w i t h t h e n u m e r i c a l s y l l o g i s m w h i c h was n o t o n l y c o n c e i v e d 

p r i o r t o any o t h e r n o v e l t y i n t r o d u c e d i n S i , b u t a l s o f o r m e d t h e 

c a u s e p e r e x c e l l e n c e o f t h e c o n t r o v e r s y w i t h H a m i l t o n . 

L e t us assume s y l l o g i s t i c i n f e r e n c e s i n w h i c h Y i s t h e 

m i d d l e t e r m i n t h e p r e m i s e s . " A r i s t o t l e " , w r o t e De M o r g a n , 

" n o t i c e d b u t one way o f b e i n g s u r e t h a t t h e same Ys a r e s p o k e n o f 

i n b o t h p r e m i s e s : n a m e l y , by s p e a k i n g o f e l l o f t hem i n one a t 

l e a s t " ( S i , 8 - 9 ] . As a r e s u l t t h e m i d d l e t e r m h a s t o be d i s 

t r i b u t e d , t h a t i s t o be t a k e n u n i v e r s a l l y a t l e a s t o n c e . De Mor

g a n d i v e r g e d f r o m t h i s p r i n c i p l e c l a i m i n g t h a t new f o r m s o f i n 

f e r e n c e s h o u l d be c o n s i d e r e d , s u c h as ( S i , 9 ] -

M o s t o f t h e Y s a r e Xs 

( 6 6 . 1 ) Most o f t h e Y s e r e 2 s 

Some Xs a r e 2 s 

T h i s d e v i a t i o n f r o m A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m h a d a s an outcome 

t h e a d m i s s i o n o f t h e " n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m " w h i c h was 

i n t r o d u c e d i n S i a n d f u l l y e x p a n d e d i n F L . L e t "m XY" s t a n d f o r 

"ra Xs a r e Y s " a n d s be t h e number o f Y s g i v e n i n a d v a n c e ; 

we h e n c e h a v e 
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m Xs e r e Y s 

( 6 6 . 2 ) n Y s e r e Zs 

(m+n-s) Xs e r e Z s 

w r i t t e n e l s o i n t h e c o n d e n s e d f o r m 

( 6 6 . 3 ) mXY + nYZ - ( m + n - s î X Z . 

I f m - 1 8 » n-15 e n d s - 2 1 , we o b t a i n f r o m ( 6 6 . 2 ) 

18 o u t o f 21 Y s e r e Xs 

( 6 6 . 4 ) 15 o u t o f 21 Y s e r e Z s 

12 Zs e r e Xs 

[ S * , 1 7 - 1 9 ; F L , 1 4 2 - 5 ; S . 1 7 0 - 1 ) . 

T h e s e n o n - A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m s e r e p e r f e c t l y v e l i d u n d e r 

r e s t r i c t i o n s , t h a t i s when t h e q u a n t i t i e s o f t h e m i d d l e t e r m i n 

t h e t w o p r e m i s e s t o g e t h e r e x c e e d t h e w h o l e q u a n t i t y o f t h e t t e r m . 

O r , ( 6 6 . 3 ) i s e v a l i d i n f e r e n c e u n d e r t h e c o n d i t i o n 

( 6 6 . 5 ) m+n>s. 

C a l l e d by H a m i l t o n " t h e u l t r a - t o t a l q u e n t i f i c a t i o n o f t h e m i d d l e 

t e r m " , t h e p r i n c i p l e r u n n i n g t h e n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m 

was f i r s t t h o u g h t b y L a m b e r t . Unewere o f t h i s f e e t . De M o r g a n 

r e c o n c e i v e d i t e n d e x t e n d e d i t s u s e i n S» , l e a d i n g H a m i l t o n t o 

c o n c l u d e t h a t De M o r g a n t o o k i t f r o m L a m b e r t , b e l i e v i n g a t f i r s t 

t h a t De M organ's n u m e r i c a l s y s t e m "was d e r i v e d f r o m i n f o r m a t i o n 

f u r n i s h e d by h i m ( H a m i l t o n ) " [ S = , 4 9 , f n 1 J . H a m i l t o n ' s c h a r g e s 

w e r e i n v e l i d
( = >

 ; b u t b e f o r e we p r o c e e d t o a d i s c u s s i o n o f t h e 

c o n t r o v e r s y w h i c h t h u s b e g e n , l e t us s e e t h e i m m e d i e t e o u t c o m e s 

o f De M o r g a n ' s n u m e r i c a l q u a n t i f i c a t i o n i n S i a n d i n t r o d u c e h i s 

a r i t h m e t i c a l s y l l o g i s t i c s y s t e m d r a w i n g a d d i t i o n a l l y on t h e im

p r o v e d s y m b o l i c n o t a t i o n g i v e n i n S=. 

A p r o p e r s t u d y o f n u m e r i c a l p r o p o s i t i o n s e v i d e n t l y demands 

t h e c o n c e p t o f " u n i v e r s e " : "By t h e u n i v e r s e ( o f e p r o p o s i t i o n ) i s 

m e a n t t h e c o l l e c t i o n o f e l l o b j e c t s w h i c h e r e c o n t e m p l a t e d a s ob

j e c t s e b o u t w h i c h e s s e r t i o n o r d e n i a l t a k e p i e c e " [Sx,2 : S , 1 5 6 1 . 

G i v e n t h i s n o t i o n end e t e r m X we o b t a i n t h e " c o n t r a r y " o f X. 

d e n o t e d by n o t - X o r x , a s " e v e r y o b j e c t w h i c h h a s n o t t h e name 

X". N o t d i s t i n g u i s h i n g b e t w e e n " c o n t r a r y " end " c o n t r a d i c t o r y " 

t e r m s o r p r o p o s i t i o n s . De M o r g a n c l a i m e d t h a t t h e i n t r o d u c t i o n o f 

n o t - X d e s t r o y s t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n a s s e r t i o n and d e n i a l (S=, 
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3 7 ; S . 1 5 6 - 7 J . I n [ 1 8 6 0 c . 2 6 0 ] he c l a r i f i e d t h a t "no t e r m u s e d f i l l s 

t h e u n i v e r s e " . The c o n s i d é r a t i o n o f a d m i t t i n g t h e l i m i t i n g c a s e 

when a t e r m o f a p r o p o s i t i o n c o ï n c i d e s w i t h t h e u n i v e r s e o f d i s 

c o u r s e was t o be among h i s c o n c e r n a a r o u n d 1 8 6 2
< : s

' . 

H i s s y l l o g i s t i c System (66.6) - c o n s i s t i n g o f e i g h t s t a n d a r d 

f o r m s - was a n i m m é d i a t e o u t c o m e o f t h e c o n s i d é r a t i o n o f t h e 

t r a d i t i o n a l f o u r p r o p o s i t i o n s (63.1) u n d e r t h e l i g h t o f c o n t r a r y 

t e r m s . E a c h o f A. E , I a n d 0 now p r o d u c e e , e , i a n d o r e s p e c t i v e l y 

b y r e p l a c i n g X by n o t - X a n d Y by n o t - Y . We t h u s h a v e f o u r 

" u n i v e r s a l " p r o p o s i t i o n s . A , a . E , e » m e a n i n g t h a t t h e w h o l e 

u n i v e r s e must be e x a m i n e d t o v e r i f y t h e m . a n d a c c o r d i n g l y f o u r 

" p a r t i c u l a r " p r o p o s i t i o n s . The manner i n w h i c h t h e s u b j e c t i s 

s p o k e n o f i s e x p r e s s e d ; t h e p r e d i c a t e i s u n i v e r s a l [U] i n n e g a 

t i v e s b u t p a r t i c u l a r [P] i n a f f i r m a t i v e s ( S i 5-6 ; S
3
, 3 5 - 3 6 ] . F o l -

l o w i n g De M o r g a n ' s C o n d e n s e d n o t a t i o n f o r t h è s e e i g h t s f o r m s 

- a l w a y s t o be r e a d w i t h r é f é r e n c e t o t h e o r d e r XY- we h a v e due 

t o t h e q u a n t i f i c a t i o n by i n t r o d u c t i o n o f c o n t r a r i e s t h e f o l l o w i n g 

System 

( 6 6 . 6 ) 

(1) U A E v e r y X i s Y UP ) ) 

(2) U a E v e r y n o t - -X i s n o t - -Y PU ( ( 

(3) U E E v e r y X i s not- -Y UU ï . ( 

(4) U e E v e r y n o t - -X i s Y PP (.) 

(5) P I Some X i s Y PP ( ) 

(6) P i Some n o t - -X i s n o t - -Y UU ) ( 

(7) P 0 Some X i s n o t - -Y PU (. ( 

(8) P o Some n o t - X i s Y UP ) . ) 

A mere g l a n c e a t t h i s t a b l e r e v e a l s t h e l o g i c o f De M o r g a n ' s 

n o t a t i o n ; t h e i n c l o s i n g b r a c k e t , e . g . i n A X ) ) Y , X) o r (X^means 

t h a t t h e t e r m i s t a k e n u n i v e r s a l l y , w h e r e a s t h e e x c l u d i n g 

b r a c k e t . )Y o r Y ( . t h a t i t i s t a k e n p a r t i c u l a r l y . A d o t d é n o t e s 

n é g a t i o n , w h i l e a n e v e n number o f d o t s - a s i n i ) . . ( - ) ( - e m ounts 

t o a f f i r m a t i o n a n d t o an a b s e n c e o f To u s e t h e c o n t r a r y o f a 

t e r m we need t o a l t e r t h e c u r v a t u r e o f i t s p a r e n t h e s i s . a n d a n n e x 

o r w i t h d r a w a n e g a t i v e p o i n t . Thus A c a n be r e a d i n d i f f e r e n t l y a s 

X ) ) Y * X ) . ( y - x ( ( y - x ( . ï Y . F i n e l l y . due to t h e p e r f e c t s y m m e t r y of 

notation we can immediatelly spot the cor 

(66.6). i.e. ï) and (.(; ),( and ( ); (.) 

(Sa.31.36-71. 
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The S y s t e m (66.6) f o r m i n g t h e b e s i s o f De M o r g e n ' e s y l l o g i s -

t i c wes c e l l e d b y h i m i n 1858 " e r i t h m e t i c e l " f o r r e a s o n s d i s -

c u s s e d i n t e x t e n d [ ( 6 ) , ( 6 ) ] b e l o w . I n v e n t e d i n 1847 [S»,3-5], i t 

wes s l i g h t l y m o d i f i e d i n F L e n d u s e d f r o m t h e n o n w e r d s i n t h e 

f o n n (66.7) d e v o i d o f c o n t r e r y t e r m s : 

(1) A E v e r y X i s Y X ) ) Y 

(2) a E v e r y Y i s X X ( ( Y 

(3) E No X i s Y X i . (Y 

(66 . 7 ) (4) e E v e r y t h i n g i s X o r Y o r b o t h X ( . ) Y 

(5) I Some Xs è r e Y s X( )Y 

(6) i Some t h i n g s a r e n e i t h e r Xs n o r Y s X ) ( Y 

(7) 0 Some X s è r e n o t Ys X ( . ( Y 

(8) o Some Y s a r e n o t Xs X ) . ) Y
Ï = >

. 

D r e w i n g on S i , H a m i l t o n a c c u s e d De M o r g a n o f i n v e n t i n g 

n u m e r i c e l s y l l o g i s m b a s e d on h i s own s y s t e m ( 6 3 . 3 ) , on t h e 

g r o u n d s t h a t ( 6 6 . 2 ) c o n t a i n e d ( 6 3 . 3 ) . He f u r t h e r c l e i m e d t o ba v e 

hed a r r i v e d h i m s e l f a t t h e n u m e r i c e l f o r m b e f o r e De Mor g a n , b u t 

t o h a v e hed r e j e c t e d i t a s e "cumbrous e n d u s e l e s s s u b t l e r y " 

[ S * , 3 5 , 4 5 f n l , 4 9 f n l ; 1 8 6 0 c , 2 6 3 f n 2 ] . I f we l o o k c a r e f u l l y a t t h e 

Systems ( 6 3 . 3 ) , ( 6 6 . 2 ) e n d (6 6 . 6 ) we w i l l n o t i c e t h a t t h e y e l l 

a d m i t q u a n t i f i c a t i o n o f b o t h s u b j e c t and p r e d i c e t e . De Mo r g a n 

o v e r l o o k e d t h i s s i m i l e r i t y i n S i and i n t h e m a i n c o r p u s o f F L , t o 

r e e l i z e i t o n l y a f t e r e x a m i n i n g t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n (63.3) and 

(66 . 2 ) i n t h e " A p p e n d i x " o f ( F L , 3 3 0 - 3 0 3 ] . He t h e n s e t o f f t o 

p r o v e t h a t t h e " e x c e e d i n g l y r e m e r k a b l e " o c c u r r e n c e o f e i g h t f o r m s 

o f q u a n t i f i c a t i o n i n H e m i l t o n ' s end h i s own System wes p u r e l y a c 

c i d e n t a i I S
2
, 3 4 , 4 5 ] . 

De M o r g a n s t r e s s e d i n S= t h a t e l l h i s i n t e r e s t " i n nove1ty 

o f q u a n t i f i c a t i o n [ i n S i ) was d i r e c t e d t o t h e e l g e b r o i c e l f o r m o f 

n u m e r i c e 1 l y d é f i n i t e p r o p o s i t i o n s [ ( 6 6 . 2 ) ] . t h i s c o m p l e t e d i s -

t r i b u t i o n o f e l l t h e q u a n t i f i c a t i o n s , e x i s t a n g i n t h e System o f 

c o n t r a r i e s [ ( 6 6 . 6 ) ] . was o v e r l o o k e d " [S=?,34-5]. When H a m i l t o n 

c l e i m e d t h e t h i s own System wes c o n t e i n e d i n t h e n u m e r i c e l o n e , 

o n l y t h e n De M o r g a n r e a l i z e d t h a t t h e d i s t r i b u t i o n o f q u a n t i f i c a 

t i o n , t h e " b a s i s o f i n v e n t i o n " • f o r H e m i l t o n ' s ( 6 3 . 3 ) , wes 

" i n c i d e n t e l t o t h e s y s t e m o f c o n t r a r i e s " ; i n o t h e r w o r d s , t h e 

" a c c i d e n t e l f o r m " o f d i s t r i b u t i o n i n (66.6) wes by tnere c o i n -

c i d e n c e t h e " s u b s t a n t i e l f o r m " o f (63.3) [ S ^ , 3 4 - 5 ] , He f u r t h e r 
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t r i e d t o c l a r i f y t h e m u t u a l m i s u n d e r s t a n d i n g by c l a i m i n g ; 

. . . f o r though the system I now w r i t e upon [(66.6)1 does c o n t a i n 

t h a t extent o f q u a n t i f i c a t i o n [of both s u b j e c t and p r e d i c a t e ] , and 

although i t was p u b l i s h e d ( i n S i J before I had any knowledge even 

of the f a c t of S i r W i l l i a m Hamilton h a v i n g a system of h i s own 

[(63.3) .see (1) above], yet I can most d i s t i n c t l y a f f i r m t h a t a l l 

my p e r c e p t i o n o f complete q u a n t i f i c a t i o n o f both terms was d e r i v e d 

from the a l g e b r a i c a l form o f numerical q u a n t i f i c a t i o n ( ( 6 6 . 2 ) ] ' * * . 

No m a t t e r how f a r De Morgan's a t t e m p t t o c o n v i n c e H a m i l t o n 

t h a t t h e c o n t r o v e r s y was g r o u n d l e s s was i n d e e d s a t i s f a c t o r y , t h e 

t r u t h was t h a t t h e two l o g i c i a n s h a d w o r k e d on i n d e p e n d e n t l i n e s 

h a v i n g d i f f e r e n t a i m s i n m i n d . T h i s c o n c l u s i o n i s f u r t h e r e s t a b 

l i s h e d i f we c o n s i d e r De Morgan's i n t e r e s t i n g a s s e r t i o n t h a t t h e 

s y s t e m ( 6 6 . 6 ) was a p u r e outcome o f hi3 o r i g i n a l i n v e n t i o n o f 

" t h e a l g e b r a i c a l f o r m o f n u m e r i c a l q u a n t i f i c a t i o n " [ ( 6 ) a b o v e ] . 

At t h i s p o i n t t h e r e a r e some more i n s t a n c e s i n h i s work w o r t h o f 

m e n t i o n w h i c h i n d i c a t e h i s p e r c e p t i o n o f n u m e r i c a l s y l l o g i s m 

( 66.2) p r i o r t o e i t h e r H a m i l t o n ' s ( 6 3 , 3 ) o r t o h i s own ( 6 6 . 6 ) . 

D i s c u s s i n g H a m i l t o n ' s d i s c o v e r y a n d r e j e c t i o n o f t h e n u m e r i c a l 

s y s t e m , he i n d i c a t e d a n i n s t a n c e o f a s y l l o g i s r a g i v e n i n h i s 

[1 8 3 9 , 1 4 ] ; 

Some A i s X 

(66.8) Some B i s n o t X 

Some B i s n o t A 

w h i c h d i d n o t l a y " w i t h i n t h e ( t r a d i t i o n a l ] f o r m s o f p r e d i c a t i o n " 

[ S 3 , 4 5 , f n 1 J
< T >

, t h u s i m p l y i n g , i f n o t p r i o r i t y i n h i s d e v i a t i o n 

f r o m A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s t i c , a t l e a s t h i s i n d e p e n d e n t d i s c o v e r y 

o f n o n - t r a d i t i o n a l f o r m s w h i c h , s u b c o n s c i o u s l y , l e d t o h i s f o r 

m u l a t i o n o f (66.1) a n d c o n s e q u e n t l y o f (66.2). A n o t h e r i n s t a n c e 

w h i c h c o n f i r m s t h a t i t was by 1839 t h a t " t h e now c o n f i r m e d n o t i o n 

o f t h e u s u a l f o r m of s y l l o g i s m [(66.7)] b e i n g a r i t h m e t i c a l was 

[ t h e n l g e r m i n a t i n g " was g i v e n i n 1858, c i t e d i n [ 6 . 4 . ( 8 ) J . The 

p r i o r i t y of t h e n u m e r i c a l o v e r t h e a r i t h m e t i c a l s y s t e m was f u r 

t h e r s t r e s s e d i n 1860. In [1860c.262] i t was a s s e r t e d t h a t (66.7) 

a n d i t s consequences "are t r u l y p a r t i c u l a r cases of the numerical 

p r o p o s i t i o n " [see a l s o (1) above1. And f i n a l l y i n S the o r d e r of 
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e x p o s i t i o n wes: numericel p r o p o s i t i o n s , u n i v e r s e of p r o p o s i t i o n . 

c o n t r e r y of e t e n n followed f i n a l l y by the e r i t h m e t i c e l system 

( 6 6 . 7 ) *
e >

 . 

Heving t r e o t e d omply the n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m i n 

1847 ( F L . 141-170] . De Morgan only b r i e f l y r e f e r r e d to i t from 

1850 onwards on the grounds that " s y l l o g í s m s w i t h n u m e r i c a l l y 

d e f i n i t e q u a n t i t y r o r e l y o c c u r , i f e v e r , i n common t h o u g h t " 

I S . 1 7 2 J . H o w e v e r , t h e i n f l u e n c e i m p l i c i t l y d e r i v e d from o r i t h -

m e t i c e l q u a n t i f i c a t i o n wes immence; on one h a n d t h e mere n o t i o n 

o f q u a n t i f i c a t i o n - f o r m i n g a c c i d e n t a l l y t h e b e s i s o f t h e s y l -

l o g i s t i c s y s t e m ( 6 6 . 7 ) upon w h i c h he b u i l t t h e r e s t o f h i s 

t h e o r y - i n meny wa y s f o r e s h e d o w e d c o n t e m p o r a r y a p p l i c e t i o n s o f 

q u a n t i f i e r s [ s e e (16) b e l o w ] a n d , e d d i t i o n a l l y , i t p l e y e d a c r u 

c i a l r o l e i n t h e s h a p i n g o f t h e t h e o r y o f r e l e t i o n s i n 1860 [ s e e 

6 . 8 ] . On t h e o t h e r h a n d i t f o r m e d t h e i n i t i a l c a u s e o f t h e d i s 

p u t e w h i c h was b e n e f i c i a l t o De M o r g a n e s we s h e l l s e e . 

H a v i n g c l a r i f i e d t h a t t h e d i s p u t e was i n l e r g e g r o u n d l e s s . 

De M o r g a n went on i n Ss t o comment upon H a m i l t o n ' s s y s t e m (63.3) 

end t o c o m p a r e i t w i t h h i s own ( 6 6 . 7 ) . I n s o s o i n g he r e v e a l e d 

h i s m a t h e m e t i c a l l y b a s e d c o n c e p t i o n o f t h e n o t i o n s o f 

" c o n s i s t e n c y " and " e x t e n s i ó n " m i s s i n g i n H a m i l t o n , h i s c o n c e p t i o n 

o f a l g e b r a a s a p a r e d i g m e t i c s c i e n c e and h i s p e c u l i a r h i s t o r i -

c e l l y o r i e n t a t e d e p p r o a c h o f p r o c e e d i n g f o r w a r d w j t h o u t r e j e c t i n g 

w h a t e t f i r s t may seem s i n g u l a r and i n c o m p r e h e n s i b l e . By means o f 

e x a m p l e s he f i r s t showed t h a t w h i l e e v e r y s y l l o g i s m d e r i v e d by 

means o f (66.7) c a n be r e d u c e d t o A r i s t o t e l i a n f o r m , t h e r e a r e 

s y l l o g i s m s d e d u c e d f r o m H a m i l t o n ' s s y s t e m w h i c h c a n i n no way be 

mede A r i s t o t e l i a n . H e n e e , h i s own s y s t e m . c a n be c a l l e d an 

" e x t e n s i ó n " o f A r i s t o t l e ' s [ S ? , 4 2 1 , w h e r e e s H a m i l t o n ' s (63.3) i s 

"en i n d e p e n d e n t a d d i t i o n t o t h a t o f A r i s t o t l e " [ S 2,43J. I t i s o f 

i n t e r e s t t o f o l l o w h i s e r g u m e n t * 

I t w i l l be observed t h a t I have not c a l l e d [(63.3)] an extensión of 

t h a t of A r i s t o t l e . That i t i s more e x t e n s i v e , i n one sense. I 

edmit; neaely, i n so f a r . e s i t includes e l l which A r i s t o t l e i n -

c l u d e d , and more. But e methemsticien cennot the r e f ore c a l i i t en 

extensión, eccustomed es he i s t o e very p r e c i s e use o f that term. 

With him enlargement i s not extensión, unless the wider extent- be 

governed by the lews of the nerrower o ne
< 9 )

 . 
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He n e x t a t t a c k e d t h e i n c o n s i 3 t e n c y g o v e r n i n g H a m i l t o n ' s f u n 

d a m e n t a l p r o p o s i t i o n s . F o r a s y l l o g i s t i c s y s t e m t o b e s e l f -

c o n s i s t e r i t f a n o t i o n f i r s t s t r e s s e d i n b i s l o g i c i n 1847; s e e ( 1 ) 

a b o v e ) , t h e f u n d a m e n t a l p r o p o s i t i o n s s h o u l d be i n d e p e n d e n t f r o m 

e a c h o t h e r a n d c o n t r a d i c t o r y i n p a i r s [ S a . 4 4 ] . Now, H a m i l t o n ' s 

p r o p o s i t i o n s (1) and (8) o f ( 6 3 . 3 ) v i o l a t e thi3 r u l e . ( 1 ) i s a 

Compound o f ( 2 ) . o r " ) ) " . a n d ( 3 ï , o r " ( ( " , a n d t h e n é g a t i o n of 

(1) i s a d i s j u n c t i o n o f ( 6 ) . o r " ) . ) " . a n d ( 7 ) , o r " ( . ( " . F i n a l l y , 

p r o p o s i t i o n (8) has no f u n d a m e n t a l p r o p o s i t i o n t h a t d e n i e s i t . 

n o t e v e n a Compound o f o t h e r p r o p o s i t i o n s (Sa,44]. 

D i v e r g i n g f o r a moment a t t h i s p o i n t f r o m o u r c h r o n o l o g i c a 1 

e x p o s i t i o n we w o u l d l i k e t o r a i s e t h e r e a d e r ' s a t t e n t i o n t o t h e 

d é l i c a t e i s s u e o f n o t a t i o n . F i r s t o f a l l p r i o r t o e n t e r i n g i n t o 

any s u b s t a n t i a l a n a l y s i s o f t h e i r Systems. De Mo r g a n p r o p o s e d t h e 

new b r a c k e t - d o t n o t a t i o n i n Sa and c o m p a r e d i t w i t h H a m i l t o n ' s 

own (Sa,29-34;see a l s o 6 . 3 . ( 1 3 ) ] . T h i s new n o t a t i o n w a s a m o s t 

u s e f u l t o o l i n h i s c o n s é q u e n t c o m p a r i s o n b e t w e e n t h e forms i n 

(6 3 . 3 ) a n d ( 6 6 . 7 ) . H o w e v e r . d e s p i t e h i s s c h o l a s t i c c o m m e n t a r y 

upon t h e d e f e c t i v e ( 6 3 . 3 ) i n Sa. t h e r o l e o f De Mo r g a n ' s n o t a t i o n 

c a n be b e s t r e v e a l e d i n h i s Condensed c o m p a r i s o n b e t w e e n t h e t w o 

Systems i n [ S . 1 6 6 . f n 3 ] a n d i n h i s a r t i c l e o n " L o g i c " [ 1 8 6 0 c . 2 5 7 -

2 6 0 ] . I n t h e l a t t e r a r t i c l e he d t s p l a y e d t h e two S y s t e m s s y m b o l i -

c a l l y , s h o w i n g t h a t ( 6 3 . 3 ) " f a i l s i n s y m m e t r i c a l d i s t r i b u t i o n of 

q u a n t i f i c a t i o n " . And w h i l e i n Sa he o n l y mildly c r i t i c i s e d H a m i l 

t o n e x p e c t i n g "a p o w e r f u l c o n s i d é r a t i o n " o f h i s comments t h a t 

w o u l d l e a d H a m i l t o n t o i r a p r o v e upon h i s w o r k [Sa.45], a f t e r t h e 

l a t t e r ' s d e a t h he was b i t t e r l y h o s t i l e t o w a r d s H a m i l t o n ' s 

d e f e n d e r s by s a y i n g ; 

A system o f p r o p o s i t i o n s [(63.3)] which mixes the simple and t h e 

complex [... ] and which o f f e r s an a s s e r t i o n and déniai which cannot 

be c o n t r a d i c t e d i n the system , seems t o me t o c a r r y i t s own con-

demnation w r i t t e n o t i t s own f o r h e a d
< l o >

, 

P e r t i c u l a r l y u p s e t w i t h t h e f o r m ( 8) o f H a m i l t o n ' s s y s t e m 

( 6 3 . 3 ) . De M o r g a n g r a s p e d t h e o p p o r t u n i t y to d r a w an i n t e r e s t i n g 

a n a l o g y b e t w e e n f o r m a l l o g i c a n d s y m b o l i c a l g è b r e . We r e a d i n 

[Sa.451: 

Symbolic languege g i v e s the ex p r e s s i o n of the lawa of thought i n 
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t h e i r purest forms: end it hes never deceived those who were will

ing t o be servente before they claimed t o be i t s masters. In the 

present cose, there seemed something resembling e system of elgetro 

with e s i n g u l o r form 1(8) of (63.3)) in it. Formal l o g i c Bust t e a c h 

how t o enunciate e l l d e f i n o t e l y conceivable truth end felsehood. 

J u s t os symbolic olgebro must teach how to enunciate e l l d e f i n i t e l y 

e x p r e s s i b l e q u a n t i t y : end "some Xs ere not some Ys" appeared to 

partake very much of the indetermineteness of 0/0. An a l g e b r a i s t 

has not p r o f i t e d by the h i s t o r y of h i s s c i e n c e , i f he d o g m a t i c a l l y 

r e j e c t what appears incapable of i n t e r p r e t a t i o n of i t s s y s t e m *
1 1

' . 

On t h e g r o u n d s o f t h i s a n a l y s i s t h e p r o b l e m a t i c f o r m ( 8) o f 

(63.3) was n o t t o be r e j e c t e d ; t h e t a s k o f a h i s t o r i c a l l y m i n d e d 

a l g e b r a i s t ( a n d l o g i c i a n ) was t o f i n d a means to i n t e r p r e t e a n y 

s i n g u l a r f o r m s s o a s t h e s y s t e m u n d e r d i s c u s s i o n w o u l d be s e l f -

c o n s i s t e n t . U r g e d by t h i s t a s k . De M o r g a n d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n 

t h e " c u m u l a r " f o r m , a s i n " A l l X i s e l l Y", e n d t h e " e x e m p l a r " 

f o r m , t h a t i s t h e p r e v i o u s p r o p o s i t i o n now r e a d a s "Any one X i s 

any one Y". T h i s d i s t i n c t i o n was t o p r o v e e n e s s e n t i a l i n n o v a t i o n 

i n De M o r g a n ' s s y l l o g i s t i c ; d i r e c t l y c o n n e c t e d w i t h h i s a t t e m p t 

t o amend H a m i l t o n ' s s y s t e m , t h e e x e m p l a r f o r m was am p l y d i s c u s s e d 

i n De M o r g a n ' s l a t e r w r i t i n g s and i t s i m p o r t a n c e i n g e o m e t r i c a l 

and a l g e b r a i c a l r e a s o n i n g was r a i s e d [ 1 8 6 0 c , 2 6 6 ; S = , 2 9 8 - 9 ] . I n 

[S?,46) i t was c l a i m e d t h a t " t he e x e m p l a r p r o p o s i t i o n must 

p r e c e d e i n o r d e r o f t h o u g h t : and i t i s j u s t i f i a b l e t o p r o p o s e i t 

a s t h e b a s i s o f a l o g i c a l s y s t e m " * ' . T h u s , H a m i l t o n ' s c u m u l e r 

s y s t e m ( 6 3 . 3 ) was p r e s e n t e d i n t h e e x e m p l a r f o r m m e r e l y by 

r e p l a c i n g " A l l " b y "Any o n e " and "Some" by "Some o n e " [S=>,47;see 

a l s o S , 1 6 8 . 1 6 9 f n l ; 1 8 6 0 c , 2 6 1 . 2 6 5 fnl] . 

B e i n g r e s t o r e d i n t h e e x e m p l e r f o r m , H e m i l t o n ' s s y s t e m was 

" f r e e f r o m t h e o b j e c t i o n s w h i c h I have u r g e d a g a i n s t c u m u l a r 

f o r m s , s o f a r a s c o n t r a d i c t i o n i s c o n c e r n e d " [ S a , 4 7 ] . T h u s , t h e 

c o n t r a r y p e i r s i n t h e new f o r m o f (63.3) o r e : (1) end ( 8 ) ; (2) 

end ( 7 ) ; (3) e n d ( 6 ) ; (.5) a n d ( 4 ) . H o w e v er, a t h o r o u g h emendement 

o f t h e d e f e c t s n o t i c e d a b o v e needed e f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f t h e 

t h e o r y o f t h e a b s t r e c t c o p u l e w h i c h was i n t r o d u c e d i n F L [ s e e 

Sz,50-60 ; 6.5] . The s u b t l e p o i n t was t o e x t e n d t h e c o p u l a " i s " i n 

s u c h a way s o a s t o c o r r e l a t e d i s t i n c t i n s t a n c e s o f t h e s u b j e c t 
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X with r e s p e c t i v e i n s t a n c e s o r w i t h t h e w h o l e o f t h e p r e d i c a t e . 

R e p l a c i n g t h e c o p u l a " i s " by an a r b i t r a r y r e l a t i o n d e n o t e d as in 

( 6 5 . 1 3 ) by t h e s y * i b o l "-" ( i t s n é g a t i o n a c c o r d i n g l y d e n o t e d by "-

-") we a r e a b l e t o . f o r m p r o p o s i t i o n s s u c h a s 

( 6 6 . 9 ) "one X - E v e r y Y" 

w h i c h i s l e s s r e s t r i c t i v e t h a n " E v e r y X i s Y" - i n w h i c h o n l y one 

s u b j e c t e x a m p l e c a n a g r é e w i t h one p r e d i c a t e e x a m p l e [ S a , 6 0 1 . 

"Hence f o l l o w s e n e x t e n d e d mode o f i n t e r p r e t i n g S i r W i l l i a m 

H a m i l t o n ' s System i n t o consi3tency", c l e i m e d De M o r g a n a f t e r s u g -

g e s t i n g t h e f o r m ( 6 6 . 9 ) . L e t (1) i n (63.3) " A l l Xs - a l l Y s " . o r 

X ) ( Y , mean t h a t "every X stands i n t h e c o p u l a r r e l a t i o n t o e a c h 

and every Y". Then (1) i s c o n t r a d i c t e d by (8) "Some Xs. - - some 

Y s " f o r e i t h e r e a c h X a n d e a c h Y a g r é e , o r some Xs do n o t a g r é e 

w i t h some o f t h e Y s . M o r e o v e r . we c a n no l o n g e r a s s e r t t h a t X) (Y 

i s a p r o p o s i t i o n compounded o f two o t h e r s , X ) ) Y a n d Y ) ) X , f o r 

e a c h X may a g r é e w i t h some o f t h e Y s , e n d e a c h Y w i t h some o f t h e 

X s , w i t h o u t e v e r y X a g r e e i n g w i t h e v e r y Y (Sa,61]. 

On t h è s e g r o u n d s , H a m i l t o n ' s s y s t e m , read as : 

(1) E a c h X i s r e l a t e d t o a l l t h e Y s ) ( 

(2) E a c h X i s r e l a t e d t o one o r more Y s )) 

(3) Some Xs a r e r e l a t e d t o a l l t h e Ys (( 

( 6 6 . 1 0 ) (4) Some Xs a r e r e l a t e d t o some one o r m o r e Ys ( 

(5) No X i s r e l a t e d t o any one Y ) . 

(6) No X i s r e l a t e d t o some one o r m o r e Y s ) . 

(7) Some Xs a r e n o t r e l a t e d t o any Y s (. 

(8) Some Xs a r e n o t r e l a t e d t o some o f t h e Y s (. 

i s f r e e f r o m " a i l o b j e c t i o n s " t h a t c a n be r a i s e d (Sa, 6 1 - 6 3 ;see 

a l s o S . 1 6 7 - 8 ; P r i o r 1 9 6 2 , 1 4 9 - 5 0 ] , D e s p i t e t h i s o p t i m i s t i c Claim 

t h e c o n t r o v e r s y was n o t t o be o v e r b e f o r e 1863 ( s e e ( 1 0 ) a b o v e ] . 

B e f o r e c o n c l u d i n g o u r a c c o u n t o f De M o r g a n ' s s y l l o g i s t i c 

t h e o r y we w o u l d l i k e t o a d d a f e w w o r d s on h i s p e c u l i a r b r a c k e t -

d o t n o t a t i o n w h i c h p r o v e d o f a g r e a t c o n v e n i e n c e t o h i m b u t 

f o r m e d one of t h e b i g g e s t o b s t a c l e s t o o t h e r r e a d e r s t o become 

f a m i l i ä r w i t h h i s w o r k . By means of t h i s n o t a t i o n i n f e r e n c e s 

f l o w e d r e p i d l y on a m e c h a n i c a l b e s i s . He showed t h a t a s y l l o g i s m 

may be denoted by j u x t a p o s i t i o n o f t h e syrabols of the p r e m i s e s , 

w r i t i n g the minor f i r s t f o r convenience. Then, the canon o f i n -

fere n c e has as f o l l o w s : " E r a s e the a y m b o l s of the middle term, the 
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r e m a i n i n g symbols phew the infere n c e " (Sa.31). For exemple, taxe 

the s y l l o g i s m 

A Every X i s Y X ) ) Y 

(66.11) o Some 2 s ere not Ys Y).)Z 

o Some Zs e r e n o t Xs Y ) . ) Z 

w r i t t e n i n t h e c o n d e n s e d f o r m 

( 6 6 . 1 2 ) X) ) Y ) . Ï 2 - X ) . ) Z , 

o r p u r e l y s y m b o l i c a l l y a s 

( 6 6 . 1 3 ) ) ) ) . ) - ) . ) 

[ S = , 3 1 1 . 

I f we e m p l o y De M o r g a n ' s e a r l y n o t a t i o n o f S i o r F L ( s e e (4) 

a b o v e ) t h e n , f i g u r e AAA, f o r i n s t a n c e , w o u l d be w r i t t e n a s 

( 6 6 . 1 4 ) X ) Y + Y ) Z - X ) Z 

( S i . 1 1 ] , We n o t i c e a s u b s t a n t i a l d i f f e r e n c e b o t h i n t h e s y m b o l i c 

e x p r e s s i o n o f t h e f u n d a m e n t a l p r o p o s i t i o n s , A g i v e n f i r s t b y 

" X ) Y " a n d t h e n by " X ) ) Y " , b u t a l s o i n t h e manner o f d e n o t i n g t h e 

i n f e r e n c e s , (66.14) a n d ( 6 6 . 1 2 ) . De M o r g a n c o n f i n e d f r o m 1850 t o 

t h e l e t t e r n o t a t i o n ; why d i d he make t h i s s w i t c h f r o m ( 6 6 . 1 4 ) t o 

( 6 6 . 1 2 ) ? The a n s w e r i s t o be f o u n d i n l a t e r w r i t i n g s e s b r i e f l y 

s h own b e l o w . 

A s i n d i c a t e d by t h e f o l l o w i n g p a s s a g e w r i t t e n i n 1 8 6 3 . t h e 

i d e a o f t h e b r a c k e t - n o t a t i o n o r i g i n a t e d i n t h e a l g e b r a o f f r a c 

t i o n s , a n d s o d i d t h e s w i t c h f r o m " ) " t o " ) ) " : 

I n u s i n g one symbol. ) , as i n X)Y [ i n 1847], t o denote both the t o 

t a l q u a n t i t y of the subject and the p a r t i c u l a r q u a n t i t y of the 

predícate, I followed the play by which a f r a c t i o n i s represented, 

i n which one symbol d i s t i n g u i s h e s both numerator and denominetor: 

and I u l t i m a t e l y marked the symbol twice [X))Y i n S=>]. I f a f r e c -

o — 
t i o n had been denoted by =̂ , a and b would have been convenient 

b 

symbols f o r e as e numerator end b es e denominator; end might be 

made u s e f u l even es i t i s *
1 3

' . 

Now. t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e manner o f d e n o t i n g t h e i n 

f e r e n c e l e ^ j i n t h e a b s e n c e o f "+" f r o m 1850 o n w a r d s . T h i s was 

e x p l a i n e d i n S 3 ; l e t A, B be t h e p r e m i s e s o f a s y l l o g i s m , end C 

t h e c o n c l u s i o n . The "A+B=C" i s " f a u l t y " e s t h e p r e m i s e s a r e 

" c o m p o u n d e d , n o t a g g r e g a t e d " [ S 3 . 8 7 ] . He f u r t h e r e m p h a s i z e d t h i s 

447 



p o i n t i n S= s a y i n g t h a t he r e a l i z e d t h e n e c c e s s i t y t o s w i t c h f r o m 

"A-t-B" t o "AXB". " ( . ) * ) . ) " w r i t t e n more c o n v e n i e n t l y as " ( . ) ) . ) " . 

when he became " m a s t e r o f t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n a g g r e q a t i o n a n d 

compos i t i o n ^ w h i c h t h e l o g i c i a n s do n o t a d m i t " [ S = , 3 1 9 , f n 1 J . 

The components o f De M o r g a n ' s s y m b o l i c n o t a t i o n a n n o y e d 

t r a d i t i o n a l l o g i c i a n s . Manse 1 c l a i m e d t h a t t h e s i g n " + " i s 

" r e d o 1 e n t o f t h e c o m p u t a t i o n a 1 , t h e o r y n o t i c e d .above" 

[ 1 8 5 1 , 1 1 9 ; s e e 6 . 4 . ( 3 ) a n d 6 . 7 . ( 1 6 ) ] . As f o r t h e b r a c k e t - d o t n o t a 

t i o n i t was d e s c r i b e d by H a m i l t o n a s " h o r r e n t ( h o r r e n d o u s ] w i t h 

m y s t e r i o u s s p i c u l a e " , a s i f " t h e w o r d p a r e n t h e s i s " was " n o t 

e n o u g h t o e r e c t h i s r e a d e r ' s h a i r " ( S . 2 0 3 . f n 1 ] . D e l i g h t e d w i t h 

H a m i l t o n ' s new t e r m , a s l e s s a m b i g u o u s t h a n " p a r e n t h e s i s " , De 

M o r g a n e m p l o y e d i t f r o m 1860 o n w a r d s c l a i m i n g t h a t t h e 

" m y s t e r i o u s s p i c u l a e " made a " p o w e r f u l l a n g u a g e " ( S
3
, 3 2 4 . f n 2 ] . 

I n h i s t h i r d memoir i n 1 8 5 8 , he g r o u p e d s y m m e t r i c a l l y h i s s y m b o l s 

( 6 6 . 1 5 ) ) ) , ) . ) , ) . ( , ( ) . ) ( , ( . ) , ( ( . ( . ( . 

i n a c i r c l e c r e a t i n g "a k i n d o f z o d i a c o f s y l l o g i s m " *
1

. [ S 3 . 1 3 3 -

4 , f n 1;see a l s o S . 1 6 3 ] , The s y s t e m ( 6 6 . 1 5 ) , i n v e n t e d a f t e r an a l 

g e b r a i c i n f l u e n c e a n d u n d e r t h e c h a l l e n g e o f c o m p a r i s o n b e t w e e n 

h i s ( 6 6 . 7 ) and H a m i l t o n ' s ( 6 3 . 3 ) , p r o v e d i n d e e d o f a m a j o r r o l e 

i n t h e e v o l u t i o n o f h i s s y l l o g i s t i c a n d a n i n d i s p e n s a b l e t o o l i n 

t h e " c l a s s i f i c a t i o n o f t h e f o r m s o f t h e s y l l o g i s m " ( s e e ( 1 ) a n d 

(14) a b o v e ] . T h e s e f a c t s a r e h a r d l y a c k n o w l e d g e d by De M o r g a n ' s 

c o m m e n t a t o r s and a f u r t h e r s t u d y o f h i s s y m b o l i c l a n g u a g e i s 

s t i l l m i s s i m g . What i s r e p e a t e d l y s t r e s s e d , h o w e v e r , i s t h e 

i n t r i c a c y and i n c o n s i s t e n c y o f h i s n o t a t i o n , a f a c t n o t i c e d i n 

o u r s t u d y o f h i s t r e a t i s e o f f u n c t i o n s «
1 = 3 >

 . 

Summing up, l e t us p o i n t o u t t h e m a j o r i s s u e s o f o u r s t u d y , 

many o f w h i c h h a v e e s c a p e d t h e n o t i c e o f h i s t o r i a n s . As i m p l i e d 

f r o m a f o o t n o t e i n Sa ( s e e (4) a b o v e ] De M o r g a n was r e a d y t o 

d e v i a t e f r o m t r a d i t i o n a l l o g i c i n 1 8 3 9 , a f a c t f u r t h e r c o n f i r m e d 

i n £ 6 . 4 , ( 8 ) J . The a r i t h m e t i c a l f o r m o f t h e s y l l o g i s m , ( 6 6 . 6 ) -

( 6 6 . 7 ) , was due t o t h e n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m w h i c h was 

g r a d u a l l y c o n c e i v e d b e t w e e n 1839 [ ( 6 6 . 8 ) 1 and 1847 [ ( 6 6 . 1 ) 1 -

( 6 6 . 2 ) ] . A l g e b r a i c q u a n t i f i c a t i o n thus gave r i s e t o the n o t i o n of 

" u n i v e r s e " and f u r t h e r t o t hat of " c o n t r a r y " term, which i n i t s 

t u r n y i e l d e d the " a c c i d e n t a l " q u a n t i f i c a t i o n o f both s u b j e c t and 

p r e d i c a t e i n (66.6) independently from Hamilton (see ( 1 ) , ( 6 ) , ( 7 ) 
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end ( 6 ) a b o v e ] . 

U n d e r t h e c h a l l e n g e o f a c c u s a t i o n o f p l e g i e r i s m , De M o r g a n 

d e l v e d f u r t h e r i n t o t h e s y l l o g i s t i c t h e o r y i n t r o d u c e d i n S i end 

e x p e n d e d i n F L . p r o d u c i n g e " p o w e r f u l " s y m b o l i c l e n g u e g e b y meens 

o f w h i c h he compared h i s s y s t e m (66.7) w i t h H a m i l t o n ' s own ( 6 3 . 3 ) 

( s e e ( 2 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 1 4 ) e b o v e ] . I n s o d o i n g he r e v e a l e d h i s a d v a n 

t a g e s o v e r H a m i l t o n e s a m a t h e m a t i c i a n o v e r e p u r e l o g i c i a n i n en 

a t t e m p t t o r e n d e r t h e l e t t e r ' j s y s t e m s e l f - c o n s i s t e n t [ s e e 

( 1 ) , ( 9 ) . ( 1 0 ) , ( l l ) e b o v e ] . He f u r t h e r drew en i m p o r t a n t d i s t i n c t i o n 

b e t w e e n " c u m u l e r " e n d " e x e m p l a r " q u a n t i f i c e t i o n ( s e e (12) e b o v e ] , 

end
 y

 c o m b i n i n g t h e l e t t e r n o t i o n w i t h t h e t h e o r y o f t h e e b s t r e c t 

c o p u l e ^ h e e x t e n d e d t h e c o p u l e " i s " t o "hes r e l e t i o n t o " t h u s 

e m e n d i n g H a m i l t o n ' s s y s t e m and p r e p a r i n g t h e g r o u n d s f o r h i s 

t h e o r y o f r e l a t i o n s i n 1860 [ ( 6 5 . 1 1 ) ; 6 . 5 , ( 8 ) ; ( 6 6 . 9 ) - ( 6 6 . 1 0 ) ; s e e 

a l s o ( 6 8 . 1 5 ) - ( 6 8 . 1 6 ) ; 6 . 9 ] . 

T h e s e i s s u e s h e l p t o c l a r i f y c e r t a i n m i s t a k e n v i e w s o n De 

M o r g a n 's work [ s e e (6) a b o v e ] end f i l l i n many g a p s i n t h e 

o b s c u r e e v o l u t i o n o f h i s i d e a s . A h i s t o r i c a l l y m i n d e d e l g e b r e i s t . 

he d r e w o c c e s i o n a l l y on h i s m a t h e m e t i c e l b a c k g r o u n d , c a s t i n g s y l 

l o g i s t i c i n f e r e n c e s i n s y m b o l i e e l f o r m end reveo 1 i n g h i s 

f e m i l i e r i t y w i t h t h e n o t i o n s o f " c o n s i s t e n c y " e n d " e x t e n s i o n " 

[ s e e ( 1 1 ) , ( 9 ) . ( 1 3 ) , ( 1 4 ) e b o v e ] . F u r t h e r , t h e i n t r i c e t e i s s u e o f 

q u e n t i f i c e t i o n was t o f o r e s h a d o w t h e e p p l i c e t i o n o f m o d e r n 

q u e n t i f i e r s
 1 1 t o >

 . 

P e r h a p s t h e most i m p o r t e n t o f e l l t h e i s s u e s r a i s e d i n t h e 

c o u r s e o f t h i s s e c t i o n i s t h e i m p l i c i t h e l p d e r i v e d f r o m h i s d i s 

p u t e w i t h H e m i l t o n i n t h e s h a p i n g o f S=-, a t u r n i n g p o i n t i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f h i s s y l l o g i s t i c t h e o r y . The b e s t e p i l o g u e h e r e i s 

De M o r g e n ' s own a c k n o w l e d g e m e n t o f H a m i l t o n ' s b e n e f i c i a l r o l e . I n 

t h e " P o s t s c r i p t " o f h i s n e x t memoir p u b l i s h e d i n 1858 we r e e d ; 

I need h a r d l y say t h a t I a l l u d e t o the l e t e WILLIAM HAMILTON e name 

which I hol d e n t i t l e d t o the honour of l o s i n g i t s conventional a c 

companiments. And f i r s t , I take t h i s opportunity of acknowledging 

t h e e s s e n t i e l b e n e f i t which he conferred on my s p e c u l a t i o n s . 

M o r e o v e r , i n t h e " P r e f a c e " t o h i s S v l 1 e b u s [1860b] he w r o t e : 

.. .to the l a t e S i r W i l l i a m Hamilton of Edinburgh I owe . i t t h a t I 

can present t h i s t r a c t t o the moderately well informed elementary 
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student of l o g i c , as c o n t a i n i n g matters of which he i s l i k e l y 

enough to have heard something, and may p o s s i b l y be c u r i o u s t o hear 

m o r e
1 1

" . 

6.7 De Morgan on t h e l i n k s b e t w e e n l o g i c a n d m a t h e m a t i c s ; t h e 

f o r m - m a t t e r i s s u e ; 1 8 4 7 - 1 8 5 8 . 

I n t h e two p r e v i o u s s e c t i o n s we h a d t h e o p p o r t u n i t y t o 

n o t i c e s e v e r a l i n s t a n c e s w h e r e De M organ's t h e o r y o f t h e a b s t r a c t 

c o p u l a and o f t h e s t r u c t u r e o f t h e s y l l o g i s m was i n f l u e n c e d f r o m 

a r i t h m e t i c a l a n d a l g e b r a i c a l n o t i o n s a n d s y m b o l s *
1

* . C e r t a i n o f 

t h e s e i n s t a n c e s d i d n o t p a s s u n n o t i c e d by h i s c o n t e m p o r a r i e s . 

M e n s e l , i n p a r t i c u l a r . u n d e r t o o k t o e x a m i n e t h e v a l i d i t y o f De 

M o r g a n ' s b o l d i n n o v a t i o n s - w h i c h e x t e n d e d t h e r e a l m s o f t r a d i 

t i o n a l l o g i c i n a r a t h e r u n o r t h o d o x way. I n M e n s e l ' s r e v i e w o f 

F L i n 1851 we r e a d : 

Mr. De Morgan reg a r d s the processes of a r i t h m e t i c and a l g e b r a as 

e x h i b i t i n g the pure form of reasoning [ . . . ] . H i s system, f u l l y 

c a r r i e d out, would make l o g i c an a p p l i c a t i o n o f mathematics: we 

h o l d mathematical, i n the same manner as any o t h e r r e a s o n i n g , t o be 

an a p p l i c a t i o n o f l o g i c . Our d i f f e r e n c e i s thus fundamental. We 

b e l i e v e t h a t t h e r e i s no tenable p r i n c i p l e of d i s t i n c t i o n between 

the matter and the form o f thought which w i l l not make the g r e a t e s t 

part of h i s "Formal l o g i c " m a t e r i a l
t a >

. 

De Morgan was n e i t h e r t h e f i r s t n o r t h e b o l d e s t t o h a v e 

" c o r r u p t e d L o g i c w i t h m a t h e m a t i c s " ; S o l l y a n d B o o l e h a d a l s o b e e n 

f o u n d g u i l t y o f s u b o r d i n a t i n g l o g i c t o m a t h e m a t i c s (Manse 1 

1 8 5 1 , 9 6 : 6 . 3 , ( 1 0 ) ] . N e v e r t h e l e s s , De M o r g a n ' s o f f e n c e was more 

c h a l l e n g i n g t o t h e s u p p o r t e r s o f t r a d i t i o n a l l o g i c , a s h i s b ook 

FL c l a i m e d by i t s l i t l e to be a s u b s t i t u t e f o r " f o r m a l l o g i c " . 

T h u s , o v e r l o o k i n g B o o l e ' s o r S o l l y ' s w o r k s w h i c h e m p h a t i c a l l y 

d e v i a t e d f r o m A r i s t o t e l i a n l o g i c w i t h t h e i r e x p l i c i t m a t h e m a t i c a l 

m e t h o d s , M a n s e l f o c u s e d o n i n q u i r i n g how f a r t h e c o n t e n t o f F L 

was i n d e e d " f o r m a l " *
3 1
. 

S e n s i t i v e t o c r i t i c i s m , and keen to defend t h e n o v e l t i e s 

i n t r o d u c e d i n S» and F L -which were v i r t u a l l y e l l r e j e c t e d b y Ha-
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mi Ito n end Hansel- De M o r g a n f e l t o b l i g e d t o submit e f u l l a c 

count o f h i s own v e r s i o n of the fonn-aetter d i s t i n c t i o n , es w e l l 

os t o sp e c u l a t e on the a c c e p t a b l e i n t e r a c t i o n s between mathe

m a t i c s end l o g i c . H i s responce wos e v e n t u a l l y i n c o r p o r e t e d i n h i s 

t h i r d memoir S
3
 Í 1 8 5 B ) , which, beside being the l e n g t h i e r memoir 

produced b e t w e e n 1847 end 1860, wos the most c h a o t i c piece of h i s 

l o g i c a l w r i t i n g s . I t i n c l u d e d a rother s a t i s f a c t o r y d i s c u s s i o n o f 

t h e f o r m - m a t t e r i s s u e , b u t i t a l s o d e l v e d i n t o e r e e x o m i n o t i o n o f 

l o g i c u n d e r a messy p h i l o s o p h i c a l p r i s m a n d en o b s e s s i o n w i t h 

c l a s s i f i c a t i o n [ 6 . 6 , ( 1 4 ) J . 

T h e s c o p e o f t h i s s e c t i o n i s t o e x a m i n e t h e d e g r e e o f c o n 

v e r g e n c e b e t w e e n m a t h e m a t i c a l and l o g i c a l m e t h o d s i n De M o r g a n ' s 

w r i t i n g s - e s p u b l i s h e d p r i o r t o S« on r e l a t i o n s - end t o p o i n t o u t 

h i s own comments on t h e m u t u a l u t i l i t y o f t h e s e s c i e n c e s . We know 

t h a t h i s two e l e m e n t e r y a c c o u n t s o f A r i s t o t e l i e n l o g i c . 11831) 

e n d [ 1 8 3 9 ] , were p r i n c i p a l l y meant f o r s t u d e n t s o f a l g e b r o ond 

l o g i c [ 3 . 4 6 .4, (8) ; 6 . 5) . We s e t o f f by e x a m i n i n g t h e p u r p o s e o f 

F L a n d t h e r o l e o f m a t h e m a t i c a l e x a m p l e s i n S=>, p r o c e e d i n g n e x t 

t o M a n s e l ' s a t t e c k a n d De M o r g a n ' s r e p l y t o i t . 

I n t h e m a n u s c r i p t s o f the o l d " P r e f e c e " o f F L we r e e d ; 

Of twenty yeers exprerience es a teacher o f mathematics I may now 

a f f i r m that the f i r s t h a l f of the period e s t a b l i s h e d in my mind 

t h e c o n v i c t i o n t h a t formal l o g i c i s a most importent p r e l i m i n a r y 

p a r t of every sound system of exact science and tha t the second 

h a l f has strengthened t h a t c o n v i c t i o n
1

* * . 

D r a w i n g a p a r a l l e l i s m b e t w e e n t h e i n s t r u c t i o n o f t h e f o r m e l l a w s 

o f i n f e r e n c e i n O x f o r d and t h a t o f E u c l i d a t C a m b r i d g e , he h e l d 

t h a t s t u d e n t s o f b o t h s c i e n c e s e r e u n a b l e t o comprehend t h e 

t e a c h e r ' s l e n g u a g e e n d l e a r n m e c h a n i c a l l y by l a c k i n g a p r o p e r 

s t u d y o f f i r s t p r i n c i p l e s . 

T h e s e c o n c e r n s w e r e s t r e s s e d f o r t h e f i r s t t i m e i n 1835 c u l 

m i n a t i n g i n t h e t r e a t i s e on f u n c t i o n s [ 1 8 3 6 ] ond t h e p a m p h l e t 

[18391 - s e e [ 3 . 4 , ( 1 4 ) , ( 1 5 ) , ( 2 2 ) ; 3 , 5 , ( 4 ) ; 6 . 5 ] . The s e c o n d d e c a d e 

o f m e t h e m e t i c e l t e e c h i n g e x p e r i e n c e r e i n f o r c e d De Morgen's c o n 

v i c t i o n f o r t h e n e c e s s i t y o f a more s o l i d w o r k w h i c h w o u l d 

c l e r i f y l o g i c e l f o u n d a t i o n e l i s s u e s f o r t h e . s t u d e n t end w h i c h 

w o u l d a l s o l e y t h e g r o u n d s f o r a r e v i v a l and e x t e n s i o n o f t r a d i -
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t i o n a l l o g i c f o r t h e a d v a n c e d r e a d e r . T h i s w o r k was F L [ 1 8 4 7 b ] 

w h i c h . i n c o n t r a s t w i t h ( 1 8 3 9 ] , was meent n e i t h e r e x c l u s i v e l y f o r 

t h e i n s t r u c t i o n o f y o u n g s t u d e n t s , n o r s o l e l y f o r m a t h e m a t i c i a n s . 

- C o n s i d e r i n g v a r i o u s m o d i f i c a t i o n s o f a l o g i c a l p r i n c i p i e . De M o r 

g a n w r o t e i n [ F L . 1 0 7 1 : 

I f a i l my readers were mathematicians. I might p j r s u e thèse extreme 

cases, as having i n t e r e s t on account of t h e i r enelogy w i t h the ex-' 

treme case which the entrance o f zéro and o f i n f i n i t e magnitude 

o b l i g e him t o c o n s i d e r . But as those who are not mathematicians 

wculd not be i n t e r e s t e d i n the analogy. and those who are can 

pursue the s u b j e c t f o r themselves, I w i l l go on. .. 

T h u s . De M o r g a n was c o n s c i o u s o f t h e f a c t t h a t h i s a u d i e n c e 

d i d n o t c o n s i s t n e c e s s a r i l y o f m a t h e m a t i c i a n s ; f r o m t h o s e who 

h a p p e n e d t o be he s i m p l y e x p e c t e d t h e c a p a b i 1 i t y t o d r a w 

a n a l o g i e s b e t w e e n t h e two s c i e n c e s . B u t w h i l e i n F L he was c a r e -

f u l t o a v o i d a n y r é f é r e n c e t o a l g e b r a - w i t h t h e u n i q u e e x c e p t i o n 

t h e i n s t a n c e w h e r e he a l l u d e d t o i t i n c o n n e c t i o n w i t h t h e t h e o r y 

o f t h e a b s t r a c t c o p u l a ( 6 . 5 . ( 4 ) ] - i n Sa he was t o be much b o l d e r 

i n p o i n t i n g o u t l i n k s b e t w e e n l o g i c a n d a l g e b r a , r e g a r d i n g t h e 

l a t t e r a s a p a r a d i g m a t i c s c i e n c e ( s e e 6 . 6 . ( 1 1 ) a n d t e x t b e l o w ] . 

De M o r g a n ' s f i r s t a p p e a l t o a l g e b r a i n o r d e r t o e s t a b l i s h a 

l o g i c a l n o t i o n was made i n (Si.3] when he w r o t e ; 

Those who teach A l g e t r a know how d i f f i c u l t i t i s t o make the s t u -

dent f u l l y aware t h a t a m s y be the négative q u a n t i t y , and-Gthe p o s i 

t i v e one. There i s a want of a s i m i l a r c o n ception i n regard t o 

d i r e c t (XI and c o n t r a r y [not-Xl terms. 

I n Sa, g e n e r a l i z i n g o v e r t h e dua1 i t y o f t h è s e two n o t i o n s , 

" n é g a t i v e " and " p o s i t i v e " , he c l a i m e d t h a t 3ince i n a l g e b r a " a i l 

o p p o s i t i o n s a r e i n s t r u m e n t a 1 l y r e d u c i b l e t o a d d i t i o n a n d 

s u b t r a c t i o n " , i n l o g i c a i l c o m p l e m e n t a r y n o t i o n s , s u c h a s 

" e x i s t e n t " and " n o n - e x i s t e n t " , o r " c o n j u c t i v e " a n d " d i s j u n e t i v e " 

c a n be r e d u c e d t o t h e c a s e of " u n i v e r s a 1 a n d p a r t i c u l a r " (Sa.23-

26] . Heppy w i t h h i s c o n c l u s i o n , he went o n t o make h i s h a b i t u a l 

h y p o t h e t i c a l s t a t e r a e n t : 

I think i t reasonebly probable that the advanee o f symbolic logic 

w i l l leed to a calculus of opposite r e l a t i o n s for mere ínference.es 
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g e n e r a l es tha t of + end - i n elgetre
t o
'. 

T h e n e x t i n s t e n c e o f a n a l o g y t o be r e i s e d was b e t w e e n 

" e l i m i n e t i o n i n a l g e b r a " e n d " i n f e r e n c e i n l o g i c " . F o r e x a m p l e : 

When I say " "John met Thomas i n the s t r e e t " -"John shook hands 

w i t h Thomas"- that i s , "John shook hands w i t h what John met i n t h e 

s t r e e t " " -there i s en e l i m i n a t i o n of 'Thomas" p e r f e c t l y answering 

i n process t o "e+x-b, y-c+x, t h e r e f o r e y^c+b-e"*** . 

T h e s e e r e c h a r a c t e r i s t i c i n s t a n c e s o f e n e l o g i e s w h i c h s e r v e d 

a r e i n f o r c e m e n t o f De M o r g a n ' s l o g i c a l a r g u m e n t s i n S . and 

S r . He had wa r n e d t h e r e a d e r i n t h e o p e n i n g o f t h e s e c o n d m e m o i r 

t h a t t h e methods t o be p u t f o r w a r d "have n o t h i n g i n common w i t h 

t h a t o f P r o f e s s o r B o o l e , whose mode o f t r e a t i n g t h e f o r m s o f 

l o g i c i s most w o r t h y t h e e t t e n t i o n o f e l l who c a n s t u d y t h a t 

s c i e n c e m a t h e m a t i c a l l y " [ S = . 22-3,-see (3) a b o v e ) . I n o t h e r w o r d s , 

t h e r e a d e r was p r e p a r e d s o a s n o t t o m i s u n d e r s t a n d De M o r g a n ' s 

f r e q u e n t e p p e e l t o e l g e b r a e n d e r r o n e o u s l y c o n c l u d e t h a t h i s 

t r e a t m e n t meant t o be m e t h e m e t i c e l . A n d , i n d e e d , i t i s t r u e t h a t 

De M o r g a n d i d n o t a p p l y a n y s o p h i s t i c e t e d c o n c e p t s , t h e o r e m s o r 

m e t h o d s i n h i s l o g i c - e s s t u d i e d s o f e r - w h i c h were d i s t i n c t l y 

m a t h e m a t i c a l . H o w e v e r , e s e h i s t o r i c a l l y m i n d e d s c i e n t i s t , he d i d 

h i s b e s t t o b e n e f i t f r o m t h e r e c e n t d e v e l o p m e n t o f a l g è b r e end t o 

e m p l o y b e s i c c o n c e p t s and g e n e r a l p r o c e d u r e s w h i c h a p p a r e n t l y 

w o u l d be c o m p r e h e n s i b l e e q u a l l y w e l l b ^ j m a t h e m a t i c i a n e n d 

t h e l o g i c i e n . * 

As e m a t t e r o f f e e t , e v e n t h i s m i n i m a l u s e o f e r i t h m e t i c e l 

a n d a l g e b r a i c n o t i o n s , a s i n t h e c a s e o f t h e n u m e r i c a l s y l l o g i s m 

( 6 6 . 2 ) . were t o c a u s e e s t i r emong s u p p o r t e r s o f t r a d i t i o n a l 

l o g i c . Above e l l , t h e d o c t r i n e o f t h e e b s t r a c t c o p u l e was t h e 

i s s u e p e r e x c e l l e n c e t o be r e j e c t e d by M e n s e l . And t h i s i s s u e was 

l y i n g i n t h e c o r e o f De M o r g e n ' s e x t e n s i o n o f t r a d i t i o n a l l o g i c 

e n d i t h e d t o be a r d e n t l y d e f e n d e d . The v e r y n o t i o n o f e x t e n s i o n 

^ - d i s c u s s e d by De M o r g e n p e r t i c u l e r l y i n c o n n e c t i o n w i t h 

H a m i l t o n ' s s y s t e m [ 6 . 6 , ( 9 ) 1 - wes b o r r o w e d b y De M o r g a n f r o m i t s 

a p p l i c a t i o n i n a l g e b r a . I n h i s r e v i e w . o f P e a c o c k ' s a l g e b r a De 

M o r g a n d i s t i n g u a s h e d f o r t h e f i r s t t i m e b e t w e e n g e n e r a 1 i z e t i o n 
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b y " i n d u c t i o n " a n d b y " e x t e n s i o n " ; t h e l a t t e r b e i n g i n t i m a t e l y 

c o n n e c t e d w i t h t h e f o r m e r ' s PEF ( 3 . 4 , t e x t a n d ( 1 5 ) - ( 2 2 ) J . E x t e n 

s i o n v i a a b s t r a c t i o n was t h o r o u g h l y i n v e s t i g a t e d i n h i s t r e a t i s e 

on f u n c t i o n s (1836] a n d t h e r e s u l t s o f t h a t s t u d y were f u r t h e r 

e l a b o r a t e d a n d a p p l i e d i n h i s p a p e r s o n t h e f o u n d a t i o n s o f a l 

g e b r a w h i c h c u l m i n a t e d i n t h e book T r i g o n o m e t r y and d o u b l e a l 

g e b r a f 1849c ] . De M o r g a n
1

 s outcome o.f h i s e x p e r i e n c e w i t h 

a b s t r a c t i o n i s s u m m a r i z e d i n S a a s f o l l o w s : 

In a l g e h r a . as i t now stands, the forms b o m and educated i n a r i t h 

metic have l e f t t h e i r parent and set up f o r themselves. Any mean

ings which obey c e r t a i n s p e c i f i e d laws may be adopted as the means 

o f g i v i n g e x p r e s s i o n t o the forms: and the r e s u l t s must be accepted 

as t r u e i n every i n s t a n c e i n which the combinations used are con

s i s t e n t and i n t e l l i g i b l e under the meaning g i v e n
< 7 >

 . 

F o l l o w i n g t h e e x a m p l e o f a l g e b r a . De M o r g a n h a d s e p a r a t e d i n 

F L t h e e s s e n t i a 1 f r o m t h e a c c i d e n t a 1 c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e 

c o p u l a " i s " i n o r d e r t o r e n d e r i t a b s t r a c t ( 6 . 5 . ( 4 ) 1 . T h i s 

p r o c e s s was n o t a c c e p t e d by a " l e a r n e d c r i t i c " who s a i d t h a t 

"some o f (De M o r g a n ' s ] modes o f m a k i n g t h e c o p u l a [ a b s t r a c t ] a r e 

l e s s a b s t r a c t , none more s o , t h a n i_s a n d i s n o t " [ S a , 5 0 - 5 1 1 . T h i s 

comment -among o t h e r m o t i v a t i o n s - u r g e d De M o r g a n t o d w e l l u p o n 

t h e i s s u e o f t h e a b s t r a c t c o p u l a i n h i s s e c o n d memoir i n 1 8 5 0 

[ 6 . 5 , 6 . 6 ] . H o w e v e r , M e n s e l ' s c r i t i c a l r e v i e w i n 1851 f o c u s e d e x 

c l u s i v e l y on F L . P r i o r t o commenting u p o n F L , he am p l y d i s p l a y e d 

h i s own c o n c e p t i o n o f t h e f o r m - m a t t e r ( h e r e a f t e r c i t e d a s FM) 

d i s t i n c t i o n [ 1 8 5 1 , 9 7 - 1 0 5 J w h i c h i n b r i e f i s a s f o l l o w s : 

The t h i n k i n g process i t s e l f may a l s o be d i s t i n g u i s h e d as m a t e r i a l 

o r f o r m a l . I t i s formal when the matter g i v e n i s s u f f i c i e n t f o r t h e 

completion o f the product, without any o t h e r a d d i t i o n than what i s 

communicated i n the a r t o f thought i t s e l f . I t i s material when t h e 

data are i n s u f f i c i e n t , and the mind has consequently t o go out o f 

the t h i n k i n g a c t t o o b t a i n a d d i t i o n a l m a t e r i a l s
t Q i

 . 

E x a m i n i n g upon these g r o u n d s the n u m e r i c a l s y l l o g i s m ( 6 6 . 4 ) 

which he a c c e p t e d as v a l i d , Mansel w o n d e r e d " i s i t v a l i d i n c o n 

sequence of i t s form or of i t s m a t t e r ? " To i n f e r e c o n c l u s i o n 

f r o m the p r e m i s e s alone we need to know thajt "33-21-12"; "Does he 
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d é r i v e t h i s Knowledge from l o g i c or from e r i t h e m t i c ? In the l e t -

t e r cese the conséquence i s not formol but m a t é r i e l . I t i s no 

enswer thet t h i s knowledge i s possessed by e l l c i v i l i 2 e d men" 

11851.108-91. A i l the remerks concerning the n u m e r i c e l l y d e f i n i t e 

s y l l o g i s m were a p p l i c a b l e t o the s u b s t i t u t i o n of p r o b e b i l i t y 

t h e o r y i n t h e place of m o d a l i t y ; " I f a i l o r i t h m e t i c a l end o l -

g e b r a i c a l p r o c e s s e s are e x t r a l o g i c a 1 , t h e t h e o r y of p r o b a b i l i t i e s 

i s of c o u r s e e x c l u d e d e l o n g w i t h e v e r y o t h e r e p p l i c e t i o n o f t h e 

c e l c u l u s " [ 1 8 5 1 . 1 1 1 ] . H o l d i n g f u r t h e r t h a t " n é g a t i o n i s n o t en 

a f f e c t i o n o f t h e p r e d i c a t e . b u t o f t h e c o p u l e " , M a n s e l r e j e c t e d 

De M o r g a n ' s a r i t h m e t i c a l s y s t e m ( 6 6 . 6 ) , e n d h i s n o v e l t y o f com-

p l e x s y l l o g i s m , o n t h e g r o u n d s t h a t " h i s w h o l e t h e o r y o f a 

m a t é r i e l u n i v e r s e , w i t h i t s p o s i t i v e c o n t r a r i e s , i s e x t r e l o g i c a l " 

[ 1 8 5 1 , 1 1 1 - 1 1 3 ] . 

F i n a l l y , Manse1 r e j e c t e d De M o r g a n ' s o b i i q u e i n f e r e n c e 

( 6 4 . 1 ) [ s e e 6 . 4 , ( 7 ) 1 a n d h i s e c c o u n t o f t h e c o p u l e h o l d i n g t h a t 

" t h e t r u e l o g i c a l c o p u l e we b e l i e v e t o be i n e l l c e s e s a n a s s e r 

t i o n o f i d e n t i t y o r d i s t i n c t n e s s , end a s s u c h . e f o r m o f t h e 

j u d g m e n t " [ 1 8 5 1 , 1 0 1 , f n ; 1 0 5 - 1 0 6 ] . D i s p l a y i n g t h e é v i d e n t f e l l a c i e s 

The hend t o u c h e s t h e pen P é r i s k i l l e d A c h i l l e s 

The pen t o u c h e s t h e p e p e r A c h i l l e s k i l l e d H e c t o r 

( 6 7 . 1 ) . 

T h e r e f o r e t h e h a nd t o u c h e s P a r i s k i l l e d H e c t o r 

t h e p e p e r 

M a n s e l e r g u e d as f o l l o w s "But how do t h è s e e x e m p l e s d i f f e r i n 

f o r m f r o m "A g i v e s B, B g i v e s C; t h e r e f o r e , A g i v e s C"? He w i l l 

t e l l u s t h e t t h e v e r b " g i v e s " c o m m u n i c a t e s i t s a c t i o n , t h e v e r b s 

" t o u c h " and " k i l l " d o n o t . But i s t h i s k n o w l e d g e f o r m a i o r 

m a t é r i e l ? " [ 1 8 5 1 , 1 0 6 - 7 ; s e e e l s o (8) e b o v e ) . 

De Morgan and h i s c r i t i c s b o t h a g r e e d t h e t t h e p r o p e r t y o f 

t r e n s i t i v i t y i s e m a t é r i e l i s s u e . H o w e v e r . t h e y had d i f f é r e n t 

c o n c e p t i o n s o f t h e n a t u r e o f t h e c o p u l e . S t i c k i n g e x c l u s i v e l y t o 

" i s " , M a n s e l and H a m i l t o n h e l d t h a t t h e c o p u l e i s e f o r m a i s i g n 

i n c o r p o r e t e d i n t h e f o r m o f t h e p r o p o s i t i o n . De M o r g a n , on t h e 

o t h e r h e n d , d i d n o t d i f f e r e n t i a t e b e t w e e n " i s " e n d " g i v e s " , i n 

t h e s e n s é o f " p r o d u c e s " ; t h e l e t t e r i s n e i t h e r l e s s e b s t r e c t n o r 

more m a t é r i e l t h a n t h e f o r m e r . F o r t h i s r e a s o n he had - c l e i m e d i n 

[ S ^ , 6 8 ] t h a t "the c o p u l e h e s b een m a t é r i e l t o t h i s d a y ".e d u b i o u s 
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s t a t e m e n t w h i c h was n o t s u r p r i s i n g l y r e f u t e d by M a n s e l [ 1 8 5 1 , 1 0 1 

f n ] , G i v e n t h e v i e w s o f " t r a d i t i o n a l l o g i c i a n s , De M o r g a n ' s s t a t e 

ment was e n o u g h t o c a s t d o u b t s o n how f a r h i s l o g i c was f o r m a l o r 

m a t e r i a l c a l l i n g i n q u e s t i o n h i s own d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h e s e 

two n o t i o n s
< s > >

 . 

De M o r g a n ' s d u b i o u s s t a t e m e n t i s f a r f r o m b e i n g t h e u n i q u e 

c a s e o f a p u z z l i n g , o b s c u r e s t a t e m e n t i n h i s w r i t i n g s . We h a v e , 

f o r i n s t a n c e , h i s c h a r a c t e r i s t i c o s c i l l a t i o n b e t w e e n m e a n i n g f u l 

and f o r m a l a l g e b r a w h i c h w o u l d p u z z l e h i m f r o m 1835 u p t o t h e 

1 860's [ s e e 3 . 5 , 3 . 9 1 . B u t . i n a s e n s e , De M o r g a n was more c o n s i s 

t e n t a n d l i n e a r i n h i s l o g i c ; he d i d t a k e a c o n s i d e r a b l e s t e p 

t o w a r d s t h e f o r m a l i z a t i o n o f t h e c o p u l a i n S= - t o t a l l y o v e r l o o k e d 

by M a n s e l - a n d f u r t h e r i n S
3
. a s we s h a l l s e e b e l o w . . A n d a s we 

w i l l s e e i n 6 . 8 . De M o r g a n ' s S* c o n s i s t e d ^ o f f o r m a l l y 

v a l i d i n f e r e n c e s . B u t l e t us s e e De M o r g a n ' s own a c c o u n t o f t h e 

FM d i s t i n c t i o n p r o v i d e d i n S
3
 a n d h i s r e p l y t o c e r t a i n o f 

M a n s e l ' s a c c u s a t i o n s . 

A c c o r d i n g t o De M o r g a n . t h e FM i s s u e i s e v i d e n t l y c o m p r i s e d 

i n t o t h e p r o c e s s o f " a b s t r a c t i o n " a n d " g e n e r a l i z a t i o n " ; a p 

p a r e n t l y u n a w a r e o f t h e f a c t " t h a t h e a b s t r a c t s f o r m f r o m 

m a t t e r " , t h e m a t h e m a t i c i a n d o e s s o c o n s t a n t l y i n p r a c t i c e 

[ S 3 , 7 7 ] . C l a i m i n g t h a t b o t h g e o m e t r y a n d a r i t h m e t i c b a s i c a l l y 

s p r i n g o u t o f man's m a t h e m a t i c a l a b i l i t y t o s e p a r a t e " s p a c e f r o m 

m a t t e r f i l l i n g i t " [ S 3 , 7 7 ] , he went on t o s a y : 

D i s t i n c t i o n s which are of form i n a r i t h m e t i c become m a t e r i a l i n a l 

g e b r a . The lower forms of algebra become m a t e r i a l i n the algebra o f 

the f u n c t i o n a l symbol. The f u n c t i o n a l form becomes m a t e r i a l i n the 

d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s , most v i s i b l y when t h i s l e s t i s merged i n the 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s *
1 0

* . 

The s t u d y o f t h i s s e e l e o f g r e d u a l a b s t r e c t i o n a n d 

g e n e r a l i z a t i o n h a d b e e n d i s t i n c t l y c a r r i e d o u t by De M o r g a n i n 

h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s ; f o r i n s t a n c e 

t h e i d e n t i t y " f ( x ) - x
3

+ l " i s a f o r m a l s t a t e m e n t f r o m t h e p o i n t o f 

v i e w o f a r i t h m e t i c , b u t a m a t e r i a l o n e i n t h e c a l c u l u s o f t h e 

more a b s t r a c t o p e r a t i o n s y m b o l s A, d / d x e t c [ s e e 3.6] . I n 

( 1 8 6 0 c , 2 4 6 ] he i l l u s t r a t e d t h e FM i s s u e s a y i n g t h a t i n a l g e b r a 

"8+4-4+8 i s b u t one m a t e r i a l i n s t a n c e o f t h e f o r m a+b-b+a" w h i l e 
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i t i s e " f o r m " * l o w o f t h o u g h t " i n e r i t h e t i c . W h i l e t h i s p r o c e s s 

i s u n l i m i t e d w i t h ^ i n m o t h e m o t i c s ( s e e S y l v e s t e r ' s s t o t e m e n t i n 

5 . 1 0 , ( 1 2 ) ) , f o r De M o r g e n t h e r e i s e s i m i l o r l i m i t e d p r o c e s s f o r 

t h e g r o d u o l formo 1 i z e t i o n o f t h e j u d g m e n t o s d i s p l e y e d i n t h e 

t o b l e b e l o w ; 

H y p o t h e s i s 

( P o s i t i v e l y t r u e ) E v e r y man i s a n i m a l 

E v e r y man i s Y Y has e x i s t e n c e 

( 6 7 . 2 ) E v e r y X i s Y X h a s e x i s t e n c e 

E v e r y X-Y - i s a t r a n s i t i v e 

r e l a t i o n 

a o f X-Y a a f r a c t i o n < o r - l 

( P r o b a b i l i t y ? ) a o f X-Y ß e f r a c t i o n < o r - l 

c l a i m i n g t h a t t h e l e s t s t e p " i s n e a r l y t h e p u r e l y f o r m e l j u d g 

m e n t , w i t h n o t e s i n g l e m e t e r i e l p o i n t i n i t . e x c e p t t h e t r a n s i -

t i v e n e s s o f t h e c o p u l a . B u t i_s i s more i n t e n s e t h e n t h e s y m b o l - , 

w h i c h means o n l y t r e n s i t i v e c o p u l e : f o r i_s h a s t r e n s i t i v e n e s s e n d 

m o r e . S t r i k e o u t t h e w o r d t r a n s i t i v e . and t h e l e s t l i n e shews 

t h e p u r e f o r m o f t h e j u d g m e n t " [ S 3 . 8 0 ] . 

T o d e f e n d h i s d o c t r i n e o f t h e e b s t r e c t c o p u l e o s r e j e c t e d by 

M e n s e l on t h e g r o u n d s o f t h e f a l l a c i e s ( 6 7 . 1 ) , De Morgen w r o t e 

p r i o r t o ( 6 7 . 2 ) : " I m i g h t e s w e l l s a y t h a t " E v e r y X i s Y" i s a 

m a t e r i e l p r o p o s i t i o n : i t i s o f t h e m a t t e r , o f X e n d Y w h e t h e r i t 

be t r u e o r no" [ 5 3 , 8 0 ) . The two men had d i f f e r e n t c o n c e p t i o n s o f 

t h e FM i s s u e ; w h i l e M a n s e l g e v e h i s own i n a v e g u e way. De M o r g a n 

went d e e p l y i n t o t h e h e a r t o f t h e m a t t e r s h o w i n g by t h e c h a i n o f 

p r o p o s i t i o n s ( 6 7 . 2 ) how " t h e r e i s e x c l u s i o n o f m a t t e r , f o r m b e i n g 

p r e s e r v e d , a t e v e r y s t e p " i n e most e c c u r a t e wey. To do s o he 

d r e w , a s i t i s e v i d e n t f r o m t h e c i t e t i o n i n (10) a b o v e , on t h e 

c a l c u i u s o f f une t i o n s . T h i s f a c t i s b e s t a c k n o w l e d g e d i n 

B o c h e n s k i [ 1 9 7 0 , 3 2 0 ] : 

N e i t h e r De Morgen nor eny other l o g i c i a n can remain at so high a 

l e v e l of a b s t r a c t i o n as i s here achieved. B a s i c a l l y , t h i s i s a 

r e d i s c o v e r y of the s c h o l a s t i c concept of form, made through a 

broadening of the mathematical concept of f u n c t i o n , f o r vhich we 

r e f e r t o P e i r c e end Frege. 

T h e l a s t s t e p s o f (67.2) s u f f i c e t o r e s c u e De Morgan's nume-
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r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m a n d t h e p r o b a b i l i t y t h e o r y f r o m 

M a n s e l ' s a t t a c k s . C o n f i n i n g t o H a n s e l ' s o b j e c t i o n c o n c e r n i n g t h e 

c a s e ( 6 6 . 4 ) , we have De M o r g a n ' s a n s w e r i n b r i e f a s f o l l o w s . - we 

do n o t e x p e c t a l o g i c i a n t o know "as much" a s t h a t " 3 3 - 2 1 * 1 2 " ; i t 

s u f f i c e s f o r t h e g e n e r a l c a s e ( 6 6 . 2 ) t o h o l d t r u e t o t a k e u n d e r 

c o n s i d e r a t i o n t h e r e s t r i c t i o n ( 6 6 . 5 ) . I f t h e l a t t e r c o n d i t i o n 

h o l d s , t h e n (66.2) i s v a l i d [ 5 3 . 8 0 - 8 1 ] . 

The p r o c e s s s k e t c h e d i n ( 6 7 . 2 ) f o r t h e f o r m u l a t i o n o f t h e 

p u r e f o r m o f t h e judgment was e x t e n d e d t o t h e a n a l y s i s o f 

r e a s o n i n g . "A l i t t l e c o n s i d e r a t i o n " , he w r o t e , " w i l l s h e w u s t h a t 

e v e r y i n f e r e n c e w h i c h i s a n y t h i n g more t h a n p u r e s y m b o l i c r e p r e 

s e n t a t i o n o f i n f e r e n c e , i s due t o t h e p r e s e n c e o f s o m e t h i n g 

m a t e r i a 1 " [ 8 1 , S a ] . Assume two p u r e 1y f o r m a 1 p r o p o s i t i o n s 

- a c c o r d i n g t o ( 6 7 . 2 ) -

( 6 7 . 3 ) P - A - Q , R - B - S , 

w h e r e t h e o b j e c t s P,Q,R,S a r e c o n n e c t e d v i a t h e r e l a t i o n s A a n d 

B. T o r u b o u t R and w r i t e f o r i t Q a n d i n f e r "P - AB - S" t h e 

p r o c e s s i s m a t e r i a l . I f we s u b s t i t u t e t h e m a t e r i a l c o p u l a " i s " 

f o r A a n d B we ha v e t h e m a t e r i a l i n f e r e n c e "P i s Q, Q i s S, 

t h e r e f o r e P i s S". 

V i a t h i s a n a l y s i s De M o r g a n s h o w e d t h a t t r a d i t i o n a l l o g i c i s 

i n f a c t a m a t e r i a l i n s t a n c e o f t h e l o g i c o f r e l a t i o n s . I n h i s own 

w o r d s he c l a i m e d t h a t ; 

I n common l o g i c , the o b j e c t s o f i n f e r e n c e , b e i n g terms expressed i n 

general symbols, are v o i d of matter,- t h e r e l a t i o n s between them , 

and the modes o f inference, are m a t e r i a l : I speak of l o g i c a s i t 

i s . Many r e l a t i o n s have a common form: the l o g i c i a n cannot y e t see 

t h a t when many cases, no matter what, proceed upon a common p r i n 

c i p l e , h i s concern i 3 with t h a t p r i n c i p l e . I t i s h i s b u s i n e s s t o 

apprehend the p r i n c i p l e and t o shew, as t o the modus operandi o f 

the mind how c o n t a i n i n g cases s e v e r a l l y c o n t a i n i t , and a p p l y 

i t
< 1 4 >

. 

W h i l e M a n s e l a v o i d e d to e n t e r i n t o a ny d i s c u s s i o n of S
a
, 

H a m i l t o n a p p a r e n t l y d i d . o b j e c t i n g t o the a n a l y s i s of l o g i c a l op

p o s i t i o n s g i v e n i n (5) a b o v e . De M o r g a n ' s commentary on t h i s ob

j e c t i o n i s w o r t h r e c o r d i n g : 

I hope at some future time to treat of a pure form of opposition 
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which runs through o l l c o n t r a r i e s . I n [Bs] I geve some eccount o f 

the wey i n which v e r i o u s words [...) Lay be described i n terms of 

eny one of the o t h e r s . An eminent c r i t i c [Homilton] there upon says 

t h e t I " f o r m e l l y i d e n t i f y " these terms. I f t h i s meens t h e t I s a y , 

i n form, t h e t they ere i d e n t i c e l , he i s not c o r r e c t : but i f i t meen 

t h e t I contend f o r e common form running through e i l l o g i c a l op

p o s i t i o n s , he i s c o r r e c t so f a r es t h i s , t h a t I ventured t o p r e d i c t 

the future establishment o f such e form. My c r i t i c edds th e t my 

system i s e witches ' ceu 1 dron: I eccept the phrese. Algehra i s e 

witches ceuldron. I t nas two hendles, + end - . By these we l i f t on 

the f i r e . et once, the d i s t i n c t i o n s of e d d i t i o n end s u b s t r e c t i o n . 

m u l t i p l i c a t i o n end d i v i s i o n , up end down [ . . . ] . They a l l b o i l 

t o g e t h e r , end the r e s u l t s are megicel. The s p e l l was impaired by 

the long time which c e r t a i n r o o t s (of negative q u e n t i t i e s ) took t o 

b o i l ; but they ere now q u i t e done. "Ihe log i cal ceuldron, o f which I 

have some f u r t h e r Knowledge, I hope t o s e t b o i l i n g et some f u t u r e 

t i m e '
1 2

' . 

N e g e t i v e numbers b e i n g e c c e p t e b l e by P e a c o c k ' s P E F , e l g e b r a 

beceme g r a d u e l l y i n t h e 1 6 3 0 ' s end 1 840's e p o w e r f u l m a g i c e l 

c a u l d r o n i n De M o r g e n ' s h e n d s . T h i s p a r e d i g m e t i c s c i e n c e o f f e r e d 

h i m t h e e b i l i t y t o e x t e n d e n d t o f o r m e l i z e ^ e s w e l l e s t o p e r c e i v e 

s i m i l a r i t i e s b e t w e e n f o r m s and p r i n c i p l e s [ s e e ( 5 ) . ( 1 0 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) 

e b o v e ) . I n r e p l y t o M e n s e l ' s a c c u s a t i o n o f s u b o r d i n e t i n g l o g i c t o 

m e t h e m a t i c s . De M o r g a n b r i e f l y c l a r i f i e d t h e t h i s t r e e t m e n t wes 

n o t p e c u l i e r l y m e t h e m a t i c e l s a y i n g : 

I am cherged w i t h m e i n t e i n i n g t h e t thought i s e brench of e l g e b r a , 

i n s t e e d o f elgebra a brench of thought. Ihe enswer i s eesy enough. 

L o g i c c o n s i d e r s , not thought, but the form of thought [ . . . ] . He who 

makes me confound e i l o t h e r thought with a l g e b r a , be cause I c e l l 

a t t e n t i o n t o whet i s more v i s i b l e i n algebra than i n other thought, 

though i t e x i s t s i n a l l thought, must make h i s own l o g i c respon-

sibîe f o r the i n s t a n c e , not m i n e *
1

" . 

I n r e p l y t o H a m i l t o n ' s o b j e c t i o n he v e g u e l y i m p l i e d t h e t he 

may t e k e s u c h a b o l d s t e p i n t h e f u t u r e ; e q u a l l y v a g u e he w e r e i n 

t h e o p e n i n g o f S= when he d i s c u s s e d t h e f u t u r e i n t e r a c t i o n b e 

t w e e n t h e two s c i e n c e s * . 
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As j o i n t a t t e n t i o n t o l o g i c and mathematics i n c r e a s e s , a l o g i c w i l l 

grow among the mathematicians . d i s t i n g u i s h e d from the l o g i c of the 

l o g i c i a n s by having, the mathematical element p r o p e r l y s u b o r d i n a t e d 

t o the r e s t . This mathematical l o g i c [, ..J w i l l commend i t s e l f t o 

the educated world by showing an a c t u a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e i r 

form of thought [...] i n s t e a d of a m u t i l a t e d and one s i d e d f r a g 

ment, founded upon canons of which they n e i t h e r f e e l the f o r c e nor 

see the u t i l i t y *
1

* * . 

De M o r g a n i n t r o d u c e d t h e t e r m " m a t h e m a t i c a l l o g i c " f o r t h e 

f i r s t t i m e i n t h i s p a s s a g e [S
3
,78]. What d i d he mean by i t ? A n d 

what d i d he i m p l y when he w r o t e i n (12) a b o v e t h a t he w o u l d s e t 

t h e l o g i c a l c a u l d r o n " b o i l i n g a t some f u t u r e t i m e " ? F u r t h e r b e l o w 

i n Sa t h e r e p r e s e n t a t i v e f o r m o f a " m a t h e m a t i c a l " p r o p o s i t i o n i n 

l o g i c was t a k e n t o be "The c l a s s "man" i s i n c l u d e d i n t h e c l a s s 

" a n i m a l " " [S
3
,96 ; see(67.5) b e l o w ] . And t h e r e a r e r e a s o n s t o 

b e l i e v e t h a t t h e c a u l d r o n o f l o g i c a l o p p o s i t i o n s g a v e r i s e t o h i s 

l o g i c o f r e l a t i o n s i n 1860 [6.8-6.9]. T h e r e a r e , h o w e v e r . many 

u n c l e a r i n s t a n c e s i n Sa w h i c h a l o n e do n o t a f f o r d a t t h e moment a 

s a t i s f a c t o r y s p e c u l a t i o n o n De M o r g a n ' s c o n c e r n s o n t h e m u t u a l 

a p p l i c a t i o n o f l o g i c a n d m a t h e m a t i c s . We t h u s p r o c e e d t o a b r i e f 

c o m m e n t a r y o n t h e i s s u e o f s y m b o l i c n o t a t i o n i n De M o r g a n ' s 

l o g i c , c o n c l u d i n g w i t h a r e p r e s e n t a t i v e i n s t a n c e o f h i s o b s e s s i o n 

w i t h c l a s s i f i c a t i o n t h r o u g h w h i c h he r e e x a m i n e d l o g i c a l f o r m s . 

As we saw i n [ 6 . 6 , t e x t a b o v e (66.15)]. b o t h M a n s e l a n d 

H a m i l t o n d i s a p p r o v e d o f De M o r g a n ' s n o t a t i o n . The l a t t e r r e p l i e d 

i n S
3
 i n a g e n e r a l way: 

A great o b j e c t i o n has been r a i s e d by the employment o f mathematical 

symbols: and i t seems t o be taken f o r granted that any symbols used 

by me must be mathematical. The t r u t h i s t h a t I have not made much 

use of symbols a c t u a l l y employed i n a l g e b r a *
1 3

* . 

A more s p e c i f i c r e p l y t o M a n s e l was i n c o r p o r a t e d i n S
=
 f i v e 

y e a r s l a t e r ; 

To t h i s I say f i r s t , t h a t + and * are not s i g n s p e c u l i a r e i t h e r t o 

a r i t h m e t i c o r t o algèbre. A person who has no cou n t i n g , and a s y e t 

no symbols, might be introduced a t once t o the symbolic a g g r e g a t i o n 

o f concrete lengths, which i s seen i n 
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T h u s , w h i l e t h e r e i s é v i d e n c e t h e t De M o r g e n d i d d r e w f r o m 

e r i t h e r o t i c e n d r e t i o s t o i n v e n t h i s n o t e t i o n i n l o g i c ( 6 . 6 , ( 1 3 ) ] , 

he d i d n o t e m p l o y eny c o m p l i c e t e d m e t h e m e t i c a l n o t e t i o n p e c u l i e r 

s p e c i f i c e l l y t o e l g e b r e . He d i d a d m i t , t h o u g h , i n [ S s , 3 2 4 , f n 2) 

t h e t " F o r g e t t i n g t h e t I wes n o t w r i t i n g w h o l l y f o r m e t h e -

m a t i c i a n s , I u s e d e x p r e s s i o n s o n t h i s s u b j e c t w h i c h were 

m i s u n d e r s t o o d " . De M o r g e n p e i d p e r t i c u l e r a t t e n t i o n t o t h e i m p o r -

t e n c e o f n o t e t i o n i n t h e d e v e l o p m e n t o f e n y s c i e n c e : " E v e r y 

s c i e n c e t h e t h e s t h r i v e n hes t h r i v e n upon i t s own s y m b o l s " 

[ S
3
, 8 8 ] . He h e d a l w a y s i n m i n d t h e p e r e d i g m e t i c c e s e o f e l g e b r a 

whose p e c u l i e r n o t e t i o n e f f o r d e d r e p i d i t y , s i m p l i c i t y . c o n d e n s i t y 

end s y m m e t r y , p r o p e r t i e s w h i c h h i s d o t - b r e c k e t n o t e t i o n ( 6 6 . 1 5 ) 

wes s h o w n t o p o s s e s s t o o . Above a i l . t h e FM s e p e r a t i o n ( e s i l -

l u s t r e t e d i n ( 1 0 ) , ( 1 1 ) e b o v e ) demends o f d i s t i n c t s y m b o l s f o r t h e 

d i f f é r e n t l e v é i s i n t h e s c a l e o f e b s t r e c t i o n end g e n e r e 1 i z a t i o n 

- a s e x e m p l i f i e d i n t h e t a b l e ( 67.2) e b o v e . Upon t h è s e g r o u n d s he 

w r o t e i n S*: 

E v e r y System of s i g n s , before i t hes become f a m i l i e r [...] i s 

répulsive, d i f f i c u l t , unmeening (...î. But i t i s too c e r t e i n t o 

need ergument th e t the séparation of form and metter r e q u i r e s es 

meny symbols as t h e r e ere s é p a r a t i o n s
( 1 7 >

 . 

He was t o f o l l o w on t h è s e u n e s i n h ¿ > vicuo n o t a t i o n i n -

t r o d u c e d i n S* f o r h i s l o g i c o f r e l a t i o n s [ 6 . 8 - 6 . 9 ) . B e f o r e we 

p r o c e e d t o a s t u d y o f t h e l e t t e r s u b j e c t , t h e g r o u n d s o f whose 

d e v e l o p m e n t w e r e p r e p e r e d i n S
3
 [ 6 . 8 ) , l e t us c o n c l u d e o u r e c -

c o u n t w i t h De M o r g e n ' s d i v i s i o n o f l o g i c - o m i t t i n g h i s ample 

d i s c u s s i o n o f p h i 1 o s o p h i c e 1 end l o g i c a l i s s u e s . He f i r s t d i s t i n -

g u i s h e d b e t w e e n t h e " o b j e c t i v e " end t h e " s u b j e c t i v e " p a r t o f 

l o g i c : t h e f o r m e r c o n s i s t s m e r e l y o f t h e e r i t h e t i c b r e n c h o f 
A A 

l o g i c w h i c h d e e l s w i t h i n d i v i d u e l o b j e c t s . t h e l a t t e r w i t h e t -

t r i b u t e s e n d c l a s s e s [ S * . 8 9 , 1 1 7 - 1 1 9 ] . T h u s , u n d e r the f o r m e r 

c e t e g o r y we h e v e t h e n u m e r i c e l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m i n w h i c h t h e 

System ( 6 6 . 6 ) b a s e d on c o n t r a r i e s i s c o m p r i s e d (see 6.6 text end 

( l ) - ( 8 ) ] . The s u b j e c t i v e b r a n c h i s f u r t h e r s u b d i v i d e d 
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( S a . 9 6 , 123;S.179J a s f o l l o w s : 

S u b j e c t P r e d i c a t e 

Mathemat i c a l C l a s s C l a s s 

( 6 7 . 4 ) P h y s i c a l C l a s s A t t r i b u t e 

M e t a p h y s i c a 1 A t t r i b u t e A t t r i b u t e 

C o n t r a p h y s i c a 1 A t t r i b u t e C l a s s 

T h u s , De M o r g a n ' s s y l l o g i s - t i c c a l c u l u s a d m i t s o f a t l e a s t 

f i v e d i f f é r e n t i n t e r p r é t a t i o n s . T a k i n g f o r e x a m p l e " E v e r y man i s 

a n a n i m a l " we d i s t i n g u i s h t h e f o l l o w i n g f i v e r e a d i n g : 

(1) A r i t h m e t i c a l E v e r y man i s an a n i m a l 

(2) M a t h e m a t i c a l The c l a s s "man" i n c l u d e d i n t h e 

c l a s s " a n i m a l " 

( 6 7 . 5 ) (3) P h y s i c a l The c l a s s "man" h a s t h e a t t r i b u t e 

" h u m a n i t y " 

(4) M e t a p h y s i c a 1 The n o t i o n " a n i m a l " a c o m p o n e n t 

o f t h e n o t i o n "human" 

(5) C o n t r a p h y s i c a 1 "Human", an a t t r i b u t e t o be l o o k e d 

f o r w i t h i n t h e c l a s s " a n i m a l " 

(Sa.96;S.188-190]. As we s h a l l s e e i n 6.8, t h e s y l l o g i s m c a r r i e d 

o u t w i t h i n (2) o r (4) o f ( 6 7 . 5 ) i s b a s e d u p o n c o m b i n a t i o n - o r 

c o m p o s i t i o n - o f r e l a t i o n s [ S a , 1 0 7 ; 6 . 8 , ( 1 ) ] . 

6.8 De Morgan's l o g i c o f r e l a t i o n s : 1 8 5 8-1860• 

I n 1831 De M o r g a n h e l d t h a t t h e r e a s o n i n g p r o p e r l y c o n s i s t s 

i n t h e manner i n w h i c h t h e t r u t h s o f t h e r e l a t i o n s a s s u m e d " a r e 

c o m b i n e d s o a s t o p r o d u c e new r e l a t i o n s " [ 6 . 5 . t e x t a b o v e ( 3 ) J . 

E i g h t y e a r s l a t e r he g a v e a v e r y f i r s t i n s t a n c e o f c o m p o s i t i o n o f 

r e l a t i o n s i n " p a r t o f p a r t " w h i c h a p p e a r e d i n t h e a f o r t i o r i s y l 

l o g i s m (65.7) . T h u s , h i s l o g i c o f r e l a t i o n s was t o a r i s e 

g r a d u a i l y f r o m h i s t h e o r y o f t h e s y l l o g i s m g r o u n d e d u p o n i t i n 

1850 a n d c o n s é q u e n t l y d e v e l o p e d w i t h i n i t s r e a l m s i n t h e l a t e 

1 8 5 0 ' s . N o t i c i n g b r i e f l y t h e f r a m e - w o r k w i t h i n w h i c h he b u i l t t h e 

f o u n d a t i o n s o f t h i s n o v e l t h e o r y i n Sa, and p a r t i c u l a r l y i n Sa, 

we w i l l f o c u s i n t h i s s e c t i o n o n t h e b a s i c n o t i o n s a n d t h e o r e m s 

i n t r o d u c e d i n S* [ 1 8 6 0 a ] . O u r s c o p e i s t o p u t t h e b a s i s f o r a 

c o m p a r i s o n b e t w e e n De M o r g a n ' s s t r u c t u r e o f t h e c a l c u l u s o f f u n c -

t i o n s (18361 and t h a t o f r e l a t i o n s i n o u r c o n c l u d i n g s e c t i o n . I n 
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s o d o i n g we w i l l e v o i d t o e n t e r d e e p l y i n t o p h i l o s o p h i c e l e n d 

l o g i c e l i s s u e s , m e r e l y t o u c h i n g u p o n r e l e t i o n e l s y l l o g i s t i c t o 

w h i c h t h e s e c o n d p a r t o f S* i s d e v o t e d . 

De Morgen t o o x t h e f i r s t i m p o r t e n t s t e p t o w e r d s h i s l o g i c o f 

r e l e t i o n s i n 1847 when ne s e p e r e t e d t h e e s s e n t i e l f r o m t h e e c -

c i d e n t e l p r o p e r t i e s o f t h e c o p u l e " i s " [ F L ; 6 . 5 . ( 4 ) , ( 5 ) ] . I n 1850 

ne f o n n u l e t e d v e l i d s y l l o g i s t i c i n f e r e n c e s , " i s " e x t e n d e d now t o 

"nos r e l e t i o n t o " , t h e c o n c l u s i o n o f t h e i n f e r e n c e b e s e d o n com

p o s i t i o n o f e r b i t r e r y r e l a t i o n s , ( 6 5 . 1 1 ) . L e t " — " end " . . . " 

s t a n d f o r two r e l e t i o n s L and M; "777" d e n o t i n g t h e i r Compound 

LM. T h e n . (65.11) was g i v e n s y m b o l i c a l l y i n S= by ( 6 5 . 1 3 ) , 

A X — Y 

( 6 8 . 1 ) A Y ...Z 

A X . . .Z 

d e n o t e d i n S*, e s we s h e l l s e e , by 

A X..LY 

( 6 8 . 2 ) A Y..MZ 

A X..LMZ 

[ S = , 5 7
;
S * . 2 3 2 ; s e e ( 6 8 . 1 2 ) end ( 6 8 . 1 4 ) 1 . 

T h e s t e p ( 6 8 . 1 ) i n 1850 shows De M o r g e n ' s f i r s t m a j o r 

e c h i e v e m e n t i n e b s t r e c t i o n end g é n è r e 1 i z e t i o n . The f i n e 1 s t e p 

t o w e r d s e b s t r e c t i o n i n t h e t h e o r y o f t h e c o p u l a wes e f f e c t e d i n 

Su i n ( 6 7 . 2 ) . A c c o r d i n g l y , t h e " s u p r ê m e f o r m o f e s y l l o g i s m o f 

one m i d d l e t e r m [ ( 6 8 . 1 ) ] " w o u l d be 

T h e r e i s t h e p r o b a b i l i t y a t h a t X i s i n r e l e t i o n L t o Y 

( 6 8 . 3 ) T h e r e i s t h e p r o b e b i l i t y 8 t h a t y i s i n r e l a t i o n M t o Z 

W h e n c e : t h e r e i s t h e p r o b e b i l i t y aß t h a t X i s i n r e l a t i o n L o f M 

t o Z. 

[ S - , 2 1 8 ] . 

How g r e e t i s t h e r ô l e p l a y e d by t h e d o c t r i n e o f t h e e b s t r a c t 

c o p u l a e n d r e l a t i o n a l s y l l o g i s m o f t h e g ê n e r a i form.. ( 6 8 . 1 ) o r 

( 6 8 . 2 ) w i t h i n l o g i c ? "The o n l y c o p u l e w h i c h l o g i c i e n s p r o v i d e , 

f o r a i l t h e modes o f r e e d i n g " , w r o t e De M o r g a n i n 1858, " a s t h e 

S u b s t a n t i v e , v e r b " i s . " . N o r - i s e n o t h e r w a n t e d . s o l o n g e s one 

r e l a t i o n o n l y i s u s e d : b u t more must now be f o u n d " [53,100]. L o -
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g i c i a n s had a d m i t t e d o n l y o f " f o r m a l " i n f e r e n c e s . r e j e c t i n g a l l 

o t h e r s on t h e g r o u n d s t h a t t h e y a r e " m a t e r i a 1 " ( 6 . 7 t e x t a n d 

( 8 ) ] . Thus p l e n t y o f v a l i d i n f e r e n c e s , s u c h a s ( 6 6 . 1 ) -

( 6 6 . 4 ) , ( 6 5 . 5 ) - t o m e n t i o n a f e w - c a n n o t be j u s t i f i e d w i t h i n 

t r a d i t i o n a l l o g i c , u n l e s s r e d u c e d t o " f o r m a l " i n f e r e n c e s by a n 

e x t r a s t e p . T h i s e x t r a s t e p i n v o l v e s n o t h i n g more b u t 

" c o m b i n a t i o n o f r e l a t i o n s " , a p r o c e s s - p r a c t i c e d b y t r a d i t i o n a l 

l o g i c i a n s - w h i c h " i s n o t d i s t i n c t l y p r o c l a i m e d , a n d u n i v e r s a l l y -

a p p l i e d " ( S * . 2 1 6 - 7 ) . Among t h e r e a s o n s why t h i s p r o c e s s was n o t 

a c k n o w l e d g e d and a t t e n d e d t o b e f o r e De M o r g a n , was t h e e x c e s s i v e 

a t t e n t i o n p a i d t o t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e w h i c h 

" t o t a l l y p r e v e n t e d t h e e x p r e s s i o n o f any s y l l o g i s m a s a c o m b i n a 

t i o n o f r e l a t i o n s " ; f o r e x a m p l e , no one c o u l d s a y t h a t t h e 

p r o c e s s o f t h e f i g u r e AAA i s e x p r e s s e d b y " S p e c i e s o f s p e c i e s i s 

s p e c i e s " ( S 3 . 1 0 1 ; s e e a l s o 6 . 9 , ( 7 ) 1 . 

De Morgan h a d f o r e s e e n by t h e l a t e 1 8 4 0 * s t h e n e c e s s i t y t o 

e x t e n d t h e l i m i t e d r e a l m s o f t r a d i t i o n a l l o g i c . I n b o t h S= a n d S
3 

he t r e a t e d o r d i n a r y s y l l o g i s m a s " b e i n g one c a s e , a n d one c a s e 

o n l y , o f t h e c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s " b e f o r e e n t e r i n g f u r t h e r 

"on t h e s u b j e c t o f r e l a t i o n , a s a b r a n c h o f l o g i c " i n 1860 

[ S * , 2 0 8 ; s e e 6 . 5 , ( 7 ) 1 . P r i o r t o d i s c u s s i n g t h e n o v e l t i e s i n t r o 

d u c e d i n S*. l e t u s s e e how he p r e p a r e d t h e g r o u n d f o r t h e l o g i c 

o f r e l a t i o n s i n S 3 , We r e c a l l t h a t i n 1858 he h a d d i s t i n g u i s h e d 

b e t w e e n t h e " o r d i n a r y " s y 1 l o g i s m , a s b e l o n g i n g t o t h e 

" a r i t h m e t i c a l w h o l e " , a n d t h e " m a t h e m a t i c a l a n d m e t a p h y s i c a l " 

b r a n c h o f l o g i c w h i c h c o n c e r n e d c o r r e l a t i o n s b e t w e e n c l a s s e s a n d 

a t t r i b u t e s r e s p e c t i v e l y ( ( 6 7 . 4 ) - ( 6 7 . 5 ) 1 . He s t r e s s e d a l s o t h a t ; 

The s y l l o g i s m o f [...] wholes of mathematical and metaphysical 

thought (...) i s , i n f a c t , combination o f r e l a t i o n s : the a c t o f 

mind by which we see t h a t the A of (the 8 of Z ) , o r the (A o f B) of 

Z. i s t h i n k a b l e under one r e l a t i o n . Here the compound r e l a t i o n , o r 

combined r e l a t i o n , may be represented by AB, but by no one except a 

mathematician who i s used t o the f u n c t i o n a l symbol, and t o the idea 

of <p i^«D>nits d i s t i n c t i o n between the mode of composition o f x,y, 

and that o f <p,ip. I use the word combination i n s t e a d of composition 

(as i n Sa], t o a v o i d r a i s i n g t h i s q u e s t i o n , and t h e more r e a d i l y 

because, u n t i l we t r e a t o f s o r i t e s , combination i s o f t w o * " . 
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I n t h e end o f S= De M o r g a n e t t e m p t e d t o p r o v i d e e b r i e f e y s -

t e m e t i c e c c o u n t o f t h e m e i n c o n c e p t s d i s c u s s e d e n e l y t i c o l l y 

w i t h i n h i s p h i l o s o p h i c e l f r e m e - w o r k . We i s o l e t e t h e most i m p o r -

t e n t i s s u e s r e c o r d e d i n [ S
3
, 1 1 9 - 1 2 0 ] . 

( 6 8 . 4 ) "When t w o o b j e c t s , q u e l i t i e s , c l e s s e s , o r e t t r i b u t e s , 

v i e w e d t o g e t h e r b y t h e m i n d . e r e s e e n u n d e r some c o n 

n e x i o n , t h e t c o n n e x i o n i s c e l l e d a r e l e t i o n " , 

( 6 8 . 5 ) *'The d i s t i n c i ó n o f s u b j e c t end p r e d í c a t e i s t h e d i s -

t i n c t i o n b e t w e e n t h e n o t i o n i n r e l e t i o n e n d t h e n o t i o n 

t o w h i c h i t i s i n r e l e t i o n " , 

( 6 8 . 6 ) " E v e r y r e l e t i o n h e s i t s c o u n t e r - r e l e t i o n , o r c o n v e r s e 

r e l e t i o n : t h u s i f X be i n t h e r e l e t i o n A t o Y, Y i s 

t h e r e f o r e i n some r e l e t i o n B t o X: and A end B e r e c o n 

v e r s e r e 1 e t i o n s . . , " , 

( 6 8 . 7 ) "When e r e l e t i o n i s i t s own c o n v e r s e , t h e p r o p o s i t i o n 

i s s e i d t o be c o n v e r t i b l e : m e e n i n g t h e t t h e c o n v e r s e 

e x h i b i t s no change o f r e l e t i o n " , 

( 6 8 . 8 ) "When X h e s a r e l e t i o n (A) t o t h e t w h i c h h e s e r e l e t i o n 

(B) t o Y , X h a s t o Y e c o m b i n e d r e l e t i o n ( A B ] " , 

( 6 8 . 9 ) S
3
 i s c o n f i n e d t o " o n y m a t i c r e l e t i o n s " , i . e . t o " t h o s e 

o f w h o l e a n d p a r t i n t h e two a s p e c t s o f c o n t e i n i n g end 

c o n t a i n e d e n d compounded and component; end e l s o t h e 

r e l a t i o n s w h i c h t h e n o t i o n o f c o n t r a r i e s , e n d t h e n o t i o n 

o f t r u e e n d f e l s e , i n t r o d u c e i n c o n n e x i o n w i t h t h e m "
í : r )

. 

We w i 11 s e e t h e d e v e l o p m e n t o f t h e s e i s s u e s i n S* w h i c h wes 

w r i t t e n b e t w e e n 1858 e n d 1 8 5 9 . C o n c i b e e n d o b s c u r e i n i t s p r e s e n -

t e t i o n , t h i s m e m o i r i s o f &<ix^A í m p o r t a n c e i n De M o r g a n ' s 

c o n t r i b u t i o n s i n l o g i c , [ 6 . 4 , ( 2 ) ) , i t s s í g n i f i c a n c e l y i n g i n h i s 

d i s t i n c t i o n e n d s y s t e m a t i z a t i o n o f v e l i d f o r m s o f r e l a t i o n a l i n -

f e r e n c e u n r e c o g n i z e d by e e r l i e r l o g i c i e n s . W h i l e S* c r o w n s t h e 

i n q u i r i e s i n s y l l o g i s t i c t h e o r y , t h e d o c t r i n e o f t h e e b s t r e c t 

c o p u l e , t h e f o r m - m a t t e r d i s t i n c t i o n , t h e s u b t l e i n f l u e n c e f r o m 

t h e t h e o r y o f q u e n t i f i c e t i o n end e s p e c t s o f r e l a t i o n a l l o g i c as 

g r e d u a l l y b u i l t i n S i , FL, S
=
 end S

3
, i t n e v e r t h e l e s s l e c k s t h e . 

c h a r m o f t h e l a t t e r m e m o i r s A t h e f o r c é and w i t o f t h e i r e r g u m e n t s 

j , ^ ' . , s u r p r i s i n g l y
;
i t i s h a r d l y m e n t i o n e d i n h i s l o g i c e l p u b l i c a -

t i o n s a f t e r 1 8 6 0
, s >

 . 

De M o r g a n i l l u s t r e t e d w i t h s e v e r e l s y l l o g i s t i c and e few 
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m a t h e m a t i c a l e x a m p l e s t h e d e f i c i e n c i e s w h i c h c h a r a c t e r i z e t h e 

r e a s o n i n g o f b o t h e d u c a t e d and u n e d u c a t e d m i n d s , p a r t i c u l a r l y 

when c o n f r o n t e d w i t h r e l a t i o n s [ S * , 2 0 8 - 2 1 2 ] <
4 1

 . Once more he 

s t r e s s e d t h e i n a d e q u a c y o f t h e s t a t e o f t r a d i t i o n a l l o g i c up t o 

h i s t i m e a c c u s i n g l o g i c i a n s f o r t h e i r r e s t r i c t i o n t o t h e c o p u l a 

" i s " and to " o n y m a t i c " o r " f o r m a l " r e l a t i o n s [ S * . 2 0 8 - 1 0 , 2 1 2 -

13;see (68.9) a n d (2) a b o v e l
 < = s

' - He went on t o a t t a c k t h e l i m i t a 

t i o n t o t h e f o l l o w i n g t h r e e l a ws o f A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s t i c . 

I d e n t i t y A i s A 

(68.10) N o n - c o n t r a d i c t i o n N o t h i n g b o t h A a n d n o t - A 

E x c l u d e d m i d d l e E v e r y t h i n g e i t h e r . A o r n o t - A . 

h o l d i n g t h a t f o r an i n f e r e n c e t o be v a l i d i t d o e s n o t s u f f i c e n o t 

t o be a t r a n g r e s s i o n o f t h e s e l a w s . B e s i d e s ( 6 8 . 1 0 ) we h a v e t o 

t a k e u n d e r c o n s i d e r a t i o n t h e two p r o p e r t i e s o f i d e n t i f i c a t i o n 

C o n v e r t i b i l i t y A i s B g i v e s B i s A 

(68.11) and 

T r a n s i t i v i t y A i s B and B i s C compounded g i v e A i s C 

E S * . 2 1 3 - 2 1 4 ) . 

The c r u c i a l q u e s t i o n w h i c h had p u z z l e d De M o r g a n was w h e t h e r 

t h e two l a t t e r p r o p e r t i e s c o u l d be e s t a b l i s h e d by c o n c e s s i o n of 

t h e t h r e e f o r m e r l e w s . C l a i m i n g t o h a v e l o n g s p e c u l a t e d on t h i s 

p r o b l e m , he c o n f i n e d t o s t a t e h i s " s u s p i c i o n " t h a t " t h e t w o p r i n 

c i p l e s must be a s s u m e d i n d e p e n d e n t l y o f t h e t h r e e " [ S * , 2 1 4 ] . H i s 

i n t u i t i v e f e e l i n g t h a t ( 68.11) c a n n o t be d e r i v e d f r o m ( 6 8 . 1 0 ) i s 

c o r r e c t . H o w e v e r , he h a d no means t o e x a m i n e t h e p r o b l e m 

t h o r o u g h l y , a n d t h u s j u s t i f y h i s d o c t r i n e o f t h e a b s t r a c t c o p u l a , 

r e f u t e d by M a n s e l a s we saw i n 6.7. We now e n t e r i n t o t h e c o r e o f 

De Morgan's f o u n d a t i o n a l s t u d y o f h i s c a l c u l u s o f r e l a t i o n s b y 

f i r s t n o t i c i n g t h e e v o l u t i o n o f t h e i s s u e s ( 6 8 . 4 ) - ( 6 8 . 9 ) 33 i n i 

t i a l l y f o r m u l a t e d i n S
3
. 

I n s t e a d o f ( 6 8 . 4 ) we have now t h e more e m p h a t i c s t a t e m e n t 

t h a t "Any two o b j e c t s o f t h o u g h t b r o u g h t t o g e t h e r by t h e m i n d , 

and t h o u g h t t o g e t h e r i n one act of t h o u g h t , are i n r e l a t i o n " 

( S * . 2 1 8 )
t 7 f

 . In t h e p l a c e of t h e v a g u e s t a t e m e n t of (68.5) we 

have the a s s e r t i o n and d e n i a l of the r e l a t i o n L between the 

"terms" ( s u b j e c t ) X and ( p r e d i c a t e l Y s i g n i f i e d r e s p e c t i v e l y by 

(68.12) X..LY and X.LY. 

T h i s n o t a t i o n e f f e c t s " s e p a r a t i o n of r e l a t i o n and judgment", a 
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d i s t i n c t i o n which c o u l d not be e f f e c t e d by meens of the words 

" i s " ©nd " i s not ". Recel 1 ing of the methernet i c e 1 process of 

s é p a r a t i o n of the symbols of opereta on from those of q u a n t i t y 

- e l b e i t not mentioned e x p l i c i t l y - t h i s d i s t i n c t i o n was cleimed t o 

be "on important step towards the treatment of s y l l o g i s t i c i n -

f e r e n c e o s on oct of combinotion of r e l a t i o n " ( 5 * , 2 1 4 - 2 1 5 ) . He 

r e m a r k e d f u r t h e r t h a t "X ond Y o r e s u b i e c t ond p r e d i c a t e : t h è s e 

nemes h a v i n g r é f é r e n c e t o t h e mode o f e n t r e n c e i n t h e r e l a t i o n , 

n o t t o o r d e r o f m e n t i o n . Thus Y i s t h e p r e d i c ó t e i n LY.X e s w e l l 
v 

e s i n X.LY" [ S * , 2 2 0 ) . T h i s " r e m e k a b l e e x t e n s i o n o f t h e c o n c e p t o f 
A 

s u b j e c t and p r e d í c e t e " was n o t f o l l o w e d by De M o r g e n ' s s u c c e s s o r s 

[ B o c h e ń s k i 1 9 7 0 , 3 7 5 ) . 

T h e " c o n v e r s e " o f e r e l e t i o n L - i n i t i e l l y d e f i n e d by ( 6 8 . 6 ) -

wes now d e n o t e d by L ~
Ł

 a n d " d e f i n e d a s u s u e l " by 

( 6 8 . 1 3 ) " i f X..LY, Y . . L - * X " , o r , 

" i f X b e one o f t h e L s o f Y, Y i s one o f t h e L ~
Ł

s o f X" [ S * . 2 2 2 ) . 

T h e new v e r s i o n o f t h e d é f i n i t i o n o f e " c o m b i n e d " r e l e t i o n ( 6 8 . 8 ) 

wes g i v e n i n t h e new n o t e t i o n a s 

( 6 8 . 1 4 ) " X . . L ( M Y ) - X . . ( L M ) Y - X . . L M Y " , o r "X i s e n "L o f M" o f Y". 

H o w e v e r , we a r e now p r o v i d e d w i t h a n o t h e r two t y p e s o f compound 

r e l a t i o n s b e s i d e s "LM", "LM'" and "L.M" d e f i n e d r e s p e c t i v e l y by 

( 6 8 . 1 5 ) "X..LM'Y", "X i s en L o f e v e r v M o f Y" 

a n d 

( 6 8 . 1 6 ) "X..L,MY", "X i s en L o f none but Ms o f Y" 

[ S * , 2 2 1 1 . C o n s c i o u s o f t h e i m p o r t a n c e o f t h è s e two n o v e l t y p e s o f 

c o m p o u n d r e l a t i o n s w h i c h i n v o l v e d q u e n t i f i c e t i o n o f t h e r e l a t i o n 

i t s e l f . De M o r g a n w r o t e i n a f o o t n o t e : 

Simple as the connexion with the r e s t of wnet I now proceed 

t o may eppear, i t wes long before the q u a n t i f i e d r e l a t i o n suggested 

i t s e l f , end u n t i l t h i s suggestion a r r i v e d , a l ) my e f f o r t s t o make a 

scheme of s y l l o g i s m were wholly u n s u c c e s s f u l . Ihe q u a n t i t y wes i n 

my mina, but not c a r r i e d t o the account of r e l a t i o n . Thus 

[(68.17)1 LX))MY. o r every L of X i s en M of Y. 

has the n o t i o n of u n i v e r s e l q u a n t i t y ettached i n the common way t o 

L X . not t o L: i t s équivalents X. .L-'.MY, end Y-.M^L'X, shew X and' 

Y as s i n g u l a r terms, end though e x p r e s s i n g the same ideas of quan

t i t y es LX))MY, "throw the q u a n t i t y e n t i r e l y i n t o the d e s c r i p t i o n of 

the r e l a t i o n s ' * ' . 
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F i n a l l y , two more d e f i n i t i o n s w e r e p r o v i d e d . S i n c e a c c o r d i n g 

t o t h e new v e r s i o n o f ( 6 8 . 4 ) , r e l a t i o n s " e x i s t b e t w e e n a n y t w o 

t e r m s w h a t s o e v e r " . " I f X be n o t a n y L o f X, X i s t o Y i n some 

n o t - L r e l a t i o n " ; h e n c e we have t h e d e f i n i t i o n o f t h e " c o n t r a r y " 

r e l a t i o n 1 o f L by 

( 6 8 . 1 8 ) X . L Y - X . . I X . 

L a s t l y , w h i l e " L ) ) M " s t a n d s f o r r e l a t i o n a l i n c l u s i o n i n ( 6 8 . 1 7 ) , 

"L||M" s t a n d s f o r r e l a t i o n a l e q u i v a l e n c e , o r 

(6 8 . 1 9 ) L||M < — > ( L ) ) M a n d M ) ) L ) 

[S*,224-51. 

The n o t a t i o n f o r t h e c o m p o s i t i o n o f t w o r e l a t i o n s i3 n o t a 

n o v e l f e a t u r e o f S-* [ s e e (1) a b o v e a n d 6". 9 1 . The d e f i n i t i o n o f 

t h e c o n t r a r y r e l a t i o n " 1 " o f "L" i s b u t a n e x t e n s i o n o f t h a t o f 

c o n t r a r y t e r m s , o n l y i n c o n t r a s t w i t h t h e l a t t e r , t h e f o r m e r c a n 

be compounded a n d t h u s we h a v e f o r e x a m p l e t h a t "a man may be t h e 

p a r t i s a n o f a n o n - p a r t i s a n o f X" ( S * , 2 2 2 - 3 1 . The n o t a t i o n b y 

l o w e r - c a s e l e t t e r s , a s i n t h e c a s e o f c o n t r a r y t e r m s , r e c a l l s t h e 

n o t i o n o f " u n i v e r s e " i n t r o d u c e d i n Si [ 6 . 6 ] . The c o n v e r s e o f a 

r e l a t i o n L , " L
_ t

" i s s o d e n o t e d a f t e r t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n 

(p. ( p
- 1

 [ s e e 6 . 9 , ( 6 ) - ( 8 ) , ( 1 6 ) ] . The s p i c u l a r n o t a t i o n i n " L ) ) M " 

[ ( 6 8 . 1 7 ) ] i s i n a c c o r d a n c e w i t h t h a t p u t f o r w a r d i n h i s s y l l o g i s 

t i c t h e o r y [ s e e (8) a b o v e ] . F i n a l l y , t h e m o s t p e c u l i a r f e a t u r e o f 

h i s l o g i c o f r e l a t i o n s i n S-* i s t h e s e p a r a t i o n o f q u a n t i t y f r o m 

t h e t e r m s [ a s i n t h e c a s e o f ( 6 6 . 9 ) ] a n d i t s a t t a c h m e n t t o t h e 

r e l a t i o n i t s e l f , a s i n (68.15) a n d i t s d u a l ( 6 8 . 1 6 ) . T h i s s t e p 

r e v e a l s a n i n f l u e n c e f r o m t h e n u m e r i c a l l y d e f i n i t e s y l l o g i s m - t h e 

p o i n t o f d e p a r t u r e o f De M o r g a n ' s s y l l o g i s t i c t h e o r y - a n d t h e a l 

g e b r a i c a l p r o c e s s o f a b s t r a c t i o n a n d g e n e r a l i z a t i o n a s i n h i s 

t h e o r y o f t h e a b s t r a c t c o p u l a ( 6 . 5 , ( 4 ) ; 6 . 7 , ( 1 0 ) , ( 1 1 ) ; s e e a l s o 

6 . 9 ] . The s t e p ( 6 6 . 9 ) , w h i c h we b e l i e v e t o h a d been a m o t i v a t i o n 

f o r ( 6 8 . 1 5 ) . h a d b e e n c o n c e i v e d i n 1850 i n an a t t e m p t t o amend 

and e x t e n d H a m i l t o n ' s s y s t e m o f q u a n t i f i c a t i o n (63.3) t o ( 6 6 . 1 0 ) . 

T h i s f a c t , t o g e t h e r w i t h h i s s t a t e m e n t i n (8) a b o v e , f u r t h e r j u s 

t i f y o u r c l a i m t h a t t h e w h o l e o f De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s , 

was c o n c e i v e d , g r o u n d e d a n d d e v e l o p e d s t r i c t l y i n h a r m o n y w i t h 

t h e w i d e r f r a m e o f h i s own l o g i c a l system*'** . 

We now p r o c e e d t o m e n t i o n and p r o v e some o f t h e t h e o r e m s 

w h i c h f o l l o w e d a s a c o n s e q u e n c e o f t h e d e f i n i t i o n s ( 6 8 . 1 2 ) -
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(68.19) . The f i r s t t h r e e ere b u t d i f f e r e n t v e r b e ) f o r m u l a t i o n s of 

t h e seme f o r m u l e , 

(68.20) n o t - L -
l

- ( n o t - L ) - » ; 

(68.21) C o n t r a r i e s of c o n v e r s e s ere c o n v e r s e s , or n o t - L e n d n o t 

L
_ 1

 ere c o n v e r s e s . 

(68.22) C o n v e r s e s of c o n t r a r i e s e r e c o n t r a r i e s , or L~* e n d ( n o t -

L ) ~ ' ere c o n t r a r i e s , 

end 

( 6 8 . 2 3 ) The c o n t r a r y o f e c o n v e r s e i s t h e c o n v e r s e o f t h e c o n t -

r e r y , o r n o t - L
- 1

- ( n o t - L ) "
1

 . 

De M o r g a n ' s p r o o f o f (68.21) r u n s as f o l l o w s : "X..LY and 

Y..L~'X e r e i d e n t i c e l [by ( 6 8 . 1 3 ) 1 ; whence X . . n o t - L Y e n d 

Y. . ( n o t - L " "
1

 ) Y , t h e i r s i m p l e d e n i e l s , e r e i d e n t i c e l ; whence n o t - L 

end n o t - L
- 1

 e r e c o n v e r s e s [hence ( 6 8 . 2 0 ) ] " [ S * , 2 2 3 ] . The p r o o f o f 

( 6 8 . 2 2 ) c e n f o l l o w i m m e d i a t e l y f r o m (68.20) e n d t h e same c a n be 

s a i d f o r ( 6 8 . 2 3 ) . We t h u s o m i t De M o r g a n ' s s e p a r e t e p r o o f s a s s u 

p e r f l u o u s [ S * , 2 2 3 ] . 

The n e x t i m p o r t a n t t h e o r e m i s t h a t 

( 6 8 . 2 4 ) The c o n v e r s i o n o f a compound r e l e t i o n c o n v e r t s b o t h 

c o m p o n e n t s a n d i n v e r t s t h e i r o r d e r , o r ( L M )
- 1

- M
- 1

L ~
1

. 

De M o r g a n ' s v e r b e l p r o o f emounts t o t h e f o l l o w i n g . A c c o r d i n g t o 

( 6 8 . 1 2 ) end ( 6 8 . 1 3 ) we h e v e 

X. . L Y - L Y . . X « Y . .L" *X: h e n c e X. .LMY-MY. .L"
1

X=Y. .M-'L^X. T h u s 

( L M )
- 1

* K "
1

L ~
1

 [ S * , 2 2 3 ] . As en example o f ( 6 8 . 2 4 ) , i f X be t e a c h e r 

o f t h e c h i l d o f Y, Y i s p a r e n t o f t h e p u p i l o f X. When i n h e r e n t 

q u e n t i t y i s i n v o l v e d , ( 6 8 . 2 4 ) becomes 

( 6 8 . 2 5 ) ( L M ' ) ~
l

« M "
1

 , L ~
1

 ; ( L , M ) "
1

- M ~
1

L " ' ' . 

F o r e x a m p l e , i f X be t e a c h e r o f e v e r y c h i l d o f Y. Y i s p a r e n t o f 

none b u t p u p i I s o f X [ s e e ( 6 8 . 1 5 ) - ( 6 8 . 1 6 ) ; S*.223-4 ; L e w i s 

1918,46} . I t wes f u r t h e r p r o v e d t h e t 

( 6 8 . 2 6 ) i ) 1M' e n d L,m e r e c o n t r a r i e s o f LM 

i i ) M
- 1

 , I '
1

 i s t h e c o n v e r s e o f t h e c o n t r a r y o f LM 

[ S * , 2 2 3 - 4 ] <
1 0 ]

. 

De Morgen f o r m u l a t e d t h e f o l l o w i n g t h e o r e m " I f a compound 

r e l e t i o n be c o n t e i n e d i n e n o t h e r r e l e t i o n [...] t h e seme may be 

s a i d when e i t h e r c o m p o n e n t i s c o n v e r t e d , end t h e c o n t r a r y o f t h e 

o t h e r component a n d o f t h e compound change p i e c e s " . I n o t h e r 

w o r d s , 
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( 6 8 . 2 7 ) I f L M ) ) N , t h e n n M "
1

) ) ! and L - * n ) ) m 

[ S * . 2 2 4 ] . The p r o o f . e s t a b l i s h e d upon non s p e c i f i e d p r i n c i p l e s o f 

i n f e r e n c e , i s h a r d l y r i g o r o u s f o r c o n t e m p o r a r y s t a n d a r d s , 

N e v e r t h e l e s s , i t i s t h e most f o r m a i d é m o n s t r a t i o n i n h i s l o g i c . 

and t h u s w o r t h y o f n o t i c e . We w i 11 d i s p l a y i t p o i n t i n g o u t t h e 

p r i n c i p l e s w h i c h he i m p l i c i t l y u s e d . 

L e t t h e c a n o n s o f i n f e r e n c e I
4
 a n d 1= be 

I . I f R ) ) S a n d S ) ï T , t h e n R ) )T 

1= I f R ) ) S , t h e n s ) ) r . 

T hen t h e p r o o f o f t h e f i r s t p a r t o f ( 6 8 . 2 7 ) r u n s a s f o l l o w s : 

I f LM) ) N , t h e n [ n ) ) n o t - L M by I
3
; a l s o n o t - L M j l M " b y i ) o f 

( 6 8 . 2 6 ) ] n ) ) l M ' o r nM-MHM'M"
1

 [ ( 6 8 . 2 8 ) ] . B u t an 1 o f e v e r y M o f 

an o f Z m u s t be an 1 o f Z ( Î M ' M "
1

) ) ! o r ( 6 8 . 2 9 ) ] . h e n c e [ b y 

I
A
 3 we h a v e n M "

1

) ) 1 . 

The t w o p r i n c i p l e s h i n t e d a t i n t h e c o u r s e o f h i s p r o o f a r e i n 

s t a n c e s o f 

( 68.28) I f R ) ) S , t h e n R T ) ) S T 

and 

( 6 8 . 2 9 ) R S - S " 1 ) ) R , 

t h e l a t t e r v e r b a l l y f o r m u l a t e d . An e x a m p l e f o r t h e s e c o n d p r i n -

c i p l e w o u l d be t h a t " I f J o h n l o v e s e v e r y c h i l d o f a p a r e n t o f 

M a r y , t h e n J o h n l o v e s M a r y " . The s e c o n d p a r t o f ( 6 8 . 2 7 ) c a n be 

p r o v e d i n a s i m i l a r w a y
< l l >

. 

I n h i s S y l l a b u s [1860b] De M o r g a n s t a t e d t h i s t h e o r e m i n t h e 

f o r m " I f two r e l a t i o n s c ombine i n t o w h a t i s c o n t a i n e d i n a t h i r d 

r e l a t i o n , t h e n t h e c o n v e r s e o f e i t h e r o f t h e two c o m b i n e d w i t h 

t h e c o n t r a r y o f t h e t h i r d , i n t h e same o r d e r , i s c o n t a i n e d i n t h e 

c o n t r a r y o f t h e o t h e r two" [ S , 1 8 6 ] . He c a l l e d ( 6 8 . 2 7 ) t h e o r e m K 

" i n r e m e m b r e n c e o f t h e o f f i c e o f t h a t l e t t e r i n B a r o k o a n d 

B o k a r d o ; i t i s t h e t h e o r e m o n w h i c h t h e f o r m a t i o n o f w h a t I 

c a l l e d o p p o n e n t s y l l o g i s m i s f o u n d e d " ( S ^ , 2 2 4 , - S . 186, f n 1 ] . 

T h e o r e m K was t h e o n l y c h a r a c t e r i s t i c i n s t a n c e f r o m De 

M o r g a n ' s m a t u r e l o g i c o f r e l a t i o n s - a s p r e s e n t e d i n S A - t o be 

r e f e r r e d t o i n o t h e r p u b l i s h e d w o r k , s u c h a s S , a n d a l s o i n h i s 

c o r r e s p o n d e n c e . I n b o t h S^ a n d S he p r o v i d e d e x a m p l e s t o i l -

l u s t r a t e i t s u s e . L e t L - m e s t e r . M - p a r e n t and N - s u p e r i o r . T h e n 

( 6 8 . 2 7 ) c o r r e s p o n d s t o t h e s t a t e m e n t s : 
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LM) )N E v e r y m e s t e r o f e p a r e n t i s e s u p e r i o r , 

n M '
1

) ) ! E v e r y i n f e r i o r o f e c h i l d i s e n o n - m a s t e r , 

L ~
l

n ) ) m E v e r y s e r v e n t o f en i n f e r i o r i s e n o n - p a r e n t . 

"From e i t h e r o f t h è s e t h e o t h e r t w o f o l l o w " [ S , 1 8 6 - 7 ] , u n d e r t h e 

e s s u m p t i o n t h e t a b s o l u t e e q u o l i t y i s i m p o s s i b l e *
I S ï

. 

P r o v i d i n g s i m p l e c o n s t r u c t i o n s w h i c h e v i d e n t l y f e i l . De M or

g e n s h o w e d t h e t " I d e n t i t y . i n t h e o r e m K. d o e s n o t g i v e i d e n t i t y " . 

I n o t h e r w o r d s , 

( 6 8 . 3 0 ) LM||N d o e s n o t i m p l y t h e t nM-'||l o r L|| NM" * . 

F o r i n s t e n c e . " b r o t h e r o f p e r e n t i s i d e n t i c e l w i t h u n c l e " . B ut 

" n o n - u n c l e o f c h i l d i s non i d e n t i c e l w i t h n o n - b r o t h e r " , s i n c e i t 

i s n o t t r u e " t h e t e v e r y n o n - b r o t h e r i s n o n - u n c l e o f c h i l d " 

[S«,225;See a l s o ( 6 9 . 2 2 ) ) . 

De M o r g a n p r o c e e d e d t o t h e e x e m i n e t i o n o f t h e p r o p e r t i e s o f 

r e l e t i o n s . "A r e l a t i o n i s s a i d t o be c o n v e r t i b l e " , he w r o t e , 

"when i t i s i t s own c o n v e r s e " , i . e . 

( 6 8 . 3 1 ) when X..LY g i v e s Y . .LX. 

He f u r t h e r c l a i m e d t h a t "L b e i n g eny r e l a t i o n w h e t e v e r , IX"'
1

 i s 

c o n v e r t i b l e : b u t I X
- 1

' and L , L ~ * a r e e a c h t h e c o n v e r s e o f t h e 

o t h e r . So f a r e s I c e n s e e , e v e r y c o n v e r t i b l e r e l e t i o n c e n be 

r e d u c e d t o t h e f o r m I X "
1

 [ . . . ) . B u t i t c a n n o t be p r o v e d t h a t i f 

X. .LY e n d Y . . L X , t h e n L must be r e d u c i b l e t o MM
- 1

, f o r some meen-

i n g o r o t h e r o f M: t h i s i s c e r t e i n l y a m a t e r i e 1 p r o p o s i t i o n . B ut 

I c e n f i n d no c a s e i n w h i c h m a t é r i e l p r o o f f a i l s " ( S * , 2 2 5 - 6 ] . 

I t i s a r g u e d t h e t h a l f o f De M o r g e n ' s c l e i m i s r i g h t . T h e t 

i s , i f L=MM
-

' t h e n L i s c o n v e r t i b l e , b u t n o t e v e r y c o n v e r t i b l e 

r e l a t i o n , s u c h a s " n e x t t o " i s i n j f a c t r e d u c e d t o t h e f o r m MM
-1 

[ M e r r i l l 1 9 9 0 . a r t . 5 . 3 ] . When De M o r g e n g o e s on t o s a y t h e t " i f 

e l l c o n v e r t i b l e r e l e t i o n c e n be e x p r e s s e d by L L ~
l

X t h i s i s ob-

v i o u s l y n e c e s s e r y ; f o r L L " i n c l u d e s X" [ S A . 2 2 6 ] , he i s c l o s e e t 

s t a t i n g t h e t e v e r y t r a n s i t i v e end c o n v e r t i b l e r e l e t i o n i s p e r -

t i a l l y r e f l e x i v e . I t i s p u z z l i n g t h a t he d i d n o t d e v e l o p t h e 

c o n d i t i o n f o r c o n v e r t i b i 1 i t y 

( 6 8 . 3 2 ) L c o n v e r t i b l e < > L ^ L
- 1 

i m p l i e d i n ( 6 8 . 3 1 ) . w h e r e e s he d i d d e v e l o p more s u c c e s s f u l l y t h e 

c o n d i t i o n o f t r e n s i t i v i t y , 

( 6 8.33> L t r a n s i t i v e < > L L ) ) L 

[ S
Ä
, 2 2 6 ; M e r r i l l 1 9 9 0 , o r t . 5 . 3 ] . 
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S i n c e L ~
l

L ~
l

 i s t h e c o n v e r s e o f L L [ a c c o r d i n g t o ( 6 8 , 2 4 ) ] 

t h e n L L ) ) L w i l l g i v e L "
l

L ~
t

) ) L ~
1

. s i n c e " I f a f i r s t r e l a t i o n b e 

c o n t a i n e d i n a s e c o n d , t h e n t h e c o n v e r s e o f t h e f i r s t i s c o n -

t a i n e d i n t h e c o n v e r s e o f t h e s e c o n d " ( 5 * , 2 2 3 , 2 2 7 ] . The l a t t e r 

was a t y p i c a l s t a t e m e n t d e v o i d o f p r o o f ( s e e (10) a b o v e ] . B a s e d 

u p o n t h è s e r e s u l t s , he c l a i m e d , we c a n o b t a i n by c o n t r a p o s i t i o n 

a n d by t h e o r e m K f u r t h e r r e l a t i o n a l l a w s . We c o n f i n e t o m e n t i o n 

t h e f o l l o w i n g : i f L i s t r a n s i t i v e t h e n 

L - ^ L "
1

) ) l ~
L 

( 6 8 . 3 4 ) L > ) 1 - * 1 ' 

L - M Î J 1 

w h e r e 1 - n o t - ^ . L e t t i n g L ^ a n c e s t o r a n d L ~
l

' d e s c e n d e n t , he i l -

l u s t r a t e d t h è s e t h e o r e m s . F o r e x a m p l e , t h e l a s t i n ( 6 8 . 3 4 ) c o r 

r e s p o n d s t o "Among n o n - a n c e s t o r s a r e c o n t a i n e d a i l d e s c e n d a n t s o f 

n o n - a n c e s t o r s " [S-*,227
;
see a l s o H a w k i n s 1 9 7 9 , 52-55; ( 10) a b o v e 1 . 

De M o r g a n d e v o t e d t h e s e c o n d p a r t o f SA t o an a p p l i c a t i o n o f 

h i s t h e o r e m s t o t h e s y l l o g i s m . He c o n s i d e r e d i n l e n g t h t h e f i r s t 

c a s e w h e r e t h e t e r m s X.Y.Z a r e r e g a r d e d a s " i n d i v i d u e l n o t i o n s , 

u n i t s o f t h o u g h t " [ S A , 2 2 7 ] . He r e c a l l e d t h e t i n S= he h a d e n u n -

c i a t e d " t h e i d e n t i t y o f i n f e r e n c e w i t h c o m b i n e t i o n o f r e l a t i o n " 

( 6 . 5 . ( 7 ) ] . He r e p e e t e d t h a t "any r e l a t i o n o f X t o Y compounded 

w i t h a n y r e l a t i o n o f Y t o Z g i v e s a r e l a t i o n o f X t o Z " f e e l i n g 

j u s t i f i e d by t h e f a c t t h e t h i s e x p r e s s i o n wes f o u n d o u t i n t h e 

meen t i m e t o be v e r y c l o s e t o E u c l i d ' s d é f i n i t i o n o f Compound 

r a t i o o f m a g n i t u d e s ; "The r a t i o o f X t o Z i s compounded o f t h e 

r a t i o s o f X t o Y end Y t o Z" [ S A , 2 2 8 ] . Hed he had " g e n e r a l i z e d 

t h e m a t h e m e t i c e l n o t i o n [ r a t i o ] . f r o m t h e G r e e k [ X d y o ç ] , t h e 

p r o c e s s w o u l d h e v e been b o t h n a t u r a l a n d v a l i d " , s i n c e " X Q Y O Ç " 

means "communicet i o n " a n d c a n t h u s e p p l y i n "any way i n w h i c h we 

t a l k a b o u t one n o t i o n i n t e r m s o f a n o t h e r " . S o , much more c o n f i 

d e n t i n 1860 t h a n a d é c a d e e a r l i e r , De M o r g a n a s s e r t e d 

Any way o f s peak ing of one n o t i o n w i t h r e s p e c t t o a second, j o i n e d 

w i t h a way of speaking o f the second n o t i o n with respect t o a 

t h i r d . must d i c t a t e a way o f speaking o f the f i r s t n o t i o n w i t h 

r e s p e c t t o the t h i r d . And t h i s i s s y l l o g i s m : i t e x h i b i t s , i n the 

oost gênerai form, the law o f thought which connects two n o t i o n s by 

t h e i r connexions with a t h i r d *
1 S

> 
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Omitting p u r e l y l o g i c e l e n e l y s i s c oncerning the i s s u e s o f 

tne middle term, n é g a t i v e premises o r f i g u r e s , l e t u s r e c o r d few 

semples from h i s t a b l e o f Y t h e i n s t a n c e s of u n i t - r e l a t i o n e l 

s y l l o g i s m . We bave 

F i r s t f i g u r e Second f i g u r e 

(66.35) X..LY X..LY 

Y. .MZ Z..MY [-Y..M-'Z] 

X. .LMZ X. . L M ^ Z , 

t h e f i r s t p r o v i d e d i n 1850 [ s e e ( 6 8 . 1 ) ] . F o r more c o m p l i c a t e d i n 

s t a n c e s , t h e o r e m s o f q u a n t i f i e d r e l a t i o n s c e n be u s e d . F o r e x 

e m p l e , we have 

X.LY [X..1Y] 

( 6 8 . 3 6 ) Z. .MY ( Y . .M^Z] 

X..1M-'Z 

t h e c o n c l u s i o n s s t a t e d e q u e l l y w e l l n e g e t i v e l y v i a ( 6 8 . 2 6 ) a s 

X.LM-**Z o r X . l . n r ' Z [ S * , 2 2 9 - 2 3 3 ; M e r r i 1 1 1 9 9 0 , a r t . 5 . 4 1 . The 

r e e d e r c e n n o t i c e t h e f o r m e l c h e r e c t e r o f t h è s e i n f e r e n c e s ( s e e 

d i s c u s s i o n i n 6 . 7 ] . 

De Morgen went o n t o c o n s i d e r t h e " q u a n t i f i e d p r o p o s i t i o n 

a n d i t s s y l l o g i s m " [ S A , 2 3 4 ] , d e n o t i n g " E v e r y X i s en L o f one o r 

more Y s " by " X ) ) L Y " . " E v e r y L o f any Y o r Ys i s en X" by " L Y ) ) X " 

end so o n , b a s e d on h i s s t a n d a r d s y l l o g i s t i c n o t e t i o n i n t r o d u c e d 

i n [ s e e ( 6 6 . 7 ) ] . Two e x e m p l e s o f q u e n t i f i e d s y l l o g i s m w o u l d 

t h u s be 

X ) . ( L Y X ) ) L Y 

( 6 8 . 3 7 ) Y((MZ and M Z ) . ) z 

X ) . ( L M ' Z X ) . ) L , M "
,

z 

[ S A , 2 3 5 - 6 ] . However, t h i s a s p e c t o f r e l e t i o n e l s y l l o g i s m wes n o t 

C ? c - j c ! e p e J eny f u r t h e r . He c l e i m e d t h a t "The w h o l e o f t h e System 

o f r e l e t i o n s o f q u a n t i t y r e m a i n s u n d i s t u r b e d i f f o r t h e common 

c o p u l e " i s " be s u b s t i t u t e d eny o t h e r r e l a t i o n : s o t h a t t h e u s u a l 

l e w s o f q u a n t i t y may be a p p l i e d t o t h e t e t l e o f u n i t - s y 1 1 oq i s m s 

g i v e n e b o v e , p r e c i s e l y e s i f L and M o n l y meent i s " [Sa,235). 

I n o t h e r w o r d s . e d e t e i l e d t r e e t m e n t o f q u a n t i f i e d s y l l o g i s m 

wes o m i t t e d s i n c e t h e new f o r m s o f i n f e r e n c e , s u c h e s ( 6 8 . 3 7 ) , 
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w e r e c l a i m e d t o be c o n t a i n e d i n t h e l o g i c o f u n i t s y l l o g i s m , t h e 

l a t t e r b e i n g s u f f i c i e n t f o r t r a d i t i o n a l l o g i c . De M o r g a n ' s c l e i r n . 

t h o r o u g h l y c o n s i d e r e d by M e r r i 1 1 [ 1 9 9 0 , a r t . 5 . 5 ] , i s f a r f r o m 

s i m p l e t o i l l u s t r a t e . We w i l l c o n f i n e t o say t h a t De M o r g a n o n 

p u r p o s e a v o i d e d t o " e n t e r c o m p l e t e l y upon q u a n t i f i e d f o r m s " 

r e s t r i c t i n g hi3 b r i e f a n a l y s i s " t o what may be c a l l e d t h e A r i s -

t o t e 1 i a n b r a n c h o f t h e e x t e n d e d s u b j e c t " , o u t o f f e a r t h a t a com

p l è t e i n v e s t i g a t i o n w o u l d r e q u i r e t h e s t u d y o f n u m e r o u s , c o m p l e x 

f o r m s . F o r " T h e r e i s no more l i m i t t o t h e f o r m u l é e o f t h o u g h t 

t h a n t o t h e f o r m u l é e o f e l g e b r a " . [ S A , 2 3 4 - 2 3 5 ] . 

We h a v e no m a n u s c r i p t o r p u b l i s h e d i n d i c a t i o n t h a t De M o r g a n 

e v e r a t t e m p t e d t o p u r s u e t h e l o g i c o f r e l a t i o n s a n y f u r t h e r . The 

two m o s t p r o b a b l e r e a s o n s why he a b a n d o n e d t h i s p r o j e c t w e r e o n t h e . 

one h a n d h i s c o n c e t r a t i o n o n t h e p a r t o f t h e l o g i c o f r e l a t i o n s 

n e c e s s a r y f o r t h e t h e o r y o f t h e s y l l o g i s m , and o n t h e o t h e r h a n d 

t h e c o m p l e x i t y o f t h e t a s k a s s u c h '
1

* * . 

B e f o r e d r a w i n g h i s f i n a l c o n c l u s i o n s by c o m p a r i n g o r d i n a r y 

s y l l o g i s m w i t h r e l a t i o n a l s y l l o g i s m . he c o n s i d e r e d u n i t s y l -

l o g i s m s i n w h i c h o n l y one t r a n s i t i v e r e l a t i o n L a p p e a r s i n i t s 

p r e m i s e s and i t s c o n v e r s e L ~
L

. We t h u s h a v e . f o r e x a m p l e , 

X . . L Y 

( 6 8 . 3 8 ) Y . . L Z 

X . . L L Z - X . . L Z [ s i n c e L L ) ) L ] 

[ S A , 1 3 6 - 7 ; M e r r i l l 1 9 9 0 , a r t . 5 . 6 ; 6 . 9 ] . 

"When by the w o r d s y 1 l o q i s m " , w r o t e De M o r g a n q{ t h e e n d o f 

h i s p a p e r , "we a g r é e t o mean a c o m p o s i t i o n o f two r e l a t i o n s i n t o 

o n e " we o p e n t h e f i e l d o f l o g i c i n a b i g wey. The c h a n c e i s s m e l l 

t h a t Connecting two n o t i o n s e t h a z a r d we f i n d o u t t h e t " t h e y a r e 

r e l a t e d by i n c l u s i o n o r e x c l u s i o n , t o t a l o r p e r t i e l " . I n o t h e r 

w o r d s , " o n y m a t i c " o r " t r a d i t i o n a l " s y 1 l o g i s m r a r e l y o c c u r s i n 

p r e c t i c e ; much more f r é q u e n t i s t h e c o m b i n a t i o n o f r e l a t i o n s , a n d 

" t h e i n t r o d u c t i o n o f c o m p o s i t i o n o f t e r m s a n d t r a n s f o r m a t i o n o f 

p r o p o s i t i o n s by f a r t h e m o s t f r é q u e n t o f a i l " . F u r t h e r , he 

c l a i m e d , " s y l l o g i s m s a r e r a t h e r c h a p t e r s t h e n s e n t e n c e s , i n many 

c a s e s (...] N o t h i n g t h a t I know o f c a n be w r i t t e n a i l i n s y l 

l o g i s m , e x c e p t m a t h e m a t i c s : a n d t h i a raerely b e c a u s e . o u t o f m e t h e -

m e t i c s , n e a r l y a i l t h e w r i t i n g i s s p e n t i n l o a d i n g t h e s y l l o g i s m , 

a n d v e r y l i t t l e i n f i r i n g i t " [ S A . 2 3 8 - 9 1 . 
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6.9 De M o r g o n ' s l o g i c o f r e l e t i o n s v i e w e d t h r o u g h h i s t r e e t i s e 

o n f u n c t i o n s { 1 6 3 6 l a t e v i e w s o n l o g i c e n d m e t h e m e t i c s : 1 8 6 0 -

1 8 6 5 . 

De M o r g a n was .the f i r s t l o g i c i e n t o a r g ü e s o e m p l y o n t h e 

i n a d e q u e c y o f t r e d i t i o n o l i o g i c e n d t o v i e w i t e s e p a r t i c u l a r 

c e s e o f h i s l o g i c o f r e l e t i o n s . The s i g n i f i c e n c e o f r e l e t i o n s was 

r e i s e d by h i m i n ' 1 8 60; 

I h o l d the combinetion of r e l a t i o n s t o be the a c t u a l orgen of 

r e a son i ng of the world e t l e r g e , end, es such, worthy of heving i t s 

e n e l y s i s made a p e r t o f edvenced educa t i o n ; .the l o g i c i e n ' s abe cus 

l o r d i n e r y s y l l o g i s j n l b e i n g e f i t end d e s i r e b l e occupetion ¡for 

c t i i l d h o o d
( 1 >

. 

-De M o r g a n ' s c o n t r i b u t i o n s i n f o u n d i n g t h e l o g i c o f r e l a t i o n s e r e 

r e g e r d e d e s " i n d i s p e n s e b l e end o f p e r m e n e n t v a l u é " ( L e w i s 

1 9 1 8 , 5 0 ] . N e v e r t h e l e s s , he c a n n o t be q r o ^ - k d t h e t i ^ l e o f 

c r e a t o r o f t h e m o d e r n t h e o r y o f r e l e t i o n s " s i n c e he d i d n o t 

p o s s e s s o n a d e q u e t e a p p o r e t u s f o r t r e e t i n g " t h i s s u b j e c t ^ { T e r s k i 

1 9 4 1 . 7 3 ; c h a p . 9 ) . 

I t i s t r u e t h e t De M o r g ó n l e f t h i s r e l o t i o n t h e o r y i n on u n -

c l e e r e n d u n f i n i s h e d s t e t e . S t u d y i n g h i s w o r k • r e l e t i v e t o h i s 

own s t a n d a r d s i n t e c h n i c a l i t i e s ond r i g o r , o n d f o c u s i n g o n t h e 

m e t h e m e t i c o l o s p e c t s w h i c h c h a r e c t e r i z e i t , we d i s c e r n two - s k r i k -

i n g o m i s s i o n s . He h a d e l w a y s c l e i m e d t h e t l o g i c i s i n d i s p e n s e b l e 

i n m e t h e m e t i c s { 3 . 4 , ( 1 4 ) ; 3.9; 6.4, (8) ; 6.7) . M o r e o v e r , i n 1658 he 

h a d e n v i s o g e d t h e r i s e o f o " m a t h e m a t i c e l l o g i c " , a r d e n t l y 

b e l i e v i n g i n t h e m u t u a l b e n e f i t o f t h e two s c i e n c e s . 1 6 . 7 , ( 1 4 ) J . 

H o w e v e r , t h e r e i s n o t t h e feiiy^ o t t e m p t i n h i s w r i t i n g s f r o m 1858 

o n w a r d s , e i t h e r t o e x e m i n e t h e u t i l i t y o f t h e l o g i c o f r e l e t i o n s 

i n m e t h e m e t i c s o r t o s p e c i f y how much o f e c t u e l m e t h e m e t i c s c e n 

be i n c l u d e d i n l o g i c . Was De M o r g ó n i n d e e d i n t e r e s t e d c o r r y * 

o u t t h e s e c o n c e r n s ? W h i c h were t h e o b s t e c l e s he m i g h t h e d 

e n c o u n t e r e d ? F i n e l l y , how m u c h - d i d he d r o w o n h i s e e r l y w p r k on 

f u n c t i o n s i n h i s p r e p o r e t i o n f o r h i s c o l c u l u s o f r e l e t i o n s i n 

1 860? 

I n o r d e r t o p r o p e r l y e v a l ú a t e De M o r g a n ' s w o r k and u n d e r -

s t e n d i t s i n d i v i d u o 1 i t y we w i l l a d o p t h i s own h i s t ó r i c a ! a t -
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t i t u d e . We w i l l t h u s c o m pare f i r s t h i s roethodology i n [ 1 8 3 6 ] w i t h 

t h a t f o l l o w e d i n h i s w r i t i n g s b e t w e e n 1850 a n d 1 8 6 0 , f o c u s i n g o n 

S A . A f t e r r e v e a l i n g some i n t e r e s t i n g s i m i l a r i t i e s a n d c o n t r a s t s 

b e t w e e n h i s e a r l y m a t h e m a t i c e l b a c k g r o u n d a n d h i s l o g i c o f r e l a 

t i o n s , we w i l l p r o c e e d t o a b r i e f s t u d y o f h i s m a t u r e c o n c e r n a 

a n d v i e w s . o n l o g i c a n d a l g è b r e up t o t h e : m i d 1 8 6 0 ' s . B e c o m i n g 

t h u a f a m i l i e r w i t h t h e e x t e n t t o w h i c h m a t h e m a t i c s . a n d l o g i c w e r e 

i n t e r w i n e d i n h i s w o r k we w i l l be a b l e t o u n d e r s t e n d some o f t h e 

f e c t o r s t h e t i m p e d e d t h e f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f e i t h e r s c i e n c e s . 

L e t u s . see-- f i r s t how much o f f u n c t i o n a l n o t a t i o n a n d c o n 

c e p t s wes e c t u a l l y e m p l o y e d i n Sa, Sa end S A . D r e w i n g e n a n e l o g y 

b e t w e e n é l i m i n a t i o n i n a l g è b r e and i n f e r e n c e i n l o g i c . De M o r g a n 

c l e i m e d t h a t t h e p r o c e s s o f e l g e b r e i c e l i m i n e t i o n , c o n t r a r y t o 

l o g i c a l d é d u c t i o n s , i s r é v e r s i b l e . To i l l u s t r a t e t h i s c l a i m ne 

w r o t e : " i f y-<px, z-tpx g i v e z - x y * t h e n z - i y x a n d z-xip o l w a y a g i v e 

y-<px. a s one a t l e e s t o f a l t e r n a t i v e s " [Sa, 2 7 - 8 1 . We r e c o r d t h i s 

i n s t a n c e a s t h e f i r s t o ne i n w h i c h f u n c t i o n s a p p e a r e d h e u r i s t i -

c e l l y i n De M o r g a n ' s l o g i c a l w r i t i n g s , a n d a s a p r o o f t h a t he h a d 

n o t r e a d B o o l e [ 1 8 4 7 a ] s e r i o u s l y - a s t h e l a t t e r h a d r e f u t e d t h e 

r e v e r s i b i 1 i t y o f t h e é l i m i n a t i o n p r o c e s s i n a l g è b r e '
3

* . 

L e t u s p r o c e e d now t o t h e i s s u e s o f c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s 

a n d c o n v e r s e r e l a t i o n s e s p r i m a r i l y c o n c e i v e d i n Sa: and f u r t h e r 

d i s c u s s e d i n S;*. I n a n e t t e m p t t o r e d u c e b i c o p u l e r t o u n i c o p u l a r 

\ s y l l o g i s m he w r o t e : 

The a l g e f c r a i c e l équation y-tpc hes the copule - , r e l a t i v e l y t o y and 

<px: but r e l a t i v e l y t o y and x the copula i s -cp. T h i s i s p r e c i s e l y 

the d i s t i n c t i o n o f "John can persuade Thomas" and "Jchn i s (one who 

can persuade Thomas. >" The déduction of n>j)Z f r o n y-qjx, x-njjz i s 

the formation o f the composite copula =npp. And thus may be seen the . 

analogy by. which the instrumenta 1 part o f i n f e r e n c e may be 

de s c r i b e d as the élimination o f a t e r a be composition of r e l a t i o n s . 

. F o r though i n o r d i n e r y inference the con c l u d i n g copula i s u s u e l l y 

i d e n t i c a l w i t h those premised, yet i t i s no lésa t r u e t h a t the com

p o s i t i o n must have taken pièce: X i s Y. Y i s Z, t h e r e f o r e X i a t h a t 

which i s (-is) Z '
3 >

. 

The v e r y i d é e o f " c o m b i n a t i o n o f r e l a t i o n s " , a a " t h e a c t u a l 

o r g a n o f r e o s o n i n g " [ ( 1 ) e b o v e ] , seema t o b e e x p l i c i t . l y b o r r o w e d 
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f r o m De Morgen'e t r e a t i s e ' o n f u n c t i o n s . T h i s i s p a r t l y r e v e a l e d 

i n (3) a b o v e , ana becomes much c l e e r e r i n 1856 when he s t r e s s e d 

t h a t , i f two r e l e t i o n s a r e d e n o t e d b y the l e t t e r s A end B, t h e n 

the compound r e l a t i o n (... 1 may be represented by AB, but by no one 

except e mathematician who i s used t o the f u n c t i o n a l symbol, end t o 

t h e idee of <pji(xy) end i t s d i s t i n c t i o n between the mode of comppsi-. 

t i o n of x,y, and t h a t o f (p,q»
<#

?. 

W h i l e , e s we a r g u e d }n 6 . 7 , most o f De M o r g a n ' s r e f e r e n c e s t o e l -

g e b r e s e r v e d a s e means t o r a i s e . i n t e r e s t i n g e n a l o g i e s t o i l 

l u s t r a t e e n d r e i n f o r c e h i s l o g i c e 1 , p r o c e d u r e s , t h e q u o t a t i o n 

a b o v e i s among t h e f e w i n s t a n c e s w h e r e he e x p l i c i t l y h i n t s a t t h e 

i n f l u e n c e d e r i v e d -from h i s m a t h e m e t i c e l b a c k g r o u n d i n t h e s h a p i n g 

o f h i s l o g i c o f r e l e t i o n s - I n f a c t , i t i s t h e u n i q u e i n s t a n c e 

w h e r e he a l l u d e s t o t h e . c a l c u l u s o f f u n c t i o n s w i t h two v a r i a b l e s 

[ s e e 3 . 8 ) . 

We saw i n (3) a b o ve t h a t t h e n o t i o n o f c o m p o s i t i o n o f r e l a 

t i o n s a r o s e f r o m t h e p r o c e d u r e o f e l i m i n a t i o n i n t h e b i c o p u l e r 

s y l l o g i s m ( 6 5 . 1 2 ) . I n t a c t , t h e n o t i o n o f a r e l a t i o n , a s w e l l a s 

t h a t o f t h e c o n v e r s e o f r e l a t i o n , a r o s e f o r t h e f i r s t t i m e i n S= 

o u t o f e n i n q u i r y i n t o t h e c o n n e c t i o n o f t h e d o c t r i n e o f f i g u r e 

w i t h t h a t o f t h e c o p u l e . And w h i l e t h e c o n c e p t o f r e l a t i o n a n d o f 

c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s h e d e f u n c t i o n a l o r i g i n , t h a t o f t h e 

c o u p l e o f a d i r e c t e n d i n v e r s e r e l e t i o n seem t o h a v e h a d e r a t h e r 

o l g e b r a i c o r i g i n , tfe r e c o i l - t h e t i n t h e o p e n i n g o f Sa De M o r g a n 

h a d c l a i m e d t h a t t h e n o t i o n o f c o n t r a r y t e r m s h a d l e d h i m t o c o n 

c e i v e l o g i c o s o " c a l c u l u s o f o p p o s i t e r e l e t i o n s , f o r mere i n 

f e r e n c e , a s g e n e r a l a s t h e t o f + a n d - i n a l g e b r a " [S=,26; 

6 . 7 , ( 5 ) ) . S t r e s s i n g h i s s t u d y o f l o g i c a l , o p p o s i t i o n s , he w r o t e 

be 1ow i n S
2
 : 

The l o g i c i e n , f o l l o w e d by the a l g e b r a i s t , has r e s t r i c t e d himself t o 

one copulo: the former uses i s , the l e t t e r -; end both are used i n 

some v a r i e t y of sense. The a l g e b r a i s t , indeed, sometimes goes a 

l i t t l e f u r t h e r , and introduces the c o r r e l o t i v e s > end <, which 

might be g e n e r e l i z e d f o r the purposes of l o g i c i n t o symbols of c o r 

r e l a t i v e copula i n g e n e r a l *
3

' . 

I f we s t o p f o r a moment end c o m b i n e t h e two c i t e t i o n s f r o m 
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Sa t(3) and (5) a b o v e ] w i t h t h e n o t a t i o n g i v e n l a t e r i n S*, we 
may f o r m ú l a t e t h e f o l l o w i n g s e t o f c o r r e s p o n d e n t s ; 

( i l x « ipy X.;LY 

( i i ) x 4 <py X.LY 
(69.1) ( i i i ) x < y X..LY 

( i v ) y > x Y..L"*X 
(v) y - yr

x

x . Y.,L-*X . 

We b e l i e v e t h a t t h e a n a l o g y ( v ) was i n f a c t c o n c é i v e d o n l y l a t e r 

i n Sa when De M o r g a n f i r s t s p e c u l a t e d o n t h e
:

l i n k b e t w e e n <p
_1

 a n d 

L
- 1

 ( s e e t e x t b e l o w (69.3)]. I n o t h e r w o r d s , t h e o r i g i n o f t h e 

c o n v e r s e o f e r e l a t i o n was i n i t U a l l y a l g e b r e i c , much a s was t h é 

o r i g i n o f n u m é r i c a 1 s y l l o g i s m a n d i t s c o n s é q u e n c e , t h e System o f 

c o n t r a r y t e r m s , i n 1847 ( s e e 6.6, (3), (6). (8)', (13)'] . 

L e t us now r e t u r n t o Sa a n d e x a m i n e t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e 

c o n v e r s e o f a r e l a t i o n . A t t ' h i s i n s t a n c e we w i l l n e e d t h e f o u r 

f i g u r e s , i . é . t h e f o u r d i f f é r e n t a r r a n g e m e n t s o f t h e s u b j e c t X, 

t h e p r e d i c a t e Z a n d t h e m i d d l e t e r r a s Y o f an i n f e r e n c e , a s g i v e n 

i n (1839,20]: 

1 2 3 4 
Y Z Z Y Y Z Z Y.

 ; 

(69.2) X Y X Y Y X Y X 

X Z X Z , X Z X Z 

We r e c a í 1 t h a t ' a s l o n g a s we d e a l -
 1

 w i t h u n i d o p ü l a r * s y l l o g i s m ; 

t r a n s i t i v i t y i s " t h e c o n d i t i o ' n o f p e r m o n e n c e ó f t h e c o p u l a " [É*. 

53; 6.5,(5)]. U n d e r t h i s p r i n c i p i é we c é n o b ^ á i n i n f e f é n c e s f r o m 

t h e f i r s t t h r e e f i g u r e s . I f
 !

we t a k e , h o w e v e r , t h e t r e n s i t i v e b u t 
II 

i n c o n v e r t i b l e c o p u l a " t o g i v e " , t h e n t h e f o u r t h f i g u r e i s i r i -

c a p a b l e ' o f i n f e r é n c e " (Sa,54J. 

I n o r d e r t o e x t e n d t h e r e a l m S o f t r a d i t i o n e l l o g i c . De M or

g a n t r i e d t o - g é t r i d
:

 o f t h e r e s t r i c t i o n s ' i m p o s e d by t h e t r a n 

s i t i v i t y and c o n v e r t i b i 1 i t y o f t h e c o p u l a . F o r t h e f i r s t r e s t r i c -

t i o n t o be d r o p p e d i t s u f f i c e d t o r e g e r d Y,Z a n d X , Y
A
c o n n e c t e d 

w i t h two e r b i t r a r y r e l a t i ó n s i n f e r e n c e b e c o m i n g p o s s i b l e b y com-

p o s i t i o n o f r e l e t i o n s (Sa,55; s e e (65.íl) and (68,1)]. F o r t h e 

s e c o n d r e s t r i c t i d n i t s u f f i c e s t o a d m i t t h a t "a d i r e c t a n d i n -

v e r s e r e l e t i o n a l w a y s e x i s t " ÍSa,64J. Xí we h a v e t h e c o p u l a "has 

r e l a t i o n t o " , t h e n i t s c o r r e l a t i v o ( s e e (5) a b o v e j "may be 

e x p r e s s e d by h a s c o r r e l a t i o n t o " . T h u s , " r é c e i v e s f r o m " i s t h e 

c o r r e l a t i v a o f " a i v e s t o " . e l s o c a l l e d a s t h e " i n v e r t e d " o r t h e 
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" c o n v e r s e " r e l a t i o n [Sa,63-64; s e e e l s o ( 6 8 . 6 ) 1 , V i e - t h i s new 

c o n c e p t " t h e r e o d i n q bv f i g u r e i s e m e t t e r o f i n d i f f é r e n c e " 

[S=,651 

T h i s m e t t e r wes f u r t h e r - d i e c u s s e d i n S » . De M o r g a n e s s u m e d 

t h e v e l i d i n f e r e n c e ( ) ) . ( - ( . ( [ o n t h i s n o t a t i o n s e e ( 6 6 . 1 1 ) -

( 6 6 . 1 3 ) } . S u p p l y i n g t e r m s X,Y,Z we c a n r e e d i t e s e n o r d i n e r y 

s y l l o g i s m "Some Xs end Y s . no Y i s Z; t h e r e f o r e some Xs è r e n o t 

Z s " . B u t e f t e r t h e d i s t i n c t i o n (67.5) we c a n r e a d i t 

" m a t h e m e t i c a l l y " , i . e . , a s r e l a t i o n b e t w e e n c l a s s e s . - " t h e c o m p a r 

a i e n t o f an e x t e r n a l i s e x t i e n t " [Sa.1341. The g ê n e r a i f o r m o f 

s u c h a s y l l o g i s m i s 

(69.3) " E v e r y A o f B i s e C". 

T h e r e a r e t h i r t y - t w o t r u t h s o f t h i s f o r m ; e n o t h e r t h i r t y - t w o 

f o r m a a r e d e r i v e b l e f r o m ( 6 9 . 3 ) e s f o l l o w s ; . . 

( 6 9 . 4 ) " E v e r y A i s e C o f e v e r y ( c o n v e r s e o f B ) " . 

A p e r t i c u l e r i n s t a n c e , q f ( 6 9 . 3 ) i s " E v e r y c o m p l é m e n t o f e v e r y 

s p e c i e s i s a c o m p l é m e n t " [ ( . ) ) ) - ( . ) ] . The same s y l l o g i s m c a n o c -

c o r d i n g t o (69.4) be r e a d a s ".every c o m p l é m e n t i s e c o m p l é m e n t o f 

e v e r y o e n u s " [ S
3
, 1 3 4 ] , " genus" an d " s p e c i e s " b e i n g r e g a r d e d e s 

" c o n v e r s e r e l a t i o n s "
 ï 7 , >

 . 

T h i s new wey o f r e e d i n g t h e f o r m (69.3) e n e b l e d De M o r g a n t o 

g i v e a s y m b o l i c r u l e o f i n f e r e n c e f o r t h e f o u r t h f i g u r e . [Su,134-

5 1 . W h i l e t h e f i r s t f i g u r e wes " t h e most s i m p l e e x p r e s s i o n o f t h e 

c o m b i n a t i o n o f r e l a t i o n s " [ S * . 1 3 1 ; s e e ( 6 8 . 2 ) 1 , t h e f o u r t h f i g u r e 

p r o v e d t o be " n o t h i n g b u t t h e f i r s t w i t h i t s c o n c l u s i o n r e a d 

b a c k w a r d s
M

[ S s , 1 3 7 1 . T a x e , f o r e x e m p l e two i n s t a n c e s f r o m [S*,2321 

1 4 
X..LY Y..LX 

(69^5) Y. .MZ Z. .MY 

X. .LMZ X^ . L ^ M ^ Z . 

T h u s , p r o b l e m s c o n c e r n i n g t h e f o u r t h f i g u r e u r g e d De M o r g a n t o 

i n t r o d u c e t h e c o n v e r s e o f a r e l a t i o n i n 1 8 5 0 , e n a b l i n g h i m t h u s 

t o f o r m t h e s y l l o g i s m (69.4.) i n 1 8 5 8 , end f i n e l l y t h e f o r m e l i n 

f e r e n c e ( 6 9 . 5 ) i n 1 8 6 0 . 

How d i d he d é r i v e ( 6 9 . 4 ) f r o m ( 6 9 . 3 ) ? As e f o o t n o t e i n d i -

c a t e d , he d r e w d i r e c t l y f r o m [1836] by w r i t i n g 

I f <WDC < xx f o r a i l v a l u e s of x, which i s the proper enelogy f o r 

the composition of r e l e t i o n s i n the s y l l o g i s m , then cpx < y®r
x

x, but 
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we must not sey uoc < cp~
l

xx
t o >

. 

A c c o r d i n g t o De M o r g e n ' s n o t a t i o n o f i n c l u s i o n ( 6 8 . 1 7 ) i n S*, i t 

f o l l o w s f r o r a t h e e b o v e q u o t a t i o n t h a t f r o m 

(69.6) AB )) C 

we c a n deduce 

(69.7) A i ) CB-* 

b u t n o t 

(69.8) • B ) ) A-'C-

I n f a c t , ( 69.6) i s r e a d a s ( 6 9 . 3 ) , b u t t h e p r o p e r s y m b o l i c a l * . 

é q u i v a l e n t o f ( 6 9 . 4 ) s h o u l d be w r i t t e n a s 

(69.9) A ) ) CB~* 

where CB' i s : r e a d
 a 3

 "
a
 C o f e v e r y B" [ s e e ( 6 8 . 1 5 ) a n d (68.250 î". 

I n S
3
 De M o r g a n d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n ( 6 9 , 7 ) a n d ( 6 9 . 8 ) b y con-' 

s u l t i n g h i s s t u d y o f i n v e r s e f u n c t i o n S a c c o r d i n g t o wh-ich: 

cpipx - %x '•—> (ptmjj-^x - x*P~*x — > <px " XW~
l

x>' s i n c e 

(69.10) ipqr
l
x - x 

f o r e v e r y i n v e r s e o f ip. Thus t h e i n f e r e n c e ( 6 9 . 6 ) — > ( 6 9 . 7 ) i s 

a d m i s s i b l e . H o w e v e r , we c a n n o t a d m i t <pipx - — > <p
_1

<pipx - <p
-1

x* 

— > yx - (p
_1

xx, o r ( 6 9 . 6 ) — > ( 6 9 . 8 ) , s i n c e 

(69.11) ( f T ^ x - x 

d o e s n o t a l w a y s h o l d t r u e [ s e e ( 3 6 . 2 3 ) - ( 3 6 . 24) ] . As we s h a l l s e e 

b e l o w , t h i s r e s t r i c t i o n was t o be d r o p p e d i n S*. 

• - De M o r g a n s t r e s s e d i n t h e l a t t e r m e r a o i r : " I do n o t u s e t h e 

m a t h e m a t i c a l s y m b o l s o f f u n c t i o n a l r e l a t i o n , (p,ip, - . . : t h e r e a r e
! 

more r e a s o n s t h a n one why m a t h e m a t i c a l e x a m p l e s a r e n o t w e l l 

s u i t e d f o r i 1 l u s t r â t i o n " [S*,2201• Ma t h è m e t i c a 1 s y m b o l s w e r e 

f i e r c e l y o b j e c t e d t o by M a n s e l ( 6 . 7 . ( 2 ) , ( 1 5 ) - ( 1 7 ) I i n 1 8 5 1 . 

M o r e o v e r , l o g i c , h a d s t r e s s e d De M o r g a n i n b o t h Sa a n d S
3
, s h o u l d 

d e v e l o p , l i k e a l g e b r a , i t s bwn p e c u l i a r s y m b o l s [ 6 . 7 , ( 1 7 ) ] . 

H owever, t h e mo s t p l a u s i b l e r e a s o n why De M o r g a n a v o i d e d f u n c 

t i o n a l n o t a t i o n i n S* seems t o be t h e f a c t t h a t h e h a d p e r c e i v e d 

t h e w i d e r s c o p e o f t h e c a l c u l u s o f r e l a t i o n s i n c o m p a r i s o n w i t h 

t h a t o f f u n c t i o n s , a n d t h u s he p u t f o r w a r d o more g ê n e r a i n o t a 

t i o n
1

. . . . . . . 

D e s p i t e h i s c l e i n f , t h e r e were t w o ' i n s t a n c e s ' i n S* w h e r e he 

u s e d f u n c t i o n a l n o t a t i o n f o r i l l u s t r a t i o n * He m e n t i o n e d f a l l a c i e s 

ofterï c o m m i t t e d b y e d u c a t e d p e o p l e ( 6 * 8 , ( 4 ) ] . I n a f o o t n o t e he 
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wrote t h e t once e.nun, when asked about o gentlemen who v i s i t e d 

h e r , s e i d : " h i s mother wes my mother's only c h i l d " . People c o n 

clu d e d o f t e n that t h i s gentlemen wos her grand c h i l d o r 

g r a n d f a t h e r ^ t h u s confusing the r i g h t answer "ip<p-*
M
 [ c h i l d ] w ith 

..(p-ijp-i.. o r ..qxp" 213,fn 1 ] . And f u r t h e r below when he d i s 

cussed t r a n s i t i v e r e l a t i o n s he wrote: 

The mathématicien forces the predicate i t s e l f among i t s own chain 

of successive relatives, whether the relation be transitive or not: 

x, as <p°x, appears in the sequence ... <p"
2
x,(p"

l
x,<p°x,<p

1
x,(p

a
x, ... 

There i s a l i t t l e tendency towards the same thing in ordinary lan

guage, especially when the relation i s trensitive. Milton, in eel 1-

. ing Eve "the fairest of her daughters", meaning femele descendants 

in general, allowed <p°x to be a case of ̂ x'*' . 

Up t o t h i s point we h i n t e d amply at the a l g e b r a i c and f u n c 

t i o n a l f e a t u r e s thet c h a r a c t e r i z e d De Morgan's l o g i c of r e l a t i o n s 

based e x c l u s i v e l y upon h i s own p e r t i n e n t statements. Focusing now 

on S* l e t us compare i t w i t h h i s t r e a t i s e on f u n c t i o n s [1836] i n 

o r d e r t o examine the l e t t e r ' s degree of i n f l u e n c e i n the shaping 

of. the former. De Morgan c a r e f u l l y separated r e l a t i o n from j u d g 

ment i n h i s n o t a t i o n (68.12), 

(69.12) X..LY, 

drawing a p p a r e n t l y from the p o s s i b i l i t y t o separate f u n c t i o n a l 

from q u a n t i t y symbols [see (3) ebove. (69.1), and (69.14)]. Thus 

r e 1 é t i o n s 1 i k e f u n c t i o n s heve a b a s i c o n t o l o g i e e l s i m i l e r i t y 

b e i n g regarded as i n d i v i d u e l o b j e c t s as i n LL-L or L))M and 

<<p+ip) (x)«<p(x)+ip(x) [(36.13)] or cp=0) [(37.48)] r e s p e c t i v e l y . 

We can a l s o c o r r e l a t e the t r i a d "subject - o p e r e t i o n 

r e s u l t " w i t h "subject - copula - p r e d i c a t e " as they both make up 

a p r o p o s i t i o n , edding a l s o i n the l i s t (69.1) the anelogy 

(69.13) <p(x,y)-0 XLY or L(X,Y) . 

We c o u l d f u r t h e r produce the correspondents 

( i ) -<p ..L 

( i i ) iV -L 
( i i i ) *<-)(-) - + < . ) ( . ) - . . 

(69.14) (iv_) <p(x) < ui(x). LX )) MY 
(v) ' a < b L )) M 
(v i ) <p - y L I M 
( v i i ) cpip LM 
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The s y m b o l s LM' a n d L.M a p p e a r t o h a v e no e q u i v a l e n t i n t h e c a l 

c u l u s o f f u n c t i o n s . N e v e r t h e l e s s , t h e p r o c e s s o f s e p a r a t i o n o f 

q u a n t i t y f r o m t h e t e r m s and i t s a t t a c h m e n t t o t h e r e l a t i o n i t s e l f 

- a s i n ( 6 8 . 1 5 1 - h i n t s a t t h e p r o c e s s o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s ; 

F o r De M o r g a n " q u a n t i f i c a t i o n i t s e l f o n l y e x p r e s s e s a r e l a t i o n " 

[S-4,2341; t h u s , i n a way, M' i s a c o m p o s i t e r e l a t i o n , o r c a n 

be v i e w e d a s art o p e r a t i o n upon M, much a s D-d/dx o p e r a t e d u p o n 

cp(x) p r o d u c e s
 !

(p' ( x ) . 

T a k i n g now u n d e r a c c o u n t t h e n o t i o n o f t h e c o n v e r s e r e l a 

t i o n , o u r c o m p a r a t i v e s t u d y becomes more i n t r i c a t e ' . To s t a r t 

w i t h , L~* was d e f i n i t e l y so d e n o t e d a f t e r <p~* . [ s e e ( 8 ) , a n d 

( 6 9 . I t a b o v e and 3*,222]. De M o r g a n c a l l e d t h e f o r m e r " c o n v e r s e " 

and t h e l a t t e r " i n v e r s e " . I n [ 1 8 3 6 , a r t . 1 4 4 ] he c a l l e d "<pip" t h e 

" c o n v e r s e " o f "ip<p", c a l l i n g a t t e n t i o n t o t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n 

" c o n v e r s e " a n d " i n v e r s e " , c l a i m i n g t h a t t h e l a t t e r t e r m " i t m i g h t 

be more l o g i c a l t o c a l l t h e c o n t r a r y b u t c u s t o m h a s s e t t l e d i t s 

p r e s e n t m e a n i n g " . The p r o p e r t y o f i n v e r s e f u n c t i o n s 

( 6 9 . 1 5 ) (<pqix)-
1

 - y-*Q-
%

x 

was a b s e n t i n De M o rgan's f o u n d a t i o n a l s t u d y o f t h e c a l c u l u s o f 

f u n c t i o n s . H o w e v e r , he a l l u d e d ' t o i t b y c a l l i n g ui<p t h e c o n v e r s e 

o f <pqi, a n d he d i d f o r m u l a t e i t f u r t h e r b e l o w i n h i s t r e a t i s e o n l y 

f o r i n c o v e r t i b l e i n v e r s e s [ s e e ( 6 9 . 2 7 ) ] . S o . i t was m o s t l y p r o b 

a b l e t h a t he h a d ( 69.15) i n m i n d when he p r o v e d i n 5* t h a t 

( 6 8.24) o r 

( 6 9 . 1 6 ) ( L M ) "
1

 - M - * L - »
 < 4 1 >

. 

What a b o u t t h e e q u i v a l e n t t o t h e f u n c t i o n a l p r o p e r t i e s 

( 6 9 . 1 0 ) , ( 6 9 . 1 1 ) o r t h e u n i q u e n e s s o f L ~
4

? De M o r g a n ' s a c c o u n t i n 

S* i s v e r y c o n f u s i n g t o p r o v i d e u s w i t h d i r e c t a n s w e r s , b u t t h e r e 

a r e s t i l l f e w i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n s t o be made. A f t e r p r o v i n g 

t h e o r e m K ( 6 8 . 2 7 ) he r i g h t l y c l a i m e d t h a t " I d e n t i f y , i n T h e o r e m 

K, d o e s n o t g i v e i d e n t i t y " [ S * , 2 2 5 ] , i n o t h e r w o r d s 

(69.17) LM - N > (nM-
1

 - 1 a n d L "
4

n - m) 

i s n o t a t r u e i n f e r e n c e [Theorem K i s ( 6 9 . 1 7 ) i f "-" i s r e p l a c e d 

by " ) ) " ] . F o r j u s t i f i c a t i o n o f h i s c l a i m he s u g g e s t e d t o l o o k a t 

t h e d e m o n s t r a t i o n i n w h i c h he h a d i m p l i c i t y u s e d t h e a x i o m 

( 6 8 . 2 9 ) 

( 6 9 . 1 8 ) R f S ' S "
1

) ) ) R. 

To o b t a i n i d e n t i t y - ( 6 9 . 1 7 ) - he w o u l d h a v e t o assume a l s o t h a t 
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( € 9 . 1 9 ) R )') .R(S ' S - 1 > * « 

The l e t t e r i s e s t r o n g e l e i m ; i t emounts t o i t h e e c c e p t e n c e o f t h e 

i n f e r e n c e " i f J o h n l o v e s M e r y , i t h e n M e r y . J i o s - a c h i l d e n d J o h n 

l o v e s e v e r y p e r e n t o f t h e t . t f h i l d ' ! , '• w h i c h i s . o b v i o u s l y w r o n g 

( 6 . 8 , ( 1 1 ) ] . • 

De M organ e c c e p t e d t h o u g h t h e i n f e r e n c e s 

( 6 9 . 2 0 ) LM||N > (LMM"
l

|NM~
l

 and -L-*LM||L-?N) 

end h o l d i n g t h a t 

( 6 9 . 2 1 ) '*MM-*X a n d L
_ 1

L X a r e c l e s s e s w h i c h c o n t e i n X", 

he d e d u c e d 

( 6 9 . 2 2 ) LM • N i > ( L ) ) :NM~
1

 and M ) ) L~
1

N) 

s t r e s s i n g t h a t i d e n t i t y i s n o t a l l o w e d i n t h e r i g h t - h a n d s i d e o f 

( 6 9 . 2 2 ) [S*,225) .> The s t a t e m e n t (69.21) amounts t o t h e p r i n c i p l e s 

( 6 9 . 2 3 ) R )) R(SS~:
X

) a n d R )) ( S ^ S ï R . 

F o r t h e f i r s t t o h o l d t r u e . i t i s r e q u i r e d t h a t 

( 6 9 . 2 4 ) I f X..RY t h e n t h e r e - e x i s t a an S, s u c h t h e t Y . . S S ~
l

Y , 

o r , i n t h e c a s e o f t h e e x e m p l e ebove g i v e n , t h a t M a r y s t a n d s i n 

t h e r e l a t i o n ( P e r e n t - c h i l d ) t o h e r s e l f . T h i s i s a g a i n a s t r o n g \ 

c l a i m w h i c h r e s t r i c t s t h e u n i v e r s e o f d i s c o u r s e t o one i n w h i c h ; 

e v e r y member s t a n d s i n e v e r y r e l a t i o n . t o some member o r o t h e r 

[ M e r r i l l 1 9 9 0 , a r t . 8 . 5 ) . A c c o r d i n g t o M e r r i l l , o n l y 'LM))N was 

n e e d e d f o r t h e r e s u i t ( 6 9 . 2 2 )
t
w h i c h he showed t o h o l d t r u e o n l y j 

u n d e r a n a d d i t i o n e l c o n d i t i o n m i s s i n g i n De M o r g e n ' s S y s t e m -j 

( 1 9 9 0 , a r t . 8 . 5 , 8 . 9 1 . M o r e o v e r ^ h e s e i d t h e t De M o r g a n c o u l d h e v e l 

d e d u c e d d i r e c t l y f r o m t h e o r e m K t h e i n f e r e n c e s 

( 6 9 . 2 5 ) L M ) ) N > ( L ) )NM~.
X

 ! e n d M * ) L - * , N ) . 

The m i s s i n g c o n d i t i o n w h i c h M e r r i 1 1 p r o v i d e d s o t h e t ( 6 9 . 2 2 ) 

i s a v e l i d i n f e r e n c e v a s t h e t S i n (69.23) s a t i s f i e s t h e ( e x i s t 

e n t i e l c o n d i t i o n a s b r i e f l y m e n t i o n e d a b o v e . P e r h a p s De M o r g e n 

h e d i m p l i e d t h i s c o n d i t i o n when he w f o t e i n S= t h e t "e d i r e c t end 

i n v e r t e d r e l a t i o n a l w a y s a x i s t " t s e e (6) e b o v e 1 . M e r r i l l - a n d De 

M o r g e n - seem t o h a v e o v e r l o o k e d t h e f e c t t h e t t h e f i r s t i n f e r e n c e 

i n ( 6 9 . 2 2 ) was i n f e c t f o r m u l a t e d i n S
3
 i n t h e f o r m ( 6 9 . 7 ) - o r 

r a t h e r i n t h e f o r m ( 6 9 . 9 ) , w h i c h i s i d e n t i c a l t ~ t h e f i r s t p a r t 

o f ( 6 9 . 2 5 ) . M o r e o v e r , t h e f e c t t h e t De M o r g e n hed t h e n d e n i e d t h e 

p o s s i b i l i t y t o d e d u c e t h e s e c o n d i n f e r e n c e i n C69.22) [ s e e (69.6) 

- ( 6 9 . 8 ) and (8) a b o v e ) i s a b s e n t i n b o t h M e r r i l l [1990) e n d S*. 

A c c o r d i n g t o M e r r i l l , De M o r g a n m i g h t hed b e e n l e d a s t r e y i n 
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f o r m u l a t i n g ( 6 9 . 2 2 ) by t h e n o t a t i o n o f i n v e r s e f u n c t i o n s . W h i l e 

i n g e n e r a l we a g r e e w i t h h i s r e m a r k , s i n c e we t r y t o e s 

t i m a t e t h e o v e r a l l i n f l u e n c e o f t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s o n t h e 

l o g i c o f r e l a t i o n s , - we w o u l d l i k e . t o d r a w t h e r e a d e r ' s a t t e n t i o n 

t o a d e l i c a t e p o i n t . - t h a t De M o r g a n was more v i v i d l y u n d e r a 

f u n c t i o n a l i n f l u e n c e i n . S * [ ( 8 ) a b o v e ] ' t h a n i n S.* * D i s c u s s i n g t h e 

i m p o s s i b i l i t y t o i n f e r
4

 i d e n t i t y • f r o m LM-N i n ( 6 9 . 2 2 ) , he a p p e a l e d 

t o s e v e r a l l o g i c a l e x a m p l e s , d i s t i n g u i s h i n g n e x t b e t w e e n t h e 

"much power" m a t h e m a t i c s a f f o r d i n " f o r c i n g NM
_

V||L o u t o f 

LM||N", and t h e l e s s d e f i n i t e c h a r a c t e r o f t h e l o g i c o f r e l a 

t i o n s , i n w h i c h - a s he h a d s t r e s s e d i n t h e o p e n i n g o f S A - m a t h e 

m a t i c a l e x a m p l e s a r e n o t s u i t a b l e f o r i l l u s t r a t i o n [ S * , 2 2 5 , 2 2 0 ; 

s e e t e x t b e l o w ( 6 9 . 1 1 ) 1 . As a l r e a d y s e e n , a n d w i l l be f u r t h e r 

shown b e l o w . De M o r g a n was on t h e w h o l e d e f i n i t e l y u n d e r a 

g e n e r a 1 (a Imost s u b c o n s c l o u s ) f u n c t i o n a 1 i n f 1 u e n c e w h i 1 e c o n -

s t r u c t i n g h i s l o g i c o f r e l a t i o n s i n £ U , b u t a t t h e 3ame t i m e h e 

c o n s c i o u s l y a v o i d e d t o a p p l y s p e c i f i c . f u n c t i o n a l p r o p e r t i e s a n d 

p r o c e d u r e s . 

. T h e k i n d o f a r g u m e n t s d i s p l a y e d a b o v e i n c o n n e c t i o n w i t h , t h e 

s l i g h t l y p r o b l e m a t i c i n f e r e n c e ( 6 9 . 2 2 ) c a n a l s o a p p l y t o De 

M o r g a n ' s s t a t e m e n t s u m m a r i z e d i n * . 

( 6 9 . 2 6 ) F o r e v e r y c o n v e r t i b l e r e l a t i o n M t h e r e i s a n L s u c h 

t h a t M - L L -
1

 and L L ~ * X i n c l u d e s X 

I S * , 2 2 5 - 6 ] . A p r o p e r i n q u i r y i n t o ( 6 9 . 2 6 ) demands a r e f o r m u l a t i o n 

o f h i s s y s t e m i n c o n t e m p o r a r y s t a n d a r d s and i s o m i t t e d h e r e *
1 2 1

 . 

H owever we w o u l d l i k e to h i n t a t a s u b t l e t e n t a t i v e a n a l o g y p e r 

c e i v e d b e t w e e n t h e f o r m ,"LL~^"
:

. a n d t h e f o r m "(pam-V- p r o p e r l y 

w r i t t e n a s "<pa<p
_t

x" w h i c h f e a t u r e d , c o n s t a n t l y i n De M o r g a n ' s 

t r e a t i s e (18361 . The u r g e t o c o n c e i v e o f t h e i d e n t i t y "M-LL~*V 

c o u l d be p e r h a p s e x p l a i n e d b y t h e p r o b l e m p a r e x c e l l e n c e i n 

( 1 8 3 6 1 of how t o f i n d a n <p s u c h t h a t g i v e n B. a n d a . 0x-<pa<p
_l

x 

( s e e ( 3 7 . 4 ) , ( 3 7 . 2 3 ) 1 . : We a d d t h a t u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s , i f 

iyx-<paq>
_1

x. t h e n u t x - F ( F
- 1

x - l ) . ( where F x t h e e x p o n e n t i a l f u n c t i o n 

( s e e ( 3 7 . 6 5 ) ; 3 . - 7 „ ( 9 > n , i n o t h e r w o r d s t h e a c t u a l f o r m " F F
- 1 

was v e r y c l o s e l y u s e d S V
3

* .\ 

Reassuming our i n i t i a l q u e s t i o n s c o n c e r n i n g the p r o p e r t i e s 

(69.10);, ( 6 9 . l l ' X ! and (69.:15J i w e can make the- f o l l o w i n g o b s e r v a 

tions.: C o n f i n i n g h i m s e l f to..syllogisms i n L and L
- 1

 o n l y , where L 

4 8 4 



was t r a n s i t i v e . De Morgen wrote thet X..LZ end Y..L
- 1
Z g i v e 

X..LL~*Z, "not n e c e s s e r i l y e i t h e r LZ or L~
l
Z,. though p o s s i b l y 

e i t h e r " . He edded thet s t i l l "X..LL-*Z" " i s e c o n c l u s i o n , and t o 

some persons en importent one.*r i f L mean descendent, end t h e r e -

f o r e L~* e n c e s t o r , t h e n , Z.being tfae Queen, X i s e n t i t l e d t o en 

honorery degree".. [ S * ,237] . I f we teke L t o meen "only c h i l d of 

female parent" then X i s the Queen, i . e . L L
- 1
 becomes the iden-

t i t y r e l a t i o n and LL~
l
Z-Z eccording to the f u n c t i o n a l p r o p e r t y 

(69.10) which h o l d s f o r a i l i n v e r s e s of a f u n c t i o n <p. But. 

s u r p r i s i n g l y enough the i d e n t i t y r e l o t i o n i s not mede e x p l i c i t i n 

SA (see (17) b e l o w ] . 

Due t o the wider scope of.the c a l c u l u s of r e l e t i o n s when 

compared with t h e t of f u n c t i o n s . De Morgen seems t o heve viewed 

converse r e l a t i o n s i n anelogy with i n c o n v e r t i b l e , r e t h e r , then 

w i t h c o n v e r t i b l e i n v e r s e s -the l e t t e r u n i q u e l y d e f i n e d by both 

(69.10)-(69.11 ) . I n c o v e r t i b l e i n v e r s e s of a f u n c t i o n <px r-denoted 

by <p-ix- p l a y e d a r e t h e r marginal r o l e i n the core of h i s 

methodology i n [1836] yend we thus omitted a study of them i n 

chapter 3 [see 3.6,(13)1. However,.we have s p o t t e d en i n t e r e s t i n g 

i n s t a n c e o>t, the end: 

We s h e l l hère proceed to consider the menner i n which the inconver

t i b l e inverses of a function nust be used i n connection with the 

direct f unct i on, when we taxe into considération direct functions 

with more velues then one
11
*

1
 . 

Among the cases s t u d i e d was the f o l l o w i n g : " I f we assume x
x -

W , 

then x-»x-ip-i<p-ix and eny form of a p p l i e d t o eny form of £p_i 

g i v e s one of the forms of X-»" [1836, art.244}. We thus n o t i c e 

t h e t the p r o p e r t y (69.15) eppeers i n the form 

(69.27) ( Ç M J / X ) -
1 - ip-itp-ix 

i n [1836] o n l y i n c o n n e c t i o n with i n c o n v e r t i b l e i n v e r s e s . 

T h i s i n s t a n c e h i n t s et the. t e n t a t i v e c o n j e c t u r e thet De Mor

gan viewed r e l a t i o n s es " d i r e c t f u n c t i o n s w i t h more velues then 

one" end the converse of a r e l a t i o n es i n c o v e r t i b l e i n v e r s e . The 

o m i s s i o n of eny d i s c u s s i o n of the i d e n t i t y r e l a t i o n and of the 

uniqueness of L ~
1
 i s s t r i k i n g i n S * . However, t h e r e i s en i n t e r 

e s t i n g f o o t n o t e edded i n 1864 i n connection w i t h c o n v e r t i b l e and 
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t r a n s i t i v e r e l a t i o n s w h i c h r e v e a l s h i s l a t e r r e c o n s i d e r a t i o n o f 

c o n v e r s e r e l a t i o n s - p e r h a p s u n d e r t h e l i g h t o f h i s t r e a t i s e o f 

f u n c t i o n s . The p a s s a g e r u n s a s f o l l o w s : 

Whan M
_t

 has o n l y one M. w r i t e i t M
- t

. Then MM
-1

X i s X, and M
-1

MX 

maybe o t h e r then X, but i s t r a n s i t i v e . F o r M
-t

MM
-1

MX i s K-MMHJKX. 

o r M
-1

MX. Are a l l t r a n s i t i v e and c o n v e r t i b l e r e l a t i o n s r e d u c i b l e t o 

Whereas \p
-1

 n e e d n o t be t h e u n i q u e i n v e r s e o f ip s o a s w~*x-x 

h o l d s t r u e , i n t h e c a l c u l u s o f r e l a t i o n s t h i s r e s t r i c t i o n i s 

n e c e s s a r y d u e t o t h e e x t r e m e v a g u e n e s s a n d g e n e r a l i t y o f t h e c o n 

c e p t i o n o f a r e l a t i o n . The l o g i c a l c h a r a c t e r o f i n v e r s e q u e s 

t i o n s , "A a l w a y s g i v e s B: what g i v e s B ? " ( 1 8 4 9 c , 9 3 , f n ) h a d o c 

c u p i e d . De M o r g a n . i n h i s work on a l g e b r a , a d e c a d e b e f o r e t h e c o n 

s t r u c t i o n o f ( s e e 3.9 b e l o w ( 1 1 ) ) . I t i s t h u s s u r p r i s i n g t h a t 

a s y s t e m a t i c a p p r o a c h t o w a r d s t h e l o g i c a l , i n t h e s e n s e o f f o u n 

d a t i o n a l , c h a r a c t e r o f c o n v e r s i o n h a d e s c a p e d h i s n o t i c e i n 

O t h e r s t r i k i n g o m i s s i o n s h i n t a t t h e f a c t t h a t S-» w a s a p 

p a r e n t l y r a t h e r h a s t i l y w r i t t e n , t h o u g h n o t a l t o g e t h e r f o r g o t t e n 

l a t e r o n - a c c o r d i n g t o t h e p a s s a g e i n (15)' a b o v e . We o b s e r v e a 

t o t a l a b s e n c e o f c o m m u t a t i v e a n d p e r i o d i c r e l a t i o n s - s u p p l i e d b y 

Venn t w o d e c a d e s l a t e r . F rom t h e d e f i n i t i o n o f c o n v e r t i b l e r e l a 

t i o n s • ( 6 8 . 3 1 ) i t i s i m p l i e d t h a t L | L
_ 1

 o r L « L ~
l

, The i d e n t i t y 

L - L '
1

 c o u l d h a v e s e r v e d i n o r d e r t o p r o v i d e p r o p e r t i e s o f c o n 

v e r t i b l e r e l a t i o n s m i s s i n g i n S*. I f we d r a w o n (1836) we h a v e 

t h a t (px"q>
_ 1

x > cp^x-qxp-^x-x . > <p p e r i o d i c o f o r d e r 2 ( s e e 

( 3 6 . 2 7 ) ] . I f we c o n f i n e now t o c o n v e r t i b l e r e l a t i o n s w i t h u n i q u e 

i n v e r s e s t h e n we hav e L
=

- L L
- 1

- I [-L°], o r L i s p e r i o d i c o f o r d e r -

2. As a n e x a m p l e o f s u c h a r e l a t i o n ^ t a k e " c o n t r a d i c t i o n o f " . De.: 

Mo r g a n was v e r y c l o s e t o s u c h e x a m p l e s i n (1 8 3 6 ] when he c l a i m e d 

t h a t , j u s t a s - ( - e ) - e , t h e n " d i s c o n t i n u o u s o f d i s c o n t i n u o u s i s . 

c o n t i n u o u s " , [ s e e ( 3 6 . 5 ) J . And w h i l e he d i d r e f e r t o s u c c e s s i v e 

f u n c t i o n s cpx, <p
a

x, ... i n S* ( s e e (9) a b o v e ] , he a v o i d e d t o f o l 

l ow, e v e n a s i m i l a r n o t a t i o n f o r t r a n s i t i v e r e l a t i o n s a n d t o w r i t e 

L L L a s L
3

 o r L ° a s I
< 1 T >

. 

B o r r o w i n g some f o u n d a t i o n a l n o t i o n s a n d p r o c e d u r e s f r o m . a l 

g e b r a - t h e l a t t e r t a k e n i n i t s w i d e r s e n s e e n c o m p a s s i n g i n s t a n c e s 
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f r om t h e c a l c u l us of f u n c t i o n s - De Morgen viewed l o g i c es e in a g i -

c o l c e u l d r o n of o p p o s i t i o n s , When ne c l a i m e d i n 1858 to s e t t h i s 

c e u l d r o n b o i l i n g "et some f u t u r e time" t 6 . 7 , ( 1 2 ) l . he might hed 

meent i t s extended v e r s i o n of 'the l o g i e of r r e l a t i o n s Vhere the 

two b e s i c s e t s of r e l a t i o n a l o p p o s i t i o n s were L , l end L,L~* fsee 

6.81 . We heve ampîy covered so f a r the g e n e s i s -end development of 

t h i s l o g i c of r e l e t i o n e l o p p o s i t i o n s - s t r e s s i n g the « n f l u e n t i e l 

r o l e of h i s e l g e b r e i c beckground. Due t o h i s messy w r i t i n g s i t i s 

not always eesy t o s h e r p l y d i B t i n g u i s h between methemeticel ex

emples which served merely f o r i l l u s t r e t i b n of l o g l c e l p r o c é d u r e s 

end t h ose which served es paredigmetic ceses f o r • i m i t e t i o n . Nor 

cen we always be accurete i n the d i s t i n c t i o n between p u r e l y 

a r i t h m e t i c a l , e i g e b r a i c or f u n c t i o n a l i n f l u e n c e s , es c e r t a i n 

a n a l o g i e s drawn so f e r h i n t et a both e l g e b r e i c and f u n c t i o n e l 

o r i g i n o f c e r t a i n l o g i c e l n o t i o n s end p r o c e s s e s . For exemple, 

e l i m i n o t i o n i n s y l l o g i s r a a p p a r e n t l y wes based on composition o f 

r e l a t i o n s 

x - q>(z) X. .LY -

(69.28) z - u»Cy) Y. .MZ , 

* - <PH)(y) X. .LMZ : • -

f o l l o w i n g the exemple of " e l g e b r e i c é q u a t i o n s " [see (3) obove]. 

However, we c è n not' omit t o mention the extended a p p l i c a t i o n of 

the p r o c e s s of é l i m i n a t i o n i n the realms of " f u n c t i o n e l 

é q u a t i o n s " i n [1836]
< 1 B

>. 

We mey draw the f o l l o w i n g s k e t c h which ï n d i c e t e ^ a s i m i l e r i t y 

i n r ô l e between methemeticel end l o g i c a l s t r u c t u r e s i n h i s work; 

Ordinery e r i t h m e t i c Unit sy'llogism 
G e n e r a l i z e d e r i t h m e t i c Numerical s y l l o g i s m 
A l g è b r e A r i t h m e t i c e l system 

(69.29) D i f f é r e n t i e l c a l c u l u s Methemeticel l o g i c 
C a l c u l u s of f u n c t i o n s R e l e t i o n e l s y l l o g i s r a 
C e l c u l u s of o p e r e t i o n s Û u e n t i f i e d r e l a t i o n a l 

s y l l o g i s m 

The key n o t i o n i n t h i s s c a l e of gradua 1 a b s t r a c t i o n and 

g ê n e r a i i z a t i o n i n methemetics i s i n i t i a l l y Cernot
1
 s d i s t i n c t i o n 

of the degrees of indetermineteness which c h a r e c t e r i z e e l g e b r e i c 

symbols. i n t r o d u c e d i n 1794 e f t e r Legrange [1.8,(5); 2.9]. A r 

bogast p r o v i d e d m a t h é m a t i c i e n s w i t h the method of s e p e r e t i o n of 

symbols, which,, together with Cernot's issue amounted to a f i r s t 
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d i s t i n c t i o n b e t w e e n f o r m . . a n d m a t t e r i n De M o r g a n ' s t r e a t i s e 

[J.836] . T h i s d i s t i n c t i o n was s o c a l l e d by De M o r g a n o n l y l a t e r o n 

i n h i s work on l o g i c ^ n a b l i n g h i m t o e x t e n d t h e c o p u l a , " i s " t o 

"has r e l a t i o n t o " a n d t o p r e s e n t a s c a l e o r g r a d u a l g e n e r a l i z a 

t i o n i n t h e r e a l m s o f l o g i c [ s e e 6.4, (9) ;.6.7, ( 1 0 ) , ( 1 7 ) . ( 6 7 . 2 ) ] . 

T h e f o r m - m a t t e r .issue- - h e r e a f t e r , c i t e d a s FM- w a s t o b e t h e -

c r u c i a l l i n k b etween, m a t h e m a t i c s ( a l w a y s t a k e n t o mean a l g e b r a - i n 

i t s w i d e s t . s e n s e ) and: l o g i c i n : De M o r g a n ' s w r i t i n g s i n t h e * 

1 8 6 0 * 3 . I n S# he c l a i m e d t h a t t h e t r a n s i t i o n " f r o m X. .LY t o 

Y. . L
- 1

X " . i s . - a f o r m o f t h o u g h t , and. a more: g e n e r a l f o r m t h a n a n y 

o t h e r c a s e of. c o n v e r s i o n a d m i t t e d by t h e l o g i c i a n i n . t h e common 

s y l l o g i s m . . I t i s . t h a t ..which i s ; common, tcr t h e . t r a n s i t i o n s - "X; a 

g e n u s o f Y, t h e r e f o r e Y a s p e c i e s o f X", "X a p a r e n t o f . Y, t h e r e ^ 

f o r e Y a c h i l d o f X" L.. . ] a n d i s - t h e r e f o r e : more . ' a b s t r a c t , t h e n , 

a n y o f them, and'. . e q u a l l y r f o r m , w i t h o u t m a t t e r ; t o a l 1 o f them.?' 

( 3 * , 2 3 0 , f n X ] . We . r e c a l l t h a t De Morgan:was a c c u s e d o f i n t r o d u c e 

i n g m a t e r i a l e l e m e n t s i n h i s l o g i c w i t h t h e t h e o r y o f t h e c o p u l a 

i n F L [ 6 . 7 , ( 2 ) , (9) ; ( 6 7 . 1 ) ] . N e v e r t h e l e s s , i n S-» he r e a c h e d t h e 

h i g h e s t p o i n t o f f o r m a l i z a t i o n , s i n c e most o f t h e i n f e r e n c e s 

t h e r e d i s p l a y e d were p u r e l y f o r m a l . F u r t h e r d i s c u s s i n g t h e FM 

i s s u e he w r o t e i n [S-»,241] 

I t i s t o algebra t h a t we must look f o r the most h a b i t u a l use o f 

l o g i c a l forms. Not t h a t onymatic r e l a t i o n s are found i n frequent 

occurrence: but so soon as the s y l l o g i s m i s considered under t h e 

aspect of combination of r e l a t i o n s , i t becomes c l e a r t h a t there i s 

more o f s y l l o g i s m , and more o f i t s v a r i e t y , i n a l g e b r a than i n any 

o t h e r subject whatever, though the matter o f r e l a t i o n s -pure 

q u a n t i t y - i s i t s e l f a s m a l l v a r i e t y . And here [Algebra?] t h e 

general idea o f r e l a t i o n emerges, and f o r the f i r s t time, i n t h e 

h i s t o r y of knowledge, the n o t i o n s o f r e l a t i o n and r e l a t i o n of r e l a 

t i o n are symbolized. And here again i s seen the s c a l e o f gradua

t i o n s of form, the manner i n which what i s d i f f e r e n c e o f form a t 

one step of the ascent, i s d i f f e r e n c e o f matter a t the n e x t '
1

* * . 

The' few h i s t o r i a n s t o comment up o n t h i s p a s s a g e t a k e i t f o r 

g r a n t e d t h a t " h e r e " s t a n d s f o r ( s e e (19) a b o v e ! . B u t we h a d 

e v i d e n c e " t h a t n e i t h e r t h e n o t i o n o f r e l a t i o n s a n d o f t h e i r com

b i n a t i o n , n o r t h e FM i s s u e w e r e i n any way f i r s t i n t r o d u c e d i n 
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S*; e l ) the b e s i c concepts end p r i n c i p l e s were present i n S* 

[18503 end were further,developed i n S*-. Composition of f u n c t i o n s 

end the a p p l i c a t i o n of the FM i s s u e were a l r e a d y f a m i l i a r t o De 

Morgan by 1836. We are thus led t o i n t e r p r e t "here", es " o l g e b r e " 

and t o thus c o n f i r m that the r o o t s of h i s l o g i c of r e l a t i o n s were 

of en a l g e b r a i c - f u n c t i o n a l o r i g i n , no matter i f De Morgan i s not 

es e x p l i c i t about i t i n es he w^5 i n S 3 [see (8) above; 

6.7,110)]. 

For e l l h i s methemeticel i n f l u e n c e . De Morgan omitted some 

obvious a n a l o g i e s between f u n c t i o n a l and r e l a t i o n a l p r o p e r t i e s i n 

S<» [see t e x t end (16)-(17) above]. Moreover, t h e r e i s no evidence 

of eny c o n s i d e r e t i o n of the mutual u t i l i t y o f mathemetics and 

l o g i c , es b o l d l y but vaguely suggested i n [ 6 . 7 . ( 1 4 ) ] . How f a r 

was De Morgan eager end capable t o epply a l g e b r a t o l o g i c , end 

v i c e - v e r s e ? Few fragments from h i s l e t e w r i t i n g s h i n t at e t e n t a 

t i v e , though not very i1luminating^enswer. We w i l l end our ec*-

count by commenting upon these i n s t a n c e s , reminding the r e a d e r of 

h i s s i n g u l a r a t t i t u d e towards the e v o l u t i o n . o f s c i e n c e which 

p e r t l y e x p l a i n s c e r t a i n of h i s s t r i k i n g o m i s s i o n s . 

De Morgan s t a r t e d h i s career i n the 1830's occupied by f o u n 

d a t i o n a l end e d u c a t i o n a l concerns and somehow eware of h i s 

l i m i t e d power es an o r i g i n a l r e s e a r c h e r . Very c h e r a c t e r i s t i c a l l y 

he claimed i n [1836.art.1; see 3.5,(3)] t h e t he viewed h i s r o l e , 

es thet of e " c o l o n i s t " r e t h e r then o f en " i n v a d e r " . He thus 

undertook e c o n f u s i n g e y s t e m e t i z e t i o n end u n i f i c a t i o n o f the c a l 

c u l u s of f u n c t i o n s , o f t e n posing open q u e s t i o n s end suggestions 

f o r the b e n e f i t of the r e s e a r c h e r . H i s t o r i c a l l y minded, be would 

accept ambiguity and confusion, o p t i m i s t i c i n t h a t eny e r r o r s , 

u nrigorous procedures or t e n t a t i v e a n a l o g i e s noted i n h i s work 

would be soon c l a r i f i e d by h i s f o l l o w e r s . H i s motto i n general i s 

e n c e p s u l e t e d i n the f o l l o w i n g statement put forwerd i n S 3: 

We go as far es we can, end we try to see whet we can.- to ask a 

question i s a step i n knowledge, and even i f there be no answer i t 

i s e preparation for an ensver
< a o >

. 

In c o n n e c t i o n w i t h h i s l i m i t e d p u r s u i t of l i n k s between a l g e b r a 

end l o g i c from. 1858 onwards, he wrote i n S* : "But the r e l a t i o n of 

a l g e b r a t o the h i g h e r developments of l o g i c i s a s u b j e c t , of f a r 

489 



t o o g r e a t e x t e n t t o be t r e a t e d h è r e " [ S * , 2 4 1 ] . A p p e r e n t l y , Dé 

M o r g a n h a d p e r c e i v e d a f u r t h e r p r o x i m i t y b e t w e e n t h e t w o s c i e n c e s 

t h a n t h a t d i s c u s s e d i n S 3 , b u t he m u s t - h a d f e l t u n a b l e t o c o p e 

w i t h i t d u e t o . t h e c o m p l e x i t y o f t h e t a s k a n d h i s p o o r t e c h n i c a l 

m a c h i n e r y . 

De M o r g a n h a d l a m e n t e d t h e a n t i p a t h y b e t w e e n C a m b r i d g e an d 

O x f o r d s i n c e 1835 b e l i e v i n g - t h a t t h e i s o l a t e d s t u d y o f m a t h e — 

m a t i c s a n d l o g i c was a n i m p e d i m e n t i n t h e i n s t r u c t i o n a n d é v o l u 

t i o n o f e i t h e r s c i e n c e s [ s e e 3.5; 6 . 7 . ( 4 ) ; S * , 2 6; S , 1 8 4 ] . I n S 3 

he e p p e a l e d p r o p h e t i c a l l y t o a " m e t h e m a t i c a l l o g i c " a s a r e s u i t 

o f a: c o o p é r a t i o n b e t w e e n t h e two U n i v e r s i t i e s i n t h e f u t u r e , 

( 6 . 7 , ( 1 4 ) ] , a n d i n S * he c o n c l u d e d h i s m e m o i r b y s e y i n g t h a t t h i s 

a n t i p a t h y "wi11 g o o n f o r a t i m e , and f o r a t i m e o n l y " ( S ^ , 2 4 1 ^ 

21 , Had De M o r g a n h a d v i e w e d " m a t h è m e t i c a 1 l o g i c " e s a p p l i e d 

m a t h e m a t i c s , t h e n h i s l a m e n t w o u l d h a v e b e e n g r o u n d l e s s . 

Of B o o l e ' s work he w r o t e i n 1860 t h e t i t c a n n o t be " s e p a r a t e d 

f r o m M a t h e m a t i c s ,
 :

 s i n c e i t o n l y demanda a l g è b r e , b u t s u c h . t e s t e 

f o r : t h o u g h t a b o u t . t h e n o t a t i o n o f a l g e b r a e s i s r e r e l y a c q u i r e d 

w i t h o u t much a n d d e e p p r a c t i c e " [ 1 8 6 0 c , 2 5 5 ] . De M o r g a n h a d 

s h a r p i y d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n h i s own m e t h o d s a n d t h o s e p u t f o r -

w e r d i n B o o l e [ 1 8 4 7 a ] i n S a [6.7 t e x t a n d ( 3 ) ] a n d o m i t t e d a n y 

a l l u s i o n t o t h e l a t t e r i n S 3 i n c o n n e c t i o n w i t h " m e t h e m e t i c e l 

l o g i c " . 

: H i s a t t i t u d e t o w a r d s B o o l e ' s w o r k l e a d s t o t h e c o n j e c t u r e 

t h a t what De M o r g a n must h a d e x p e c t e d f r o m a f u t u r e c o l l a b o r a t i o n 

o f t h e
:

 two s c i e n c e s w a s s o m e t h i n g e s s e n t i e l l y d i f f é r e n t f r o m t h a t 

p u t f o r w a r d i a B o o l e ' s w o r k o r f r o m what we n o w a d e y s mean by 

" m a t h e m a t i c e l . l o g i c " . J u d g i n g f r o m h i s own c o n t r i b u t i o n s and c o n -

c e r n s , a s s c a t t e r e d i n h i s w r i t i n g s f r o m 1835 u p t i l l 1 8 6 5 , we 

t e n d . t O ' b e l i e v e t h a t w h a t he- had-meent was a f u r t h e r d e v e l o p m e n t 

o f l o g i c o n the< l i n e s . o l r e a d y e n g r a v e d by h i m . 

Wei
:

-want t o s t r e s s t h a t De Morgan f o l l o w e d t h r o u g h o u t h i s 

w r i t i n g s a . c o n c e p t u e l : e p p r o e c h , s h o w i n g much m o r e i n t e r e s t i n 

e l u c i d a t i n g f i r s t p r i n c i p l e s ( 3 . 5 , ( 4 ) ; 6 . 7 , ( 4 ) , ( 1 1 ) ] t h e n i n i n -

v e n t i n g new r i g o r o u s t e c h n i c o l p r o c e s s e s . When he w r o t e i n h i s 

p a p e r . : "On i n f i n i t y " - ( 1 8 6 5 , 1 8 0 J t h a t " I f I s p e a k v e r y d e c i d e b l y 

a b o u t t h e c o n s é q u e n c e s - o f t h e n e g l e c t o f p u r e l o g i c b y m a t h é 

m a t i c i e n s , a s I h a v e d o n e e l s e w h e r e a b o u t t h e n e g l e c t o f m a t h e -
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m o t i c e l t h o u g h t by l o g i c i a n s De M o r g a n i m p l i e d b y " t h o u g h t " , 

f o u n d a t i o n a l p r i n c i p l e s , r a t h e r t h e n t e c h n i q u e s . And t h e s e p r i n 

c i p l e s c a n be b r i e f l y e n c e p s u l e t e d i n P e a c o c k ' s P E F e n d t h e FM 

i s s u e [ 6 . 4 , ( 9 ) ; 6 . 5 , ( 5 ) 1 . 

D e s p i t e i t s u n f i n i s h e d s t e t e , seems t o be De M o r g a n ' s 

f i n a l c o n t r i b u t i o n i n t h e a s c e n t f r o m t r a d i t i o n a l t o a d v a n c e d 

r e l a t i o n a l l o g i c - t h e l e t t e r f o r m i n g " t h e a c t u a l o r g a n o f r e a s o n 

i n g o f t h e - w o r l d a t l e r g e " [ ( 1 ) a b o v e ] . I n t h e t m e m o i r he hod 

s u c c e d e d n o t o n l y i n e x t e n d i n g l o g i c i n t h e woy f o r e s h a d o w e d i n 

1847 [ s e e 6 . 6 , ( 1 ) ] , b u t a l s o i n g e t t i n g r i d o f eny m e t e r i e l e l e 

m e n t s he h e d been o c c u s e d o f i n 1851 by M e n s e l [ 6 . 7 , ( 2 ) , ( 9 ) ] . H i s 

f i n a l c o n c e r n w i t h l o g i c i n 1863 wos t o p r o v e t o H e m i l t o n ' s f o l 

l o w e r s t h e t t h e i r t r o d i t i o n o l l o g i c wes o l d - f a s h i o n e d e n d e r 

r o n e o u s e n d c o u l d o n l y be f r e e d f r o m e r r o r by h i s own r e f o r m u l a 

t i o n a s p u t f o r w a r d i n Sa a n d s y s t e m a t i c a l l y p r e s e n t e d i n S { s e e . 

6 . 6 , ( 1 0 ) ] . 

F r o m 1860 up t o h i s d e a t h i n 1871 De. M o r g a n , c o n t r i b u t e d 

s e v e r a l m e t h e m e t i c e l p e p e r s o n e r i t h m e t i c . d i v e r g e n t s e r i e s , 

s t a t i s t i c a l t a b l e s and r o o t s o f f u n c t i o n s , i n c l u d i n g a *»-to''-. one 

o n t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a [ 1 8 6 5 ] . H i s c o n c e r n i n t h e t p e p e r 

was w i t h c l e r i f y i n g t h e n o t i o n s o n " i n f i n i t y " and " e q u o l i t y " i n 

a l g è b r e , p a y i n g e t t e n t i o n t o t h e l o c k o f f o r m a l c h a r a c t e r o f c e r 

t a i n f o r m s [ s e e ( 3 9 . 1 5 ) 1 . What i s m o s t l y i n t e r e s t i n g a b o u t t h i s 

p a p e r i s h i s f r e q u e n t a l l u s i o n t o l o g i c f o r i l l u s t r a t i o n end 

r e i n f o r c e m e n t o f h i s a r g u m e n t s . We c e n t e k e t h i s a t t i t u d e e s e 

s o r t o f i l l u s t r e t i o n o f whet he h e d e a r l i e r meant w i t h t h e m u t u e l 

u t i l i t y o f t h e two s c i e n c e s . A r g u i n g t h a t a l g e b r a w i l l be f o r m a l 

o n l y u n t i l s y m b o l s e r e s o u n d e r s t o o d t h e t "2x-x g i v e s 2-1" [ s e e 

1 8 6 5 , 1 8 1 ] he ed d e d : 

There i s nothing i n e p u r e l y formel i d e n t i t y which admits o f par

t i c u l a r and exceptional cases: t h e t "something which i s both A and 

B i s something which i s both A and C n e c e s s i t e t e s something B i s 

a l s o C". i s en a s s e r t i o n which cannot be denied by f i n d i n g out some 

p a r t i c u l a r A f o r which i t cannot be t r u e
t a i >

 . 

M e t h e m e t i c e l t r e i n i n g h e d f e c i l i t e t e d De M o r g e n t o e x t e n d 

t h e f o r m s o f l o g i c on a c o n s i s t e n t b a s i s . Now l o g i c s t r e n g t h e n s 

h i s a b i l i t y t o p e r c e i v e i n a c c u r a c i e s a n d geps w i t h i n e l g e b r e by 
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d r a w i n g on h i s l a t e s t c o n t r i b u t i o n s . When P e a c o c k f o u n d e d sym

b o l i c a l g e b r a u p o n t h e P E F , t h a t a p p r o a c h was v e r y n e a r " t o t h e 

a s s e r t i o n t h a t a l g e b r a i s . l i k e l o g i c , a f o r m a 1 s c i e n c e " ( 1 8 6 5 , 1 8 0 1 . 

H o w e v e r , s o m e t h i n g was t h e n m i s s i n g a n d t h a t was t h e FM d i s t i n c 

t i o n
 J

'which now r u l e s i n t h e d e f i n i t i o n o f p u r e l o g i c " ; 

My mode o f statement would be tha t a l g e b r a ought t o be a formal 

s c i e n c e : I d a not maintain t h a t i t i s . I t w i l l become . a formal 

s c i e n c e when a l l i t s forms, w i t h o u t e x c e p t i o n , s h a l l be t r u e o f 

:every m a t e r i a l i n s t a n c e , e q u a l l y without e x c e p t i o n *
2 3

* . 

The f o r m a l c h a r a c t e r o f a l g e b r a i n t h e l a t e 1840 s h a d i n 

s p i r e d De M o r g a n t o w a r d s f o r m u l a t i n g , t h e t h e o r y o f . t h e a b s t r a c t , 

c o p u l a i n 1850 a n d r e a c h i n g t h e h i g h e s t d e g r e e o f f o r m a l i z a t i o n 

i n l o g i c i n 1860 ( s e e 6 . 5 . ( 4 ) , ( 5 ) ; 6 . 7 , ( 7 ) , ( 1 0 ) - ( 1 1 ) ; 6 . 8 1 . B u t 

t h e n , r e t u r n i n g t o a l g e b r a he r e a l i z e d t h a t . i t . was i n n e e d o f a n 

e x t e n s i o n o f t h e m e a n i n g o f t h e s i g n o f e q u a l i t y ( 1 8 6 5 . 1 8 2 ; 

3.9; (16) t (22.) a b o v e l j u s t a s t h e c o p u l a " i s " h a d b e e n i n need o f 

a s i m i l a r e x t e n s i o n f i f t e e n y e a r s e a r l i e r . I n i t i a l l y l o g i c was-

l e c k i n g t h e f o r m a l c h a r a c t e r o f a l g e b r a , b u t now t h e s i t u a t i o n 

was r e v e r s e d . We may t h u s s t a t e t h a t a c c o r d i n g t o h i s own c o n 

c e r n s , i t was n o t l o g i c , b u t a l g e b r a w h i c h was l e f t i n a n u n 

f i n i s h e d s t a t e a n d a n y a t t e m p t t o d e v e l o p f u r t h e r o r m u t u a l l y 

a p p l y e i t h e r s c i e n c e s w o u l d be h o p e l e s s i f a l g e b r a was n o t 

p r o p e r l y c o n s i d e r e d u n d e r t h e l i g h t o f t h e FM i s s u e . . 
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C h a p t e r 7 

B o o l e ' s M a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o-F l o g i c E 1 8 4 7 a l a n d i t s m a t h e m a t i 

c a l b a c k g r o u n d . 

7.1 An o u t l i n e o f B o o l e ' s l i f e a n d w o r k . 

G e o r g e B o o l e was b o r n i n L i n c o l n i n 1 8 1 5 . I t was h i s f a t h e r 

who i n s t r u c t e d h i m i n e l e m e n t a r y m e t h e m a t i c s ^ a n d when 10 y e a r s 

o l d a b o o k s e l l e r became h i s t u t o r i n L a t i n . Soon B o o l e t o o k up 

G r e e k and a t t h e age o f 14 he t r a n s l a t e d a poem o f M e l e a g e r '
1

' 

He h a d s u c h a p a s s i o n f o r l i t t é r a t u r e t h a t by t h e age o f 16 he 

c o u l d r e a d A r i s t o t l e , V i r g i l , D a n t e , M o n t a i g n e an d G o e t h e i n t h e 

o r i g i n a l l a n g u a g e s . The s t i m u l a t i o n s t h u s d e r i v e d , l e d t o t h e , 

d i s c o v e r y o f h i s own p o e t i c t e n d e n c y w h i c h m a r k e d h i s t e m p e r a m e n t 

t h r o u g h o u t h i s l i f e *
3 1

 . 

L a n g u a g e i s d i r e c t l y c o n n e c t e d w i t h grammar, and c e r t a i n 

p h i l o l o g i s t s , l i k e t h e German W.A.Becher, l a i d e m p h a s i s i n t h e i r 

g r a m m a r s o n t h e l i n k s b e t w e e n l a n g u a g e f o r m a t i o n a n d p r o c e s s o f 

r e a s o n i n g . . T h i s was an a d d i t i o n a l s t i m u l a t i o n f o r B o o l e , f o r . w h e n 

h e l a t e r c omposed h i s t r e a t i s e s o n 1 o g i c , The m a t h e m e t i c a 1 

a n a l y s i s o f l o g i c [ 1 8 4 7 a ] and An i n v e s t i g a t i o n o f t h e l a w s o f 

t h o u g h t [ 1 8 5 4 ] , t h e t r a c e s o f t h e i n f l u e n c e d e r i v e d f r o m h i s 

s t u d y o f l e n g u a g e o n h i s l o g i c w e r e a p p a r e n t . F o r B o o l e q u o t e s 

b o t h B e c h e r a n d R.G.Lathem i n t h e s e w o r k s , t h e l e t t e r b e i n g .a 

m o d e r n e u t h o r i t y i n gremmar whom B o o l e h e d c o n s u l t e d o n l o g i c e l 

m a t t e r s
( 3

' . 

A t t h e ege o f 16 , i n 1831 , B o o l e s w i t c h e d t o t h e s t u d y . o f 

m a t h e m a t i c s . L a c r o i x ' s [ 1 8 0 2 ; s e e 1 . 8 ] , an e l e m e n t a r y t e x t b o o k o n 

d i f f e r e n t i a l e n d i n t e g r e l c e l c u l u s , o c c u p i e d h i m f o r two y e a r s . 

He l a t e r r e g r e t t e d f o r s p e n d i n g s o l o n g o n i t end w o u l d a d v i c e 

b e g i n n e r s t o u s e p r i m e r i l y t e x t b o o k s u s e d i n C e m b r i d g e u n i v e r 

s i t y , w h i c h w e r e r i c h e r i n e x e m p l e s t h e n t h e F r e n c h o n e s [ M a c H e l e 

1 9 8 5 , 1 8 ; R h e e s 1 9 5 5 . 7 7 ] . He t h e n p r o c e e d e d t o s t u d y L a p l a c e ' s 

M e c e n i g u e C e l e s t e e n d L e g r e n g e ' s M e c a n i g u e A n a l v t i o u e e n d Ca 1 c u l 

d e s f o n c t i o n s . We sew i n c h e p t e r s 4-5 how i n f 1 u e n t i a 1 b o t h 

L a p l a c e e n d L a g r a n g e hed b e e n i n t h e s h a p i n g o f B o o l e ' s r e s e a r c h 

i n a n a l y s i s . 
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A t t h a t t i m e B o o l e w o r k e d a s a t e a c h e r i n D u n c a s t e r a n d i n 

1833 he became t h e h e a d m a s t e r o f a s c h o o l i n W a d d i n g t o n , n e a r 

L i n c o l n . He s t u d i e d Newton's P r i n c i p l e a n d a s e a r l y a s 1831 he 

was a s k e d t o d e l i v e r a s p e e c h on Newton i n t h e M e c h a n i c s I n 

s t i t u t e i n L i n c o l n . B o o l e d e c 1 i n e d ^ f e e l i n g t o o y o u n g t o m a s t e r 

s u c h a b i g t o p i c ( N e i l 1865,851-

A r o u n d 1832 B o o l e , i n f l u e n c e d f r o m H e b r e w l i t e r a t u r e w h e r e 

God was s p o k e n e s t h e g r e e t A l l o r , U n i t y , c o n t e m p l e t e d a mode 

o f s t u d y i n w h i c h t h e • c h a r a c t e r i s t i c e l e m e n t was t h e u n i t y o f o p 

p o s i t e f o r m s . T h i s mode p r o v e d e f f e c t i v e l a t e r o n ^ e n d B o o l e was 

r e l a t i v e l y s o o n t o c o n t e m p l a t e i n embryo t h e p o s s i b i l i t y o f 

a p p l y i n g s y m b o l i c e x p r e s s i o n t o l o g i c a l r e l a t i o n s * * * . A n o t h e r i m 

p o r t a n t i n f l u e n c e was d e r i v e d f r o m h i s c o m p a r i s o n o f t h e m e t h o d s 

i n N e w t o n ' s P r i n c i p i a a n d L a g r a n g e ' s M é c a n i q u e ^ w h i c h l e d h i m t o 

t h e c o n s i d e r a t i o n o f t h e r o l e o f a b s t r e c t i o n , g e n e r a l i z a t i o n , i n 

t u i t i o n a n d i n d u c t i o n i n t h e p r o c e s s o f d i s c o v e r y '
3

* . I n 1835 he 

d e l i v e r e d e s p e e c h on N e w t o n
1

"
-

w i n n i n g t h e
_

- r e s p e c t of-many p e o p l e 

i n L i n c o l n [ N e i l 1 8 6 5 , 8 7 - 8 8 1 . P a s s a g e s f r o m t h e s p e e c h show 

e v i d e n c e o f B o o l e ' s c o n t e m p l a t i o n o v e r s y s t e m s o f e f f e c t i v e l y 

c o n s t r u c t e d symbols', o f a b s t r a c t i o n a n d o f h i s d e e p i n t e r e s t i n 

a n c i e n t p h i l o s o p h i e s , p a r t i c u l a r l y r e l i g i o n ' *
1

* . 

. A r o u n d 1 8 3 8 , B r o m h e a d , one o f t h e f o u n d e r s o f t h e A n a l y t i c a l 

S o c i e t y l E n r o s . 1 9 8 3 , 2 7 1 , i n i t i a t e d B o o l e i n t h e s p i r i t o f t h e 

S o c i e t y . ; They c o r r e s p o n d e d f o r two y e a r s e n d i n t h e l e t t e r s e x -

c h e n g e d L e g r e n g e ' s i n f l u e n c e o n - B o o l e i n r e d u c i n g t h e e x p r e s s i o n 

o f p h y s i c a l p r o b l e m s t o p u r e l y a l g e b r a i c t e r m s i s a p p a r e n t . By 

t h a t t i m e B o o l e was a c q u e i n t e d w i t h t h e w o r k s o f C a u c h y . Monge,. 

F o u r i e r , J a c o b i a n d V . A . L e b e s g u e ( M a c H e l e 1 9 8 5 , 4 6 - 9 1 . 

B o o l e v i s i t e d C e m b r i d g e a r o u n d 1 8 3 9 . He met s e v e r a l 

e n e l y s t s , among them G r e g o r y . A s t r o n g f r i e n d s h i p was t h u s b o r n 

b e t w e e n B o o l e e n d G r e g o r y w h i c h l a s t e d up t o t h e l e t t e r ' s p rema

t u r e d e a t h i n 1 8 4 4 . As we saw i n c h a p t e r 4 , G r e g o r y p r o v i d e d 

B o o l e w i t h a n e x t r a s t i m u l u s f o r t h e s t u d y o f s y m b o l i c a l g e b r a 

and t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . B o o l e l e t e r a c k n o w l e d g e d 

G r e g o r y ' s g e n e r o u s , h e l p m e n t i o n i n g t h e l e t t e r ' s c o n t r i b u t i o n s i n 

s h a p i n g a n d p u b l i s h i n g B o o l e ' s f i r s t p a p e r o n s y m b o l i c m e t h o d s . 

(1841c]-, . i n h i s t e x t b o o k o n d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s p u b l i s h e d i n 

1859'^* . When B o o l e was t e m p t e d t o f o l l o w a c o u r s e i n C a m b r i d g e , 
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G r e g o r y d i s s u e d e d h i m by s ö y i n g t h a t he w o u l d t h u s u n d e r g o a 

g r e a t d e e l - o f m e n t a l d i s c i p l i n e , w h i c h i s n o t e g r e e e b l e t o e man 

w h ó i s a c c u s t o m e d t ö t h i n k f o r h i m s e l f [ H a r l e y 1 8 6 6 a , 1 2 ] . 

• A n o t h e r i n t e r e s t i n g f r i e n d s h i p was b o r n i n 1 8 4 2 . Ó n t h e - o c 

c a s i o n o f t h e p u b l i c a t i o n o f De M o r g a n ' s t e x t b o o k o n m a t h e m a t i c a i 

a n a l y s i s , B o o l e i n t r o d u c e d h i m s e l f i n a l e t t e r t o h i m [ S m i t h 

1 9 8 2 a , 7 ] . I n a v o l u m i n o u s c o r r e s p o n d e n c e t h a t l a s t e d up t o 

B o o l e ' s d e a t h i n 1 8 6 4 , t h e two men e x c h a n g e d o p i n i o n s on a d i v e r -

s i t y o f common i n t e r e s t s s u c h a s : h i s t o r y o f p h i l o s o p h y and 

s c i e n c e , é d u c a t i o n , m e t e p h y s i c s , m a t h e m e t i c s , l o g i c , e v e n 

h o m e o p a t h y . B u t , c o n t r a r y t o what one w o u l d e x p e c t , t h ë y e x e r t e d 

l i t t l e i n f l u e n c e o n one a n o t h e r
t B >

 . 

F i r s t G r e g o r y a n d łiext De M o r g a n w e r e t o be c o n s u l t e d a b o u t 

t h è p u b l i c a t i o n o f B o o l e ' s f i r s t m a s t e r p i e c e , "On a g e n e r a l 

m e t h o d i n a n a l y s i s " [ 1 8 4 4 ] . The l e t t e r ' s r e a c t i o n was t h a t o f e n -

t h u s i a s m a n d B o o l e was immense-1 y p l e a s e d [ S m i t h 1 9 8 2 a , 13 ]
 <c

*> . 

The n e e r l y r e j e c t e d p a p e r b y t h e R o y a l S o c i e t y f i n e l l y p r o v e d t o 

be a s u c c e s s a n d won t h e G o l d M e d a l o f t h e S o c i e t y [ H a r l e y 1 8 6 6 a , 

17-18; M a c H a l e 1 9 8 5 , 6 1 - 2 ) . 

A r t h u r C a y l e y . e x c i t e d b y B o o l e ' s w o r k on l i n e a r t r a n s f o r m a 

t i o n s 1 1 8 4 2 b ] , s t a r t e d c ö r r e s p o n d i n g w i t h h i m i n 1 8 4 4 . I n t h e 

e a r l y l e t t e r s t h e t o p i c s o f d i s c u s s i o n w e r e i n v a r i a n t t h e o r y a n d 

q u a t e r n i o n s [ M a c H a l e 1 9 8 5 , 5 6 - 8 ] . Soon a f t e r t h e p u b l i c a t i o n o f 

MAL i n 1 8 4 7 , C a y l e y t o u c h e d upon some d é l i c a t e p r o b l e m s o f 

B o o l e ' s l o g i c . T h i s c o r r e s p o n d e n c e f o r m s a n i n t e r e s t i n g s o u r c e o f 

i n f o r m a t i o n , u n u s e d s o f a r , f o r o u r s t u d y o f B o o l e ' s m e t h o d o l o g y 

i n l o g i c [ s e e 7 . 5 ; 8 . 2 - 8 . 3 ] . M o r e o v e r , B o o l e ' s w o r k - i n l o g i c 

m o t i v a t e d C a y l e y t o w r i t è one p a p e r on t h a t s u b j e c t i n 1871 

[ J o u r d a i n 1 9 1 0 , 3 4 2 - 3 ] , 

I n 1845 B o o l e went t o C a m b r i d g e aga i n t o r e a d a n o t e "On t h e 

é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s f u n c t i o n ś " [ 1 8 4 5 c ] t o t h e m e e t i n g o f t h e 

B r i t i s h A s s o c i a t i o n f o r t h e Advancement o f S c i e n c e . T h e r e he made 

a c o n t a c t w i t h t h e m a t h e m a t i c a i p h y s i c i s t W . T h o m s o ñ who i n t r o 

d u c e d h i m t o s e v e r e 1 a n a l y s t s , among them C . G r a v e s . The l a t t e r 

o f f e r e d t o i n t r o d u c e h i m t o W . R . H a m i l t o n b u t B o o l e d e c l i n e d t h e 

o f f e r , e s we l e e r n f r o m e l e t t e r o f h i s t o Thomson i n 1 8 4 6 , f o r 

r e e s o n s o f m o d e s t y
t Ł O >

 . 

G r a v e s s h e r e d w i t h B o o l e e common i n t e r e s t , t h e c a l c u l u s o f 
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o p é r a t i o n s . D e s p i t e t h e l i t t l e p e r s o n a l c o n t a c t he h a d w i t h 

B o o l e , he a d m i r e d t h e l e t t e r ' s " p o w e r f u l m e t h o d " i n ana l y s i s * *
1

 » . 

B o o l e e n t h u s i a s t i c a l l y s e n t t o G r a v e s t h e m a n u s c r i p t o f MAL 

p r i o r , t o i t s p u b l i c a t i o n [ M a c H a l e 1 9 8 5 , 7 0 ] , G r a v e s o f f e r e d some 

m o d i f i c a t i o n s w h i c h p r o v e d q u i t e d e f i n i t e i n B o o l e ' s l a t e r f o r 

m u l a t i o n o f h i s m e t h o d i n l o g i c a s we w i l l s e e i n 7.6. 

- .By t h a t t i m e B o o l e was r e a d y t o h a n d l e t h e c o n s t r u c t i o n o f a 

c a l c u l u s o f l o g i c , o f w h i c h he. h a d - d r e a m t i n h i s y o u t h . T h i s c a l 

c u l u s was t o . b e a n a l o g o u s t o . t h e . o n e he h a d m a s t e r e d s o w e l l i n 

h a n d l i n g p r o b l e m s o f a n a l y s i s , - t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s . And 

when he g o t a c q u a i n t e d w i t h t h e t o p i c o f d i s p u t e b e t w e e n De M o r 

gan and H a m i l t o n , B o o l e r e s u m e d t h e " a l m o s t f o r g o t t e n t h r e a d " o f 

h i s f o r m e r , i n q u i r i e s a n d composed MAL [MAL,1
;
] . 

De M o r g a n ' s i n t r o d u c t i o n o f - t h e c o n c e p t s o f t h e u n i v e r s e o f . 

d i s c o u r s e a n d c o n t r a r y t e r m s a s w e l l , a s H a m i l t o n ' s v i e w s o n t h e 

s t u d y o f m a t h e m a t i c s - a n d t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e , 

p r o v e d t o be o f s i g n i f i c a n t i n f l u e n c e o n . B o o l e , as w j 1 1 be s e e n 

b e l o w
( 1 2 >

. M o r e o v e r , b o t h l o g i c i a n s - g r e a t l y e s t e e m e d by B o o l e -

h a d u s e d s y m b o l i c , t h o u g h no s t r i c t l y a l g e b r a i c a l , means i n o r d e r 

t o r e p r e s e n t p r o p o s i t i o n s a n d s y l l o g i s t i c d e d u c t i o n s . A l l t h e s e 

new i d e a s m o t i v a t e d B o o l e t o w r i t e up h i s own i d e a s o n l o g i c a n d 

t h u s p r e s e n t t o t h e p u b l i c a new a p p r o a c h t o t h i s s u b j e c t . MAL 

a p p e a r e d on t h e same d a y a s De M o r g a n ' s F L . N e i l commented u p o n 

t h e two b o o k s a s f o l l o w s : "We may r e m a r k t h a t t h e s e b o o k s , n o t 

w i t h s t a n d i n g t h e a p p a r e n t s i m i l a r i t y o f s u b j e c t s , a r e l i t t l e i f 

a t a l l c o n n e c t e d w i t h e a c h o t h e r " [ 1 8 6 5 , 9 1 ] <
1 3 >

 . 

D e s p i t e h i s e s t i m a t i o n o f H a m i l t o n a s a man o f " g e n i u s a n d 

l e a r n i n g " [ M A L , 1 2 ]
( 1 4 >

, B o o l e a r g u e d i n t h e " I n t r o d u c t i o n " o f MAL 

a g a i n s t H a m i l t o n ' s v i e w t h a t t h e s t u d y o f m a t h e m a t i c s was " a t 

o n c e d a n g e r o u s a n d u s e l e s s " . He a l s o d e n i e d t h e v i e w t h a t m a t h e 

m a t i c i a n s a r e n o t c a p a b l e t o i n q u i r e i n t o - t h e o r i g i n a n d n a t u r e 

o f t h e i r p r i n c i p l e s [MAL
r
 1 1 - 1 3 ] . . B o o l e o p e n s h i s " I n t r o d u c t i o n " 

p[MAL,3] a s f o l l o w s : , 

They who are acquainted w i t h the present s t a t e of the Theory o f 

;
 Symbolical Algebra, are aware, th a t the v a l i d i t y o f the processes 

:
 of a n a l y s i s does not depend upon the i n t e r p r e t a t i o n of the.symbols 

which are employed, but s o l e l y upon the laws o f t h e i r combina

t i o n . . . T h i s . p r i n c i p l e i s indeed o f fundamental in^o r t a n c e ; and i t 
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may with s a f e t y be e f f i r m e d , t h a t the recent advances, o f pure 

a n a l y s i s have been much e s s i s t e d by the i n f l u e n c e which i t nas ex-

e r t e d i n d i r e c t i n g the c u r r e n t of i n v e s t i g a t i o n . 

H o w e v e r , i n t h e " P r e f e c e " B o o l e , c e u t i o u s t o p r e v e n t a n y rois-

c o n c e p t i o n s o f h i s new s y m b o l i c e p p r o e c h , w r o t e t h a t h i s m e t h o d 

i n l o g i e was t o be " c h i e f l y v a l u a b l e e s en e v i d e n c e o f t h e 

s p e c u l e t i v e t r u t h o f i t s p r i n c i p l e s . To s u p e r s e d e t h e e m p l o y m e n t 

o f common r e e s o n , o r t o s u b j e c t i f t o t h e r i g o u r o f t e c h n i c e l 

f o r m s , w o u l d be t h e l e s t d e s i r e o f one who knows t h e v e l u e o f 

t h e t i n t e l l e c t u e l t o i l a n d w e r f a r e w h i c h i m p e r t s t o t h e m i n d an 

e t h l e t i c v i g o u r , e n d t e e c h e s i t t o c o n t e n d w i t h d i f f i c u l t i e s and 

t o r e l y upon i t s e l f i n e m e r g e n c i e s " [MAL. 2 ]
< l = 1

. The same p a s -

s e g e was t o be o n c e more s t r e s s e d i n h i s [LT.12]
 < Ł ć ł >

 . T h i s p a s -

s a g e s t r o n g l y r e m i n d s u s o f De M o r g a n ' s d e s i r e t o r e n d e r t h e 

s t u d e n t ' s g r e s p "more i n t e l l e c t u e 1 ~ en d l e s s m e c h s n i c e 1 " 

[ 1 8 3 6 ; a r t . 3 ; 3 . 5 ] . Whet r e p e e t e d l y B o o l e t r i e d t o e m p h e s i z e i n 

m o s t o f h i s work i n l o g i e , was t o meke i t c l e e r t h e t , d e s p i t e i t s 

s y m b o l i c f o r m s , l o g i e i s n o t t o be i d e n t i f i e d o r c o n f o u n d e d w i t h 

m a t h e m e t i c s . H i s f r i e n d a n d b i o g r a p h e r . H a r l e y wes emong t h e f i r s t 

t o c o m p r e h e n d t h i s [ I 8 6 6 a , 3 6 ] . 

I n 1848 a p e p e r t i t l e d "The c e l c u l u s o f l o g i e " wes p u b l i s h e d 

i n t h e C a m b r i d g e a n d D u b l i n M e t h e m e t i c e l J o u r n a l , h e r e e f t e r 

t h e p a p e r wes a summery o f MAL. P r o b e b l y , 

b e i n g more a c c e s s i b l e t h e n t h e l i t t l e r e e d MAL [ B r y e n t 1 9 0 1 , 1 0 7 ] , 

COL, wes m o d e r e t e l y r e e d [ M e c H a l e 1 9 8 5 , 7 2 ] . On t h e same y e e r 

B o o l e w r o t e a s h o r t p a p e r on q u e t e r n i o n s . On t h i s s u b j e c t he 

w o u l d l a t e r c o n t r i b u t e more c o n c e r n i v . g t h e L e p l e c e e q u a t i o n 

[ s e e 5. $ 1 1 . 

T h e f o l l o w i n g y e a r he was e l e c t e d e s a p r o f e s s o r o f m e t h e -

m a t i c s a t t h e n e w l y - f o r m e d Queen's C o l l e g e e t C o r k w h e r e he 

r e m a i n e d up t o h i s d e a t h i n 1864
<1

"
7

'> . I n 1851 he d e l i v e r e d a l o n g 

s p e e c h o n t h e ''Cleims o f s c i e n c e " ( h e r e e f t e r c i t e d a s " C l a i m s ' j ) . I n 

t h i s s p e e c h B o o l e t o o k t h e o p p o r t u n i t y t o d w e l l u p o n t h e c o n c e p t 

o f u n i t y and c l e r i f y t h e i n t e r e l e t i o n b e t w e e n l o g i e a n d m e t h e -

m e t i c s . B o o l e r e c a l l e d o f t h e ł o n i e s c h o o l o f p h i l o s o p h y e c c o r d -

i n g t o w h i c h t h e u n i v e r s e was e u n i t y . A l s o , i n X e n o p h e n e ' s l e n -

g u a g e , h e s e i d , " t h e One i s God". Thus e x i s t e n c e was v i e w e d e c -

c o r d i n g t o t h e s e d u e l i s t i c t h e o r i e s e s en outeome o f a b l e n d i n g 
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o f o p p o s i n g e l e m e n t s [ 1 8 5 1 , 2 0 7 - 8 1 . I n B o o l e ' s l a n g u a g e t h i s 

k n o w l e d g e i s e m b o d i e d i n t h e e q u a t i o n 

(71.1) x + ( n o t - x ) - l , 

1 s t a n d i n g f o r b o t h u n i t y and u n i v e r s e a n d x , n o t - x f o r t w o c o n 

t r a r y , i n t h e s e n s e o f c o m p l e m e n t a r y , c l a s s e s . H i s w i f e was l a t e r 

t o c a l l ( 7 1 . 1 ) , w h i c h i n f a c t i n c l u d e s t h e l a w o f t h e e x c l u d e d 

m i d d l e , "The M y s t i c l a w o r p s y c h o l o g i c a l e q u a t i o n " [ M . B o o l e 1 9 7 2 . 

6 3 - 6 5 . See a l s o 7.4; 8.4; 8 . 8 ] . 

B o o l e c o m p a r e d i n h i s s p e e c h l o g i c a n d m a t h e m a t i c s ^ d i s t i n -

g u i s h i n g t hem a s t w o b r a n c h e s o f a w i d e r s c i e n c e . We w i l l d i s c u s s 

t h e m a t t e r l a t e r on^ b u t a t t h i s s t a g e I w o u l d l i k e t o q u o t e one 

o f t h e c o n c l u s i o n s t o w h i c h he a r r i v e d a t ) [ 1 8 5 1 , 1 9 4 - 5 1 : 

I f i t i s asked whether we are able t o deduce the a c t u a l expres

s i o n s of i t s fundamental laws, I r e p l y t h a t t h i s i s p o s s i b l e , and 

t h a t the r e s u l t , c o n s t i t u t e the t r u e b a s i s o f mathematics. I speak 

here,not o f the mathematics of number end q u a n t i t y alone, but o f 

mathematics i n i t s l a r g e r , and I b e l i e v e , t r u e r sense, as u n i v e r s a l 

r e a s oning expressed i n symbolical forms, and conducted by lews, 

. which neve t h e i r u l t i m a t e abode i n the human mind. 

From w h a t we saw s o f a r , t h e e m p h a s i s o n t h e r o l e o f n o t a t i o n was 

one o f s e c o n d a r y i m p o r t a n c e i n B o o l e ' s s y s t e m *
1 Q >

. B o o l e ' s 

e d u c e t i o n a l c o n c e r n a s w e l l e s t h e f a c t t h a t he v i e w e d b o t h l o g i c 

a n d m a t h e m a t i c s a s b r a n c h e s o f a u n i v e r s a l c a l c u l u s o f s y m b o l s , 

w i l l f o r m , t h e b a s i s o f o u r s t u d y t h r o u g h o u t t h i s a n d t h e n e x t ; 

c h a p t e r ^ F o r ; t o i n t e r p r e t h i s : i n t e n t i o n a s one o f e p p l i c e t i o n . o f 

s y m b o l i c f o r m s t o l o g i c s o l e l y - f o r r e n d e r i n g h i s d e d u c t i v e s y s t e m , 

m e c h e n i c e l , w o u l d be a b i g m i s t a k e . T h u s we w o u l d o f f e r an. i n c o m 

p l e t e image o f B o o l e ' s work s t r i p p e d o f i t s h i s t o r i c a l b a c k g r o u n d 

a n d i t s s i g n i f i c a n t e d u c a t i o n a l , p s y c h o l o g i c a l a n d m e t a p h y s i c a l 

o v e r t o n e s . 

A c t i v e l y w o r k i n g on m a t h e m a t i c s t h r o u g h o u t 1 8 5 1 . B o o l e 

p r o d u c e d t h r e e p a p e r s on p r o b a b i l i t y [ H a r l e y 1 8 6 6 e , 24r25-; 

M e c H e i e 1 9 8 5 , 2 7 9 - 8 0 ] . The ^ o ^ i V < t o do s o wes p a r t l y d e r i v e d 

f r o m De M o r g a n ' s " E s s a y o n p r o b a b i l i t i e s " [ 1 8 3 8 ] end t h e r e s p e c 

t i v e c h e p t e r s i n h i s F L ^ e n d p e r t l y f r o m a p r o b l e m by M i t c h e l l o f 

t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e f i x e d s t a r s [ M e c H e i e 1 9 8 5 , 1 2 8 1 . D e a l i n g , 

w i t h t h i s new s u b j e c t , g r e a t l y e n c o u r a g e d i n t h e t by D o n k i n 

[ M e c H e i e 1 9 8 5 , 2 1 3 ) , B o o l e r e a l i z e d i t s c l o s e p r o x i m i t y t o l o g i c 
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a n d ' d e v e l o p e d f u l l y t h i s v i e w i n c h a p t e r s 15-21 o f h i s LT.> T h e 

b o ok was r e a d y f o r p r i n t i n 1853 b u t p r o b l e m s , i n p u b l i c a t i o n a r 

r a n g e m e n t s k e p t i t u n p u b l i s h e d t i l l 1854 - [ N e i l 1 8 6 5 , 166];; 

B o o l e h a d a r r a n g e d t h a t LT. w o u l d be d i s t r i b u t e d among 

ell t h i n k e r s who w o u l d be i n t e r e s t e d i n t h e s u b j e c t i t d e a l t 

w i t h . . We l e a r n t h i s f r o m N e i l [ 1865,166]^ who h a d t h e h o n o u r o f 

r e c e i v i n g t h e book w i t h B o o l e ' s c o m p l i m e n t s . N e i l h a d t h e f o l l o w 

i n g o p i n i o n on t h i s w o r k w h i c h he p u b l i s h e d a r o u n d 1855: "The 

w r i t e r d i s p l a y s s i n g u l a r s a g a c i t y . stretA and t e n s i o n o f r e a s o n 

i n g , e n e n v i a b l e power o f l u c i d e x p o s i t i o n , e w o n d e r f u l c a p a c i t y 

f o r a b s t r a c t s p e c u l a t i o n a n d r e c o n d i t e t h i n k i n g . The a u t h o r i s 

p r o f o u n d a n d e r u d i t e ; he h a s b r o u g h t t h e f a r - g r a s p i n g power o f an 

a b l e m i n d t o t h e c o n s i d e r a t i o n o f t h e s u b j e c t , a n d h a s g i v e n . i n 

c l e a r , d i s t i n c t , a n d e x p r e s s i v e l a n g u a g e a l a r g e d e v e l o p m e n t t o 

t h e p h i l o s o p h y o f t h o u g h t . The s u b t l e r y , p o w e r , a n d p e r s i s t e n c y 

shown i n c a r r y i n g o u t t h e s t r i c t e n d u n y i e l d i n g s y s t e m o f sym

b o l i c e l e x p r e s s i o n a n d i n t e r p r e t a t i o n f o r w h i c h t h e a u t h o r c o n - . 

t e n d s a r e i n d i c a t i v e o f e m i n d o f s u p e r i o r o r d e r . The book opens 

up v i e w s o f t h e r e l e t i o n s a n d f o r m s o f t h o u g h t c a p e b l e o f . v a s t 

r e s u l t s " [ 1 8 6 5 . 1 6 6 ] . • r, ;. 

Some o f B o o l e ' s c o n t e m p o r a r i e s r e c e i v e d B o o l e - 3 e l a b o r a t e 

p h i l o s o p h i c a l e n l a r g e m e n t o f MAL w i t h e n t h u s i a s m '
 1

'*
>

 . F o r , i n 

b o t h t h e i n t r o d u c t o r y e n d f i n e l c h e p t e r , B o o l e t o o k t h e o p o r -

t u n i t y t o s t r e s s t h e p h i l o s o p h i c e l d i m e n s i o n . o f h i s s u b j e c t [ s e e 

a l s o 8 . 7 , 8 . 9 ] . U n f o r t u n a t e l y we know t h a t t h e - b o o k h e d no s u c h 

i m p a c t i n e r e e s o u t s i d e o f m e t h e m a t i c s a s B o o l e h a d ^ c p c J 

[ M a c H e l e 1985, 1 2 8 ] . 

t o o e m p h a t i c e l l y , a n d f o r r e e s o n s t h e t e r e n o t 

c l e e r , B o o l e s e i d i n t h e " P r e f a c e " t h e t t h e b o o k " i s n o t e 

r e p u b l i c a t i o n " o f h i s f o r m e r t r e e t i s e , " i t s m e t h o d s [LT] e r e 

more g e n e r a l , e n d i t s r a n g e o f a p p l i c a t i o n s w i d e r . I t e x h i b i t s 

t h e r e s u l t s , m a t u r e d by some y e a r s o f s t u d y a n d ; r e f l e c t i o n , - o f e 

p r i n c i p l e o f i n v e s t i g e t i o n r e l e t i n g t o t h e i n t e l l e c t u a l o p e r a 

t i o n s , t h e p r e v i o u s e x p o s i t i o n o f w h i c h was w r i t t e n w i t h i n a few 

w e e k s a f t e r i t s i d e a had b e e n c o n c e i v e d " [ L T , i i i ] . D e s p i t e t h e 

f a c t t h a t MAL was h a s t i l y w r i t t e n a c c o r d i n g t o - B o o l e , i e n d o f a 

much s m e l l e r s i z e c o m p e r e d w i t h L T , .not o n l y most 

o f t h e k e y ideas o f . B o o l e ' s g e n e r a l method as p r e s e n t e d i n LT 
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o r i g i n a t e d i n MAL, b u t , a s some h i s t o r i e n s c l a i m , B o o l e ' s 

o r i g i n a l i d é e s a r e more s a t i s f a c t o r i l y e x p o s e d i n M A L
< 2 0 Ï

. On 

t h e c o m p a r i s o n o f t h è s e two w o r k s we w i 1 1 e x t e n s i v e l y comment 

'upon i n t h e f o l l o w i n g c h a p t e r . 

B o o l e e x p l i c i t l y s t a t e d i n LT t h e p o s s i b i l i t y o f en a l g è b r e 

o f s y m b o l s t h a t w o u l d a d m i t s o l e l y t h e v a l u e s 0 a n d 1. "The l e w s , 

e x i o m s , end t h e p r o c e s s e s o f s u c h e n a l g è b r e w i l l be i d e n t i c a l i n 

t h e i r w h o l e e x t e n t " w i t h t h o s e o f a n a I g e b r a o f l o g i c . 

" D i f f é r e n c e s o f i n t e p r p e t a t i o n w i l l a l o n e d i v i d e .them. Upon t h i s 

p r i n c i p l e t h e m e t h o d o f t h e f o l l o w i n g w o r k i s e s t e b l i s h e d " . t L T , 

3 7 - 3 8 ] . : T h i s : a l g e b r a i n meny r e s p e c t s r e s e m b l e s what we nowdays 

c a l l " B o o l e a n e l g e b r a "
t = 1

> . A c c o r d i n g t o . G . B i r k o f f t h e " B o o l é e n 

e l g e b r a " o f c l a s s e s , l a r g e l y o r i g i n a t e d in- t h i s c l e s s i c b o o k , h a s 

h a d a n e v e r - i n c r e a s i n g i n f l u e n c e o n a i l b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s " 

[ M a c H a l e 1 9 8 5 , 1 3 0 ] . Due t o the- l i n k o f B o o l é e n e l g e b r e w i t h t h e 

f u n c t i o n o f c o m p u t e r s B o o l e i s ce l i e d " F e t h e r p f ( p r a p u t e r 

Science", b u t t h i s t i t l e i s t o o e x e g g e r a t i n g and d i s * t o r - f i H q 

f o r r e e s o n s . we h e v e e l r e e d y s t a t e d e b o v e '
2 2

' . 

I n 1855 B o o l e m a r r i e d M a r y E v e r e s t . M a r y
1

 s f e t h e r wes 

a f r i e n d o f Babbage a n d H e r s c h e l ^ a n d e a r l y i n h e r l i f e s h e was 

i n t e r e s t e d i n m e t h e m e t i c s . The m a r r i a g e wes s u c c e s f u l e n d M a r y 

s h a r e d h e r h u s b a n d ' s i n t e r e s t s b e c o m i n g a d e v o t e d d i s c i p l e 

[ M . B o o l e 1972, 5].- D u r i n g t w e n t y y e a r s a f t e r B o o l e ' s d e e t h M a r y 

B o o l e was c o m m i t t e d s p r e a d i n g h e r h u s b a n d ' s i d é e s e b o u t m a t h e 

m a t i c s a n d : l o g i c y d e v e l o p i n g • a t t h e same t i m e h e r own v i e w s o n 

é d u c a t i o n . 

As t h e t i m e p a s s e d b y , B o o l e ' s i n t e r e s t s i n p s y c h o l o g y e n d 

r e l i g i o n became more and more a p p a r e n t . Of e q u a l p r i m a r y i m p o r 

t a n c e wes t o h i m t h e e d u c a t i o n e l a s p e c t o f b o t h m a t h e m e t i c s a n d 

l o g i c J F o r B o o l e , a s h i s s t u d e n t s w e r e l a t e r t o r e c e l 1, h e d a 

g e n u i n e c o m p a s s i o n f o r t h e m . The h o n o u r o f d i s c o v e r y i n d e a l i n g 

w i t h a p r o b l e r a w a s t o be s h a r e d b e t w e e n t e a c h e r a n d s t u d e n t s 

[Rhees. 1 9 5 5 , 76-7]
 < 3 3 >

 . 

I n 1857 B o o l e h e d i n p e r t p r e p a r e d a w o r k w h i c h was t o b e a r 

t h e " t i t l e : o f The p h i l o s o p h v o f L o g i c . M a c M i l l e n company h a d a n -

n o u n c e d t h a t t h e b ook wes " n e a r l y r e a d y " b u t B o o l e was " s o i l l t o . 

s a t i s f y w i t h h i m s e l f t h a t he s h r u n k f r o m l a y i n g t h e w o r k b e f o r e 
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t h e p u b l i c e t t h e t t i m e " [ N e i l 1 8 6 5 , 1 7 2 ; 8 . 7 , ( 1 ) J . The r e e s o n why 

B o o l e u n d e r t o o k t o w r i t e t h i s book i s i n c l u d e d i n i t s " P r e f e c e " : 

I t must be p o s s i b l e t o i n t e r p r e t w i t h i n the pure 1 y l o g i c e l sphère 

and by pure 1 y l o g i c a l ideas end conceptions a i l ' the processes 

œethcds and r e s u l t s t o which t h e t analogy [between algèbre end 

l o g i c ) hes l e d . Now such an interprétation i s the o b j e c t of the 

présent work. I seek t o being i n t o l i g h t and prcminence the 

p h i l o s o p h i c a l éléments which i n my former e x p o s i t i o n (LT] were too 

much hidden beneath the v e i l of a sy m b o l i c a l n o t a t i o n . . . I wrote 

the former book [LT] f o r mathématiciens. The s u b j e c t i s of wider 

i n t e r e s t . This i s intended f o r the generel p u b l i c . Methemetics 

w i l l not eppear except i n the notes
 t2

**
î

 . 

I n 1857 B o o l e c o m m u n i c a t e d t o t h e R o y a l S o c i e t y o f - E d i n b u r g h 

a p e p e r "On t h e a p p l i c e t i o n o f t h e t h e o r y o f p r o b e b i 1 i t i e s t o t h e 

q u e s t i o n o f t h e c o m b i n e t i o n o f t e s t i m o n i e s e n d j u d g e m e n t s " . The 

p a p e r , p u b l i s h e d i n t h e T r a n s a c t i o n s o f t h e S o c i e t y o c c u p i e d 56 

q u a r t o p a g e s . B o o l e wes e w e r d e d f o r t h i s p e p e r t h e K e i t h m e d e l o f 

t h e S o c i e t y i n 1858 ( M e c H a l e 1 9 8 5 , 6 2 ) . I n 1859 he p r o d u c e d h i s 

t e x t b o o k on P i f f e r e n t i e 1 e g u e t i o n s e n d i n t h e f o l l o w i n g y e e r a 

t e x t b o o k on F i n i t e d i f f é r e n c e s ( 1 8 6 0 ] . T h è s e two w o r k s d i s p l e y a 

w i d e r o n g e o f o r i g i n a l r e s e e r c h i n r e s p e c t w i t h i n t e g r e t i n g f e c -

t o r s , t h e R i c c a t i é q u a t i o n , s i n g u l a r s o l u t i o n s . s u m m e t i o n o f 

s é r i e s e n d , e bove a i l , s y m b o l i c a l m e t h o d s a p p l i e d t o v e r i o u s 

t y p e s o f d i f f é r e n t i e l , f i n i t e d i f f é r e n c e a n d f u n c t i o n e l é q u a 

t i o n s . B e s i d e s . B o o l e ' s . e x t e n s i v e a c q u a i n t e n c e W i t h t h e w o r k s o f 

h i s c o n t e m p o r e r i e s i n t h e C o n t i n e n t , E n g l e n d e n d I r e l a n d i s shown 

by h i s numerous r é f é r e n c e s t o t h e m . P a r t i c u l e r l y s t r i k i n g i s " t h e 

f a c t t h a t De M o r g e n i s m e n t i o n e d o f t e n i n c o n n e c t i o n w i t h h i s 

w o r k on d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s . 

B o t h t e x t b o o k s w e r e r e g a r d e d a s c l a s s i c s i n C a m b r i d g e ^ and 

B o o l e ' s t r e a t m e n t o f c o n v e r g e n c e a n d s y m b o l i c a l m e t h o d s , l o o k i n g 

b e c k w a r d s r e t h e r t o L e g r e n g e t h e n t o C e u c h y ' s new e n a l y s i s , was 

f o l l o w e d by M i l n e - T h o m s o n and F o r s y t h e t t h e t u r n o f t h e 

c e n t u r y
< 3 î = ; >

 . From t h e t t i m e o n w a r d s B o o l e f o c u s e d e n t i r e l y on 

a s p e c t s o f d i f f é r e n t i e l e q u e t i o n s w i t h e n e x c e p t i o n o f a p a p e r on 

t h e r o o t s o f e l g e b r e i c é q u a t i o n s , a s u b j e c t t h a t h e d i n t e r e s t e d 

H e r l e y a l o t ( M a c H a l e 1 9 8 5 , 2 2 3 . c h a p t e r 1 5 ] . 

I n 1860 B o o l e was p r o p o s e d a s e c a n d i d a t e f o r a p o s t i n Ox-
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f o r d U n i v e r s i t y . S u c h e p o s t h a d b een f o r h i m a l i f e ' s d r e a m , f o r 

t h e r e he c o u l d c o m b i n e r e s e a r c h and t e a c h i - n g i n b o t h m a t h e m a t i c s 

and p h i l o s o p h y . But., a f r a i d t o p a r t i c i p a t e i n t h e r e l i g i o u s d i s 

p u t e s t h a t t o o k p l a c e i n O x f o r d , he w i t h d r e w [ M e c H a l e 1 9 8 5 , 168] . 

I n t h e l a s t y e a r s o f h i s l i f e B o o l e v i e w e d a s p e c t s o f l o g i c 

and m a t h e m a t i c s f r o m a r a t h e r m e t a p h y s i c a l p o i n t o f v i e w . I n 1862 

he w r o t e t o De. M o r g a n : " I do n o t s o much c a r e a b o u t t h e m e r e 

f o r m s o f L o g i c a s a b o u t t h e p h i l o s o p h y o f t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n 

t h o u g h t a n d speech»! [ M a c H e l e . 1 9 8 5 , 2 2 4 -5; S m i t h 1 9 8 2 a , 1 0 2 ] . 

T h i s i s p a r t i c u l a r l y e v i d e n t i n c e r t a i n e x t r a c t s f r o m B o o l e * s 

work d u r i n g t h e p e r i o d 1855-64 [ s e e 8 . 7 , 8 . 8 ] . The s u b j e c t o f 

Singular s o l u t i o n s was v i e w e d f r o m a m e t a p h y s i c a l a n g l e . When a 

f o r m e r , s t u d e n t o f h i s c o n f i d e d " i n a p u z z l e d " way t o M a r y B o o l e 

t h a t ' t h e r e s p e c t i v e e h a p t e r i n B o o l e [1859] "does n o t r e a d 1 i k e 

a e h a p t e r o f . a n o r d i n a r y b o o k " , M a r y a t t r i b u t e d t h i s t o B o o l e ' s 

" d e v o u t s t u d y o f t h e m y s t i c l i t e r a t u r e o f a i l â g e s " [ M . B o o l e 

1972, 6 9 ] . L a t e r on s h e was t o w r i t e a b ook [1897] i n w h i c h s h e 

c o m p a r e d B o o l e ' s raethodology w i t h t h a t o f . F a t h e r A l p h o n s e G r a t r y 

( 1 8 0 5 - 1 8 7 2 )
t 2 A >

 . 

7.2 Key
 :
 f e a t u r e s o f B o o l e ' s M a t h e m a t i c a l a n a l v s i s o f l o g i c 

[ 1 8 4 7 ] . p l a n o f o u r s t u d y . 

A c c o r d i n g t o B o o l e , l o g i c i s b a s e d p r i m a r i l y o n man's 

f a c u l t y " t o c o n c e i v e o f a c l a s s e n d t o d e s i g n a t e i t s i n d i v i d u e l 

members by a common name" [MAL, 4 3 . T h e n . by e m e n t e l a c t , c a l l e d 

" é l e c t i o n " , we a r e a b l e t o s e l e c t t h o s e members o f a g i v e n c l a s s 

a n d c o n t e m p l a t e thera e p e r t f r o m t h e r e s t *
1

' . T h i s " é l e c t i v e 

o p e r e t i o n " c a n be r e p e e t e d w i t h o t h e r é l é m e n t s o f d i s t i n c t i o n i n 

e s i m i l e r way a s i n common l a n g u e g e "we a c c u m u l e t e d e s c r i p t i v e 

e p i t h e t s f o r t h e s a k e o f more p r é c i s e d é f i n i t i o n " [MAL, 5 1 . 

B o o l e b e l i e v e d t h a t t h e t h e o r y o f l o g i c i s i n t i m a t e l y c o n 

n e c t e d w i t h t h a t o f l a n g u e g e : I n f a c t he h o l d t h a t "A s u c c e s s f u l 

a t t e m p t t o e x p r e s s l o g i c a l p r o p o s i t i o n s by s y m b o l s , t h e l a w s o f 

whose c o m b i n e t i o n s s h o u l d be f o u n d e d u p o n t h e l a w s o f t h e m e n t a l 

p r o c e s s e s w h i c h t h e y r e p r e s e n t , w o u l d , s o f a r , be a s t e p t o w a r d a 

p h i l o s o p h i c a l l a n g u a g e " [MAL,51. T h i s v i e w , t h o u g h l i t t l e p u r s u e d 

e i t h e r i n MAL o r i n L T , w o u l d u n d e r l i n e most o f B o o l e ' s l o g i c a l 
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r e s e e r c h e s . We w i 11 h a v e t h e o p p o r t u n i t y t o n o t i c e c e r t a i n i n 

s t a n c e s i n w h i c h B o o l e d i d c o n s u l t t h e grammar o f o r d i n e r y l a n -

guage f o r h i s c o n s t r u c t i o n o f a l o g i c a l c a l c u l u s e c t i v e l y i l -

l u s t r a t i n g s i m i l e r v i e w s h e i d by H o b b e s . C o n d i l l e c o r W h a t e l y 

t h o u g h h i s d i r e c t i n f l u e n c e s w ere t o be d e r i v e d f r o m more c o n -

tempo.rary g r a m m a r i a n s s u c h e s B l a n c o W h i t e end R . G . L e t h e m
( 3 >

 . 

H o w e v e r , what w i 1 1 be p e r t i c u l e r l y é v i d e n t t h r o u g h o u t h i s 

w o r k i n l o g i c u n d e r s t u d y , i s h i s d r a w i n g by e n e l o g y f r o m t h e 

" w e l l c o n s t r u c t e d l a n g u e g e " o f e l g e b r a . T h i s i n f l u e n c e 

i s d e r i v e d . m o s t l y f r o m h i s own m e t h e m e t i c a l ba.ckground, p e r 

t i c u l e r l y t h e a l g è b r e o f d i f f é r e n t i e l e n d f i n i t e d i f f é r e n c e 

o p e r e t i o n s . e s i n h i s [ 1 8 4 4 1 , t h a n f r o m s i m i l a r v i e w s t h e t a p -

p e e r o n l y t h e o r e t i c a l l y i n C o n d i l l e c ' s o r W h a t e l y ' s Works i n 

l o g i c . L i k e De M o r g a n , B o o l e b e l i e v e d t h a t "An i n s t e n c e i n w h i c h 

e l e n g u e g e u n d o u b t e J l y s u b e c o e s t h e p u r p o s e s o f r e a s o n i n g i s 

A 

p r e s e n t e d i n t h e s c i e n c e o f a l g è b r e "
t 3 >

. B u t , a s we s h a l l s e e , 

he was t o c a r r y o u t t h i s a n e l o g y b e t w e e n f o r m s e n d p r o c e s s e s o f 

e l g e b r e i c e l a n a l y s i s a n d l o g i c a l e n e l y s i s , more b o l d l y e n d s u b 

s t a n t i e l l y t h e n De M o r g a n . 

I n MAL t h e v a r i a b l e s x , y , z . . . o f B o o l e ' s l o g i c e l c e l c . u l u s 

s t e n d f o r t h e " é l e c t i v e o p é r a t i o n s " m e n t i o n e d e bove end n o t f o r 

t h e c l e s s e s X,Y,Z... u p o n w h i c h t h e y o p e r e t e , es l a t e r i n L T . 

T h i s d i s t i n c t i o n i s o f p r i m a r y i m p o r t a n c e f o r i t s h e d s 1 i g h t 

i n t o t h e o r i g i n s o f B o o l e ' s i n v e n t i o n s f i r s t i n t r o d u c e d i n MAL 

e n d l e t e r d e v e l o p e d u n d e r c e r t e i n m o d i f i c e t i o n s i n h i s LT*"**-. 

A s we s h a l l s e e B o o l e o f t e n v i e w e d t h e f u n c t i o n o f e l e c t - i v e 

s y m b o l s x , y , z . . . e s e n a l o g o u s t o t h e t o f d i f f é r e n t i e l o p e r e t o r s . 

I n f a c t . i n . some n o t e s o f p r o b a b l e d a t e a r o u n d 1848 [ s e e (2) 

a b o v e ] B o o l e c o m p a r e d t h e f u n c t i o n o f é l e c t i v e s y m b o l s w i t h t h e t 

o f c e r t e i n d i s c o n t i n u o u s i n t e g r e l s whose v a l u e s r a n g e i n t h e s e t 

{0,1} [ s e e 8 . 3 , ( 2 ) ] . T h è s e b o l d c o m p a r i s o n s s h o u l d n o t corne e s s 

s u r p r i s e .
 ;

The o u t c o m e o f h i s r e s e e r c h e s i n , e n e l y s i s was t h e t " i f 

we e x a m i n e t h e more c o m p l e x f o r m s a n d p r o c e s s e s o f e l g e b r e i c e l 

e n e l y s i s we f i n d . thet t h e r e è r e a i l r e d u c i b l e t o en u l t i m e t e d e -

p e n d e n c e upon t h e l a w s o f g r e e t s i m p l i c i t y " [N?; s e e 7.2, ( 2 ) ] . 

B o o l e ' s m e t h o d i n MAL i s f o u n d e d upon t h e p o s s i b i l i t y t o 

g i v e t o t h e " e l e m e n t e r y l e w s " e c c o r d i n g t o w h i c h t h e v e r i a b l e s 

x , y , z . . . o p e r e t e en " e x a c t s y m b o l i c e l p r é s e n t a t i o n " . M o r e o v e r , 
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c e r t a i n u n e x p e c t e d d i s c o v e r i e s [ s e e 8 . 2 , ( 6 ) i l e d B o o l e t o 

b e l i e v e t h a t "The l a w s we h a v e t o e x a m i n e a r e t h e l a w s o f one o f 

t h e most i m p o r t a n t o f o u r m e n t a l f a c u l t i e s . The m a t h e m a t i c s we 

h a v e t o c o n s t r u c t a r e t h e m a t h e m a t i c s o f t h e human i n t e l l e c t " 

( M A L , 7 ] . B o o l e n o t o n l y b o r r o w s raatheraaticel p r o c é d u r e s f o r h i s 

c o n s t r u c t i o n o f a c a l c u l u s o f l o g i c , b u t a s t h e a b o v e s t a t e m e n t 

somehow v a g u e l y : i n d i c e t e s , t h i s c a l c u l u s i s i n d e e d a b r a n c h o f 

what we m i g h t c a l l " U n i v e r s a l c a l c u l u s o f s y m b o l s " o r " G e n e r a l -

m a t h e m e t i c s "
< s >

 . O t h e r i n s t a n c e s t h o u g h w i l l f u r t h e r j u s t i f y t h i s 

i n t e r p r é t a t i o n o f t h e f r a m e w o r k o f h i s t r e a t i s e s o n l o g i c . 

A f t e r l a y i n g down t h e f i r s t p r i n c i p l e s o f h i s m e t h o d , B o o l e 

e x p r e s s e d b o t h c e t e g o r i c a l a n d h y p o t h e t i c a l p r o p o s i t i o n s a s é q u a 

t i o n s . T h e i r v a r i a b l e s s t a n d i n g f o r é l e c t i v e s y m b o l s , h e c a l l e d 

t h em " é l e c t i v e é q u a t i o n s " [ s e e 7.2, ( 1 ) ] . By means o f t h i s m e t h o d 

B o o l e was a b l e t o d e d u c e t h e l a w s o f c o n v e r s i o n a n d s y l l o g i s m 

[MAL, 6 ] . The power o f h i s metho d t h o u g h , l i e s i n i t s a b i l i t y f o r 

g ê n e r a i i z e t i o n w h i c h r e n d e r s , p o s s i b l e t h e r e s o l u t i o n o f " t h e 

most comp l e x s y s t e m o f p r o p o s i t i o n s " . î n t h i s m e t h o d B o o l e c i a i m s 

t h a t " E v e r y p r o c e s s w i l l e x p r e s s d é d u c t i o n , e v e r y m a t h e m a t i c e l 

c o n s é q u e n c e w i l l e x p r e s s a l o g i c e l i n f e r e n c e . The g ê n e r a i i t y o f 

t h e method w i l l e v e n p e r m i t u s t o e x p r e s s a r b i t r a r y o p é r a t i o n s o f 

t h e i n t e l l e c t , and t h u s l e e d t o t h e d é m o n s t r a t i o n o f g ê n e r a i 

t h e o r e m s i n l o g i c a n a l o g o u s , i n no s l i g h t r e s p e c t , t o t h e g ê n e r a i 

t h e o r e m s o f o r d i n a r y m a t h e m a t i c s " [MAL,61. 

The g ê n e r a i m e t h o d i n v o l v e s a s t u d y o f t h e p r o p e r t i e s o f 

é l e c t i v e f u n c t i o n s <p(x) , q)(x,y) a n d h e n c e t h e s o l u t i o n o f é l e c 

t i v e é q u a t i o n s . No m a t t e r how c o m p l e x s u c h a n é q u a t i o n c a n be " i t 

c a n be s o l v e d e n d e v e r y s o l u t i o n i n t e r p r e t e d " [MAL, 7 1 . I n 

o t h e r w o r d s , e v e r y é l e c t i v e é q u a t i o n i s i n t e r p r é t a b l e e s a 

p r o p o s i t i o n . B o o l e o f f e r s two m e t h o d s . The f i r s t , c a l l e d "method 

o f s u b s t i t u t i o n " , d o e s n o t i n v o l v e h i s g ê n e r a i t h e o r y . The s e c o n d , 

t h e "method o f d e v e l o p m e n t " , i s b a s e d on t h i s t h e o r y g i v i n g f o r 

m e l r e s u l t s t h a t h a v e c o n s e q u e n t i y t o be i n t e r p r e t e d . 

Now', t h e m a i n d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h e " b s s i c l o g i c " , a s i n 

c h e p t e r s 1-5, a n d t h e " g ê n e r a i m e t h o d i n l o g i c " <
A

> a s p r e s e n t e d 

i n t h e two. l a s t c h e p t e r s , 5-6, l i e s i n t h a t t h e s e c o n d i n v o l v e s 

n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s , o t h e r t h e n 0 end 1. A l l t e r m s t h a t i n 

v o l v e s u c h c o e f f i c i e n t s a r e u n i n t e r p r e t a b l e i n B o o l e ' s s y s t e m . 
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T h i s p e c u l i a r i t y o r ó s e s e r i o u s o b j e c t i o n s a s B o o l e d o e s l i t t l e t o 

f u l l y e x p l a i n h i s p r o c é d u r e s i n MAL. The most c h a r a c t e r i s t i c c a s e 

o f r e a c t i o n was t h a t o f C a y l e y who e x p r e s s e d h i s p e r p l e x i t i e s i n 

c o n n e c t i o n w i t h t h i s m a t t e r i n l e t t e r s
 ;
 e n d B o o l e ' s a n s w e r s 

p r o v i d e \ i s w i t h some i n t e r e s t i n g i n f o r m a t i o n o n how he d e a l t w i t h 

t h i s " p r o b l e m " [ s e e 7 . 5 , 8 . 2 ) . I n b r i e f h i s a n s w e r i s t h a t t e r m s 

may be u n i n t e r p r e t e b l e b u t é q u a t i o n s a l w a y s c a n be i n t e r p r e t e d . 

I n t h è s e l e t t e r s B o o l e d r a w s by a n a l o g y f r o m i m a g i n a r y numbers 

[ 8 . 2 , t e x t a n d ( 7 ) , ( 8 ) 1 . B u t t h e b e s t ; w a y t o e x p l a i n h i s a d m i t -

t a n c e o f u n i n t e r p r e t a b l e f o r m s i s t o l o o k b a c k t o h i s [ 1 8 4 4 , 

1 8 4 5 d , 1 8 4 6 , 1 8 4 7 b , 1 8 4 7 c l w h e r e , i n t h e c o u r s e o f s y m b o l i c p r o 

c é d u r e s , c e r t a i n t e r m s a r e u n i n t e r p r e t a b l e a s t h e y s t a n d a n d o n l y 

t h e f i n a l resumí-. e d m i t s o f i n t e r p r é t a t i o n . 

B o o l e h a d e x p e c t e d r e a c t i o n s t o w a r d s h i s s y m b o l i c p r o c é d u r e s 

i n l o g i c , p a r t i c u l a r l y b y l o g i c i a n s s u c h a s H a m i l t o n who were 

a g a i n s t t h e u s e o f a n y m a t h e m e t i c a l h a n d l i n g o f l o g i c . He t r i e d 

t o j u s t i f y h i s a p p r o a c h e p p e a l i n g t o t h e e f f i c i e n c y o f s y m b o l i c 

m e t h o d s i n t h e " p r o g r e s s o f s c i e n t i f i c d i s c o v e r y " [ M A L , 9 Ï
t
b e a r i n g 

i n m i n d t h e i r s u c c e s s f u l a p p l i c a t i o n s i n m a t h e m a t i c a l end p h y s i -

c a l p r o b l e m s as i n h i s m a t h e m e t i c e l p a p e r s c i t e d e b o v e . T h i s 

p o w e r f u l t o o l o f a n a l y s i s , he c l a i m e d , i f t r e a t e d w i t h " p e r f e c t 

c o m p r é h e n s i o n " o f w h a t r e n d e r s i t l e w f u l , p r o v i d e s u s w i t h a n i n 

t e l l e c t u e l d i s c i p l i n e o f a h i g h o r d e r , "en e x e r c i s e n o t o n l y o f 

r e e s o n , b u t o f t h e f e c u l t y o f - g e n e r e l i z a t i o n " . He a d d e d 

c e u t i o u s l y t h a t " e a c h s u b j e c t o f a p p l i e d m e t h e m e t i c s s h o u l d be 

t r e a t e d i n t h e s p i r i t o f t h e m e t h o d s - w h i c h w e r e known e t t h e t i m e 

when t h e a p p l i c a t i o n was imede, b u t i n t h e b e s t f o r m w h i c h t h o s e 

m e t h o d s h e v e essuroed" fcMAL/10]
; 

A p e r t f r o m t h e h o s t i l i t y o f c e r t a i n l o g i c i e n s t o w e r d s eny 

m e t h e m e t i z e t i o n o f l o g i c , B o o l e was a l s o e ware o f t h e p r o b a b l e 

e r r o r s i n t o w h i c h a m a t h é m a t i c i e n c o u l d f a l l i f he a b u s e d 

t h e " u n m e a s u r e d c a p e b a b i 1 i t i e s " o f t h e c e l c u l u s o f o p é r a t i o n s . 

The l a w s o f c o r r e c t r e a s o n i n g were p a i d l i t t l e a t t e n t i o n t o , e c -

c o r d i n g t o him*
7

** . As f a r e s s y m b o l i c r e e s o n i n g i n g e n e r e l i s 

c o n c e r n e d , t h e l a w s t h a t r e n d e r i t l e w f u l a r e t h e f o l l o w i n g [ L T , 

6ei : -
I s t , That e f i x e d i n t e r p r e t e t i o n be essigned t o the symbols 

employed i n the e x p r e s s i o n of the date; and t h a t the laws of the 
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combination of those symbols be c o r r e c t l y determined from t h a t i n 

t e r p r e t a t i o n . 

2nd, That the formal processes of s o l u t i o n o r demonstration be 

concluded throughout i n obedience t o a l l the laws determined as 

above, without r e g a r d t o the question of the i n t e r p r e t a t i o n of t h e 

p a r t i c u l a r r e s u l t s o b t a i n e d . : . . 

3 r d , That the f i n a l r e s u l t be i n t e r p r e t a b l e i n form , and t h a t 

i t be a c t u a l l y i n t e r p r e t e d i n accordance w i t h t h a t system of i n t e r 

p r e t a t i o n which has been employed i n the e x p r e s s i o n of d a t a . 

T h i s l i s t i s d r a w n f r o m a l a t e r book [ 1 8 5 4 ] , b u t i t s e s s e n c e 

u n d e r l i e s n o t o n l y t h e w h o l e o f B o o l e ' s m e t h o d o l o g y i n MAL b u t 

more g e n e r a l l y h i s w h o l e a t t i t u d e t o w a r d s s y m b o l i c p r o c e d u r e i n 

m a t h e m a t i c s . As no r e s t r i c t i o n i s i m p o s e d u p o n t h e n a t u r e o f t h e 

d a t a , t h e l a w s o r t h e i n t e r p r e t a b i 1 i t y o f t h e r e s u l t s , t h e q u o t a 

t i o n s t r o n g l y s u g g e s t ; w h a t we h a v e c l a i m e d a b o v e . T h a t i s . t h a t 

B o o l e p e r c e i v e d t h e u n i v e r s a l i t y o f s y m b o l i c a p p r o a c h w h i c h , u n 

d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s , c a n be e q u a l l y s u c c e s s f u l i n b o t h m a t h e 

m a t i c a l a n d l o g i c a l f i e l d s . 

I t i s i n g e n e r a l a known f a c t t h a t , a s w i t h t h e c a s e o f De 

M o r g a n , B o o l e ' s m e t h o d s o f s o l u t i o n a n d d e m o n s t r a t i o n , l a c k t h e 

a p p r o p r i a t e r i g o u r i n t h e modern s e n s e . E v e n a t h i s t i m e t h e 

v e r y c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s was h a n d l e d more f o r m a l l y by C a u c h y 

who h a d r e j e c t e d L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s a n d h a d s u g g e s t e d 

more r i g o r o u s f o u n d a t i o n s i n a n a l y s i s [ 1 . 7 ] , B o o l e i m p l i c i t l y was 

t o assume c e r t a i n a x i o m s w h i l e h a n d l i n g s y m b o l i c p r o c e s s e s i n 

l o g i c b a s e d on h i s s e l f - c o n f i d e n c e a c q u i r e d w h i l e a p p l y i n g t h e m 

i n p r o b l e m s o f a n a l y s i s . I n e v i t a b l y , t h i s v e r y a p p r o a c h i n a n 

a n o t h e r f i e l d , w h i c h l a c k e d t h e h i s t o r i c b a c k g r o u n d o f t h e c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s , l e d h i m t o m i n o r o r m a j o r f a l l a c i e s w h i c h 

h a v e b e e n p o i n t e d o u t r e c e n t l y * *
3

* . 

However," B o o l e ' s s y s t e m h a s p r o v e d t o be c o n s i s t e n t a n d 

t h o u g h he d o e s n o t s p e a k o f c o n s i s t e n c y he m ust h a d h a d i t i n 

m i n d . Our s t u d y w i l l f o c u s on t h e f o l l o w i n g t h e m e s , m a i n l y i n 

c o n n e c t i o n w i t h MAL; 

1. The a n a l o g i e s t h a t e x i s t b e t w e e n B o o l e ' s c a l c u l u s o f l o g i c a n d 

h i s c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n g e n e r a l , i n c l u d i n g a d i v e r s i t y o f 

o t h e r m a t h e m a t i c a l c o n c e p t s
4

* * * . 

2. The two m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f e l e c t i v e e q u a t i o n s , i n -
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c l u d i n g t h e i r i n t e r p r e t a b i 1 i t y , i l l u s t r a t i n g c e r t a i n a n a l o g i e s 

w i t h t h e s o l u t i o n o f d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s *
1 0 >

. 

3 . T h e c o r r é l a t i o n b e t w e e n o r d i n e r y l a n g u e g e , l o g i c a n d 

m a t h e m a t i c s ; i n p a r t i c u l a r t h e v i e w t h a t m e t h e m e t i c s a n d l o g i c 

f o r m two s e p a r a t e and p a r a l l e l b r a n c h e s o f what B o o l e c a l l e d e s 

" u n i v e r s a l r e e s o n i n g e x p r e s s e d i n s y m b o l i c e l f o r m s " [ 1 8 5 1 ; s e e 

7 . 1 , ( 5 ) ] . 

I n t h i s c h e p t e r we w i l l f o c u s m e i n l y o n MAL f o r , o n one 

h e n d e i l t h e m e i n c o n c e p t s o f l o g i c l a t e r d e v e l o p e d i n LT è r e i n -

t r o d u c e d i n MAL. and on t h e o t h e r h e n d , t h e l i n k b e t w e e n B o o l e ' s 

c e l c u l u s o f l o g i c e n d c e l c u l u s o f o p e r e t i o n i s more e p p a r e n t i n 

MAI t h e n i n o t h e r w o r k s ( s e e 7.2, ( 4 ) ] . I n s e c t i o n s 7.3-7.7 we 

w i l l c o v e r t h e s y m b o l i c e x p r e s s i o n o f l a w s end c e t e g o r i c a l 

p r o p o s i t i o n s , t h e s o l u t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s by s u b s t i t u 

t i o n , e x e m p l e s o f c o n v e r s i o n and s y l l o g i s m , h y p o t h e t i c e l p r o p o s i 

t i o n s , p r o p e r t i e s o f é l e c t i v e f u n c t i o n s e n d f i n e l l y t h e s o l u t i o n 

o f é l e c t i v e e q u e t i o n s by d e v e l o p m e n t . 

A t e e c h s t a g e o f t h i s s t u d y e w o r k f r o m a l a t e r p e r i o d w i l l 

b e c o n s u l t e d o n l y s o f e r a s i t h e l p s t o c l a r i f y t h e m e t t e r u n d e r 

d i s c u s s i o n more e c c u r e t e l y . R é c e n t p e p ë r s o n B o o l e ' s w o r k o n 

l o g i c w i l l be c o n s u l t e d ^ b u t we w i l l m e i n l y d r e w f r o m B o o l e ' s own 

w o r k o n l o g i c e n d m a t h e m e t i c s i n c l u d i n g some u n u s e d m e n u s c r i p t s 

f r o m t h e c o l l e c t i o n o f t h e R o y e l S o c i e t y o f L o n d o n . As i n 

t h e c e s e o f De M o r g e n , we w i l l v i e w B o o l e ' s work w i t h e n e y e o f a 

h i s t o r i e n ^ t a k i n g u n d e r e c c o u n t s t r i c t l y t h e s p i r i t o f t h e t i m e 

when h i s m e t h e m e t i s e d l o g i c wes b o r n . 

7.3 S y m b o l i c e x p r e s s i o n o f lews i n MAL. 

I n MAL t h e Symbol 1 r e p r e s e n t s t h e U n i v e r s e o f d i s c o u r s e . 

A c c o r d i n g t o B o o l e i t c o m p r e h e n d s " e v e r y c o n c e i v e b l e c l e s s o f o b -

j e c t s w h e t h e r e c t u e l l y e x i s t i n g o r n o t " [ M A L , 1 5 ] . I f X s t e n d s f o r 

e n i n d i v i d u e l member o f e g i v e n c l e s s , x s t e n d s f o r t h e é l e c t i v e 

s y m b o l t h a t s é l e c t s f r o m t h e s u b j e c t ( t h e c l a s s u o r v ) u p o n 

w h i c h i t o p é r â t e s e l l t h e Xs t h e t i t c o n t a i n s *
1

* . I f no s u b j e c t 

i s e x p r e s s e d t h e n x i s s u p p o s e d t o o p e r e t e u p o n t h e u n i v e r s e 1 

a n d we t h u s hâve.-
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( 7 3 . 1 ) x - x ( l ) 

[MAL,15-16] 

N e x t B o o l e d e f i - n e s t h e p r o d u c t x y a s r e p r e s e n t i n g , i n s u c -

c e s s i o n , " t h e s e l e c t i o n o f t h e c l a s s Y, a n d t h e s e l e c t i o n f r o m 

t h e c l a s s Y o f s u c h i n d i v i d u a l s o f t h e c l a s s X a s a r e c o n t a i n e d 

i n i t " . The f i r s t l a w he l a y s . down i s t h a t "The r e s u l t o f a n a c t 

o f e l e c t i o n i s i n d e p e n d e n t o f t h e g r o u p i n g o r C l a s s i f i c a t i o n o f 

t h e s u b j e c t " - . I n o t h e r w o r d s , i f u a n d v e r e . t w o s u b c l e s s e s o f 

t h e u n i v e r s e , u+v r e p r e s e n t s t h e " u n d i v i d e d o b j e c t " a n d t h e l a w 

i s t h u s e x p r e s s e d a s : 

(73.2) x ( u + v ) = x u + x v 

(MAL, 1 6 - 1 7 ] <
3 >

 . T h i s l a w i s t h e e q u i v a l e n t o f 

(73.4) n ( u + r ) = n u + n r 

t h e d i s t r i b u t i v e l a w i n a n a l y s i s , where n S t a n d s f o r d/dx o r A o r 

S a c t i n g u p o n t h e s u b j e c t s u a n d r [1844,225] 

A c c o r d i n g t o t h e s e c o n d e l e m e n t a r y law^ m u l t i p l i c a t i o n o f 

e l e c t i v e s y m b o l s i s c o m m u t e t i v e ; h e n c e 

(73.5.) x y = y x 

(MAL, 1 7 ] . When-xy i s supposed- t o a c t u p o n a s u b c l a s s u o f , t h e 

u n i v e r s e . , B o o l e i m p l i c i t l y j assumes t h a t - t h e O p e r a t i o n i s e f -

f e c t e d a c c o r d i n g t o •- . • , 

(73.6) ( x y ) u - x ( y u ) -
 ;
r . ^ 

( H a i l p e r i n 1 9 8 4 , 4 2 ] . The l a w ( 7 3 . 5 ) , h a s a l s o i t s e q u i v a l e n t ; i n 

t h e a l g e b r a o f d i f f e r e n t i a l O p e r a t o r s , . 

( 7 3 . 7 ) n p u « p n u , .
 ; 

n,p,u a s a b o v e [ 1 8 4 4 , 2 5 ] . 

T h r o u g h o u t MAL B o o l e makes u s e o f t h e l a w ( 7 3 . 2 ) i n t h e f o r m 

(73.8) x ( y + z ) - x y + x z , 

x , y , z a l l e l e c t i v e s y m b o l s , b u t define3 i t s o o n l y i n s u b s e q u e n t 

w o r k s [ s e e COL, 127; L T , 2 9 - 3 3 ] . H e r e a f t e r , when. r e f e r r i n g t o t h e 

f i r s t t w o e l e m e n t a r y l a w s , we w i l l mean ( 7 3 . 5 ) a n d ( 7 3 . 8 ) . I f we 

assume b e s i d e s ( 7 3 . 6 ) t h e l a w l u - u , p r o v i d e d by B o o l e o n l y i n 

( L T , 4 7 - 8 ] , we d e d u c e t h a t 1, d i s t i n g u i s h e d f r o m t h e u n i v e r s e , i s 

a u n i t o f m u l t i p l i c a t i o n i n B o o l e ' s S y s t e m [ s e e (2) a b o v e ] . 

The t h i r d l a w s a y s t h a t " t h e r e s u l t o f e g i v e n a c t o f e l e c 

t i o n p e r f o r m e d . t w i c e , o r any number o f t i m e s i n s u c c e s s i o n i s t h e 

r e s u l t o f t h e same a c t p e r f o r m e d o n c e " , h e n c e 

(73.9) x = - x. 
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f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h e t 

( 7 3 . 1 0 ) x , 

n a p o s i t i v e i n t e g e r (MAL, 17-18; COL, 127] . • 

The l a w (73.9) , -or i n d e x l a w , i s p e c u l i a r t o l ö g i c a n d i s 

t h e k e y t o i n t e r p r e t a b i 1 i t y i n B o o l e ' s c a l c u l u s s i n c e o n l y t e r m s 

t h a t o b e y (73.9) e r e a d m i t t e d a s i n t e r p r e t e b l e . H o w e v e r , B o o l e 

p r o v i d e d a n e x a m p l e o f o r d i n a r y e r i t h m e t i c , v i z , t h a t t h e n
t H 

power o f a p o s i t i v e number i s p o s i t i v e , - w h e r e ( 7 3 . 9 ) h o l d s 

t r u e
< = » . B

U
t , more g e n e r a l l y , (73.10) h a s a l s o an e n a l o g o u s l a w 

i n t h e a l g e b r a o f d i f f e r e n t i a l O p e r a t o r s , n a m e l y : 

( 7 3 . 1 1 ) n
m

 n"u-n
m

^
r i

u 

( 1 8 4 4 , 2 2 5 ]
t Ä >

 . 

B o o l e saw t h e s e a n a l o g i e s a n d w r o t e i n h i s n o t e s [Ne-N«?;see 

7.2, ( 2 ) ] : 

The laws x(y+z)=xy+xz and x y y x ere the o n l y laws o f a l 

gebra i c symbols devoid from the conception of q u a n t i t y . The lew 

x
m

x
r ,

^ c
m + n

 merely i m p l i e s t h a t i f the r e s u l t of the Operation x be 

performed n times, and then m times upon the r e s u l t , the f i n a l 

r e s u l t i s the same es i f i t were employed m+n t i m e s . I n füll i t 

merely expresses e law o f number. i. e of the number which expresses 

how o r t e n an Operation i s performed and i n d i c e t e s t h a t t h e t number 

mey be considered es e whole m+n, and r e s o l v e d i n t o p a r t s . Hence 

the lew x
n

x
n

" T
+ n

 i s e law g u i t e independent o f the neture of the 
J 

Operation denoted fcy x. I t i s f o r example t r u e i n the D i f f e r e n t i a l 

C a l c u l u s t h a t (cVdx)
m

(d7cbc)"»(d/dx)
m

*
n

. So [to] the ebove [meening 

t h e laws (73.5), (73.8), (73.10)3 i t would seem t h a t we ought t o 

add the law whose expression i s x+y^y+x . 

We s e e by now a f i r s t i n s t e n c e where o u r e s s u m p t i o n a b o u t 

e n e l o g y a n d i n d e p e n d e n c e b e t w e e n t h e two c a l c u l i , o f l o g i c and 

O p e r a t i o n s , a s h o l d i n g s i m u l t e n e o u s l y i n B o o l e ' s m i n d i s j u s -

t i f i e d . U n d o u b t e J l y h i s e e r l y m e t h e m e t i c e l p e p e r s , [ 1 8 4 4 , 1 8 4 5 d l , 

m u st h e d h e d i n s p i r e d h i s c o m p o s i t i o n o f MAL. H o w e v e r , B o o l e d o e s 

n o t seem t o h a v e i m p o s e d t h e r e s u l t s o b t e i n e d i n h i s o l d c a l c u l u s 

on t h e new o n e . On t h e c o n t r a r y , h e v i n g l e i d t h e f o u n d e t i o n s f o r 

h i s c e l c u l u s o f l o g i c he g r e d u e l l y emends i t e n d e n l e r g e s i t 

w h i l e n o t i c i n g t h e a n a l o g i e s e x i s t i n g b e t w e e n h i s f o u n d e t i o n s o f 

l o g i c a n d t h e c a l c u l u s o f O p e r a t i o n s . I t i s o f i n t e r e s t t o n o t e 

^how he e r r i v e d T̂n t h e a b o v e q u o t e t i o n \ e t i n c l u d i n g a new l e w 
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( 7 3 . 1 2 ) x+y=y+x, 

f i r s t p u b l i s h e d i n b i s [ L T , 3 3 ]
< 7 >

. 

H a v i n g l a i d down t h e . t h r e e e l e r a e n t a r y l a w s i n MAL, ne wenb 

on t o State t h e f o l l o w i n g as t h e "one. a n d s u f f i c i e n t e x i o m " i n -

v o l v e d i n h i s l o g i c a l d é d u c t i o n s 

( 7 3 . 1 3 ) " E q u i v a l e n t o p é r a t i o n s p e r f o r m e d u p o n é q u i v a l e n t s u b j e c t s 

p r o d u c e é q u i v a l e n t r e s u l t s " [ M A L , 1 8 3 . 

I n COL t h i s a x i o m i s s t e t e d i n a s l i g h t l y m o d i f i e d way a n d o n l y 

i n t h e m a n u s c r i p t n o t e s q u o t e d s o f a r d i d he v e r b a l l y S t a t e t h a t 

( 7 3 . 1 3 ) i m p l i e s -

( 7 3 . 1 4 ) ( x « y , z = w ) > x± z - y - w a n d 

(7 3 . 1 5 ) (x=y,z=w) > x.z=-y.w 

See [N<?;LT,36; C o r c o r e n 1 9 8 0 . -616-618 a n d B e i l p e r i n 1 9 84,
 L
4 3 ; On 

s u b s t r a c t i o n s e e a l s o (3) a b o v e l . 

A s s o p i e t i v i t y i s s u r p r i s i n g l y m i s s i n g a s a law,, n o t o n l y 

f r o m MAL.but a l s o f r o m . L T ' f ... D i v i s i o n i s n o t d e f i n e d . e s t h e 

i n v e r s e o f m u l t i p l i c a t i o n : . P o s t p o n i n g h i s a p p r o a c h t o w e r d s d e a l -

i n g w i t h x / y i n c o n n e c t i o n w i t h t h e s o l u t i o n o f é l e c t i v e é q u a 

t i o n s f o r h i s l a s t c h a p t e r , B o o l e made a t t h e end o f h i s f i r s t 

c h a p t e r . "On f i r s t principle3" t h e f o l l o w i n g comments. F i r s t he 

c l a i m e d t h a t i n v i r t u e o f t h e f i r s t two e l e m e n t a r / laws- " a l l t h e 

p r o c e s s e s o f common a l g e b r a a r e a p p l i c a b l e t o t h e p r é s e n t s y s t e m " 

[ M A L , 1 8 ] . 

T h i s c l a i m was t o r a i s e r e a c t i o n s f o r , a s i t i s i m p l i e d f r o m 

h i s n e x t r e m a r k , t h o u g h a l g e b r a a n d l o g i c b e e r c e r t a i n 

s i m i l e r i t i e s , a t t h e same t i m e t h e y d i f f e r i n c e r t a i n s u b s t a n t i e l 

r e s p e c t s . He w r o t e "From t h e c i r c u m s t e n c e t h a t t h e p r o c e s s e s o f 

a l g e b r a may be a p p l i e d t o t h e p r é s e n t System, i t i s n o t t o be i n -

f e r r e d t h a t t h e i n t e r p r é t a t i o n o f an é l e c t i v e é q u a t i o n w i l l be 

u n a f f e c t e d by s u c h p r o c e s s e s . The e x p r e s s i o n o f a t r u t h c a n n o t be 

n e g a t i v e d b y a l e g i t i m a t e o p é r a t i o n , b u t i t may be l i m i t e d " [MAL, 

18-L&] . Thus , f o r example,, i t h o l d s t h a t 

( 7 3 . 1 6 ) y - x > x y - x z . 

" T h i s i s a p e r f e c t l y l e g i t i m e t e i n f e r e n c e , b u t t h e f a c t w h i c h i t 

d e c l e r e s i s a l e s s g ê n e r a i one t h a n was a s s e r t e d i n t h e o r i g i n a l 

p r o p o s i t i o n " [MAL, 1 9 ] . I n o t h e r w o r d s , t h e c o n v e r s e o f ( 7 3 . 1 6 ) , . 

( 7 3 . 1 7 ) x y - x z
 :
 > y - z . 

d o e s n o t h o l d t r u e a c c o r d i n g t o B o o l e . To . h i s d i s p u t e w i t h . j 
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C a y l e y e b o u t h i s c l a i m t h e t " a i l t h e p r o c e s s e s of common a l g è b r e 

are a p p l i c a b l e t o t h e p r é s e n t System" we w i 1 1 r e f e r i n 7.5 e n d 

8 . 2 . We w i l l now p r o c e e d t o t h e s y m b o l i c e x p r e s s i o n o f c e t e g o r i -

c e l p r o p o s i t i o n s . 

7.4 C e t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n s e x p r e s s e d e s é l e c t i v e e q u e t i o n s i n 

MAL. 

The c h e p t e r "Of e x p r e s s i o n end i n t e r p r e t e t i o n " o p e n s w i t h e 

q u o t e t i o n f r o m A l d r i c h a n d W h a t e l y . B o o l e a d m i r e d W h e t e l y a l o t 

a n d a c c o r d i n g t o one o f h i s s t u d e n t s he wes e c q u a i n t e d w i t h 

W h a t e l y ' s work i n l o g i c w e l l b e f o r e 1846 [Rhees 1 9 5 5 , 76; s e e 

a l s o L T , i i i ; M e c H a l e 1 9 8 5 , 3 3 , 3 9 1 . 

I n o r d e r t o d e a l w i t h n é g a t i o n , he i n t r o d u c e d t h e c l a s s n o t -

X, d e n o t e d s y m b o l i c e l l y b y 1-x. T h i s wes B o o l e ' s o n l y d e v i c e f o r 

n é g a t i o n . Any s t e t e m e n t r e g a r d i n g s o m e t h i n g t h e t c e n n o t h o l d t r u e 

w o u l d be r e p r e s e n t e d b y an é q u a t i o n e n d t h e f e c t t h e t i n -

e q u a l i t i e s , s u c h e s x f y , c o u l d n o t be e x p r e s s e d by h i s l a n g u a g e , 

[ C o r c o r e n 1 980, 6 3 5 , f n 6 ] , wes n o t a m a j o r d r a w b e c k i n h i s S y s 

t e m , s i n c e ne d i d n o t n e e d t o s t e t e s u c h r e l a t i o n s . [See a l s o 

8 . 4 1 . T h e n B o o l e s t a t e d v e r b e l l y whet we c e l l t h e p r i n c i p l e o f 

t h e " e x c l u d e d m i d d l e " , w h i c h t e k e s t h e f o r m 

( 7 4 . 1 ) x + ( l - x ) - l , 

a s f o l l o w s : "The c l e s s X a n d t h e c l a s s n o t - X t o g e t h e r make t h e 

U n i v e r s e " [MAL, 2 0 ) . Law (74.1) i s n o t s y m b o l i c a l l y e x p r e s s e d i n 

e n y of B o o l e ' s w o r k s end o n l y i n [ L T , 7 6 J , w h i l e d e v e l o p i n g 1 i n 

r e s p e c t w i t h q u e l i t y x , he s t e t e s t h e t i t g i v e s e s a r e s u i t 

x + l - x . 

L e t t h e f o u r b e s i c p r o p o s i t i o n s b e : 

A A i l Xs a r e Y s 

( 7 4 . 2 ) . E . No Xs a r e Y s 

I Some Xs a r e Y s 

O ; Some Xs a r e n o t Y s . 

D e a l i n g w i t h A he t h o u g h t a s f o l l o w s . - "As a i l t h e Xs w h i c h e x i s t 

a r e f o u n d in t h e c l e s s Y, i t is o b v i o u s t h e t to s e l e c t o u t o f t h e 

U n i v e r s e a i l Y s , end f r o m t h è s e to s e l e c t e l l X s , i s t h e seme es 

t o s e l e c t e t once f r o m t h e U n i v e r s e a i l X s " [MAL, 2 1 ) . 

H e n c e , A is e x p r e s s e d by t h e é l e c t i v e e q u e t i o n 
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(74.3) x y - x . 

By means o f l a w ( 7 3 . 8 ) a n d t r a n s p o s i t i o n - raissing i n MAL'
4

' -

he t r a n s f o r m e d ( 7 4 . 3 ) i n t o 

(74.4) x ( l - y ) - 0 . 

I t wes t h u s t h e t 0 , t h e s e c o n d c o n s t a n t t h a t a p p e a r s i n t h e f o u n -

d a t i o n s o f B o o l e ' s System, was f i r s t i n t r o d u c e d i m p l i c i t l y , a n d 

n o t a s " N o t h i n g " , o r t h e c l e s s o f "no b e i n g s " a s later i n ( L T , 

As he d e d u c e d ( 7 4 . 4 ) f r o m ( 7 4 . 3 ) , we c a n d e d u c e f r o m (73.9) 

(74.5) x
3

- x = 0 o r (74.6) x ( l - x ) ^ 0 . . 

The t h r e e l a w s , ( 7 4 . 5 ) , (74.6) and ( 7 3 . 9 ) a r e é q u i v a l e n t . Law 

(74.6) i s c a l l e d b y B o o l e t h e "Law o f d u a l i t y " a n d i s r e g a r d e d a s 

é q u i v a l e n t t o A r i s t o t l e ' s " p r i n c i p i e o f c o n t r a d i c t i o n " [ L T , 4 9 , 

5 1 1 . H o w e v e r , t h e f o r m (74.6) i s n o t e x p l i c i t l y s t a t e d i n MAL 

and o n l y i m p l i c i t l y i t i s u s e d i n t h e t w o l e s t c h a p t e r s o f MAL 

e s a l t e r n a t i v e t o t h e i n d e x l e w o f i n t e r p r e t a b i 1 i t y
< 2 >

 . 

The é q u a t i o n 

(74.7) x y - 0 

d e n o t e s t h e t x , y r e p r e s e n t d i s j o i n t c l e s s e s . I t i s o b v i o u s t h e t 

(74.7) c a n h o l d t r u e f o r x , y s i m u l t a n e o u s l y non-empty c l e s s e s 

f e . g : e n i m e l s a n d s t e r s
N

. I n f a c t (74.7) i s t h e f o r m e l e x p r e s s i o n 

f o r p r o p o s i t i o n E (MAL, 2 1 1 . To e x p r e s s t h e p s r t i c u l e r ^ 

a f f i r m a t i v e I , he t h o u g h t es f o l l o w s : " I f some Xs a r e Y s , t h e r e 

a r e some t e r m s common t o t h e c l a s s e s X e n d Y. L e t t h o s e t e r m s 

c o n s t i t u t e a s e p á r e t e c l e s s V, t o w h i c h t h e r e s h a l l c o r r e s p o n d a 

s e p á r a t e é l e c t i v e s y m b o l v , t h e n v - x y . As v i n c l u d e s - a i l t e r m s 

common t o t h e c l a s s e s X a n d Y, we c a n i n d i f f e r e n t l y i n t e r p r e t i t 

es Some X s , o r Some Y s " [MAL,211. A c c o r d i n g t o J o u r d e i n [ 1 9 1 0 , 

338 f n ] " e q u e t i o n v - x y i s r e t h e r a d é f i n i t i o n o f v " , a n d I i s 

r e e d " t h e c l a s s V i s n o t t h e n u l l - c l a s s " . 

A c c o r d i n g t o B o o l e " t h e c o m p l e t e t h e o r y o f c a t e g ó r i c o 1 

p r o p o s i t i o n s , w h i c h r e s p e c t s t h e employment o f e n e l y s i s f o r t h e 

d é d u c t i o n o f l o g i c a l i n f e r e n c e s " i n v o l v e s t h e é q u a t i o n s : 

47] . 

(74.8) E 

A x ( l - y ) - 0 

x y - 0 

(1) 

(2) 

I v - x y (3) 

0 V-X(l-rX) (4) 

f o r m u l a t e d e s shown a b o v e [MAL, 2 2 ] . 
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B u t B o o l e d i d n o t s t o p h e r e . He went o n t o p r o v i d e a l t e r n a 

t i v e f o r m s f o r ( l ) - ( 4 ) w h i c h he was t o u s e t h r o u g h o u t t h e r e s t 

o f MAL. M o r e o v e r , c e r t a i n o f t h e new f o r m s w o u l d s u b s t i t u t e a l l 

e q u a t i o n s , i n (74.8) i n t h e new l i s t ^ o f f u n d a m e n t a l c a t e g o r i c a l 

p r o p o s i t i o n s i n t r o d u c e d c o n s e q u e n t l y i n COL and L T . I n s o d o i n g , 

he f e l l i n t o c e r t a i n f a l l a c i e s , f o r t h e new f o r m s w e r e n o t 

s t r i c t l y e q u i v a l e n t t o t h o s e i n t h e l i s t ( 7 4 . 8 ) . One o f t h e 

r e a s o n s f o r t r a n s f o r m i n g t h i s l i s t was t o r e n d e r i t s y m m e t r i c a l . 

F o r , i n [ L T , 64-65] B o o l e ' s s y s t e m o f t h e " t h r e e p r i m a r y f o r m s o f 

e q u a t i o n s " was t o be 

X-vY 

( 7 4 . 9 ) X=Y 

v X - v Y 

To p r o v i d e an a l t e r n a t i v e f o r (3) i n (74.8) he m u l t i p l i e d i t 

w i t h x , c o m p a r e d t h e r e s u l t w i t h t h e f o r m e r e q u a t i o n , a n d h e n c e 

o b t a i n e d t h e f o r m 

( 7 4 . 1 0 ) v = v x . 

S i m i l a r l y he o b t a i n e d v = v y , t h u s , 

( 7 4 . 1 1 ) v x « v y . 

To v x he a s s i g n e d t h e i n t e r p r e t a t i o n "Some X s " a n d t o v y "Some 

Y s " . He t h e n r e m a r k e d t h a t " t h i s s y s t e m [ ( 7 4 . 1 1 ) ) d o e s n o t 

e x p r e s s q u i t e s o much a s t h e s i n g l e e q u a t i o n [ ( 3 ) 1 , f r o m w h i c h i t 

i s d e r i v e d . B o t h , i n d e e d , e x p r e s s t h e P r o p o s i t i o n , some Xs a r e 

Y s , b u t t h e s y s t e m [ v x - v y ^ v ] d o e s n o t i m p l y t h a t t h e c l a s s V i n 

c l u d e s a l l t h e t e r m s t h a t a r e common t o X a n d Y" [MAL, 2 2 - 2 3 ] . 

T h u s B o o l e b e a r s i n m i n d h i s s t a t e m e n t a t t h e e n d o f t h e 

p r e v i o u s c h a p t e r [ s e e ( 7 3 . 1 6 ) ; MAL. 19] b u t t h e V e r y f e e t t h a t he 

was t o r e p l a c e (3) w i t h ( 7 4 . 1 1 ) i n [COL, 129] shows t h a t he v i o 

l a t e d t h e r e s t r i c t i o n s he h a d i m p o s e d upon h i s c a l c u l u s i n t h e 

f o u n d a t i o n a l c h a p t e r . H a v i n g p r o v i d e d a l s o t h e f o r m 

( 7 4 . 1 2 ) vxy=0
 i o

^
e 

a s a l t e r n a t i v e f o r (4) , he went on t o d i s p l e y ^ r a t h e r v a g u e e x 

p l a n a t i o n s f o r p r e f e r r i n g t h e new f o r m s t o t h e o l d o n e s [ M A L , 2 3 ) . 

U n i v e r s a l l y i n these cases, d i f f e r e n c e o f farm i m p l i e s a 

d i f e r e n c e of i n t e r p r e t a t i o n w i t h respect t o the a u x i l l i a r y symbol 

v, and each form i s i n t e r p r e t a b l e by i t s e l f . F u r t h e r , these d i f 

f erences do not introduce i n t o the c a l c u l u s a needless p e r p l e x i t y . 

I t w i l l h e r e a f t e r be seen that they g i v e a p r e c i s i o n and a 
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d e f i n i t e n e s s t o i t s c o n c l u s i o n s , which could not otherwise be 

secured. 

B e f o r e we p r o c e e d t o m e n t i o n t h e a l t e r n a t i v e f o r m s t h a t he 

p r o v i d e d f o r t h e u n i v e r s a l p r o p o s i t i o n s A a n d E by means o f t h e 

" a u x i l i a r y : s y m b o l v " , l e t u s comment up o n v ' s f u n c t i o n up t o 

t h i s p o i n t . I t i s c e r t a i n l y o b v i o u s i n t h e c a s e s m e n t i o n e d a b o v e 

t h a t v h a s an e x i s t e n t i a l i m p o r t , i n B o o l e ' s s y s t e m . When p r e f i x e d , 

t o o ne e l e c t i v e s y m b o l i t means "some" i n t h e s e n s e " a t l e a s t 

o n e " , "some" o r p o s s i b l y " a l l " . I t s c h a r a c t e r h e n c e i s i n d e f i n i t e 

a n d t h i s s u g g e s t s a p r o b a b l e i n f l u e n c e f r o m H a m i l t o n ' s c l a i m t h a t 

" i n f a c t , d e f i n i t e a n d i n d e f i n i t e a r e t h e o n l y q u a n t i t i e s o f 

w h i c h we o u g h t t o h e a r i n l o g i c " [ L a i t a 1 9 7 6 , 1 5 1 - 2 1 . 

T h i s i n f l u e n c e was c e r t a i n l y d e r i v e d f r o m B o o l e ' s a c q u a i n 

t a n c e w i t h t h e o b j e c t o f c o n t r o v e r s y b e t w e e n De M o r g a n a n d H a m i l 

t o n . Due t o t h e f o r m e r , he came a c r o s s t h e c o n c e p t s o f u n i v e r s e 

a n d c o n t r a r y t e r m s w h i c h he m i g h t h a d c o n t e m p l a t e d upon much e a r 

l i e r b u t De M o r g a n ' s i n t r o d u c t i o n p r o b a b l y r e a s s u r e d B o o l e t h a t 

he was w o r k i n g o n t h e r i g h t t r a c k . M o r e o v e r , t h e c o n c e p t o f u n i t y 

was o f p a r t i c u l a r i m p o r t a n c e i n b o t h H a m i l t o n ' s a n d De M o r g a n ' s 

t h e o r i e s [ L a i t a 1 9 7 6 , 14 9 - 1 5 1 ; 1 9 7 8 , 6 1 - 6 4 1 . 

The e l e c t i v e e q u a t i o n vx=vy c a n be r e a d a c c o r d i n g t o B o o l e ' s 

comments a b o v e a s "Some Xs a r e Some.Ys" w h i c h i s i n f o r m i d e n t i -

c a l w i t h H a m i l t o n ' s r e s p e c t i v e ^ ( 6 3 . 3 ) A t t h i s p o i n t I w o u l d 

l i k e t o p o i n t o u t t h a t i n [ L T , 228-9] B o o l e e x p r e s s e d i n h i s sym

b o l i c l a n g u a g e a l l t h e e i g h t f u n d a m e n t a l t y p e s o f p r o p o s i t i o n s 

a d o p t i n g t h u s a scheme e q u i v a l e n t t o t h a t o f De M o r g a n *
3

* ; 

B o o l e i l l u s t r a t e s a t t h e e n d o f t h i s c h a p t e r t h e c l a i m t h a t 

" a l l t h e e q u a t i o n s by w h i c h p a r t i c u l a r t r u t h s a r e e x p r e s s e d , a r e 

d e d u c i b l e f r o m any one g e n e r a l e q u a t i o n , e x p r e s s i n g a n y one. 

g e n e r a l P r o p o s i t i o n , f r o m w h i c h t h o s e p a r t i c u l a r P r o p o s i t i o n s a r e 

n e c e s s a r y d e d u c t i o n s " [MAL, 2 3 ] . F o r a g e n e r a l e q u a t i o n he t a k e s 

( 7 4 . 1 3 ) x - y 

i m p l y i n g t h e e q u i v a l e n c e o f X a n d Y. M u l t i p l y i n g i t w i t h y we 

h a v e , . 

( 7 4 . 1 4 ) y - x y o r (74.15). ( l - x ) y - O , 

i n t e r p r e t e d a s "AJ1 Y s a r e X s " [ s e e ( 7 4 . 3 ) ] . 

N e x t he c l a i m s t h a t ( 7 4 . 1 5 ) ;~ r e g a r d e d a s an e q u a t i o n i n 

w h i c h y i s s o u g h t t o be d e t e r m i n e d i n t e r m s o f x . h a s a s g e n e r a l 
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s o l u t i o n 

( 7 4 . 1 6 ) y - v x 

w h i c h i m p l i e s t h e t " A l l Y s a r e X s " a n d t h a t "Some Xs a r e Y s " . 

F i n a l l y , he m u l t i p l i e s (74.16) w i t h v a n d a s s u m i n g i m p ï i c i t l y 

t h a t v i s non-empty a n d v
3

- v , he a r r i v e s a t 

( 7 4 . 1 7 ) v y - v x 

w h i c h i m p l i e s t h a t "some Y s a r e Xs and some Xs a r e Y s " [MAL, 

24] . The v é r i f i c a t i o n t h a t ( 7 4 . 1 6 ) i s t h e s o l u t i o n o f 

( 7 4 . 1 5 ) i s a t t h i s p o i n t t o be c a r r i e d o u t by s u b s t i t u t i n g t h e 

f o r m e r i n t h e l a t t e r t h u s d e d u c i n g v y ( l - y ) = 0 w h i c h h o l d s t r u e due 

t o t h e i n d e x l a w . The m e t h o d by means o f w h i c h ( 7 4 . 1 6 ) i s d e r i v e d 

w i l l be d i s c u s s e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n w h e r e we w i 1 1 i l -

l u s t r a t e t h e a n a l o g y b e t w e e n s o l u t i o n s o f é l e c t i v e e n d d i f f é r e n 

t i e l é q u a t i o n s . 

B e f o r e p r o c e e d i n g t o 7.5 we . p r o v i d e a l i s t o f B o o l e ' s 

c o m p l è t e System o f a i l e l t e r n e t i v e s y m b o l i c e x p r e s s i o n s f o r t h e 

c e t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n s A , E , I end 0 , e a c h e c c o m p e n i e d by i t s 

e u x i l l i e r y e q u e t i o n s by means o f w h i c h we c e n I n t e r p r e t v i n 

i t 

< 3 ) 
A x ( l - y ) - 0 ( 1 ) ' E x y - 0 ( 2 ) ' 

A,I} y=vx ( 3 ) ' vx=some Xs w i t h v ( l - x ) = 0 

E,0) y - v ( l - x ) ( 4 ) ' v ( l - x ) - s o m e n o t - X s w i t h vx=0 

v * x y (5) ' v=some Xs o r some Ys 

( 7 4 . 1 8 ) I v x - v y ( 6 ) ' vx=sorae X s , vy^some Ys 

. v x ( l - y ) = 0 .(7)-' v ( l - x ) - 0 , v ( l - y ) - 0 

v = x ( l - y ) ( 8 ) ' v=some Xs o r some n o t - Y s 

0 v x = v ( l - y ) ( 9 ) ' vx=some X s , v(l-y)=?some n o t - Y s 

vxy=0 ( 1 0 ) ' v ( l - x ) = 0 , vy=0 [ M A L , 2 5 ] . 

7.5 S o l u t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s by s u b s t i t u t i o n . 

The d i s t i n c t i o n b e t w e e n B o o l e ' s two m e t h o d s o f s o l u t i o n o f 

é l e c t i v e é q u a t i o n s i s c l e a r l y p r o v i d e d i n h i s m e n u s c r i p t n o t e s 

q u o t e d i n 7.2- 7.3 [ N
1 0

; s e e 7.2, ( 2 ) ] - . 
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We can i n t e r p r e t each form as x , x y , x l - y [ x ( l - y ) ] and when the s e 

are c o n s t i t u e n t s we can i n t e r p r e t any agregate of such forms and 

these are the oni y forms which we can i n t e r p r e t . And when we have a 

l o g i c a l problem t o s o l v e by the s o l u t i o n of an élective «" i t i s 

e l e a r t h a t un l e s s our s o l u t i o n be brought t o an interprétable form 

we cannot a v a i l o u r s e l v e s t o i t . 

He n e x t went o ń t o c l a i m t h a t ( N i d 

The very p o s s i b i l i t y o f reasoning dépends upon the p o s s i b i l i t y 

of e x pressing a s o l u t i o n i n an interprétable form. We might t h e r e -

fore s u b s t i t u t e the most generał interprétable form, f o r the symbol 

t o be determined i n the , and détermine the c o e f f * by com-

p e r i s o n of the [..-3 numbers. But the method o f development enables 

us t o accompłish the more formai p a r t of the a n a l y s i s more r e a d i l y 

and g i v e s the same formai r e s u i t ^which may be i n t e r p r e t e d . The i n ~ 

termediate process does not i n v o l v e the p r i n c i p l e s o f i n t e r ^ -

- p r e t a b i l i t y but o n l y the formai laws of the symbols. 

B o o l e ' s g e n e r a ł m e t h o d i n l o g i e , o r m e t h o d o f d e v e l o p m e n t , 

d é p e n d s upon t h e t h e o r e m 

(75.1) <p<x)-cp<l)x+q>(0) ( l - x ) , 

<p(x) é l e c t i v e f u n c t i o n [MAL, 6 0 - 6 1 ] . S i m i l a r f o r m u l é e a r e d e d u c e d 

f o r f u n c t i o n s o f more t h a n one é l e c t i v e s y m b o l s . S u b s t i t u t i n g 

c o n s t a n t s 1 a n d 0 f o r t h e s e s y m b o l s . n u m e r i c a l c o n s t a n t s o t h e r 

t h a n 1 a n d 0 a p p e a r i n t h e i n t e r m e d i a t e p r o c e s s e s o f h i s l o g i c a l 

c e l c u l u s , and t h i s i s t h e p o i n t o f d i s t i n c t i o n b e t w e e n w n e t we 

c a l l e d " b a s i e l o g i e " a n d " g e n e r a ł method i n l o g i e " i n 7 . 2 . 

P o s t p o n i n g t o s e c t i o n 7.7 t h e d i s c u s s i o n o f t h e l a t t e r , f o r 

m e l , m e t h o d a s d e p e n d e n t o n ( 7 5 . 1 ) , we w i l l p r é s e n t h e r e h i s 

m a n i p u l a t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s a s b a s e d o n t h e m e t h o d o f 

s o l u t i o n by s u b s t i t u t i o n . D e s p i t e t h e f a c t t h a t he i n t r o d u c e d 

t h i s method i n t h e l e s t c h a p t e r o f M A L ^ e c o n s i d e r i t i n d e p e n d e n t 

f r o m t h e g e n e r a ł , t h e o r y l a i d i n a d v a n c e i n t h e 6 t h c h a p t e r o f MAL 

and a l s o a s i m p o r t a n t t o d i s c u s s i t a t t h i s p o i n t a s i ń c e i t w i l l 

t h r o w l i g h t o n h i s t r e a t m e n t o f c o n v e r s i o n and s y l l o g i s m . 

We r e g a r d , t o g e t h e r w i t h B o o l e , 

( 7 5 . 2 ) y - v x + v
1

( l - x ) , 

v , v ' e r b i t r a r y é l e c t i v e s y m b o l s , as t h e most g e n e r a ł i n t e r 

p r é t a b l e f o r m o f a n é l e c t i v e s y m b o l y: i n r e s p e c t t o a n o t h e r x
t L Ï

 . 

By s u b s t i t u t i n g t h i s f o r m x>f y i n t h e é q u a t i o n we went t o s o l v e . 
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we h a v e t o d é t e r m i n e v a n d v ' by c o m p a r i s o n o f c o e f f i c i e n t s a s i n 

t h e e l g e b r a o f p o l y n o m i e l s . 

C h a p t e r 7 "Of t h e s o l u t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s " o p e n s w i t h 

t h e f o l l o w i n g r e m a r k s [MAL, 7 0 ] : 

In whatever vray an élective symbol, considered as unknown. may 

be involved i n a proposed équation, i t i s p o s s i b l e t o a s s i g n i t s 

complète velue i n tenus o f the remaining élective symbols con

s i d e r e d as known. I t i s t o be observed of such équations t h e t from 

the very nature o f élective symbols they ère n e c e s s e r i l y l i n e a r '
2

* , 

end t h a t t h e i r s o l u t i o n s have a c l o s e analogy w i t h those o f l i n e a r 

différentiel équations, a r b i t r e r y élective symbols i n the one, oc-

cupying the place of a r b i t r e r y constents i n the o t h e r . The method 

of s o l u t i o n we s h e l l i n the f i r s t pièce i l l u s t r a t e by p a r t i c u l a r 

examples, end e f t e r w a r d s , apply t o the i n v e s t i g a t i o n of gênerai 

theorems. 

L e t t h e é q u a t i o n u n d e r s o l u t i o n f i r s t be 

( 7 5 . 3 ) ( l - x ) y = 0 , 

y w e n t e d i n r e s p e c t t o x . We s u b s t i t u t e (75.2) i n (75.3) e n d we 

h e v e : 

( 1 - x ) ( v x + v ' U - x ) ) - 0 > v x ( l - x ) + v ' ( l - x ï ^ - O >0 + V ( 1 - x ) « 0 

o r 

( 7 5 . 4 ) v ' ( l - x ) = 0 . 

We c e n now s u b s t i t u t e ( 7 5 . 4 ] i n (75.2) e n d e r r i v e a t 

( 7 5 . 5 ) y=vx 

a s a c o n s é q u e n c e o f é q u a t i o n ( 7 5 . 3 ) . 

B u t B o o l e r e a s o n e d e s f o l l o w s : S i n c e (75.4) may be g e n e r e l l y 

t r u e , " w i t h o u t i m p o s i n g eny r e s t r i c t i o n upon x , we must assume 

v'=0, e n d t h e r e b e i n g no c o n d i t i o n t o l i m i t v , we h a v e y - v x . T h i s 

i s t h e c o m p l è t e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n . The c o n d i t i o n t h a t y i s 

an é l e c t i v e s y m b o l r e q u i r e s t h e t v s h o u l d be en é l e c t i v e s y m b o l 

e l s o ( s i n c e i t m ust s s t i s f y t h e i n d e x l a w ) , i t s i n t e r p r é t a t i o n i n 

o t h e r r e s p e c t s b e i n g a r b i t r e r y " [MAL, 7 0 - 7 1 ] . 

We t h u s h e v e e more d i r e c t , t h o u g h s t i l l n o t f o r m a i , m e t h o d 

f o r t h e s o l u t i o n o f ( 7 5 . 3 ) t h a n t h a t o f v é r i f i c a t i o n by s u b 

s t i t u t i o n o f t h e r e s u i t i n t h e é q u a t i o n u n d e r s o l u t i o n s u g g e s t e d 

i n t h e e n d o f t h e s e c o n d c h e p t e r [ s e e 7 . 4 ] . I n t h e l i s t ( 7 4.8) 

p r o v i d e d t h e r e , é q u a t i o n ( 7 5 . 5 ) , o r ( 3 ) ' , i s a c c o m p e n i e d b y t h e 

s o c e l l e d a u x i l i e r y e q u e t i o n v ( l - x ) = 0 a n d t h e i n t e r p r é t a t i o n o f 
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v x e s "Some X s " . From t h i s i n t e r p r é t a t i o n we g e t h e r t h e t v c e n 

n o t d é n o t e en empty c l e s s . As a c o n s é q u e n c e , s i n c e y ^ v x , y i s 

nonempty t o o . . B u t i n a l g e b r e i c t e r m s y-0 s e t i s f i e s ( 7 5 . 3 ) , t h u s 

( 7 5 . 5 ) c e n n o t be r e g s r d e d as t h e raost g ê n e r a i s o l u t i o n . U n d e r 

t h i s c o n t e x t i t i s a f e l l e c y t o i n f e r ( 7 5 . 5 ) e s l o g i c e l l y i r a p l i e d 

f r o m ( 7 5 . 3 ) , e p r o c e s s w h i c h B o o l e o f t e n a p p l i e s i n h i s t r e e t m e n t 

o f c o n v e r s i o n a n d s y l l o g i s m [o^n t h i s f e l l e c y s e e C o r c o r a n 1 9 8 0 , 

6 1 9 - 6 2 9 ] . 

H o w e v e r , we h e v e é v i d e n c e t h e t he wes e w e r e t h e t ( 7 5 . 5 ) wes 

l e s s g e n e r e l t h e n (75.3) i n t h e seme way a s x y = x z i m p l i e s l e s s 

g ê n e r a i i n f o r m a t i o n t h a n y - z [See 7 . 3 ] . B u t t h e v e r y f a c t t h a t 

i n h i s s u b s é q u e n t m a n i p u l a t i o n s he d i d r e g a r d ( 7 5 . 5 ) a n d ( 7 5 . 3 ) 

a s é q u i v a l e n t c a n be e x p l a i n e d i n two w e y s : e i t h e r , t h a t B o o l e 

h a d i m p l i c i t l y d i s m i s s e d f r o m h i s s y s t e m t h e p o s s i b i l i t y t h a t y 

c a n o b t a i n t h e v a l u e 0 i n é q u a t i o n s s u c h a s ( 7 5 . 3 ) -on t h e b a s i s 

t h a t o t h e r w i s e (74.3) c a n n o t be i n t e r p r e t e d a s a c a t e g o r i c e l 

p r o p o s i t i o n - o r , t h a t , awere o f t h e s o - c e l l e d f e l l e c y o f s o l u 

t i o n , he commitîed i t on t h e g r o u n d t h a t no i n c o n s i s t e n c y o f e n y 
•A 

s o r t was t o f o l l o w , e s i n f a c t wes t h e c a s e w i t h h i s s y s t e m . M o s t 

p r o b a b l y , d e s p i t e eny a n e l o g i e s d r e w n f r o m a l g è b r e o r a n a l y s i s , 

he d i d n o t v i e w h i s c e l c u l u s s t r i c t l y a l g e b r e i c a 1 l y end t h i s w i l . l 

be é v i d e n t i n whet w i l l f o l l o w i n t h i s c h e p t e r . 

The , s t e p v ' - 0 f o l l o w i n g f r o m ( 7 5 . 4 ) seems r e d u n d e n t . , 

H o w e v e r , i t i s c h a r e c t e r i s t i c o f B o o l e ' s r e a s o n i n g i n g ê n e r a i - a s 

we s h a l l s e e i n 7.7- end we c e n n o t p e s s i t o v e r . I t i s n o t 

n e c e s s a r y ^ t h o u g h . j t h a t v ' =0 i s i m p l i e d f r o m v'x=*D when no
;
 r e s t r i c 

t i o n i s i m p o s e d upon.x,. f o r we know t h a t v ' x c e n b e z é r o w h i l e 

p e r p l e x i t i e s r e g a r d i n g h i s s y s t e m a r i s e f r o m t h e p e c u l i a r f u n c -

t i o n o f t h i s s y m b o l . 

L e t u s r é s u m e a g e i n (75.3) a l g e b r e i c a l l y , y t h e q u e n t i t y 

b e i n g s o u g h t . I n g ê n e r a i 

( 7 5 . 6 ) y - ( l - x ) -
l

0 . 

I f x i s a s y m b o l o f q u a n t i t y , y - 0 . L e t x s t e n d f o r t h e o p e r a t o r 

d / d x . T h e n y - d - d / d x )
-

^ . o r , we h e v e 

( 7 5 . 7 ) y - c e " . 

c a r b i t r e r y c o n s t a n t . T h u s , v i n ( 7 5 . 5 ) c o r r e s p o n d s t o c i n -

( 7 5 . 7 ) a n d x t o t h e f u n c t i o n e" . 

b o t h V e n d x d é n o t e non-empty 
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T h e h i n t f o r t h i s i l l u s t r a t i o n i s p r o v i d e d by B o o l e h i m s e l f 

i n a l e t t e r t o C a y l e y . S o o n a f t e r r e c e i v i n g MAL i n December 1847 

C a y l e y w r o t e t o B o o l e p e r p l e x e d on whet g r o u n d x+ -j^ x - x d o e s 

h o l d t r u e i n B o o l e ' s s y s t e m s i n c e n o t a i l a l g e b r e i c o p é r a t i o n s , 

a s f o r e x a m p l e d i v i s i o n [ s e e 7 . 3 ] , a r e exévm4 JcA i t
< 3 >

. 

B o o l e e n s w e r e d : . 

I am g l e d t o hear your o b j e c t i o n s because i t g i v e s me en oppor-

t u n i t y of r e p l y i n g t o them . When I speak o f the opérations of com-

mon elgebre being e p p l i c a b l e t o my system, I mean o f course the 

sy m b o l i c e l opérations -those which dépend upon lews of combinetion, 

not upon i n t e r p r e t e t i o n . Thus, i f (z
2

-e
a

)u=0 and z and a f o l l o w the 

lews of g u e n t i t y we heve: (z+a)u=(z-e)"
1

0. I f z end e ère symbols 

o f g u e n t i t y the second member i s 0 but not u n l e s s . I f z were d/dx 

i t would g i v e e term i n v o l v i n g an a r b i t r e r y constant but so f e r es 

op e r e t i o n s elone ère concerned we proceed w i t h référence only t o 

the laws of combinetion. The équation x(u-v)=0 g i v e s u—v=x~
l

Û 

whether the symbols are q u e n t i t e t i v e o r élective but i n the former 

case the r e s u i t i s équivalent t o u-v=0 - i n the l e t t e r t o u-

v w d - x ) , w being an e r b i t r e r y élective symbol. 

T h u s , é l e c t i v e s y m b o l s r e s e m b l e more d i f f é r e n t i e l 

o p é r a t o r s t h a n a l g e b r e i c . s y m b o l s . M o r e o v e r , he d i d r e g e r d 

t e r m s s u c h a s x/2 as u n i n t e r p r e t a b l e ^ b u t n e v e r t h e l e s s he a d -

m i t t e d t hem i n h i s s y s t e m ^ c l e i m i n g t h e t " A i l t h a t we c a n d é s i r e 

o f a c a l c u l u s o f l o g i c i s t h a t i t s h o u l d e n e b l e us t o e x p r e s s eny 

p r o p o s i t i o n end t o i n t e r p r e t e ny e q u e t i o n e n d t o r e p r e s e n t eny 

a c t o f r e a s o n i n g " "*> w i t h o u t b o t h e r i n g a b o u t u n i n t e r p r é t a b l e 

t e r m s . We w i 11 f u r t h e r d i s c u s s t h i s p o i n t i n s u b s é q u e n t s e c t i o n s . 

R e t u r n i n g t o o u r e x a m p l e s , é q u a t i o n 

( 7 5 . 8 ) y x = 0 , 

s o l v e d o n g r o u n d s s i m i l e r t o ( 7 5 . 3 ) , g i v e s e s s o l u t i o n 

( 7 5 . 9 ) y = v ' ( 1 - x ) 

(MAL, 7 1 ] . 

We now p r o c e e d t o an é q u a t i o n i n t h r e e v a r i a b l e s , 

( 7 5 . 1 0 ) . ( l - x ) z y = 0 

i n t e r p r e t e d b y B o o l e a s " A i l Ys w h i c h a r e Zs è r e X s " . F i r s t we 

w i l l p r o v i d e a s k e t c h o f e p r o o f g i v e n b y h i m i n e n o t e b o o k w h i c h 

a p p e e r s t o be w r i t t e n p r i o r t o MAL. We w i l l n e x t p r o v i d e h i s 

s o l u t i o n e s i n MAL end f i n e l l y i l l u s t r e t e t h e e n e l o g y b e t w e e n 
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t h e s o l u t i o n o f t h e é l e c t i v e é q u a t i o n ( 7 5 . 1 0 ) a n d t h e same é q u a 

t i o n i n w h i c h x , y s t a n d now f o r d i f f é r e n t i e l o p e r a t o r s . 

" y ( l - x ) z - 0 z=? L e t x=0 y=0 

( i ) . z=e+bx+cy-t-dxy x=0 y«=l 

y ( l - x ) ( e + b x + c y + d x y ) » 0 x-1 y - 0 

x
a

l y = l 

Then we have 

0*3-0 a-v 

a+c-0 c — a — v 

0*(e+b)=0 

0*a+b+c+d
e 3

0 a + b » v ' 

b=v'-v 

a+b+c+d-v* ' — . — > .. 

d°V;"-V'+V. 

> z**v-t-v '-vx-vy+v
1

 '-v'+v-xy - ... • 

- v - v x - v y + v x y + v
1

 x - v ' xy+v ' ' x y 

- v ( l - x ) ( l - y ) + v ' x ( l - y ) + V ' x y " <
3 >

 . 

T h i s e a r l y method d o e s n o t d i f f e r s u b s t a n t i e l l y f r o m t h a t 

e x p o s e d i n MAL. O n l y now t h e most g ê n e r a i e x p r e s s i o n f o r t h e 

s y m b o l s o u g h t i s g i v e n i n s t e a d a s i n ( i ) . i n t h e f o r m 

( 7 5 . 1 1 ) y - v ( l - x ) ( l - z ) + v * ( l - x ) z + V ' x ( l - z ) + V x z , 

w h e r e v , v ' , v '
1

, v ' ' ' a r e a r b i t r a r y é l e c t i v e s y m b o l s . A l s o , t h e 

s k e t c h a b ove r e m i n d s u s o f t h e a l g è b r e o f p o l y n o m i a l s . The 

p r o c e s s o f s u b s t i t u t i n g é l e c t i v e s y m b o l s b y t h e c o n s t a n t s 0,1 was 

t o be f u r t h e r g e n e r a l i z e d i n t h e o r e m (75.1) [ s e e 7 . 7 ] . B y s u b 

s t i t u t i n g now t h e f o r m ( 7 5 . 1 1 ) i n (75.10) h e d e d u c e d f o r s o l u 

t i o n , on g r o u n d s s i m i l a r t o ( 7 5 . 3 ) and ( 7 5 . 8 ) : 

( 7 5 . 1 2 ) y - v ( l - x ) ( l - z ) + V ' x ( l - z ) + V ' x z , 

w h e r e v , v ' ' , v ' ' ' a r b i t r a r y . The " r i g o r o u s i n t e r p r é t a t i o n o f t h i s 

r e s u i t i s t h a t E v e r y Y i s e i t h e r a n o t - X a n d n o t - Z , o r a n X a n d 

n o t - Z , o r an X a n d Z" [MAL, 7 1 ] . 

As was e x p e c t e d t h e two r e s u l t s a r e t h e same, o n l y t h e 

s e c o n d m e t h o d i s c e r t e i n l y l e s s l a b o r i o u s t h a n t h e f i r s t o n e . " I t 

i s d e s e r v i n g . o f n o t e " , w r o t e B o o l e a f t e r d e d u c i n g ( 7 5 . 1 2 ) , " t h e t 

t h e a b o v e é q u a t i o n may, i n c o n s é q u e n c e o f i t s l i n e a r f o r m , be 

s o l v e d - b y a d d i n g t h e t w o p e r t i c u l a r s o l u t i o n s w i t h r é f é r e n c e t o x 

and z ; e n d r e p l e c i n g t h e a r b i t r s r y c o n s t a n t s w h i c h e a c h i n v o l v e s 
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by a n e r b i t r a r y f u n c t i o n o f t h e o t h e r s y m b o l . t h e r e s u i t i s " : 

( 7 5 . 1 3 ) y - X ( p ( z ) + ( l - z ) i * i ( x ) 

[ M A L , 7 1 ] . 

T h u s , a n e l o g y w i t h d i f f é r e n t i e l e q u e t i o n s i s m e i n l y d r e w n 

f r o m t h e s e c o n d , more g e n e r e l , m e t h o d t h e n f r o m t h e e a r l y s k e t c h 

[ s e e ( 5 ) e b o v e ] . Whet he . meent by t h e obove r e m e r k i-s e s 

f o l l o w s : S o l v e ( l - x ) y - O e n d zy=0 and e d d t h e p a r t i e l s o l u t i o n s , 

y - v x a n d y v ' d - z ) , s u b s t i t u t i n g v w i t h tp(z) a n d V w i t h ip(x> . 

To p r o v e t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n f o r m s (75.12) e n d (75.13) he 

r e g e r d e d wz+w' ( 1 - z ) e s <p(z) end w' 'x+w' ' ' ( 1 - x ) e s ip(x) g e t t i n g 

f r o m ( 7 5 . 1 3 ) t h e f o r m : 

y - w x z + ( w ' + w ' ' ) x ( l - z ) + w ' ' ' ( 1 - x ) ( 1 - z ) . 

Now, r e p l a c e w'+w'' by w' and whence t h e f o r m d e r i v e d i s é q u i v 

a l e n t t o t h e f o r m e r s o l u t i o n (75.12) [ M A L , 7 1 ) . 

M e n t i o n i n g f u r t h e r an e x a m p l e o f an é q u a t i o n i n f o u r v a r i -

e b l e s , B o o l e went on t o t h e f o l l o w i n g g ê n e r a i r e m a r k s [MAL, 7 2 ] : 

Thèse instances mey serve t o shew the anelogy which e x i s t s be

tween the corresponding order o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l équations. 

Thus, the expression of the intégral of e p a r t i e l différentiel 

e q u e t i o n , e i t h e r by e r b i t r a r y f u n c t i o n s o r by a séries w i t h e r -

b i t r a r y ' c o e f f i c i e n t s , i s i n s t r i c t analogy w i t h the case presented 

i n the two l e s t exemples. To pursue t h i s comparison f u r t h e r would 

m i n i s t e r t o c u r i o s i t y r e t h e r then t o u t i l i t y . We s h a l l p r e f e r t o 

contemplate the problem of the s o l u t i o n of élective équations, un-

der i t s most gênerai aspects, which i s the a b j e c t of the succeeding 

i n v e s t i g a t i o n s . 

We w i 1 1 e n d by i l l u s t r e t i n g t h e a n e l o g y m e n t i o n e d a b ove w i t h 

é q u a t i o n ( 7 5 . 1 0 ) r e g a r d i n g x and z a s d/dx end d/dz r e s p e c t i v e l y . 

We t h u s h e v e u n d e r s o l u t i o n t h e p e r t i e l d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n 

•d • d 

( 7 5 . 1 4 ) (1 ) — y=0. 

d x d z 

I t f o l l o w s .tha-t ( d / d z ) y - ( d / d x - l ) -
l

0 - f ( z ) e " , h e n c e 

y-Jf ( z ï e - ' d z - M d / d z ï ^ O , o r 

( 7 5 . 1 5 ) y-e
M

<p(z)+qj(x) .* 

A n o t h e r wey t o w r i t e t h e ebove s o l u t i o n i s i n t h e f o r m 

( 7 5 . 1 6 ) y = e
M

( p ( z ) + z 4 J ( x ) + ( l - z ) i ^ ( x ) . 

I n b o t h c e s e s cp(z) end iy(x) è r e e n e l o g o u s t o t h e r e s p e c t i v e e r 

b i t r a r y é l e c t i v e f u n c t i o n s i n ( 7 5 . 1 3 ) . 
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7.6 E x a m p l e s o f c o n v e r s i o n , s y l l o g i s m a n d h y p o t h e t i c a l s i n MAL. 

B o o l e f i r s t s t a t e d t h e l a w s o f c o n v e r s i o n r e c o g n i z e d by 

W h a t e l y : s i m p l e c o n v e r s i o n by t r a n s p o s i t i o n o f t h e t e r m s , c o n v e r r -

s i o n by l i m i t a t i o n and c o n v e r s i o n by c o n t r a p o s i t i o n o r n é g a t i o n 

[ M A L , 2 6 ] . He t h e n i l l u s t r a t e d w i t h one e x a m p l e ^ e a c h o f t h è s e 

c a s e s . As t h e m o s t c h a r a c t e r i s t i c o f h i s e x e m p l e s ^ w e c h o o s e t h e 

one f o r c o n v e r s i o n by l i m i t a t i o n w h i c h h o l d s f o r t h e c a s e s o f A 

a n d E. 

The, u n i v e r s a l - a f f i r m a t i v e and u n i v e r s a l - n e g a t i v e w ere w r i t -

t e n ^ i n t h e f o r m 

( 7 6 . 1 ) x ( l - y ) = 0 a n d yx=0 

[ S e e l i s t ( 7 4 . 1 8 ) ] . Now, t h è s e é q u a t i o n s g i v e o n s o l u t i o n r e s p e c -

t i v e l y t h e f o r r a s 

( 7 6 . 2 ) x=vy a n d x = v ( 1 - y ) 

" t h e c o r r e c t n e s s o f w h i c h may be shewn by s u b s t i t u t i n g t h è s e 

v a l u e s o f x i n t h e é q u a t i o n s t o w h i c h t h e y b e l o n g , and o b s e r v i n g 

t h a t t h o s e é q u a t i o n s a r e s a t i s f i e d q u i t e i n d e p e n d e n t l y o f t h e n a 

t u r e o f t h e s y m b o l v" [ M A L , 2 7 ] . Now, ( 7 6 . 2 ) a r e r e a d as I and 0 

r e s p e c t i v e l y , h e n c e we h a v e c o n v e r s i o n by l i m i t a t i o n [ M A L , 2 7 - 2 8 ] . 

B o o l e ' s p r o c é d u r e i n t h i s c a s e i s i n f a c t f a u l t l e s s , f o r , a s 

he h a d m e n t i o n e d e a r l i e r , a n é q u a t i o n i m p l i e d f r o m a n o t h e r é q u a 

t i o n d o e s n o t e x p r e s s q u i t e much a s t h e p r i m i t i v e one [MAL,18-

1 9 , 2 2 - 2 3 ] . B u t , no m a t t e r how t h e c o r r e c t n e s s o f £ 7 6 . 2 ) i s j u s -

t i f i e d ( s e e t h e a l t e r n a t i v e way o f p r o v i n g t h e v a l i d i t y o f (76.2) 

i n 7 . 5 ) , he c o m m i t e s t h r o u g h o u t t h e s o - c a l l e d " f a l l a c y o f 

s o l u t i o n " , f o r , (76.2) a r e n o t t h e m o s t g ê n e r a i s o l u t i o n s o f 

( 7 6 . 1 ) . a n d t h e r e f o r e c a n n o t be i m p l i e d f r o m them s t r i c t l y m a t h e -

m a t i c a l l y [ C o r c o r a n 1 9 8 0 , 6 2 4 ; 7 . 5 ] . He t h e n p r o c e e d e d t o i n t r o d u c e 

a new a p p r o a c h t o d e a l w i t h c o n v e r s i o n . I n f a c t he p r o d u c e d a 

s y s t e m " o f i n d e p e n d e n t l a w s o f t r a n s f o r m a t i o n " f o l l o w i n g , a s he 

s a i d , "a d i s t i n c t m a t h e m a t i c a l p r o c e s s " [MAI 2 8 , 3 0 ] . Once m o r e , 

w i t h one e x a m p l e we w i l l i l l u s t r a t e h i s a p p r o a c h a s s u m i n g a g a i n 

a s p r e m i s e s A a n d E a s i n ( 7 6 . 1 ) . 

T h i s t i m e B o o l e i n t r o d u c e d v d i r e c t l y b y m u l t i p l y i n g w i t h i t 

t h e two f o r m s i n ( 7 6 . 1 ) . As a r e s u i t h e g o t 

( 7 6 . 3 ) v x ( l - y ) - 0 a n d v x y - 0 . 
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T h u s A was c o n v e r t e d t o I and E t o 0 b u t n o t i c e t h a t i n t h e p r e -

v i o u s c a s e I was r e e d a s "Some Ys a r e X s " , s i n c e v i n t h e f i r s t 

é q u a t i o n o f (7 6 . 2 ) was a f f i x e d t o y , and h e r e I i s r e a d a s "Some 

Xs a r e Y s " , f o r v i s a f f i x e d t o x . Thus a " u n i v e r s e l P r o p o s i t i o n 

mey be c h e n g e d i n t o i t s c o r r e s p o n d i n g p a r t i c u l a r P r o p o s i t i o n " 

( M A L , 3 0 ] . The i n t r o d u c t i o n o f v once more has a s e f f e c t t h e 

l i m i t a t i o n o f " u n i v e r s a l " t o " p a r t i c u l a r " b u t more d i r e c t l y t h a n 

b e f o r e . B o o l e a v o i d e d t h e t e r m " l i m i t a t i o n " i n h i s l i s t o f 

g ê n e r a i t r a n s f o r m a t i o n s t h o u g h . We c a n s e e v ' s f u n c t i o n a s t h a t 

o f e n o p e r e t o r , s a y d / d x , when a f f i x e d t o an é q u a t i o n , s a y 

<p(x,y ) - 0 . 

S y l l o g i s m s were d e d u c e d i n MAL on l i n e s s i m i l a r t o e l g e b r a i c 

é l i m i n a t i o n . Two schemes were u s e d , t h e s e c o n d s t a t e d o n l y 

v e r b a 1 l y : 

ay+b=0 b=ay 

a'y+b'=0 e ' y - b
1 

( 7 6 . 4 ) — a n d (76.5) 

a b ' - a ' b - 0 a'b=ab* " 

( M A L . 3 2 , 3 4 ] *
1

 * . He o b s e r v e d t h a t s o l u t i o n o f é q u a t i o n s was 

n e c e s s a r y when b o t h p r e m i s e s were o f t h e f o r m e y - 0 , f o r t h e n t h e 

r e s u i t o f t h e é l i m i n a t i o n w o u l d be 0 » 0 . O n l y one o f t h e two é q u a 

t i o n s h a s t o be s o l v e d e n d t h e c h o i s e i s i n d i f f è r e n t [ M A L , 3 2 ]
< 2 >

. 

Scheme (76.4) wes u s e d o n l y o n c e i n t h e f i r s t o f t h e f o u r c e s e s 

t h e t B o o l e d i s t i n g u i s h e d
;
a n d

f
a s we s h e l l s e e f r o m t h e f o l l o w i n g 

e x a m p l e , t h e e 1 i m i n e t i o n i s f e l l a c i o u s . 

I n t h e f i r s t c a s e v d o e s n o t e n t e r i n t h e p r e m i s e s . L e t 

( 7 6 . 6 ) ( l - x ) y - O A e n d z ( l - y ) = 0 A . 

He w r o t e t h e s e c o n d p r e m i s e a s z y - z . a n d . u s i n g (76.4) he d e r i v e d 

a s c o n c l u s i o n z ( l - x ) = Û , o r " A i l Zs a r e Xs" [ M A L . 3 4 ] . We n o t i c e 

h o w e v e r , t h e t z y - z = 0 i s e t e u t o l o g y , i n o t h e r w o r d s z ( l - x ) - 0 i s 

d e d u c e d s o l e l y f r o m t h e f i r s t p r e m i s e w h i c h d o e s n o t i m p l y i t , 

h e n c e t h e é l i m i n a t i o n i s f e l l e c i o u s [ C o r c o r e n 1 9 8 0 , 6 2 7 ] . 

H o w e v e r , t h e n e x t c a s e , when t h e p r e m i s e s è r e o f t h e f o r m 

ay=0 e n d t h u s v i s i n t r o d u c e d i n t h e s o l u t i o n o f one o f t h e m , i s 

e v e n more p u z z l i n g . We w i l l f i r s t p r é s e n t B o o l e ' s p r o c é d u r e end 

t h e n De M o r g a n ' s o b j e c t i o n s t o w e r d s i t i n an u n s e n t l e t t e r w r i t -

t e n i n 1 8 4 7 . 
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L e t A a n d E a s i n 

( 7 6 . 7 ) y ( l - x ) ~ 0 . z y - O . 

The f i r s t i s s u b s t i t u t e d by i t s s o l u t i o n ( ( 7 5 . 5 ) ] , h e n c e , e p p l y -

i n g scheme (76.5) we h a v e : 

y - v x 

O-zy 

< 7 6 . 8 ) . 

0 . l = v z x 

o r v z x - 0 , "Some Xs a r e n o t - Z s " . A t t e n t i o n was c a l l e d t o t h e f a c t 

t h a t t h e i n t e r p r é t a t i o n o f v i n v z x = 0 i s s t r i c t l y t o be d e t e r -

m i n e d by y - v x , a s "Some X s " and n o t a s "Some Z s " ( s e e ( 7 4 . 1 8 ) ; 

M AL,351. 

De Morgan s u g g e s t e d t h e f o l l o w i n g s c h e m e : 

y=vx 

0=zy 

y . 0 = v x z y 

o r v x z y = 0 . He t h e n r e m i n d e d B o o l e t h a t d i v i s i o n i n h i s System i s 

n o t a l l o w a b l e , "xy=yz d o e s n o t g i v e x=y". " I t h i n k w i t h Mr G r a v e s 

( s e e t e x t b e l o w ] t h a t y - v x i s t h e p r i m i t i v e f o r m . But v i s n o t a 

d e f i n i t e é l e c t i v e s y m b o l , make i t what y o u know i t t o b e , a n d I 

t h i n k t h e d i f f i c u l t y v a n i s h e s " . 

He t h u s s u g g e s t e d a scheme d e v o i d o f v , 

y - y x 

0 » z y 

y . 0 - z x y
3 

o r z x y - 0 (1) 

De M o r g a n r e a d (1) a s "some Zs a r e n o t X s , t h e Z Y s . But t h e y a r e 

n o n e x i s t e n t . Y o u may s a y t h a t n o n e x i s t e n t s a r e n o t Xs.A n o n e x i 

s t e n t h o r s e i s n o t e v e n a h o r s e ; a n d , (a f o r t i o r i ? ) n o t a cow. 

T h i s i s n o t s u g g e s t e d by y o u r p a p e r ; b u t a p p e a r s i n my s y s t e r a " . 

F i n a l l y De M o r g a n s u g g e s t e d (1) t o be w r i t t e n a s ( x y ) z r e a d a s 

"Those Xs w h i c h a r e Y s a r e n o t Z s " . I n f a c t he c l a i m e d t h a t no 

é l i m i n a t i o n o f t h e m i d d l e t e r m i s p o s s i b l e b y l a w f u l d é d u c t i o n s 

i n B o o l e ' s s y s t e m ( S m i t h 1 9 8 2 a , 2 6 - 7 1 . 

What De M o r g a n t r i e d t o c o n v e y i n t h i s l e t t e r i s t h a t t o 

c a r r y o u t t h e é l i m i n a t i o n as i n ( 7 6 . 8 ) raeans t h a t we e i t h e r r e 

p l a c e t h e v a l u e o f y f r o m t h e f i r s t p r e m i s e i n t h e s e c o n d , t h u s 
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z ( v x ) - 0 , o r we s o l v e a l g e b r a i c a l l y t h e s e c o n d é q u a t i o n w i t h 

r e s p e c t t o y end s u b s t i t u t e t h e r e s u i t i n t h e f i r s t , y - O / z , h e n c e 

0 / z - v x o r 0 - v x z . T h i s s u g g e s t i o n seems e x e g g e r e t e J , b u t i t im

p l i e s t h e t De Morgen sew t h o t t h r o u g h h i s schemes f o r e l i m i n e t i o n 

B o o l e i m p l i c i t l y a d m i t t e d d i v i s i o n i n h i s s y s t e m . He w r o t e i n 

t h e t l e t t e r " I s e e t h e t 0 must be t r e e t e d e s e m a g n i t u d e i n t h e 

f o r m y * 0 / y i s 0: b u t 0/y i s n o t c e p e b l e o f i n t e r p r e t e t i o n . I n 

f e c t . y o u r i n v e r s e s y m b o l i s n o t i n t e r p r é t a b l e . e x c e p t where u s e 

o f t h e d i r e c t s y m b o l h e s p r e c e d e d " . 

Summing u p , B o o l e seems t o e l i m i n e t e y i n ( 7 6 . 8 ) by m u l t i -

p l y i n g t h e two é q u a t i o n s o b t e i n i n g 0 . y = v x z y and t h e n e l i m i n a t i n g 

y w h i c h i s n o t l a w f u l . -De Morgan was c r i t i c a l e n o u g h t o s e e t h i s 

a n d t h e e r r o n e o u s s u b s t i t u t i o n o f en é q u a t i o n by i t s s o l u t i o n ob-

j e c t i n g t o t h e r ô l e o f v . M o r e o v e r , he wes more c e r e f u l how t o 

h e n d l e p e r e n t h e s t s t h a n |Bgo_leJ"we"sl 

I n t h e t h i r d c a s e , when v i s f o u n d w i t h i n one o f t h e é q u a 

t i o n s , b u t n o t i n t r o d u c e d by s o l u t i o n , B o o l e g a v e en e x a m p l e n o t 

d e t e r m i n e d by t h e A r i s t o t e l i e n r u l e s o f d é d u c t i o n ( M A L , 3 7 ) . I t s 

f o r m i s v e r y s i m i l a r t o t h a t o f ( 7 6 . 8 ) , t h u s b o t h t h e p r o c e s s o f 

t h e é l i m i n a t i o n a n d t h e i n t e r p r é t a t i o n o f t h e r e s u i t a r e c a l l e d 

i n q u e s t i o n . 

I n t h e f o u r t h c a s e v e n t e r s i n t o b o t h é q u a t i o n s a n d no i n -

f e r e n c e i s p o s s i b l e e s t h e r e s u i t o f e l i m i n e t i o n i s r e d u c e d t o 

t h e f o r m 0-0. I n f e c t t h e c o n c l u s i o n o f t h e s y l l o g i s m i s i n e l l 

s u c h c a s e s o f t h e f o r m 

( 7 6 . 9 ) w ' t - w ' z , 

w h e r e t i s o f t h e f o r m x o r ( 1 - x ) (we h e v e assumed t h a t y i s 

e l i m i n e t e d b u t t h i s p u t s no r e s t r i c t i o n w h e t s o e v e r ) . 

M e k i n g u s e o f t h e a u x i l . i e r i e s t h a t accompany s u c h e x p r e s -

s i o n s f o r I and O ( s e e 1 i s t ( 7 4 . 1 8 ) 1 he c o n c l u d e d f r o m (76.9) 

t h e t e i t h e r w ' - w ' - i n t h e c a s e o f I l - o r w ' = 0 - i n t h e c a s e o f 

1 0 . The f i r s t c a s e i s r e d u c e d t o 0=0, t h e r e f o r e no c o n c l u s i o n c a n 

be d e r i v e d f r o m t h e p r e m i s e s (MAL,391. B u t t h e s e c o n d c a s e e l s o 

l e a d s t o O^O'
3

* . W i t h o u t n o t i c i n g t h e r e d u n d e n c e o f t h e s e c o n d 

s u b c l e s s , he c l a i m e d t h a t t h i s d i s t i n c t i o n b e t w e e n i n v e l i d c e s e s 

w h e r e one c l a s s l e a d s t o 0=0 end t h e o t h e r t o t h e " i r r e d u c i b i 1 i t y 

o f t h e f i n a l q u e s t i o n t o t h e f o r m 0=0" d e s e r v e s a t t e n t i o n a n d h e s 

b e e n o v e r l o o k e d by l o g i c i e n s s o f a r *
-

* * . B o o l e ' s s o l e c r i t e r i o ^ o f 
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i n v a l i d i t y is t h e d e d u c i b i l i t y of 0-0 f r o m t h e p r e m i s e s o f t h e 

s y l l o g i s m a n d t h e i r e u x i l i a r i e s . S u p r i s i n g l y ne d o e s n o t m e n t i o n 

t h e m e t h o d o f c o u n t e r - e x a m p l e s w h i c h W h e t e l y h a d made so much u s e 

o f i n h i s b ook [ C o r c o r a n 1 9 8 0 , 6 3 0 , 6 3 3 3 . 

B o o l e n e x t c o m p a r e d System ( 7 4 . 8 ) , b y means o f w h i c h he h a d 

p r i m a r i l y e x p r e s s e d t h e m a i n 4 c a t e g o r i c a l p r o p o s i t i o n s , w i t h t h e 

f o l l o w i n g 

A y=vx 

(76.10) E y - v ( l - x ) 

' I v y = v x 

0 v y = v ( 1 - x ) . 

I n t h e f o r m e r System we a r e p r e s e n t e d w i t h . t h e f o r m s i n w h i c h v 

must be e m p l o y e d , i n t h e l a t t e r w i t h t h o s e t h a t i t may. I n -

f l u e n c e d b y C . G r a v e s , he showed p r é f é r e n c e t o t h e f o r m s o f A a n d 

E t h a t i n v o l v e v t h e n t o t h o s e t h a t a r e i n d e p e n d e n t o f i t . I n COL 

and LT System (76.10) was p u t f o r w e r d a s g i v i n g t h e p r i m e r y f o r m s 

o f A , . . . , 0 . F o r he r e g e r d e d i t s i m p l e , s y m m e t r i c e l a n d more c o n -

v e n i e n t t h a n t h e f i r s t one ( 7 4 . 8 ) [MAL,32-3,42-45 ; 

COL.128;LT,64]
 < = s >

 . 

The c h a p t e r on s y l l o g i s m e n d e d w i t h t h e p r o o f o f t h e f o l l o w 

i n g t h e o r e m s u g g e s t e d b y G r a v e s : 

" G i v e n t h e t h r e e p r o p o s i t i o n s o f a s y l l o g i s m p r o v e t h a t 

( 7 6.11) t h e r e i s b u t one o r d e r i n w h i c h t h e y c a n be l e g i t i m a t e l y 

a r r a n g e d a n d d é t e r m i n e t h a t o r d e r " [ M A L , 4 5 - 4 7 1
4

^ -

To d e a l w i t h h y p o t h e t i c a l s , he s u g g e s t e d c e r t a i n m o d i f i c a 

t i o n s i n t h e i n t e r p r é t a t i o n o f t h e s y m b o l s o f h i s c a l c u l u s . Sym-

b o l s X,Y... s t a n d f o r p r o p o s i t i o n s i n s t e a d f o r c l a s s e s a n d t h e 

h y p o t h e t i c e l u n i v e r s e 1 c o m p r e h e n d s now " a i l c o n c e i v e b l e c a s e s 

and c o n j e c t u r e s o f c i r c u m s t a n c e s " . As f o r x , y , z . . . , t h e i r f u n c -

t i o n i s t h a t when e t t a c h e d t o eny s u b j e c t e x p r e s s i v e o f s u c h 

c a s e s t h e y s e l e c t t h o s e c a s e s i n w h i c h t h e p r o p o s i t i o n X o r Y i s 

t r u e . F i n a l l y , 1-x s é l e c t s t h o s e c a s e s f o r w h i c h X i s f a l s e 

[ M A L , 4 8 - 9 ] . 

F o r two p r o p o s i t i o n s we h a v e f o u r d i s t i n c t c a s e s : 

X t r u e , Y t r u e x y 

(76 . 1 2 ) X t r u e , Y f a l s e x ( l - y ) 

X f a l s e , Y t r u e ( l - x ) y 

X f a l s e , Y f a l s e ( l - x ) d - y ) 
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a n d i n d u c t i v e l y f o r n p r o p o s i t i o n s , 2" c a s e s . B o o l e n o t i c e d t h a t 

" h o w e v e r f e w o r many t h o s e c i r c u m s t a n c e s mey b e , t h e sum o f t h e 

é l e c t i v e e x p r e s s i o n s r e p r e s e n t i n g e v e r y c o n c e i v a b l e c a s e w i l l be 

u n i t y " [ M A L , 5 0 ] . To e x p r e s s t h a t a g i v e n p r o p o s i t i o n X i s t r u e we 

n o t i c e t h a t t h e s é l e c t i o n o f t h o s e c a s e s i n w h i c h X i s f a l s e 

g i v e s 0 . t h e r e f o r e l - x « 0 o r 

( 7 6 . 1 3 ) x = l . 

A c c o r d i n g l y t h e e x p r e s s i o n t h a t s a y s "X i s f a l s e " i s 

( 7 6 . 1 4 ) x=0. 

When X a n d Y a r e s i m u l t a n e o u s l y t r u e , 

( 7 6 . 1 5 ) x y = l 

a n d when b o t h f a l s e , ( 1 - x ) ( 1 - y ) = 1 , o r 

( 7 6 . 1 6 ) x+y-xy=0. 

I f e i t h e r one o r t h e o t h e r i s t r u e , t h e n i t i s n o t t r u e t h a t t h e y 

a r e b o t h f a l s e , h e n c e ( 1 - x ) ( 1 - y ) = 0 , o r 

( 7 6 . 1 7 ) x + y - x y = l 

[ M A L , 5 1 ] . 

L e t u s s e e now f e w e x a m p l e s o f how he t a c k l e d c o n d i t i o n a l 

s y l l o g i s m i n MAL. The c o n d i t i o n a l p r o p o s i t i o n " I f X i s t r u e , Y i s 

t r u e " was e x p r e s s e d a s 

( 7 6 . 1 8 ) x ( l - y ) - 0 . 

He r e a s o n e d a s f o l l o w s : " H e r e i t i s i m p l i e d t h a t a i l t h e c a s e s o f 

X b e i n g t r u e , a r e c a s e s o f Y b e i n g t r u e " . The f o r m e r c a s e s b e i n g 

d e t e r m i n e d by t h e é l e c t i v e s y m b o l x , a n d t h e l a t t e r b y y , we 

h a v e i n v i r t u e o f ( 7 4 . 3 ) é q u a t i o n (76.18) [ M A L , 5 4 ] . 

Th e f o l l o w i n g i s an e x a m p l e o f " c o m p l e x c o n s t r u c t i v e 

D i l e m m a , t h e m i n o r p r e m i s s n o t e x c l u s i v e " . L e t t h e p r e m i s e s b e : 

x ( l - y ) = 0 I f X t r u e , Y t r u e 

( 7 6 . 1 9 ) w ( l - z ) = 0 I f W t r u e , Z t r u e 

x+w-xw=l E i t h e r X i s t r u e o r W i s t r u e 

[See ( 7 6 . 1 7 ) , ( 7 6 . 1 8 ) ] . B o o l e s i m p l y w r o t e : " F r o m t h è s e é q u a t i o n s , 

e l i m i n a t i n g x , we h a v e y+z-yz*=l w h i c h e x p r e s s e s t h e C o n c l u s i o n , 

E i t h e r Y i s t r u e , o r Z i s t r u e , t h e members b e i n g n o n - e x c l u s i v e " 

[ M A L , 5 6 - 5 7 ] . E l i m i n a t i o n i n t h e e x a m p l e (76.19) i s c a r r i e d o u t i n 

f a c t b y m u l t i p l y i n g t h e t h i r d é q u a t i o n by ( 1 - y ) a n d t h e r e s u i t 

w i t h ( 1 - z ) , f o r we n e e d t o e l i m i n a t e b o t h x a n d w. We t h u s h a v e : 

( x + w - x w ) ( l - y ) = l - y > w ( l - y ) = l - y > w ( l - y ) ( l - z ) - ( l - y ) ( 1 - z ) 

> y + z - y z = l . 
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The c h a p t e r e n d e d w i t h B o o l e ' s o b s e r v a t i o n o f t h e d i s t i n c 

t i o n b e t w e e n p r o p o s i t i o n s s u c h a s " A i l i n h a b i t a n d s ( o f an i s l a n d ) 

a r e e i t h e r E u r o p é e n s o r A s i a t i c s " end " E i t h e r a i l i n h a b i t a n d s a r e 

E u r o p é e n s , o r t h e y a r e a i l A s i a t i c s " . He ce l i e d t h e f i r s t 

p r o p o s i t i o n c e t e g o r i c e l and t h e s e c o n d h y p o t h e t i c a l . He t h e n 

a r g u e d e g a i n s t t h e v i e w o f c e r t a i n g r a m m a r i a n s who " r e g a r d i t a s 

t h e e x c l u s i v e o f f i c e o f a c o n j u n c t i o n t o c o n n e c t P r o p o s i t i o n s , 

n o t w o r d s " [ M A L , 5 9 , f n ]
K 7 >

 . H o w e v e r , d e s p i t e h i s c o r r e c t s e n -

s i t i v i t y t o t h e e b o v e d i s t i n c t i o n i n t h e s t r u c t u r e o f e p r o p o s i 

t i o n , he d i d n o t d e v e l o p h i s i d e e eny f u r t h e r . N e i t h e r i n MAL, 

n o r i n LT d i d he i n c l u d e p r o p o s i t i o n s t h e t c o n t e i n e d c o n j u n c t i o n 

o r d i s j u n c t i o n o f t e r m s [ C o r c o r e n 1 9 8 0 , 6 3 3 , 637 f n 1 6 ] . 

7.7 B o o l e ' s g ê n e r a i method i n l o g i c a s i n MAL.. 

A c c o r d i n g t o t h e p r i n c i p l e s o f B o o l e ' s c e l c u l u s o f l o g i c 

[ s e e 7.3-7.4] e l l l o g i c e ! s t a t e m e n t s u n d e r s t u d y were p r e s e n t e d 

i n t h e f o r m o f one o r more t h e n one é l e c t i v e e q u e t i o n s . D e a l i n g 

w i t h A r i s t o t e l i a n l o g i c o c c a s i o n a l l y e s o l u t i o n o f en é q u a t i o n 

was r e q u i r e d w i t h r é f é r e n c e t o a p e r t i c u l e r v e r i a b l e [ s e e 7.5-

7 . 6 ] . B u t up t o t h i s p o i n t , eny m e t h o d a p p l i e d f o r t h e s o l u t i o n 

o f a n é l e c t i v e e q u e t i o n wes a d e p t e d t o t h e p r o b l e m u n d e r 

s t u d y
< Ł >

. T h u s , a g ê n e r a i m e t h o d wes n e e d e d i n o r d e r t o t a c k l e 

é l e c t i v e é q u a t i o n s i n t h e i r e r b i t r e r y , g e n e r e ł f o r m . 

B o o l e d i s t i n g u i s h e d two c a s e s : e q u e t i o n s i n t h e f o r m 

( 7 7 . 1 ) c p ( x , y , z . . . )=0 a n d ( 7 7 . 2 ) <p ( x , y , z . . . ) =w, 

w h e r e x , y , z , w . . . a r e é l e c t i v e s y m b o l s . By means o f t h e t h e o r e m o f 

e x p a n s i o n [ s e e ( 7 7 . 9 ) b e l o w ] e q u e t i o n s ( 7 7 . 1 ) , (77.2) w o u l d e s -

sume t h e f o r m 

( 7 7 . 3 ) a i t i + . . . + a « t « - 0 a n d ( 7 7 . 4 ) e
4
t i + . . . ł e ^ t ^ - w 

r e s p e c t i v e l y ; ai,...,a» a r e f r a c t i o n a l n u m e r i c e l c o e f f i c i e n t s , 

t i , . . . , t n f u n c t i o n s o f x , y , z o f t h e f o r m x y ( l - z ) , ( l - x ) ( l - y ) z 

e t c . 

The l e s t , a n d most c r u c i a l s t e p o f h i s g e n e r e l m e t h o d . i n 

v o l v e s t h e l o g i c a l i n t e r p r é t a t i o n o f t h e é q u a t i o n s ( 7 7 . 3 ) 

( 7 7 . 4 ) . He p r o v i d e d two p r o p o s i t i o n s , ( 7 7 . 2 0 ) and ( 7 7 . 2 9 ) , by 

means o f w h i c h ( 7 7 . 3 ) - ( 7 7 . 4 ) a r e r e d u c e d t o s i m p l e é q u a t i o n s . 
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s u c h a s ( l - x ) y - O o r w - y + v ( l - x ) , i n t e r p r é t a b l e i n l o g i c . Of a l l 

t h e p o s s i b l e f r a c t i o n a l n u m e r i c a l v a l u e s t h a t e i c a n assume, o n l y 

f o u r w i l l a p p e a r i n t h e f i n a l r é d u c t i o n . N a r a e l y t h e v a l u e s 0,1 

0/0 a n d 1/0
 I = >

 . B o o l e Substitutes v f o r 0/0 a n d by means o f 

( 7 7 . 2 9 ) s u p p r e s V s any t e r m t h a t a d m i t s 1/0 e s i t s c o e f f i c i e n t ; 

t h u s i n t h e f i n a l s t e p we a r e p r e s e n t e d w i t h f a m i l i e r é l e c 

t i v e e q u e t i o n s o f b e s i c l o g i c , a l w a y s i n t e r p r é t a b l e , as we sew i n 

t h e p r e v i o u s s e c t i o n s . 

The d é m o n s t r a t i o n s o f t h e b e s i c t h e o r e m o f e x p a n s i o n , es 

w e l l e s o f t h e p r o p o s i t i o n s o f i n t e r p r e t e b i 1 i t y ^ h a v e c e r t a i n week 

p o i n t s . M o r e o v e r , B o o l e ' s d é f i n i t i o n , i n t h e s e n s e o f l o g i c a l e x -

p l e n a t i o n , o f 0/0 and 1/0 i s p o o r e n d i n c o n s i s t e n t w i t h h i s 

f o r m e r d é f i n i t i o n o f v i n 7 . 4 . T h e r e a r e b u t v e r y f e w e x a m p l e s i n 

t h e e n d o f t h e b ook t o i l l u s t r e t e h i s t h e o r y . And t h o u g h d i v i s i o n 

i s i m p l i c i t l y p r é s e n t i n one o f t h e m , he t o t a l l y o m i t s any 

r é f é r e n c e t o i t
< 3 )

. I n whet f o l l o w s we w i l l p r é s e n t a l l t h e m a i n 

t h e o r e m s o f B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d , es i n MAL, f o c u s i n g o n c e r 

t a i n m e t h e m e t i c e l é l é m e n t s i n v o l v e d . We w i l l r e f e r t o t h e weak 

p o i n t s i n v o l v e d i n h i s p r o o f p r o c é d u r e s b u t we w i l l p o s t p o n e a 

d e e p e r s t u d y o f h i s f r e e u s e o f n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s , p a r -

t i c u l a r l y 0 / 0 , 1 / 0 , f o r s u b s é q u e n t s e c t i o n s ' * * . 

" S i n c e é l e c t i v e s y m b o l s combine a c c o r d i n g t o t h e l e w s o f 

q u e n t i t y " , w r o t e B o o l e , "we may, by M e c l a u r i n ' s t h e o r e m , e x p e n d e 

g i v e n ( é l e c t i v e ] f u n c t i o n (p(x) , i n a s c e n d i n g p o w e r s o f x , known 

e s s e s o f f e i I u r e e x c e p t e d " . Thus we h a v e f o r a n y é l e c t i v e f u n c 

t i o n w h i c h i s s u p p o s e d t o be d e v e l o p a b l e i n a s c e n d i n g power* o f x 

(77.5) <p(x)=<p(0)+<p' <0)x+<p' ' ( 0 ) x
a

/ 1 . 2 + . . . 

A c c o r d i n g t o t h e i n d e x l e w , x^-x , ( 7 7 . 5 ) wes w r i t t e n es 

(77.6) tp(x)=<p(0)+x[(p' (0)+<p' • ( 0 ) / 1 . 2 + . . . ] . 

S u b s t i t u t i n g 1 f o r x he o b t e i n e d f r o m ( 7 7 . 5 ) t h e f o 1 1 o w i n g 

f o r m u l a : 

( 7 7 . 7 ) cp
1

 (0)+(p' ' ( 0 ) / 1 . 2 + . . . - ( p ( l ) - c p ( O ) . 

F i n e l l y , c o m b i n i n g t h e l e t t e r w i t h ( 7 7 . 6 ) he a r r i v e d e t 

(77.8) <p(x)-tp(0) + [<p(l)-<p(0) ] x 

w h i c h c e n e l s o be w r i t t e n e s 

( 7 7 . 9 ) cp(x)=cp(l)x+(p(0) ( 1 - x ) 

[MAL, 6 0 - 6 1 ]
 < = s

» . 

T h u s , " E v e r y f u n c t i o n o f x , i n w h i c h i n t e g e r p o w e r s o f t h a t 
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s y m b o l a r e a l o n e i n v o l v e d , i s by t h i s t h e o r e m r e d u c i b l e t o t h e 

f i r s t o r d e r " , commented B o o l e . He c a l l e d t h e q u a n t i t i e s t p ( 0 ) , 

< p ( l ) , " m o d u ł i o f t h e f u n c t i o n <p(x)" a n d r e g a r d e d them a s o f g r e a t 

i m p o r t a n c e i n t h e t h e o r y o f é l e c t i v e f u n c t i o n s e x p o s e d i n the" 6 t h 

c h a p t e r o f MAL (MAL, 6 1 1 . 

To r e i n f o r c e t h e j u s t i f i c a t i o n o f t h i s p u r e l y a n a l y t i c a l 

p r o o f , he s u g g e s t e d i n a f o o t n o t e an a l t e r n a t i v e m e t h o d t o p r o v e 

( 7 7 . 8 ) , b a s e d on t h e f o r m u l a o f e x p a n s i o n i n f i n i t e d i f f é r e n c e s . 

I n a d d i t i o n he c i t e d t h e r e s u l t s o f two o t h e r e x p e n s i o n s w h i c h 

t e r m i n a t e e t t h e s e c o n d t e r m a s (77.8) The c o n t e n t o f t h i s 

f o o t n o t e i s g r e a t l y i n d i c a t i v e o f B o o l e ' s m e t h e m a t i c a l i n f l u e n c e 

a t t h a t t i m e a n d , t h o u g h l e t e r he p u t f o r w e r d a p r i n c i p l e w h i c h 

r e n d e r e d e p u r e l y a n e l y t i c e l d e v i c e s u c h a s M a c l e u r i n ' s t h e o r e m 

r e d u n d a n t ( s e e 8 . 5 1 , i t i s o f g r e a t i n t e r e s t t o e x e m i n e c l o s e l y 

how he l i n k e d h i s g e n e r a ł m e t h o d i n l o g i e w i t h h i s ^ s ^ e r ^ l . ^ « 4 ^ 

i n a n a l y s i s . 

B o o l e s u g g e s t e d t o d e v e l o p tp(x) e c c o r d i n g t o t h e f o r m u l a 

û*cp(0) 

( 7 7 . 1 0 ) cp(x)=cp(0)+A<p(0)x+ ( x - l ) + ... 

1.2 

S i n c e x i s an é l e c t i v e s y m b o l , x ( x - l ) » 0 , a n d t h u s a l l t h e t e r m s 

e f t e r t h e s e c o n d v e n i s h . A l s o , he w r o t e Aq>(0) =<p(l)-cp(0) , a n d 

h e n c e (77.8) f o l l o w s a t o n c e [MAL, 6 0 - 6 1 , f n ] . T h i s d é m o n s t r a t i o n 

p r é s e n t s e s i m p l i c i t y o f w h i c h B o o l e mekes no n o t e e t a l l . T h a t 

i s , w h i l e i n o r d e r t o o b t a i n (77.6) f r o m (77.5) one h e s t o a s 

sume t h e e x t e n s i o n o f d i s t r i b u t i v i t y f o r i n f i n i t e t e r m s , h e r e 

t h i s a s s u m p t i o n i s r e d u n d a n t . B u t he d i d n o t b o t h e r t o comment 

upo n t h i s e s s u m p t i o n ^ n d i t i s q u i t e l i k e l y t h e t he d i d n o t 

n o t i c e i t . 

N e x t B o o l e w r o t e t h a t a m a t h é m a t i c i e n mey be i n t e r e s t e d i n 

t h e r e m e r k t h a t ( 7 7 . 8 ) i s n o t t h e o n l y c a s e i n w h i c h e n e x p e n 

s i o n s t o p s e t t h e s e c o n d t e r m . S o , he r e m i n d s t h e r e e d e r o f t w o 

f o r m u l a e d e d u c e d i n h i s p a p e r on d e v e l o p m e n t s w r i t t e n s h o r t l y 

a f t e r h i s [1844] , n a m e l y o f 

( 7 7 . 1 1 ) cp(d/dx+x"
Ł

 )«<p(d/dx)+(p
l

 ( d / d x ) x ~ * 

<p(x+(d/dx)-
l

)-<p(x)+cp' ( x ) ( d / d x ) -
1 

[ 1 8 4 5 d , 2 1 9 - 2 2 0 ] <
Ä >

 . O b v i o u s i y , t h e f a c t t h a t (77.8) i s o f t h e 
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f i r s t o r d e r , i s due t o t h e p e c u l i e r i t y o f t h e i n d e x l a w , t h e Key 

f e a t u r e o f é l e c t i v e s y m b o l s [ s e e a l s o 7.5 ( 2 ) ) . H o w e v e r , he 
<*<> 

r e g a r d e d t h i s f e c t
A
r e m a r k a b l e and d i r e c t l y a s s o c i a t e d i t w i t h 

s i v w l c ^ ^ ' O b s e r v a t i o n . i n [ 1 8 4 5 d , 219] w h e r e he h a d c l a i m e d t h a t 

A 
( 7 7 . 1 1 ) s t o p a t t h e s e c o n d t e r r a " r e g e r d l e s s o f t h e f o r m o f <p", 

E n c o u r a g e d by t h i s a s s o c i a t i o n he w r o t e i n t h a t f o o t n o t e 

t h a t t h o u g h t h e t h e o r e m s ( 7 7 . 8 ) , (77.10) a n d (77.11) "have o n l y 

b e e n p r o v e d f o r t h o s e f o r m s o f f u n c t i o n s w h i c h a r e e x p a n s i b l e by 

M a c l a u r i n ' s t h e o r e m , t h e y may be r e g a r d e d as t r u e f o r a l l f o r m s 

w h a t e v e r ; t h i s w i l l a p p e a r f r o m t h e a p p l i c a t i o n s . The r e a s o n 

s eems t o be t h a t , a s i t i s o n l y t h r o u g h t h e one f o r m o f e x p e n s i o n 

t h a t é l e c t i v e f u n c t i o n s become i n t e r p r e t e b l e , no c o n f l i c t i n g i n -

t e r p r e t e t i o n i s p o s s i b l e " (MAL, 60 f n ]
 e 7 >

. I n f e c t , es we Shell 

s e e i n [ 8 . 2 , ( 6 ) ] , B o o l e had d o u b t e d t h a t h i s m e t h o d , as 

p r i m a r i l y b a s e d on h i s t h e o r e m o f e x p a n s i o n , w o u l d p r o v e e p p l i -

e b l e t o e i l p o s s i b l e c a s e s o f é l e c t i v e é q u a t i o n s . When he 

r e a l i s e d t h e t by o b t a i n i n g t h e p r o p o s i t i o n s o f i n t e r p r e t a b i 1 i t y 

( 7 7 . 2 0 ) - ( 7 7 . 2 9 ) , he f e i t t h e t h i s r e t h e r b o l d p r o c é d u r e was j u s -

t i f i e d . 

B o o l e o b s e r v e d t h a t t h e o r e m (77.9) c a n be e x t e n d e d t o f u n c 

t i o n s o f more t h e n one v e r i e b l e S u p p o s e we have e f u n c t i o n 

cp(x,y) , d e n o t e d by h i m e s (p(xy) S i n c e x , y obey t h e seme l a w s 

a s q u a n t i t a t i v e s y m b o l s , t h a t i s c o m m u t â t i v i t y end d i s -

t r i b u t i v i t y , we c a n e x p a n d tp(xy) w i t h r é f é r e n c e t o y , 

( 7 7 . 1 2 ) <p<xy)-<p(xO) + [<p(xl)-<p(xO) ) y 

a n d t h e n e x p a n d t h e r e s u i t w i t h r é f é r e n c e t o x , 

( 7 7 . 1 3 ) q>(xy)-<p<00) ( 1 - x ) ( 1-y) +<p(01 ) y ( 1-x) +<p( 1 0 ) x ( 1-y) +q>( 11 ) x y , 

" t h e o r d e r o f e x p a n s i o n b e i n g q u i t e i n d i f f e r e n t " ( M A L , 6 2 ] . 

Among t h e f i r s t d i r e c t i m p l i c a t i o n s o f (77.9) was t h a t i f 

( 7 7 . 14) (tp(x) I"-<p<x) 

h o l d s t r u e , t h e n (77.14) i s a l s o s e t i s f i e d by t h e m o d u l i o f (p(x) 

a n d s i m i l a r l y f o r f u n c t i o n s o f more t h e n one v e r i a b l e [MAL,61-

6 3 ] . B e l o w he p r o v e d t h e i n v e r s e o f t h i s S t a t e m e n t . I n o t h e r 

w o r d s , i f t h e m o d u l i o f a f u n c t i o n c p t x y z . . . ) a r e a l l e i t h e r 0 o r 

1, t h a t i s t h e y a d m i t o n l y o f t h è s e n u m e r i c a l v a l u e s w h i c h o b e y 

t h e i n d e x l e w , t h e n c o n d i t i o n ( 77.14) i s s a t i s f i e d by t p ( x y . . . ) 

T h i s c o n d i t i o n , w h i c h i n t r o d u c e s "symmetry i n t o o u r c a l c u l u s , and 

p r o v i d e s us w i t h f i x e d s t a n d a r d s f o r r é f é r e n c e " was t o be f u r t h e r 
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d e v e l o p e d i n LT a s t h e b a s i s o f a p e r f e c t m e t h o d [MAL,61-63,66 ; 

See a I s o 8 . 6 ] . 

I n t h e most g ê n e r a i c a s e l e t u s h a v e a f u n c t i o n c p ( x y . . . ) o f 

m v a r i a b l e s . The number o f t h e m o d u l i a i i s e a s i l y f o u n d t o be 

2
m

- r . When e x p a n d e d , <p w i l l assume t h e f o r m 

( 7 7 . 1 5 ) cpCxy. . . ) - a i t i + . . . a ^ t ^ . 

The t e r n i s t i a r e c o m b i n a t i o n s o f t h e f o r m s x , y , z , . . . 1 - x , 1 - y , 1 - z . 

I t r e a d i l y f o l l o w s by i n s p e c t i o n o f ( 7 7 . 9 ) , ( 7 7 . 1 3 ) t h a t 

( 7 7 . 1 6 ) t i " = t i , i = l , . . . r a n d (77.17) t±tj - 0 , j = i , 

t h a t i s , t t a r e m u t u a l l y e x c l u s i v e . B o o l e c a l l e d t i t h e c o n 

s t i t u e n t f u n c t i o n s o f <p [MAL, 63-64]
 < a i

 . 

A n o t h e r p r o p e r t y f o l l o w s r e a d i l y by i n s p e c t i o n : 

( 7 7 . 1 8 ) The sum o f a i l t h e c o n s t i t u a n t s o f a n e x p a n d e d f u n c t i o n 

i s u n i t y . 

E x p a n d , f o r e x a m p l e 1 w i t h r é f é r e n c e t o x a n d y . I t w i l l f o l l o w 

f r o m ( 7 7 . 1 3 ) t h a t 

( 7 7 . 1 9 ) l ~ x y + x ( l - y ) - t - ( l - x ) y + ( l - x ) ( 1 - y ) . 

N e x t f o l l o w s t h e t h e o r e r o f o r t h e i n t e r p r é t a t i o n o f é q u a t i o n 

( 7 7 . 1 ) . L e t a random t e r m be o f t h e f o r m a t , a f O . T h e n , i t i s 

p r o v e d t h a t : 

E q u a t i o n <p(xy...)=0 i m p l i e s t h a t a t - 0 e n d t h e c o m b i n e d 

( 7 7 . 2 0 ) i n t e r p r é t a t i o n o f t h è s e s e v e r a l e q u e t i o n s w i l l e x p r e s s 

t h e f u l l s i g n i f i c e n c e o f t h e o r i g i n e l é q u a t i o n . 

To p r o v e ( 7 7 . 2 0 ) we m u l t i p l y a i t i + . . . a ^ t ^ = 0 s u c c e s s i v e l y w i t h 

t h o s e t i whose c o e f f i c i e n t s a i f o . T h e n , a c c o r d i n g t o t h e 

p r o p e r t i e s ( 7 7 . 1 6 ) , ( 7 7 . 1 7 ) , we h a v e 

( 7 7 . 2 1 ) 3 i t i - 0 

S i n c e a± i s a n u m e r i c a l c o n s t a n t ^ 0 , he d e d u c e d f r o m ( 7 7 . 2 1 ) t h a t 

( 7 7 . 2 2 ) t i - 0 , 

a n é q u a t i o n a l w e y s i n t e r p r é t a b l e i n l o g i c [ M A L , 6 4 - 5 ] . F o r t h e 

p r o o f t o be a c c e p t a b l e r i g o r o u s l y a p r i n c i p l e h a s t o be a d d e d i n 

t h e l i s t o f l a w s o f B o o l e ' s System, n a m e l y t h a t 

( 7 7 . 2 3 ) ax=0 — > x=»0, 

w h e r e a i s eny r e t i o n a l number ^ 0
< s > >

. 

A s a n a p p l i c a t i o n o f t h i s t h e o r e r a t e k e ( p ( x y ) = x - y . T h e n , t h e 

é q u a t i o n 

( 7 7 . 2 4 ) x - y - 0 . 

Xs a n d Y s a r e i d e n t i c a l , i s r e d u c e d . when <p(xy) i s e x p a n d e d a c -
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c o r d i n g t o ( 7 7 . 1 3 ) . t o 

( 7 7 . 2 5 ) x ( l - y ) - y ( l - x ) - 0 . 

Now, ( 7 7 . 2 5 ) i s e q u i v a l e n t b y means o f (77.20) t o t h e s y s t e m 

( 7 7 . 2 6 ) x ( l - y ) - 0 . A l l Xs a r e Y s
;
 y ( l - x ) « 0 . A l l Ys a r e Xs 

[ M A L . 6 5 ] . We n o t i c e t h a t t h e n e g a t i v e c o e f f i c i e n t -1 o f y ( l - x ) 

d o e s n o t a f f e c t t h e r e d u c t i o n o f (77.25) t o a s y s t e m o f i n t e r -

p r e t a b l e e q u a t i o n s [ s e e a l s o ( 8 6 . 7 ) - ( 8 6 . 8 ) ] . B o o l e r e m a r k e d t h a t 

i f t h e s i m u l t e n e o u s s a t i s f a c t i o n o f e q u a t i o n s t h u s d e d u c e d , a s 

( 7 7 . 2 6 ) , may r e q u i r e t h a t an e l e c t i v e s y m b o l v a n i s h e s t h i s w o u l d 

o n l y i m p l y t h e n o n e x i s t e n c e o f a c l a s s . M o r e o v e r , i f i t h a p p e n s 

t h a t s u c h a d e d u c t i o n l e a d s t o a r e s u l t o f t h e f o r m 

( 7 7 . 2 7 ) 1=0, 

t h i s w o u l d i n d i c a t e t h e n o n e x i s t e n c e o f t h e l o g i c a l u n i v e r s e . 

" S u c h c a s e s " , he w r o t e , " w i l l o n l y a r i s e when we a t t e m p t t o u n i t e 

c o n t r a d i c t o r y P r o p o s i t i o n s i n a s i n g l e e q u a t i o n " [ M A L . 6 5 ] . 

T h u s , ( 7 7 . 2 7 ) i s a criterio*»of n o n c o n s i s t e n c y . I t i s a l s o 

i m p l i e d t h a t B o o l e r e g a r d e d t h e u n i t o p e r a t o r a s d i s t i n c t f r o m 

t h e z e r o o p e r a t o r , a n d p r o p e r t y 

( 7 7 . 2 8 ) 1^0 

s h o u l d a l s o be i n c l u d e d i n t h e l i s t o f t h e f u n d a m e n t a l l a w s o f 

h i s s y s t e m [ H e i l p e r i n 1 9 7 6 , 9 1 ] . " I t a p p e a r s f r o m t h i s P r o p o s i t i o n 

[ ( 7 7 . 2 0 ) 3 " , w r o t e n e x t B o o l e , " t h a t t h e d i f f e r e n c e s i n t h e i n t e r 

p r e t a t i o n o f e l e c t i v e f u n c t i o n s d e p e n d s o l e l y upon t h e number and 

p o s i t i o n o f t h e v a n i s h i n g m o d u l i . No change i n t h e v a l u e o f a 

m o d u l u s , b u t one w h i c h c a u s e s i t t o v a n i s h , p r o d u c e s any change 

i n t h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e e q u a t i o n i n w h i c h i t i s f o u n d " 

[MAL,65] <
10

> . 

S u p p o s e now we h a v e u n d e r s o l u t i o n ( 7 7 . 2 ) , o r <p(xyz. . . ) =w. 

E x p a n d i n g <p a s b e f o r e i n a s e r i e s o f t e r m s o f t h e f o r m a t ^ w e h a v e 

t h e s e c o n d t h e o r e m o f i n t e r p r e t a t i o n w h i c h s a y s t h a t : 
o 

We s h a l l be p e r m i t t e d t o e q u a t e s e p a r a t e l y t o 0 e v e r y 

( 7 7 . 2 9 ) t e r m i n w h i c h t h e m o d u l u s a d o e s n o t s a t i s f y t h e c o n 

d i t i o n a ^ a a n d t o l e a v e f o r t h e v a l u e o f w t h e sum o f 
i i 

t h e r e m a i n i n g t e r m s . 

The p r o o f o f ( 7 7 . 2 9 ) i s c a r r i e d o u t on l i n e s a n a l o g o u s t o t h a t o f 

( 7 7 . 2 0 ) L e t f o r s i m p l i c i t y (77.2) when e x p a n d e d t o assume t h e 

f o r m : 

(77 . 30) w=a* t» + 3
2
t 2 + 3 3 t

3
+ a ^ t ^ 
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w i t h 3 i n = 3 i , ô=ï"=a=, 3 3 n 3
a 3 , a

4

n

* a 4 . S q u a r i n g (77.30) and. s u b -

t r a c t i n g (77.30) f r o m t h e r e s u l t we h a v e ( a 3
2
- a 3 ) t 3 - ( a

4

2

- a 4 ) U = 0 . 

Now, t h i s c a s e c e n be t a c k l e d by t h e o r e m (77.20) s i ń c e i t i s o f 

t h e f o r m (77.1) e n d t h e c o e f f i c i e n t s o f t
3
, t

4
 do n o t v a n i s h . 

H e n c e , (77.30) i s f i n e l l y r e d u c e d t o 

( 7 7 . 3 1 ) w = a i t i + a
a
t = 

a c c o m p a n i e d by t h e s u b s i d i a r y é q u a t i o n s 

( 7 7 . 3 2 ) - t=-0 a n d t-*-0 

[ M A L , 6 6 )
< 1 Ł >

. E q u a t i o n s (77.32) a r e i n t e r p r é t a b l e b u t a i , a= may 

a d m i t b e s i d e 0,1 w h i c h obey t h e l a w a"=a, a l s o t h e v a l u e 0 / 0 . 

B o o l e w i l l comment up o n t h i s c o e f f i c i e n t i n t h e l a s t c h a p t e r o f 

MAL. 

C h a p t e r 6 e n d s w i t h two more p r o p e r t i e s o f é l e c t i v e f u n c -

t i o n s . T h è s e p r o p e r t i e s w ere n o t a p p l i e d i n MAL and were t o t a l l y 

o m i t t e d i n L T . F o r t h i s r e a s o n we. w i l l n o t p r é s e n t t h e i r p r o o f s 

b u t s o l e l y s t a t e them es i n d i c a t i v e o f B o o l e ' s d é s i r e t o d e v e l o p 

t h e p o s s i b i 1 i t i e s o f h i s m e t h o d and e n l a r g e t h e l i s t o f t h e 

p r o p e r t i e s o f é l e c t i v e f u n c t i o n s . He f i r s t p r o v e d t h s t : 

( 7 7 . 33) i p ( a i t i + . . .•ł-e^t^)
s

»iy(ei)ti + . . . +qj (3r-) t , - , 

w h e t e v e r t h e v e l u e s o f 3 i o r t h e f o r m o f IJK The n e x t t h e o r e m i s 

an a p p l i c a t i o n o f t h e f o r m e r . I t s a y s t h e t : 

W h e t e v e r p r o c e s s o f r e e s o n i n g we e p p l y t o a s i n g l e g i -

( 7 7 . 3 4 ) v e n P r o p o s i t i o n , t h e r e s u i t w i l l ë i t h e r be t h e same 

P r o p o s i t i o n o r a l i m i t a t i o n o f i t
< 1 3 >

. 

The l a s t p e r e g r e p h a t page 69 i s i n d i c a t i v e o f t h e s p i r i t 

u n d e r w h i c h B o o l e composed h i s m e t h o d : 

The purport of the l a s t i n v e s t i g a t i o n w i l l be more apparent t o the 

methemetician than t o the l o g i c i e n . As from sny methemetical équa

t i o n en infinité number of o t h e r s may be deduced, i t seemed t o be 

necessary t o shew t h e t when the o r i g i n a l équation expresses e l o g i -

c a l P r o p o s i t i o n , every member of the d e r i v e d séries, even when ob~ 

t a i n e d by expension under e f u n c t i o n e l s i g n , admits o f exact .and 

c o n s i s t e n t interprétation. 

I n t h e f i n a l c h a p t e r , t h e 7 t h , he c o n s i d e r e d t h e s o l u t i o n o f 

é l e c t i v e e q u e t i o n s o f t h e f o r m (77.1) end t h e r é d u c t i o n o f a 

s y s t e m o f é q u a t i o n s t o one é q u a t i o n é q u i v a l e n t t o i t . He d i s t i n -

g u i s h e d b e t w e e n two m ethods f o r t h e s o l u t i o n o f (77.1) . One i n 

v o l v e s t h e method o f s u b s t i t u t i o n , e l r e a d y . expounJ<J i n 7 . 5 , 
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w h e r e e s t h e o t h e r i n v o l v e s p r o c e s s e s a n a l o g o u s t o t h o s e o f Sym

b o l i c a l e l g e b r e . He showed p r é f é r e n c e t h o u g h t o t h e l a t t e r m e t h o d 

w h i c h was t h e o n l y one t o be p r é s e n t e s i n COL and L T . 

L e t us t a k e t h e é q u a t i o n s 

( 7 7 . 3 5 ) <p(xy)=0 and (77.36) <p(xyz)=0, 

y a n d z t o be d e t e r m i n e d r e s p e c t i v e l y . By meens o f t h e f i r s t 

m e t h o d he d e v e l o p e d cp(xy) i n (77.35) b e s e d upon ( 7 7 . 1 3 ) , r e 

p l a c é e ! y f r o m f o r m u l a (75.2) i n t h e r e s u i t o f t h e e x p a n s i o n , 

d e t e r m i n e d t h e v a l u e s o f v , v* i n (75.2) and t h u s o b t a i n e d 

(f>(10) (p(00) 
( 7 7 . 3 7 ) y = x + ( 1 - x ) 

( p ( l O ) - ( p ( l l ) (p(OO)-(p(Ol) 

[MAL.72-3] . 

E q u a t i o n (77.36) was s o l v e d by t h e s e c o n d method as f o l l o w s : 

We e x p a n d (p(xyz) o n l y w i t h r é f é r e n c e t o z by (77.9) and s o l v i n g 

a l g e b r a i c a l l y f o r z -we g e t 

(p(xyO) 
( 7 7 . 3 8 ) z -

( p ( x y O ) - ( p ( x y l ) 

The r i g h t - h a n d s i d e o f (77.38) i s m e e n i n g l e s s j b u t t h i s m i g h t 

s t a r t l e , he s a i d , o n l y t h o s e u n a c c u s t o m e d t o t h e p r o c e s s e s o f 

s y m b o l i c a l a l g e b r a . B u t B o o l e , a s he was r e p e a t e d l y t o m e n t i o n 

when o b j e c t i o n s w ere r a i s e d t o w a r d s t h i s a l g e b r a i c p r o c é d u r e , d i d 

a d m i t o f u n i n t e r p r e t a b l e t e r m s i n t h e i n t e r m e d i a t e s t e p s o f h i s 

d é d u c t i o n s , ^ i n t e r e s t e d m a i n l y i n t h e f i n a l r e s t o r e t i o n o f t h e 

r e s u i t w i t h i n l o g i c . Now, we e x p a n d (p(xyO) e t c i n ( 7 7 . 3 8 ) as 

f u n c t i o n s o f x . y by means o f (77.13) e n d f i n e l l y o b t a i n z i n t h e 

f orm 

<p(110) tp(100) 
xy + x ( l - y ) + 

( 7 7 . 3 9 ) 
( p ( 1 1 0 ) - < p ( l l l ) ( p ( l O O ) - ( p ( l O l ) 

(p(010) (p(000) 
+ ( l - x ) y + ( l - x ) d - y ) . 

( p ( O l O ) - ( p ( O l l ) (p(OOO)-(p(OOl) 

One who mey d o u b t t h e c o r r e e t n e s s o f t h e r e s u i t , w r o t e B o o l e , may 

v e r i f y t h e c o n c l u s i o n by t h e method o f s u b s t i t u t i o n [ M A L , 7 3 ] . 

B e f o r e p r o c e e d i n g t o i l l u s t r a t e t h e e b o v e t h e o r y ^ e x e m p l e s 

o f l o g i c , he commented b r i e f l y upon 1/0 end 0/0. "The v e l u e s o f 

t h e m o d u l i ( p ( 0 0 ) , <p(01), e t c b e i n g c o n s t a n t , one o r more o f t h e 
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c o e f f i c i e n t s o f t h e s o l u t i o n may assume t h e f o r m 0/0 o r 1/0 . I n 

t h e f o r m e r c a s e , t h e i n d e f i n i t e s y m b o l 0/0 must be r e p l a c e d b y . a n 

a r b i t r a r y e l e c t i v e s y m b o l v . I n t h e l a t t e r c a s e , t h e t e r m , w h i c h 

i s m u l t i p l i e d by a f a c t o r 1/0 ( o r by any n u m e r i c a l c o n s t a n t e x 

c e p t 1 ) , must be s e p a r a t e l y e q u a t e d t o 0, a n d w i l l i n d i c a t e t h e 

e x i s t e n c e o f a s u b s i d i a r y P r o p o s i t i o n " [ M A L , 7 4 ] . B o o l e ' s a r g u 

m e n t s a n d e x p l a n a t i o n s a s i n t h e q u o t a t i o n a b o v e a r e v e r y p o o r , 

a n d h i s p r o c e d u r e f a r f r o m c l e a r [ s e e f u r t h e r r e m a r k s i n 8 . 5 , 

8.7] . 

We w i l l e x a m i n e two e x a m p l e s , t h e o t h e r two t h a t a r e g i v e n 

b e i n g q u i t e s i m i l a r t o them. F i r s t t a k e t h e e q u a t i o n 

( 7 7 . 4 0 ) x ( l - y ) = 0 , " A l l Xs a r e Y s " , 

y t o be d e t e r m i n e d . B o o l e p u t x ( 1-y) =<p(xy) , d e t e r m i n e d t h e m o d u l i 

(p(10) e t c o f (p(xy) a n d by means o f (77.37) a r r i v e d a t 

1 0 0 
y= x+ ( 1-x) =x+—( 1-x) , o r , 

1-0 0-0 0 

( 7 7 . 4 1 ) y « x + v ( l - x ) , 

v an a r b i t r a r y e l e c t i v e s y m b o l . Thus "Y c o n s i s t s o f t h e e n t i r e 

c l a s s X w i t h a n i n d e f i n i t e r e m a i n d e r o f n o t - X s . T h i s r e m a i n d e r i s 

i n d e f i n i t e i n t h e h i g h e s t s e n s e , i . e . i t may v a r y f r o m 0 up t o 

t h e e n t i r e c l a s s o f n o t - X s " [ M A L , 7 4 ] . 

Now t a k e t h e p r o p o s i t i o n " A l l Ys e r e Z s a n d n o t - X s " g i v e n by 

( 7 7 . 4 2 ) y d - z ( l - x ) )=0. 

To f i n d t h e c l a s s Z we s o l v e ( 7 7 . 4 2 ) f o r m a l l y by means o f ( 7 7 . 3 9 ) 

0 0 1 
a n d o b t a i n z

c

= y ( l - x ) + — x ( l - y ) + — ( l - x ) ( l - y ) + — x y . A c c o r d i n g 

0 0 0 

t o ( 7 7 . 2 9 ) e n d B o o l e ' s comments up o n 0/0 end 1/0 ,z i s r e d u c e d 

t o 

( 7 7 . 4 3 ) z = y ( l - x ) + v x ( l - y ) + V ( 1 - x ) ( 1 - y ) 

e c c o m p a n i e d by t h e s u b s i d i a r y p r o p o s i t i o n 

( 7 7 . 4 4 ) xy°0. 

T h u s "No Y s e r e X s ' ^ a n d Z c o n s i s t s " o f a l l Ys w h i c h a r e n o t Xs 

e n d an i n d e f i n i t e r e m a i n d e r o f n o t - Y s " , f o r he s u g g e s t e d ( 7 7 . 4 3 ) 

t o be w r i t t e n a s . 

( 7 7 . 4 5 ) z - y ( l - x ) + ( l - y ) ( p ( x ) 

[MAL, 75-76] . 

Once more u n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n -
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t i a l e q u a t i o n s , he a p p l i e d L a g r a n g e ' s method o f i n d e t e r m i n a t e 

m u l t i p l i e r s i n o r d e r t o r e d u c e a s y s t e m o f e l e c t i v e e q u a t i o n s t o 

one e q u a t i o n a n d s t u d y t h e r e l a t i o n s c o n n e c t i n g t h e e l e c t i v e sym

b o l s . He p r o v e d i n a s o r t o f a p p e n d i x i n t h e e n d o f c h a p t e r 7 

t h a t g i v e n t h r e e e q u a t i o n s <p(xyz)=0 . q j ( x y z ) = 0 and x ( x y
z

) ~
0

 - t h e n 

t h e e q u a t i o n 

( 7 7 . 4 6 ) <p(xyz)+hijj(xyz)+Kx(xyz)«0, 

h , k a r b i t r a r y c o n s t a n t s ( n o t e l e c t i v e s y m b o l s ) , i s e q u i v a l e n t t o 

t h e g i v e n s y s t e m . I n o t h e r w o r d s we c a n o b t a i n t h e v a l u e o f x , y 

o r z i n d e p e n d e n t o f h a n d k i n i t s most g e n e r a l f o r m and a n y s u b 

s i d i a r y r e l a t i o n w h i c h c a n e x i s t b e t w e e n t h e r e m a i n i n g v a r i a b l e s . 

The p r o o f o f t h i s e q u i v a l e n c e i s r a t h e r l o n g e n d c o m p l i 

c a t e d . I t s p r o c e d u r e
 ;

 m a i n l y a l g e b r a i c , i s b a s e d u p o n t h e 

f o r m u l a ( 7 7 . 3 9 ) [ s e e a l s o 8 . 6 1 . O m i t t i n g t h e p r o o f w h i c h j u s 

t i f i e s t h e u s e o f i n d e t e r m i n a t e m u l t i p l i e r s [MAL,78-81] we w i l l 

p r o v i d e t h e u n i q u e e x a m p l e d e a l t w i t h t h i s m e t h o d . 

S u p p o s e we e r e g i v e n t h e e q u a t i o n s 

( 7 7 . 4 7 ) x ( l - z ) = 0 , z ( l - y ) = 0 

i n t e r p r e t e d i n t h e u s u a l f o r m o f A . A c c o r d i n g t o t h e m e t h o d men-

t i o n e d a b o v e ,
A
( 7 7 . 4 7 ) i s e q u i v a l e n t t o 

( 7 7 . 4 8 ) x ( 1 - z ) + X z ( 1 - y ) = 0 . 

To d e t e r m i n e z we a p p l y f o r m u l a ( 77.39) t o t h e f u n c t i o n 

<p(xyz) =x ( 1 - z ) + X z ( 1 - y ) , X r e g a r d e d a s a n u m e r i c a l c o n s t a n t , and 

t h u s o b t a i n 

1 0 
( 7 7 . 4 9 ) z=xy+ ( l - y ) x + - ( l - x ) y . 

1-X 0 

Now B o o l e i m p l i c i t l y assumes t h a t 1/(1-X) i s a n u m e r i c a l c o n 

s t a n t o t h e r t h a n 0,1 a n d 0/0 ( o r s i m p l y he r e g a r d s X^O) w h i c h 

t h e r e f o r e s a t i s f i e s t h e l e w a^-a^O and due t o ( 7 7 . 2 9 ) , ( 77.49) 

i s r e d u c e d t o t h e e q u a t i o n s 

( 7 7 . 5 0 ) z = x y + v ( l - x ) y a n d ( 7 7 . 5 1 ) x ( l - y ) = 0 . 

T h u s , "2 c o n s i s t s o f a l l Xs t h a t a r e Y s , w i t h an i n d e f i n i t e 

r e m a i n d e r o f n o t - X s t h a t e r e Y s ; t h e l a t t e r , t h a t a l l Xs a r e Y s , 

b e i n g i n f e e t t h e c o n c l u s i o n o f t h e s y l l o g i s m o f w h i c h t h e two 

g i v e n P r o p o s i t i o n s a r e t h e p r e m i s e s " [ M A L , 7 6 ] . T h u s , by means o f 

a c o m b i n a t i o n o f h i s g e n e r a l m e t h o d i n l o g i c end t h e m e t h o d o f 

i n d e t e r m i n a t e m u l t i p l i e r s , e s y s t e m o f e q u e t i o n s c e n be s o l v e d 
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a n d t h e é l i m i n a t i o n o f t h e v a r i a b l e u n d e r d é t e r m i n a t i o n i s e f -

f e c t e d . 

B o o l e r e m a r k e d i n t h e end o f t h i s c h a p t e r t h a t a i l t h e 

é q u a t i o n s d i s c u s s e d s o f e r c e n , by e s s i g n i n g en a p p r o p r i a t e 

m e a n i n g t o t h e s y m b o l s , be c o n s i d e r e d a s e x a m p l e s o f h y p o t h e t i -

c a l s . He a l s o o b s e r v e d t h a t e v e r y é l e c t i v e é q u a t i o n i s r e d u c i b l e 

t o a s y s t e m o f é q u a t i o n s t i - 0 , w i t h t * . t j = G when i» j . I n o t h e r 

w o r d s " a i l c a t e g o r i c a l P r o p o s i t i o n s a r e r e s o l v a b l e i n t o a d é n i a i 

o f t h e e x i s t e n c e o f c e r t a i n compound c l e s s e s , no member o f one 

s u c h c l e s s b e i n g e member o f e n o t h e r " [ M A L , 7 7 ) < *
3 >

. He w o n d e r e d 

how an a f f i r m a t i v e p r o p o s i t i o n c a n be c o n s t i t u t e d s o l e l y by a 

s y s t e m o f n é g a t i o n s a s e r g u e d a b o v e . F o c u s i n g on c a t e g o r i c a l 

p r o p o s i t i o n s ^ h e a n s w e r e d t h a t " t h e r e i s a U n i v e r s e o f c o n c e p 

t i o n s , a n d t h a t e a c h i n d i v i d u e l i t c o n t a i n s e i t h e r b e l o n g t o a 

p r o p o s e d c l a s s o r d o e s . n o t b e l o n g t o i t " . T h i s e s s u m p t i o n 

p r o v i d e s t h e p o s i t i v e , é l é m e n t s o u g h t a b o v e . 

o g y , o f h y p o t h e t i c e l o n e s ) r e s t s e t o n c e uppn "e p o s i t i v e e n d 

upon e n é g a t i v e f o u n d a t i o n " . The p o s i t i v e f o u n d a t i o n i n v o l v e s t h e 

e x i s t e n c e o f a u n i v e r s e o f c o n c e p t i o n s w i t h i n w h i c h e a c h v a r i a b l e 

o f t h e p r o p o s i t i o n e i t h e r r e p r e s e n t s o r d o e s n o t r e p r e s e n t a 

t h e p e r t i c u l e r e s d e r i v e d f r o m t h e g ê n e r a i " . Now, t h e n é g a t i v e 

f o u n d a t i o n c o n c e r n s t h e r e s t r i c t i o n s we h a v e t o impose u p o n t h e 

g i v e n v a r i a b l e s , o r , i t i s " e v e r p r o c e e d i n g by 1 i m i t a t i o n s " 

[ M A L , 7 8 ] *
1 A >

. From t h è s e v e r y l e s t comments t h e m e t a p h y s i c a l 

d u a l i s m o f B o o l e ' s r e a s o n i n g i n l o g i c i s o n c e more a p p a r e n t . 

T h i s r e a s o n i n g c a n i n f a c t be a p p l i c a b l e t o o t h e r b r a n c h e s e p a r t 

f r o m l o g i c . F o r e x e m p l e , w h i l e d e a l i n g w i t h s i n g u l a r s o l u t i o n s o f 

d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n h i s [1859] B o o l e d i s t i n g u i s h e d o n c e 

more a p o s i t i v e and a n é g a t i v e é l é m e n t [ s e e 8.8] . 

Summing up b r i e f l y we h a v e s e e n t h e f o l l o w i n g : 

1) E l e c t i v e s y m b o l s a r e o f t e n t r e a t e d i n e manner s i m i l a r t o 

d i f f é r e n t i e l o p e r e t o r s [ 7 . 3 , 7 , 5 ] . 

2) A l g e b r a i c t e c h n i q u e s - d i v i s i o n i m p l i e d w i t h i n t h e g ê n e r a i 

m e t h o d - a r e a p p l i e d i n c l u d i n g t h e e d m i t t e n c e o f u n i n t e r p r e t a b l e 

t e r m s , a l a w f u l p r o c é d u r e o f s y m b o l i c a l g è b r e [ 7 . 5 - 7 . 6 ] . 

3) A n a l y t i c e 1 t e c h n i q u e s s u c h e s Mac l e u r i n ' s t h e o r e m e n d 

T h u s t h e t h e o r y o f c a t e g o r i c a l p r o p o s i t i o n s (and 

g i v e n c l a s s . I n h i s w o r d s t h e p o s i t i v e f o u n d a t i o n " c o n t e m p l â t e s 
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L a g r a n g e ' s i n d e t e r m i n a t e m u l t i p l i e r s a r e u s e d a s means o f 

d é m o n s t r a t i o n [7.7], 

4) H e u r i s t i c l i n k s a r e p r o v i d e d t o show t h e a n a l o g y b e t w e e n
A
c a l -

c u l u s o f l o g i c a n d c a l c u l u s o f o p e r a t o r s [ 7 . 5 , 7 . 7 ] 

5) V a r i o u s i n s t a n c e s s u c h a s o u r r e m a r k e bove a b o u t s i n g u l a r 

s o l u t i o n s p r o v e t h a t B o o l e was c o n t e m p l a t i n g upon a u n i v e r s a l 

c a l c u l u s o f s y m b o l s , l o g i c a n d m a t h e m a t i c s b e i n g two d i s t i n c t 

d o m a i n s w h e r e i t c o u l d be a p p l i e d *
1

^ * . 
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C h a p t e r 8 

B o o l e ' s l o g i c : 1847-1864; a c o m p a r i s o n o f Laws o-f t h o u g h t 118543 

w i t h M a t h e m a t i c a l a n a l v s i s o f l o g i c C 1 8 4 7 a 3 . 

8.1 I n t r o d u c t i o n 

I n c h a p t e r 7 we f o c u s e d o n B o o l e ' s f i r s t work on l o g i c , 

M A L [ 1 8 4 7 a } , and i t s m a t h e m a t i c a l b a c k g r o u n d . D r a w i n g by a n e l o g y 

f r o m t h e l a w s o f d i f f é r e n t i e l Operators, B o o l e l a i d down t h e 

p r i n c i p l e s o f h i s b a s i c l o g i c [ 7 . 2 - 7 . 4 ] . He n e x t a p p l i e d h i s c a l -

c u l u s o f l o g i c t o numerous e x e m p l e s o f t r a d i t i o n e l l o g i c , t h u s 

g e i n i n g a s s u r a n c e f o r t h e power o f h i s m e t h o d [7,6] . The s e c r e t 

o f h i s p r o c é d u r e l e y i n t h e e b i l i t y n o t o n l y t o f o r m u l a t e a 

p r o b l e m o f l o g i c e s en é l e c t i v e é q u a t i o n , b u t e l s o t o s o l v e e v e r y 

s u c h é q u a t i o n and i n t e r p r è t e t h e r e s u i t i n t e r m s o f l o g i c . Two 

m e t h o d s o f s o l u t i o n w e r e s u g g e s t e d : t h e f i r s t wes b r o a d l y s i m i l e r 

t o t h e s o l u t i o n o f d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s , [ 7 . 5 ] , t h e s e c o n d 

f o r m e d t h e c o r e o f h i s g e n e r e l m e t h o d i n l o g i c end wes b e s e d on 

t h e e x p a n s i o n t h e o r e m ( 7 7 . 9 ) , [ 7 . 7 ] . 

B o o l e p r o v i d e d v e r y l i t t l e e x p l a n a t i o n f o r e i t h e r o f t h è s e 

t w o m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s i n MAL. H i s 

a d m i t t a n c e o f u n i n t e r p r e t a b l e t e r m s i n t h e c o u r s e o f h i s s y m b o l i c 

p r o c é d u r e s p u z z l e d some o f h i s c o n t e m p o r e r i e s . Among thera was 

t h e 2 3 - y e a r s - o l d C a y l e y : l e t t e r s e x c h a n g e d b e t w e e n t h è s e two 

m a t h é m a t i c i e n s i n December 1847 f o r m a n i n t e r e s t i n g s o u r c e o f i n 

f o r m a t i o n on c e r t e i n o b s c u r e e s p e c t s o f B o o l e ' s l o g i c i n MAL [ s e e 

7 . 5 , ( 3 ) ] . 

Up t o 1854 o n l y two m i n o r p e p e r s on l o g i c w ere p u b l i s h e d b y 

B o o l e . The f i r s t , COL [ 1 8 4 8 b ] , wes e summary o f MAL [7.1] . T h i s 

p e p e r i s i n d i c a t i v e , e s we s h a l l s e e , o f c e r t e i n c h a n g e s t h a t 

t o o k g r a d u e l l y p l a c e i n t h e d e v e l o p m e n t o f h i s r e a s o n i n g i n l o g i c 

d u r i n g t h e t r a n s i t i o n a l p e r i o d 1 8 4 8 - 1 8 5 3 [ 8 . 3 ] . The s e c o n d , 

c ^ t i t l e d "MM. [ s i c ] B o o l e ' s t h e o r y o f t h e m a t h e m a t i c a l a n a l y s a s o f 

l o g i c " [ 1 8 4 8 c ] , c o n s i s t e d o f B o o l e ' s b r i e f e n s w e r t o C o c k l e ' s 

r e m a r k s o n German p h i l o s o p h y *
1

 > . 

D u r i n g t h i s p e r i o d we a l s o n o t i c e B o o l e ' s l e c t u r e , " C l a i m s " 

[ 1 8 5 1 ] , w h e r e f o r t h e f i r s t t i m e he t e l k ' J o f t h e p h i l o s o p h i c a 1 
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i n t e r p r é t a t i o n o f h i s é q u a t i o n ( 7 1 . 1 ) s t r e s s i n g t h e r ô l e o f t h e 

c o n c e p t o f u n i v e r s e a n d u n i t y , a s w e l l , e s v i e w i n g m a t h e m a t i c s 

a n d l o g i c e s two d i s t i n c t b r a n c h e s o f a u n i v e r s e l c a l c u l u s o f 

s y m b o l s [ 7 . 1 . 8 . 2 ] . 

T h i s t r a n s i t i o n a l p e r i o d h e s l a r g e l y b e e n o v e r l o o k e d by h i s 

t o r i e n s s o f e r . M o r e o v e r , t h o u g h d e t a i l e d s t u d i e s h a v e b e e n 

c a r r i e d o u t on h i s two m a j o r work o n l o g i c , MAL and L T , no com-

p e r i s o n h a s b e e n d r a w n b e t w e e n t h è s e two b o o k s . O f t e n LT i s 

c a l l e d B o o l e ' s m a s t e r p i e c e [ s e e 7 . 1 , ( 2 0 ) ] . H o w e v e r, on one h a n d 

t h e c o n t e n t o f t h i s book i s m o s t l y b a s e d upon B o o l e
1

 s d i s -

c o v e r i e s i n MAL, and on t h e o t h e r h a n d , due t o t h e c h a n g e s t h a t 

t o o k p i è c e d u r i n g t h e t r e n s i t i o n e l p e r i o d [ 8 . 3 ] , c e r t e i n a s p e c t s 

o f h i s m e t h o d è r e d e p r i v e d o f t h e i r e e r l y c o n t e x t w i t h i n w h i c h 

t h e y h e d b e e n i n i t i e l l y c o n c e i v e d [ s e e 7.2, ( 4 ) 1 . B o o l e ' s new e t -

t i t u d e , more - c o h é r e n t f r o m some p o i n t s o f v i e w , p r é s e n t s c e r t e i n 

é l é m e n t s w o r t h n o t i n g . 

We w i 1 1 compare LT w i t h MAL i n s t a g e s . F i r s t we w i 1 1 d r e w 

f r o m B o o l e ' s c o r r e s p o n d e n c e w i t h C e y l e y e n d f r o m h i s m e n u s c r i p t 

n o t e s N-y-Na-? ( s e e 7.2, ( 2 ) ] i n o r d e r t o c l a r i f y c e r t a i n o b s c u r e 

p o i n t s o f MAL. T h r o u g h t h i s c l e r i f i c e t i o n o u r v i e w s o n MAL w i 11 

be f u r t h e r r e i n f o r c e d [ 8 . 2 ] . A n o t h e r e s s e y e n t i t l e d " S k e t c h o f e 

t h e o r y e n d m e t h o d o f p r o b e b i l i t i e s f o u n d e d upon t h e c a l c u l u s o f 

l o g i c " ( h e r e a f t e r c i t e d e s " S k e t c h " ) w i 1 1 s e r v e b o t h a s e. meens 

f o r t h i s c l a r i f i c a t i o n , e n d . e l s o i n o r d e r t o o b s e r v e t h e g r e d u a l 

c h a n g e s t h e t o c c u r e d i n t h e p e r i o d 1848-1853 [ 8 . 3 ] . T h i s e s s e y , 

e d i t e d by [Rhees 1 9 5 2 . 1 4 1 - 1 6 6 ] , wes w r i t t e n l e t e i n 1848 o r 

e e r l y i n 1 8 4 9 . I t was n o t d e s i g n e d f o r p u b l i c a t i o n b u t wes meent 

s o as t o r e g i s t e r B o o l e ' s e c t u a l s t a t e o f k n o w l e d g e [ S m i t h 1 9 8 2 e , 

3 4 ] . Q u o t a t i o n s f r o m N T - N ^ and " S k e t c h " w i l l show t h a t t h e 

f o r m e r n o t e s h a d t h e same c h a r a c t e r a s " S k e t c h " a n d w e r e w r i t t e n 

p r i o r t o i t . a r o u n d 1848, 

H a v i n g d e e l t w i t h t h e p e r i o d 1 8 4 7 - 1 8 5 3 i n 8.2 e n d 8.3 we 

w i l l p r o c e e d t o a s t u d y o f L T . S e c t i o n 8.4 w i l l c o v e r t h e new 

g r o u n d s upon w h i c h B o o l e b a s e d h i s b e s i c end f o r m e l l o g i c i n L T . 

The o p é r a t i o n o f d i v i s i o n w i l l be d i s c u s s e d i n 8 . 5 . Our s t u d y o f 

LT and i t s c o m p a r i s o n w i t h MAL w i l l e n d w i t h a few comments o n 

h i s new p r o c e s s e s f o r é l i m i n a t i o n , r é d u c t i o n a n d s y l l o g i s t i c 

d é d u c t i o n [ 8 . 6 ] . 
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The l e s t t h r e e s e c t i o n s w i l 1 be d e v o t e d r e s p e c t i v e l y t o 

B o o l e ' s m a n u s c r i p t p a p e r s ^ o n l o g i c w r i t t e n a s e s e q u e l t o L T , h i s 

v i e w s o n s y m b o l i c a l m a t h e c p a t i c a l p r o c e d u r e s a s i n h i s t e x t b o o k on 

d i f f e r e n t i e l e q u a t i o n s [ 1 8 5 9 ] , and f i n a l l y t o a s t u d y o f h i s 

e p i s t e m o l o g i c e l v i e w s i n c l u d i n g a c o m p a r i s o n w i t h G r a t r y ' s 

a n a l o g o u s v i e w s i n h i s L o g i q u e [ 1 8 5 5 ] . 

8.2 C l a r i f i c a t i o n o f c e r t a i n a s p e c t s i n MAL f o u n d e d u p o n B o o l e ' s 

w r i t i n g s : 1 8 4 7 - 4 9 . 

I n t h i s s e c t i o n we c o n s i d e r B o o l e ' s t h o u g h t s o n : 

1. The n a t u r e o f n u m e r i c e l c o e f f i c i e n t s i n l o g i c , 

2. The e d m i t t a n c e o f u n i n t e r p r e t a b l e t e r m s , s u c h a s x+x, i n t h e 

c o u r s e o f l o g i c a l p r o c e d u r e s , 

3 . The r o l e o f m a t h e m a t i c s a n d o r d i n a r y l a n g u a g e i n B o o l e , and 

f i n a 1 l y , 

4 . The n o t i o n s o f u n i v e r s e and u n i t y . 

I n b o t h N 7 - N 2 7 a n d " S k e t c h " B o o l e t r i e d t o c o n v e y t h e t t h e 

i d e a o f number i s n o t p e c u l i a r t o a r i t h m e t i c b u t i s an e l e m e n t 

e m p l o y e d f o r t h e p u r p o s e s o f r e a s o n i n g i n g e n e r a l . The n o t i o n o f 

number 1 i n k s a r i t h m e t i c ( m a t h e m a t i c s ) w i t h l o g i c : two s u b j e c t s 

w h i c h f o r m h o w e v e r , tw o i n d e p e n d e n t b r a n c h e s o f s y m b o l i c a l 

r e a s o n i n g . I n t h e p e s s a g e t h a t f o l l o w s b e l o w we s e e t h e s p i r i t 

u n d e r w h i c h he a d m i t t e d u n i n t e r p r e t a b l e t e r m s i n l o g i c i n a n a l o g y 

w i t h m a t h e m a t i c s . F i n a l l y , d r a w i n g f r o m t h e N o t e s N^-N*-? and 

B o o l e ' s l e t t e r t o R . L a t h e m i n 1 8 5 5 . b o t h t h e f o r m u l e t i o n o f x+x 

a n d i t s i n t e r r p r e t a t i o n w i 1 1 be c o n s i d e r a b l y c l e r i f i e d . I n t h e 

n o t e s N^-N=i7 we r e a d : 

I f we had a problem t o s o l v e r e l e t i v e t o some p a r t i c u l a r num-

bers such as 10, 20, 30, and could not conceive of ot h e r s -we might 

investígate the laws t o which 10 20 30 are s u b j e c t and employ 

general symbols s u b j e c t t o these laws f i n a l l y i n t e r p r e t i n g the 

r e s u l t - the intermedíete steps beíng u n i n t e r p r e t a b l e f o r othe r num-

bers [ . . . ] . In f a c t we mey employ s i g n s t o represent p a r t i c u l a r 

conceptions determine the laws of those signs opérete i n eccordance 

w i t h these laws so es t o pess through forms q u i t e u n i n t e r p r e t a b l e 

with r e f e r e n c e t o the o r i g i n a l conception [ . . . ] . Here the dominión 

of the lews i s more general than the p a r t i c u l a r o p e r e t i o n s i n which 
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they are f i r s t observed t o p r e v a i l (. .. ] . [For example] i n a p p l y -

i n g the method of indeterminate m u l t i p l i e r s i n the c a l eu l u s o f 

Logic we pass through u n i n t e r p r e t a b l e forms t o forms f i n a l l y i n t e r 

prétable through development. Number i s intredueed i n the Constant 

m u l t i p l i e r . 

There i s an important d i s t i n c t i o n between the interprétation 

of the symbols i n any proposed form of a n a l y s i s and the forms under 

which thèse symbols e n t e r i n t o the a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n . There 

seems t o be no l i m i t t h e o r e t i c a l l y t o the former but the l a t t e r 

are apparently f i x e d and are the sa me f o r a i l symbols. Suppose 

x,y,z, t o represent any opération, we can then o n l y combine them 

mental l y by d i s t r i b u t i o n o r s u c c e s s i o n , and even some of thèse 

modes may g i v e u n i n t e r p r e t a b l e r e s u l t s . We can conceive o f such 

forms as (x+y)l x y l xx and can i n v a r i o u s i n s t a n c e s i n t e r p r e t 

them and détermine the laws of combinat i o n . But the v e r y laws of 

combination have référence t o spécial forms.An opération [...] may 

be regarded e i t h e r as producing i t s e f f e c t c o o r d i n a t e l y w i t h some 

other o p e r a t i o n - o r i n a determinate s u c c e s s i o n w i t h référence t o 

t h a t opération or w i t h référence t o i t s e l f by r e p e t i o n . 

From t h i s répétition we got xx o r x
a

, xxx o r x
3

 whence we 

have the idée of number [as f i r s t appearing i n l o g i c ] .Or we have 

x+x=2x, x+x+x-3x whence a l s o the idea of number. I n the l a t t e r case 

i t must be supposed t h a t the x l i n xl+xl+xl+. .. r e f e r t o différent 

o r mutuelly e x c l u s i v e e n t i t i e s so t h a t we may have the p o s s i b i l i t y 

of aggregation. We can a l s o conceive o f the e x i s t e n c e and i n v e s -

t i g a t e the nature o f an opération which being performed n times may 

produce the same e f f e c t as the opération x performed m times and 

thus we get x""
n

. And we can conceive of an opération the r e s u i t of 

which being aggregeted n times s h a l l g i v e the same r e s u i t as the 

opération x eggregated m times, i . e . o f ^ x and from thèse con-

s i d e r e d , s i n g l e opérations, we have by the p r i n c i p l e of aggregation 

a 1 ready s t a t e d ax" +bx
e

 +cx*, abc a8 y being i n tegra 1 o r 

f r a c t i o n a l
( 1 >

 . 

I n t h e a b o v e p a s s a g e B o o l e t r i e d t o j u s t i f y h i s s y m b o l i c 

p r o c é d u r e s i n l o g i c d r e w i n g f r o m i n s t a n c e s o f s y m b o l i c a l g e b r a . 

The s t y l e o f h i s w r i t i n g i s q u i t e d i f f é r e n t f r o m t h a t d i s p l a y e d 

i n h i s p u b l i s h e d w o r k s , a n d j u d g i n g a l s o f r o m t h e f a c t t h a t c e r -
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t a i n p o i n t s , s u c h a s t h e f o r m u l a t i o n o f ex
t t

+bx
e

+..., a r e n o t t o 

be f o u n d e l s e w h e r e i n h i s w o r k , i t i s r a t h e r c e r t a i n t h a t he 

w r o t e t h è s e n o t e s i n o r d e r t o a n a l y s e h i s t h o u g h t s f o r t h e s a k e 

o f h i s own s t u d y . The f o r m u l a t i o n o f x+x i s e x p l a i n e d t h o u g h , 

o n l y on f o r m a i g r o u n d s . The c o n c e p t u e l f o u n d a t i o n o f t h e f o r m u l a 

t i o n o f t h i s t e r m i s g i v e n i n a n e l o g y w i t h o r d i n e r y l a n g u a g e i n 

t h e o p e n i n g o f a l e t t e r o f B o o l e t o L a t h a m , d e t e d 22 May 1 8 5 5
< = î >

. 

We r e a d : 

I d i f f e r from you i n the f i r s t place be cause I do not t h i n k 

t h a t the "true p l u r a l " i s whet you teke i t t o be. I do not t h i n k 

t h a t there i s eny i d e n t i f i c e t i o n o f the several i n d i v i d u e l s which 

i t comprises w i t h one of them ( . . ] . The p l u r a l of " I " i s not ac-

c o r d i n g t o my view I+I+I... . A p l u r a l i s a name f o r a c o l l e c t i o n 

o f i n d i v i d u e l s agreeing i n the p r o p e r t i e s of that q u a l i t y which i s 

denoted by the S i n g u l a r but d i f f e r i n g t o any extent i n othe r 

r e s p e c t s . "Men" i s not T h i s man + T h i s man + This man.. .But T h i s 

man + That man + Another men. . . es e l l the i n d i v i d u e l s agreeing i n 

the p r o p e r t i e s of humanity
< 3 i >

 . 

T h u s , i t becomes e v i d e n t t h a t B o o l e v i e w e d a g g r e g a t i o n o f 

members o f t h e same c l e s s i n l o g i c a s é q u i v a l e n t t o t h e p l u r a l o f 

a name i n o r d i n e r y l e n g u e g e . On t h è s e g r o u n d s , he c l e i m e d f u r 

t h e r b e l o w i n h i s l e t t e r , "x+x+x... n t e r m s i s n o t t h e same a s 

"x " w h i c h i s i n f a c t t h e r e p r é s e n t a t i v e o f x x x . . . n t e r m s "
t 4 >

. 

Summing up,. t h e x l i n x l + x l + . . . i n o u r f i r s t q u o t a t i o n s t a n d s f o r 

d i f f é r e n t r e p r é s e n t a t i v e s o f t h e c l e s s o f X s , w h e r e a s i n x . . . x l , 

i t s t a n d s i n a n e b s t r a c t manner f o r a random i n d i v i d u e l who h e s 

t h i s p r o p e r t y . O n l y u n d e r t h i s e n a l y s i s we c e n a d m i t t h e t e r m x+x 

o r 2x i n B o o l e ' s System. A n d , s i n c e e c c o r d i n g t o h i s t h e o r y ( 7 . 7 ] 

e n y n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t , s u c h a s 2, d i s e p p e a r s i n t h e f i n a l 

r e s u i t , t h e u n i n t e r p r e t a b i 1 i t y o f x+x i n l o g i c a l t e r m s c e n be i g -

n o r e d . T h u s , d e f i n i t e l y t h e l a w 

( 82.1) x+x=x 

c a n n o t be i n c l u d e d i n h i s S y s t e m , e s v e r i o u s l o g i c i e n s o r h i s 

t o r i e n s h e v e c l e i m e d
< = >

 . 

We now p r o c e e d t o some f u r t h e r c l e r i f i c e t i o n s on how he 

v i e w e d n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s , o t h e r t h a n 0 and 1, i n h i s S y s t e m . 

The p a s s a g e b e l o w i s d r a w n f r o m e l e t t e r t o C e y l e y d a t e d 10 
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December 1847 , What i s m o s t l y i n t e r e s t i n g a b o u t t h i s q u o t a t i o n 

i s t h a t we l e a r n how u n e x p e c t e d d i s c o v e r i e s f o r c e d B o o l e t o 

b e l i e v e t h a t h i s method n o t only was Sound, b u t , t h a t i n f a c t , 

t h r o u g h i t , he d i d d i s c o v e r t h e l e w s o f r e a s o n i n g . The c o n f i d e n c e 

t h u s g a i n e d i s p a r t i c u l a r l y é v i d e n t i n L T . 

And now f o r the numerical c o n s t a n t s . They never appear i n the 

expression of a p r o p o s i t i o n and a i l the détails can be accomplished 

without them. Instead o f t a k i n g 1 f o r the uni verse I might take u 

-but 1 answers q u i t e as w e l l and i s more s i m p l e . The équation " A i l 

Ys are Xs" i s y-vx, o r , on m u l t i p l y i n g by 1-x, y ( l - x ) - 0 o f 

which the former i s a s o l u t i o n and here and i n every s i m i l a r case 

both of expression and opération t h e r e i s nothing t h a t cannot be 

i n t e r p r e t e d . T h i s remerk a p p l i e s t o a i l t h a t I have s a i d i n t h e 

Chapters of Conversion, S y l l o g i s m and H y p o t h e t i c a l s . I n t h e chapter 

on the General P r o p e r t i e s o f E l e c t i v e f u n c t i o n s I proposed a d i f 

férent o b j e c t , v i z what are the p r o p e r t i e s o f a f u n c t i o n <p(xyz) i n 

which xyz... are élective symbols but the f u n c t i o n u n r e s t r i c t e d so 

as t o allow of i t s i n v o l v i n g numerical Constants. You w i l l a l l o w 

t h a t t h i s was a t h i n g which I was a t l i b e r t y t o do. The gênerai 

r e s u i t i s th a t any équation <p(xyz)=0 i s r e d u c i b l e t o the form 

aiti+ a a t a + ...+a
n
tn=0 i n which a i a 3 . . . a

n
 are numerical c o n s t a n t s o r 

0 and t i t = . . . t
n
 c o n s t i t u t e élective f u n c t i o n s which are i n t e r 

prétable i n l o g i c -and f u r t h e r t h a t t h i s équation i s r e s o l v a b l e 

i n t o a séries of équations of the form t=0 a i l interprétable i n 

l o g i c , Prop, 2nd, p 64 [(77.20)] , so tha t the numerical éléments 

disappear a l t o g e t h e r from the f i n a l r e s u i t . I d i d not a n t i c i p a t e 

t h i s , I thought i t exceedingly uni i k e l y t h a t every équation 

cp(xyz)=0 should be interprétable but when I found t h a t t h i s was t h e 

case and that i t gave us the s o l u t i o n of équations t o gênerai 

theorems I accepted i t not o n l y as a proof t h a t the laws I had i n -

vestigate^Were r e a l l y the laws of thought but a l s o as a means o f 

g i v i n g t o the process of the c a l c u l u s an a n a l y t i c a l gêneraiity and 

s i m p l i c i t y which they c o u l d not otherwise have h a d
( A >

 . 

Young C a y l e y showed<*> s u p r i s i n g l y s t r o n g i n t e r e s t i n com-

p r e h e n d i n g B o o ï e ' s p r o c é d u r e s . I n p a r t i c u l a r he was e x t r e m e l y 

p u z z l e d w i t h t h e a p p e a r a n c e o f n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s a n d t h e 

i n i t i a l p o i n t p u t f o r w a r d by h i m was "How ~ x + i x*x" a n d " w h a t — x 
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s t a n d s f o r " i n h i s f i r s t l e t t e r , d a t e d 2 December 1847 . T h i s 

q u e s t i o n m o t i v a t e d B o o l e t o s e t o u t t o c l e r i f y h i s own p r o c é d u r e s 

a n d t h e a b o v e q u o t a t i o n i n s p i r e d C e y l e y t o a ' - e n s w e r . 

H o w e v e r , i n o r d e r t o be more s p é c i f i e , B o o l e i n v e n t e d en a r g u m e n t 

d r e w n f r o m t r i g o n o m e t r y i n o r d e r t o j u s t i f y t h e e p p e e r a n c e o f 

u n i n t e r p r e t a b l e t e r m s . T h i s a r g u m e n t he wes t o u s e t h e r e a f t e r 

w i t h c o n f i d e n c e d e s p i t e t h e f e c t t h a t C e y l e y wes f e r f r o m c o n -

v i n c e d by i t . 

B o o l e c l a i m e d t h a t t h e é q u a t i o n ~- x+ -X- x=x i s a n a l o g o u s t o 

^T—1 x 1 — 1 i n a S y s t e m o f p u r e q u a n t i t y . C e y l e y d i s a p p r o v e d o f 

t h i s e n a l o g y e n d w r o t e t h a t en e n a l o g o u s d i f f i c u l t y i n t h e s p h è r e 

o f m e t h e m e t i c s w o u l d be "what d o e s - f d/dx mean b u t t h e t t h e r e 
r z . 

i s no d i f f i c u l t y a b o u t " '
- 7

' . B o o l e i n s i s t e d i n h i s n e x t l e t t e r 

t h e t a n i n t e r p r e t e t i o n o f x/2 i n l o g i c wes e q u e l l y n e e d l e s s e s 

t h a t o f iT-1 i n e l g e b r a o r g e o m e t r y . He s t r e s s e d t h a t " i t n e v e r 

o c c u r s e x c e p t i n en e q u e t i o n e n d e l l e q u e t i o n s è r e i n t e r p r e t e b l e 

i n l o g i c . I w i s h y o u w o u l d j u s t c o n s i d e r t h i s q u e s t i o n . Can e n y -

t h i n g more be r e q u i r e d t h e n t h e e x p r e s s i o n o f eny p r o p o s i t i o n , 

t h e i n t e r p r é t a t i o n o f anv e q u e t i o n e n d t h e d e r i v e t i o n o f a n y 

r e s u l t s t h a t e x i s t ? " . 

T h i s q u e s t i o n sums up i n d e e d t h e v e r y b a s i s o f B o o l e ' s 

r e a s o n i n g i n l o g i c . And t h a n k s t o C a y l e y ' s i n s i s t e n c e he 

p r o v i d e d some c l a r i f i c a t i o n s a b o u t t h e o b s c u r i t i e s o f h i s e x p o s i 

t i o n i n MAL. A t t h e e n d o f t h i s l e t t e r , d e t e d 8 December 18 4 7 , he 

w r o t e : " I hope now y o u h e v e s e t t o work t o e x e m i n e my p r i n c i p l e s 

y o u w i 11 n o t s t o p s h o r t b u t p r o v e them t o t h e b o t t o m . I do n o t 

f e a r t h e r e s u i t . I had r a t h e r h a v e one s u c h r e e d e r e s y o u t h e n a 

t h o u s a n d who t e k e e v e r y t h i n g f o r g r e n t e d " . 

B o o l e m u s t have b e e n r e a l l y t o u c h e d by C a y l e y ' s i n t e r e s t . 

C o m p e r i n g t h e i r c o r r e s p o n d e n c e w i t h t h o s e b e t w e e n B o o l e a n d De 

M o r g a n o r J e v o n s we n o t i c e t h e t i t i s e x c e p t i o n e l i n c o n s i s t i n g 

o f d e t e i l e d l e t t e r s i n an e t t e m p t t o d i s c u s s t h e s u b j e c t u n d e r 

q u e s t i o n f r o m a i l p o s s i b l e e n g l e s . H o w e v er, t h e common p o i n t i n 

e l l s u c h c o r r e s p o n d e n c e s i s e l a c k o f f l e x i b i l i t y on e i t h e r s i d e 

w h i c h f i n a l l y l e e d s t o " c o r r e s p o n d e n c e w i t h o u t c o m m u n i c a t i o n "
 ï f 3 >

 . 

B o o l e d r e w a n o t h e r e n e l o g y f r o m i m a g i n e r i e s i n o r d e r t o p e r 

s u a d e C e y l e y . He c l a i m e d t h e t j u s t a s when a and b a r e r é e l t h e 

é q u a t i o n e + b i = 0 l e e d s t o e=b=0, s o (p(xyz...)»0 i s r e d u c e d , by 
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means o f (77.20) , t o a S y s t e m o f i n t e r p r é t a b l e é q u a t i o n s o f t h e 

f o r m t=0
< e ! > )

 . D e s p i t e C a y l e y ' s numerous o b j e c t i o n s he f e l t c o n t e n t 

w i t h h i s a r g u m e n t s an d w r o t e i n t h e a p p e n d i x o f [ " S k e t c h " , 1 6 4 - 5 1 : 

The i n t r o d u c t i o n of the numerical constants c , c' e t c . i n t o 

t h i s System, may perhaps be objected on the f o l l o w i n g ground.We can 

i n t e r p r e t x as a l o g i c a l symbol i t may be s a i d , but we cannot I n 

t e r p r e t ex. A s a t i s f a c t o r y answer can be g i v e n t o t h i s o b j e c t i o n 

upon more than one d i s t i n c t ground. In the f i r s t p l a c e , i t may be 

observed t h a t i n every hranch of a n a l y s i s the formal laws of Com

b i n a t i o n of the symbols are of wider extent than the laws of t h e i r 

interprétation [ . . . ] . Thus i n the a r i t h m e t i c of s i n e s we employ the 

form i [ - l . the représentation of an opération qui t e un interprétable 

i n a r i t h m e t i c . w i t h p e r f e c t s e c u r i t y . 

The same a r g u m e n t was p u t f o r w a r d a l s o i n [ L T , 69] i n a p a s 

s a g e r e g a r d i n g t h e c o n d i t i o n s o f v a l i d r e a s o n i n g by t h e a i d o f 

s y m b o l s . B u t e v e n V e n n , who f o l l o w e d c l o s e l y B o o l e ' s e c c o u n t i n 

h i s S y m b o l i c L o g i c [ 1 8 8 1 ] , was n o t t o a c c e p t t h i s e n a l o g y
< 1 0 >

. 

I n t h e a p p e n d i x o f " S k e t c h " B o o l e f o l l o w e d a s t y l e v e r y 

s i m i l a r t o t h a t o f h i s n o t e s N^ -Na^ c i t e d i n t h e b e g i n n i n g o f 

t h i s s e c t i o n . What i s p a r t i c u l a r l y e v i d e n t f r o m t h e f o l l o w i n g 

q u o t a t i o n f r o m " S k e t c h " , i s t h e f a c t t h a t he v i e w e d numbers as 

u n i v e r s a l s y m b o l s , e q u a l l y n e c e s s a r y i n l o g i c a n d m a t h e m a t i c s 

e m p l o y e d o n s i m i l a r f o r m a i g r o u n d s b u t i n a d i f f é r e n t s e n s é : 

The i n t r o d u c t i o n of numerical constants i n t o my c a l c u l u s , 

the symbols of which represent opérations, of whatever k i n d they 

may be, i s however i n i t s e l f p e r f e c t l y c o n s i s t e n t . We conceive o f 

an opération as capable of being repeated. Hence the idea of i n 

t e g r a l numerical q u a n t i t y . With the idea o f opération i s a l s o con

nected the a n t i t h e s i s of the D i r e c t and the Inverse, and i t i s i n 

t h i s way t h a t we pass from the idea o f i n t e g r a l number t o t h a t o f 

f r a c t i o n a l number [see détails i n Niai . I t hence f o l l o w s t h a t the 

idea of Number i s not s o l e l y confined t o A r i t h m e t i c , but t h a t i t i s 

an élément which may proper 1 y be combined w i t h the éléments o f 

every System o f lenguage which can be employed f o r the purposes of 

gênerai r e a s o n i n g , whatsoever may be the nature of the s u b j e c t . I 

t h i n k i t important t o n o t i c e t h a t , w h i l e Number thus p r o p e r l y and 

n a t u r a l l y may be employed i n the l o g i c a l symbols themselves. 
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(except perheps the 0 and the 1 ) , are not i n any sensé numerical. 

L e t x,y,z represent three e n t i r e l y d i s t i n c t c l a s s e s of t h i n g s , 

t o g e t h e r f i l l i n g up the Universe of d i s c o u r s e . Then x+y+z-=l.Here 

none o f the symbols. x,y and z , can be replaced by 0, be cause none 

o f the c l a s s e s i s supposed t o v a n i s h ; nor by 1, because o t h e r v i s e 

the sum o f the three would be more than 1; nor by any other numeri

c a l v a l u e , because no other numerical value s a t i s f i e s the law x
a

- x . 

Thus they are not numbers, but s i g n s used i n s u b j e c t i o n t o the laws 

of thought as manifested i n l a n g u a g e '
1 1 1

. 

By now t h e c o n c e p t o f n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s and t h e ways i n 

w h i c h t h e y a r e p e r m i t t e d t o be e m p l o y e d i n B o o l e ' s l o g i c a r e 

c l e r i f i e d c o n s i d e r a b l y . F u r t h e r comments on t h e a n a l o g i e s a n d 

d i f f é r e n c e s b e t w e e n m a t h e m a t i c s and l o g i c a r e t o be f o u n d i n t h e 

n o t e s N
7
- N

E
7 . On page N i s we r e a d : 

Both the system of élective symbols end the system of numeri-

c e l magnitude s e t out from the same point -the c o n s i d e r e t i o n o f the 

whole o r u n i t y . I n the case of magnitude we are led t o contemplate 

différent wholes [...] i n the system of élective symbols we have 

but e s i n g l e whole, the u n i v e r s e whether i t be the e c t u a l Universe 

o r some p o r t i o n o f i t t o which the discourse i s l i m i t e d [ . . . ] . A 

greet d i s t i n c t i o n between the system of élective symbols and t h a t 

of q u a n t i t y i s t h a t i n the former the équation may r e l a t e t o 

s e v e r e l d i s t i n c t c l a s s e s o f t h i n g s included i n the universe 1- i n 

the former Iłetterl wę o n l y r e l a t e t o one d e s c r i p t i o n of t h i n g v i z 

the u n i t i t s e l f t o which a i l the numericel c o e f f i c i e n t s ère sup

posed t o e p p l y . I n the mathematics of q u e n t i t y we proceed by the 

combinetion o r répétition of the u n i t . In the mathematics of L o g i c 

we proceed by the e n a l y s i s of the U n i t . The a n e l y s i s o f the U n i t 

i s e f f e c t e d by the combination or répétition of opérations and 

hence r e g a r d i n g one of thèse opérations es a whole we heve q u a n t i t y 

i n t r o d u c e d i n t o the élective équation. The language of q u a n t i t a 

t i v e mathematics i s independent o f the part i eu l a r nature of the 

u n i t . The language of a n e l y s i s i n generał i s the r e f o r e independent 

i n i t s forms of the p a r t i eu l a r nature o f the opération represented 

by the o p e r a t i n g s y m b o l
< 1 3 ï

 . 

N o w h e r e i n B o o l e ' s p u b l i s h e d work a r e we t o f i n d s u c h a 
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p e n e t r a t i n g a n a l y s i s o f t h e d i s s i m i l a r i t i e s i n t h e f o u n d a t i o n s o f 

l o g i c a n d m a t h e m a t i c s . M o r e o v e r , we n o t i c e h i s e m p h a s i s o n t h e 

c o n c e p t o f u n i t y w h i c h p l a y e d a d é t e r m i n a n t r ô l e t h r o u g h o u t h i s 

w o r k i n b o t h t h è s e s u b j e c t s . T h e i r l i n k end i n d e p e n d e n c e t h r o u g h 

t h e d i f f é r e n t a n a l y s i s o f t h e u n i t i s r e m a r k a b l y e x p o s e d . F o r 

B o o l e t h i s s o r t o f a c c o u n t c o n s i s t s t h e p h i l o s o p h i c s 1 g r o u n d u p o n 

w h i c h he b e s e d h i s i n v e s t i g a t i o n s . 

The p a s s a g e f r o m " C l a i m s " [ 1 8 5 1 ] t h e t f o l l o w s b e l o w i s l e s s 

a n a l y t i c e l . A t once we p e r c e i v e t h e d i f f é r e n c e b e t w e e n p e r s o n a l 

t h o u g h t s e n d an a c c o u n t p r e p a r e d f o r e l e c t u r e : 

A i l c o r r e c t reesoning c o n s i s t s of mental processes conducted 

by laws which are p a r t l y dépendent upon the nature of the s u b j e c t 

of thought. Of that s p e c i e s of reasoning which i s e x e m p l i f i e d i n 

Algèbre, the subject i s quant i t y , the laws are those o f the e lerne n-

t a r y conceptions of q u a n t i t y and o f i t s i m p l i e d opérations. Of 

Log i c the subject i s our conception of c l a s s e s o f t h i n g s r e p r e -

sented by gênerai names; the u l t i m e t e laws are those o f the above 

conceptions, end of the oper e t i o n s connected t h e r e w i t h . L e t thèse 

two Systems of thought be p l e c e d s i d e by s i d e , expressed as they 

admit of bein g , i n the common s y m b o l i c a l lenguege o f mathematics, 

but each w i t h i t s own interprétations -each w i t h i t s own laws; and 

together w i t h much that i s o b v i o u s l y common so much indeed , as t o 

have f o s t e r e d the idea t h a t Algebra i s merely an a p p l i c a t i o n o f 

L o g i c , there w i l l be seen t o e x i s t réel différences end egreements 

h i t h e r t o unnoticed. but not without the i n f l u e n c e on the course o f 

human thought'
1 3

* . 

The m a t é r i e l q u o t e d s o f e r g i v e s é v i d e n c e o f B o o l e ' s s t a n d 

a r d v i e w s on l o g i c end i t s l i n k w i t h t h e s c i e n c e o f number. Above 

a i l we h a v e t o remember t h a t number. a s a c o n c e p t , i s n o t t o be 

c o n f i n e d t o e r i t h e t i c o n l y , b u t i t c e n be c o m b i n e d w i t h e v e r y 

S y s t e m o f l a n g u a g e w h i c h i s e m p l o y e d f o r t h e p u r p o s e s o f g ê n e r a i 

r e e s o n i n g i n d e p e n d e n t l y o f t h e s u b j e c t u n d e r d i s c u s s i o n . A t t h i s 

p o i n t I r e c e l l a q u o t a t i o n f r o m " C l a i m s " ( 1 8 5 1 , 1 9 4 - 5 ] , p r o v i d e d 

i n 7 . 1 , w h e r e B o o l e v i e w e d m a t h e m e t i c s a s " u n i v e r s e l r e a s o n i n g 

e x p r e s s e d i n s y m b o l i c a l f o r m s " . 
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8.3 M o d i f i c a t i o n s i n B o o l e ' s l o g i c : 1 8 4 8 - 1 8 5 3 . 

We now p r o c e e d t o o b s e r v e v a r i o u s modi f i c e t i o n s w h i c h 

s t a r t e d g e t t i n g p l a c e i n B o o l e ' s System a r o u n d 1848-49. Up t o t h e 

n o t e s N
7
- N

a
7 t h e i n d e x l a w was p r e s e n t e d i n t h e i n i t i a l f o r m 

( 8 3 . 1 ) x — x 

[ s e e ( 7 3 . 1 0 ) , N«*) . Soon a f t e r i t was r e d u c e d t o t h e f o r m 

( 8 3 . 2 ) x
2

~ x 

[ " S k e t c h " , 1 4 1 3 . I n LT t h e r e a s o n f o r d o i n g s o was g i v e n i n a 

f o o t n o t e . L e t x
3

= x be i n t h e f o r m x ( 1-x) ( l + x ) ~ 0 . S i n c e 1+x i s 

u n i n t e r p r e t a b l e , é q u a t i o n x
3 c s

x e d m i t s o f no i n t e r p r é t a t i o n i n 

h i s s y s t e m a n e l o g o u s t o t h a t o f x
2

- x and hence i t i s 

d i s c a r d e d '
1 J

 . 

The o p é r â t i o n a 1 c h a r a c t e r o f e l e c t i v e Symbols g r a d u a 1 l y 

f a d e s awey. I n MAL we n o t i c e d t h a t B o o l e h i n t e d upon t h e a n a l o g y 

b e t w e e n é l e c t i v e s y m b o l s , a s x , and d i f f é r e n t i e l o p é r a t i o n s , a s 

d/dx , more t h a n o n c e [ 7 . 3 , 7 . 5 ) . A l s o , i n t h e n o t e s N^-N^-?- t h e 

o p e r e t i o n e l e l e m e n t i s a p p a r e n t . I n f a c t , he d r a w s an a n a l o g y b e 

t w e e n é l e c t i v e s y m b o l s and d i s c o n t i n u o u s i n t é g r a i s r e g a r d e d a s 

m u l t i p l i e r s i n t h e c a l c u l a t i o n o f d e f i n i t e m u l t i p l e i n t é g r a i s . 

M o r e o v e r . t h e s e m u l t i p l i e r s a r e s u b j e c t s o l e l y t o t h e v a l u e s 0 

a n d 1
£ S >

 . 

H o w e v e r , i n [COL, 1 2 6 ] , x l o r x i s o>J->C'"4 w i t h t h e c l e s s 

X . w h e r e a s i n L T , x , y . . . s t a n d m e r e l y f o r c l a s s e s i n s t e e d o f 

o p e r a t i o n a l s y m b o l s w h i c h . s e l e c t é l é m e n t s f r o m t h e s e c l a s s e s 

[ L T , 2 9 , 4 7 , 6 6 - 7 1 ] . A t u r n i n g p o i n t was " S k e t c h " . T h e r e , x . y . z 

" a r e naroes e x p r e s s i v e of q u a l i t i e s o r a t t r i b u t e s , and as s u c h a r e 

u s e d a c c o r d i n g t o t h e l a w s o f n a m i n g " [ " S k e t c h " . 1 4 5 ] . B u t i n t h e 

f i r s t a p p e n d i x we r e a d "Thus t h e a d j e c t i v e , and e v e r y a t t r i b u t i v e 

e x p r e s s i o n , w h e t h e r s i n g l e o r m a n y - w o r d e d , p o s s e s s e s a l i m i t i n g , 

o r a s I h e v e t e r m e d i t e i s e w h e r e [MALI an é l e c t i v e power" 

[ " S k e t c h " , 1 6 2 ]
t 3

> . 

A n o t h e r c h a n g e h i n t e d a t a l r e a d y i n MAL [ 7 . 4 , 7 . 6 ] , c o n -

c e r n s t h e p r i m a r y f o r m s f o r A and E. I n s t e a d o f x ( l - y ) ~ 0 and xy-=0 

[ ( 7 4 . 8 ) ] we now h a v e t h e i r s o l u t i o n s y=vx and y = v ( l - x ) 

r e s p e c t i v e l y . As a c o n s é q u e n c e , e d i f f é r e n t r e a s o n i n g f o r t h e i r 

j u s t i f i c a t i o n h a d t o be i n t r o d u c e d end t h u s v a p p e e r e d es n e c e s -

s a r y i n u n i v e r s e l p r o p o s i t i o n s and n o t m e i n l y i n p a r t i e u 1 e r 
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o n e s
t 4 >

. The r e a s o n f o r d o i n g s o was s y m m e t r y [ s e e ( 7 4 . 9 ) , 

( 7 6 . 1 0 ) ] . But t h e f o r m e r System (74.8) i s o f t e n r e g a r d e d as s u -

p e r i o r to t h e l a t t e r ( 7 6 . 1 0 ) ; s e e [COL, 128-0; " S k e t c h " , 148; L T , 

61] < = > . 

S o l u t i o n of é l e c t i v e é q u a t i o n s was to be c a r r i e d o u t f r o m 

1848 onwards o n l y by means of h i s g ê n e r a i m e t h o d [ ( 7 7 . 3 8 ) , 

( 7 7 . 3 9 ) ] . B o o l e a v o i d e d any r é f é r e n c e to t h e m e t h o d s t u d i e d i n 

7.5,or to t h e e n a l o g y b e t w e e n é l e c t i v e and d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s 

he had p e r c e i v e d in MAL [ s e e COL, 131-134; " S k e t c h " 153: L T , 

C h e p t e r 6 ] . The i n f l u e n c e of h i s m a t h e m a t i c a l b a c k g r o u n d , i n p a r -

t i c u l a r of h i s g ê n e r a i method i n a n a l y s i s , was n o t a s o b v i o u s , a s 

i t was i n MAL. 

A s i m i l a r e f f e c t i s to be o b s e r v e d i n c o n n e c t i o n w i t h s y l -

l o g i s t i c d é d u c t i o n s . I n COL [ 1 3 5 - 1 4 0 ] t h e y a r e c a r r i e d o u t o n 

l i n e s s i m i l a r t o t h o s e in MAL [ 7 . 6 ] B u t f r o m t h e n o n w e r d s t h e 

p r e m i s e s of a s y l l o g i s m w ere v i e w e d es é l e c t i v e é q u a t i o n s 

d e v e l o p a b l e and s o l v a b l e a c c o r d i n g to t h e g ê n e r a i m e t h o d . T h i s 

h a d a s a r e s u i t t h e d i s t i n c t i o n o f two c a s e s o n l y , b u t a l s o t h e 

i n t r o d u c t i o n o f much more c o m p l i c a t e d f o r m u l a e [ s e e " S k e t c h " , 

145-153; L T . 2 32-239; 8 . 6 ] . 

A most c r u c i a l t h è m e i n B o o l e ' s l o g i c i s t h e o p é r a t i o n i n - • 

v e r s e t o m u l t i p l i c a t i o n . I n b a s i c l o g i c we sew t h e t d i v i s i o n was 

e x c l u d e d f r o m t h e f u n d e m e n t e l o p é r a t i o n s i n h i s c a l c u l u s . The 

same e t t i t u d e . e v e n more e m p h a t i c e l l y e s we w i 1 1 s e e i n 8.5 

was t o be f o l l o w e d i n L T . H o w e v er, t h r o u g h t h e g ê n e r a i m e t h o d , 

d i v i s i o n was i m p l i c i t l y e f f e c t e d a s i n e x e m p l e ( 7 7 . 4 0 ) **** . B u t 

o n l y i n LT do we corne e c r o s s t h e n o t e t i o n x / y o r x / x s o we 

p o s t p o n e any d i s c u s s i o n on d i v i s i o n t o t h e s e c t i o n 8 . 5 . 

Of i n t e r e s t i s t o n o t i c e ^ B o o l e ' s e t t e m p t t o i n c o r -

p o r e t e d i v i s i o n a s a l o g i c a l o p é r a t i o n i n h i s n o t e s N^-N
3
-^. He 

g i v e s a l i s t o f t h e f u n d e m e n t e l o p é r a t i o n s x y , x+y. x - y i n c l u d i n g 

(83.3) x - ' y ^ x y + v ï ^ f ^ y , 

w i t h y ( l - x ) = 0 . He t h e n p r o c e e d e d t o s t a t e t h e a x i o m s o f i n -

f e r e n c e [ ( 7 3 . 1 3 ) , ( 7 3 . 1 5 ) ] . He a d d e d a l s o t h e f o l l o w i n g a x i o m , 

e b s e n t i n e a r l i e r o r l a t e r w o r k s : 

" E q u a l i n v e r s e o p e r e t i o n s o f d i v i s i o n g i v e i n d e f i n i t e 

(83.4) r é s u l t a w h i c h a r e e q u e l o n t h e p r o p e r d e t e r m i n e t i o n o f 

t h e i n d e f i n i t e f u n c t i o n " [ N ^ ] . 
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F u r t h e r b e l o w i n t h è s e n o t e s , u n d e r t h e t i t l e " o f I n v e r s e 

o p é r a t i o n s " , he w r o t e b r i e f l y : 

I t has been remerked t h a t beside consid e r i n g the r e s u l t s of 

d i r e c t opérations we cen propose t o détermine the nature of a sub-

j e c t upon which the performance of a given known opération s h a l l 

produce a g i v e n known r e s u i t . I t would appear t h a t question - i s i n 

i t s very nature i n d e f i n i t e [...] . I t i s l i k e the i n q u i r e i n t o 

cause. I f a p a r t i eu l a r s t a t e of t h i n g s as cause produce a per-

t i c u l a r e f f e c t we cannot from t h i s elone be sure t h a t there e x i s t s 

no other s t a t e o f t h i n g s which w i l l produce the seme e f f e c t
< 7 )

, 

The f i r s t é v i d e n c e we h e v e on en i n t e r a c t i o n b e t w e e n l o g i c 

e n d p r o b a b i 1 i t i e s i s i n " S k e t c h " . On t h i s m e t t e r B o o l e h e l d c o r 

r e s p o n d a n c e w i t h t h e B r i t i s h s c i e n t i s t a n d a s t r o n o m e r 

J .W.Lubbock. On 16 F e b r u e r y 1849 he ann o u n c e d t o h i m t h a t he h a d 

r é c e n t l y made e f u n d e m e n t a l s t e p i n t h e t h e o r y o f p r o b a b i 1 i t i e s . 

I n h i s n e x t l e t t e r he w r o t e : " I h a v e f o u n d t h a t a i l q u e s t i o n s o f 

p u r e l o g i c è r e r e d u c i b l e t o t h e a p p l i c a t i o n s o f one g ê n e r a i 

m e t h o d h o w e v e r numerous e n d h o w e v e r c o m p l i c e t e d t h e p r e m i s e s s
< E 3 >

 . 

I n LT B o o l e w o u l d d e d i c e t e 6 c h a p t e r s on t h e e p p l i c a t i o n o f l o g i c 

t o p r o b a b i 1 i t i e s . T h i s s u b j e c t i s c o n s i d e r a b l y s t u d i e d r e c e n t l y , 

e n d , a s i t i s b e y o n d t h e s c o p e o f t h i s t h e s i s , we w i l l n o t d e l v e 

i n t o i t îsee H a i l p e r i n 1 9 7 6 , c h e p s . 4 -5; 1 9 8 8 ] . 

Our s t u d y o f t h i s p e r i o d w i l l e n d w i t h f e w r e m a r k s on t h e 

c o n c e p t o f t i m e . A f i r s t h i n t upon t h e n o t i o n o f d u r a t i o n was 

g i v e n by B o o l e i n t h e n o t e s N-^-N^-?. A t page N I E he w r o t e " I t i s 

c l e e r f r o m t h e e b o v e [The f i r s t q u o t e t i o n i n 8.2] t h a t t h e i d e a 

o f number i s i n t r o d u c e d b y t h e r é p é t i t i o n o f en o p é r a t i o n a s i n 

s u c c e s s i v e p e r i o d s o f d u r e t i o n . Or i s e q u a l l y i n t r o d u c e d by t h e 

c o n s i d é r a t i o n o f i n d i v i d u e l s o f t h e seme k i n d e n d d e f i n e d by e 

common name s i m u l t a n e o u s l y e x i s t i n g ' M n [ " S k e t c h " , 146] he was 

more e x p l i c i t : 

A c c o r d i n g l y I have i n the work ebove r e f e r r e d t o [MAL]. i n t e r -

p r e t e d the symbols x,y,z, .... as here expressing the cases i n which 

those elementery p r o p o s i t i o n s are t r u e [...]. And without stopping 

here t o e s s i g n the reason upon which that interprétation i s 

founded, I s h a l l s i m p l y s t a t e t h a t i t c o n s i s t s i n re g a r d i n g the 

symbols x,y,z es r e p r e s e n t i n g the times i n which the elementery 
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p r o p o s i t i o n s t o which they r e f e r are t r u e [...). The law whose ex

pr e s s i o n i s x
=

- x , y
2

=y e t c w i l l e q u a l l y be s e t i s f i e d , and the 

numerical values 0 and 1 w i l l be e q u a l l y a d m i s s i b l e w i t h t h i s Sys

tem of interprétation -the former as the représentative of the 

nothing of time o r ne ver: the l a t t e r as the Uni verse o f time, which 

when u n l i m i t e d i s E t e r n i t y , when l i m i t e d the d u r a t i o n t o which our 

'discourse r e f e r s . 

T h u s , B o o l e d r o p p e d a r o u n d 1849 t h e i d é e o f " c a s e s " o r 

" c o n j u n c t u r e s o f c i r c u m s t a n c e s " [ s e e 7.61 f o r t h e n o t i o n o f t i m e 

f o r w h i c h a p r o p o s i t i o n i s t r u e . De M o r g a n must h e v e h a d o b j e c t e d 

t o w e r d s B o o l e
1

s new a p p r o a c h a s we s e e f r o m B o o l e ' s l e t t e r d e t e d 

23 F e b r u a r y 1854: "Do y o u now a d m i t t h e v e l i d i t y o f my t h e o r y o f 

S e c o n d e r y P r o p o s i t i o n s [ H y p o t h e t i c e l s ] a n d t h e i r c o n n e x i o n w i t h 

T i m e ? " [ S m i t h 1 9 8 2 a . 6 5 ] . 

A c c o r d i n g t o J o u r d a i n [ 1 9 1 0 , 351] B o o l e
1

 s a p p r o a c h was 

r e g a r d e d a s a c u r i o u s m e t a p h y s i c a 1 ^ i
€ f

0 ° \ \\t r-s\e
 c

| t i m e ^ a n d i t 

"must be c o n s i d e r e d i r r e l e v a n t t o l o g i c j u s t a s S i r 

W.R.Hami1 t o n ' s i d é e t h e t " a l g è b r e i s t h e s c i e n c e o f p u r e t i m e " i s 

i r r e l e v e n t " . H e i l p e r i n showed r e c e n t l y t h e t B o o l e ' s e a r l y e p -

p r o e c h i n MAL was s u p e r i o r t o t h e t i n [ L T . 159-184] w h i c h was 

b e s e d on t h e n o t i o n o f t i m e
4

^ * . 

8.4 LT: t h e new g r o u n d s o f B o o l e ' s b e s i c l o g i c e n d g ê n e r a i m e t h o d 

i n 1og i c . 

From e v e r y f i r s t g l a n c e a t LT we n o t i c e t h e t i t s m a i n d i f 

f é r e n c e w i t h MAL l i e s i n t h e i n c r e a s e d e m p h a s i s p e i d t o t h e 

g ê n e r a i m e t h o d o f l o g i c end i n t h e d e c r e a s e d i n t e r e s t i n A r i s -

t o t e l i e n s y l l o g i s m . The o r d e r o f e x p o s i t i o n i s r e v e r s e d a n d t h e 

c e n t e r o f a t t e n t i o n c o n s i d e r a b l y a l t e r e d . F o r . i n MAL, A r i s -

t o t e l i e n l o g i c , t r e e t e d m e i n l y b y whet we c e l l e d " b e s i c l o g i c " 

[ 7 . 2 . (6) ] , c o v e r e d a l m o s t two t h i r d s o f t h e b o o k , w h e r e e s i n 

LT i t o c c u p i e d e s i n g l e c h a p t e r , t h e 1 5 t h , and wes i n v e s t i g e t e d 

by meens o f e s l i g h t l y m o d i f i e d a n d g r e e t l y e n l a r g e d f o r m a i 

m e t h o d . I n MAL t h e m a t h e m a t i c a l t r e a t m e n t o f e x a m p l e s o f t r a d i -

t i o n e l l o g i c h a d l e d t o t h e i n v e n t i o n o f t h e f o r m a i m e t h o d . I n L T 

i t was t h e f o r m a i method t h a t was s u g g e s t e d a s t h e u l t i m a t e 
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m e t h o d o f l o g i c end t h e e x e m p l e s f r o m A r i s t o t e l i a n l o g i c t h e t 

f o l l o w e d s e r v e d s o l e l y e s one p o s s i b l e f i e l d f o r en i l l u s t r e t i o n 

o f i t s a p p l i c e t i o n s . 

B o o l e s o u n d s i n LT much more e u t h o r i t e t i v e end c o n f i d e n t 

t h e n i n MAL. I t h e d b e e n n o t e n t i c i p e t e d by h i m , w h i l e c o m p o s i n g 

h i s e e r l i e r w o r k , t h e t e v e r y l o g i c e l ( é l e c t i v e ) e q u e t i o n e d m i t t e d 

o f s o l u t i o n e n d i n t e r p r é t a t i o n . B u t , h a v i n g d i s c o v e r e d t h a t t h i s 

wes s o , he was t o t a l l y c e r t a i n t h a t whet he h e d c r e a t e d wes t h e 

u l t i m e t e c e l c u l u s o f d e d u c t i v e r e a s o n i n g , by meens o f w h i c h t h e 

l e w s o f t h o u g h t w e r e e x p r e s s e d i n m e t h e m e t i c e l f o r m '
1

' . I n f e c t , 

t h e f o r m o f t h i s c a l c u l u s , c l a i m e d B o o l e , wes u n i q u e ; f o r i t was 

d i c t e t e d by t h e l a w s o f t h o u g h t w h i c h r e n d e r e d t h i s mode p o s s i b l e 

f o r b i d d i n g e n y o t h e r f o r m . Now, why " t h e u l t i m e t e l a w s o f L o g i c 

è r e m a t h e m e t i c a l i n f o r m " , w r o t e B o o l e , " i s a q u e s t i o n t h a t l i e s 

" b e y o n d t h e r e e c h o f o u r f a c u l t i e s " ( L T , 1 1 ) . 

To j u s t i f y t h e n e c e s s i t y o f h i s g ê n e r a i m e t h o d , w h i c h wes t o 

o c c u p y m o s t o f t h e m a t é r i e l i n LT d e v o t e d t o l o g i c , he s t r o n g l y 

d e n i e d t h e t e i l i n f e r e n c e c e n be r e d u c i b l e t o c o n v e r s i o n and s y l -

l o g i s m . S t i l l , h e d t h i s b e e n t h e c a s e , he w r o t e , a g ê n e r a i m e t h o d 

w o u l d h a v e b e e n a b s o l u t e l y i n d i s p e n s e b l e . Complex e x e m p l e s o f 

l o g i c e l d é d u c t i o n , es w e l l e s d i f f i c u l t q u e s t i o n s i n t h e t h e o r y 

o f p r o b e b i 1 i t i e s , demanded t h e power o f e g ê n e r a i method w h i c h i n 

t h e s c i e n c e s o f m e t h e m a t i c s - " t h e most p e r f e c t e x e m p l e s o f method 

k n o w n " - " c o n s t i t u t e s i t s c h i e f o f f i c e a n d d i s t i n c t i o n " I L T , 1 0 -

11] • 

B o o l e p u t f o r w a r d h i s v i e w s on l e n g u e g e
< =

' , and t h e n he went 

on t o d e f i n e " s i g n " a s "an a r b i t r a r y m a r k , h a v i n g e f i x e d i n t e r -

p r e t e t i o n , e n d s u s c e p t i b l e o f c o m b i n e t i o n w i t h o t h e r s i g n s i n 

s u b j e c t i o n t o • f i x e d l e w s d é p e n d e n t upon t h e i r mutue1 

i n t e r p r e t e t i o n " ( L T , 25] . He t h e n d e f i n e d t h e l e n g u a g e o f h i s 

c e l c u l u s i n e f o r m a i way w h i c h was a b s e n t i n MAL. He c o n s t r u c t e d 

e l i s t o f l i t e r a l s y m b o l s , x , y , z w h i c h r e p r e s e n t " t h i n g s es s u b -

j e c t s o f o u r c o n c e p t i o n s " , i . e c l e s s e s ; o f t h r e e s i g n s o f o p e r e -

t i o n s , +, - , x_,
 A
 "by w h i c h t h e c o n c e p t i o n s o f t h i n g s a r e c o m b i n e d 

o r r e s o l v e d s o a s t o f o r m new c o n c e p t i o n s " , and o f one s i g n o f 

i d e n t i t y " =<
3

>. i n t h e e n d o f t h i s l i s t he added t h a t : A i l t h è s e 

s y m b o l s o f l o g i c " a r e i n t h e i r u s e s u b j e c t t o d e f i n i t e l a w s , 

p a r t l y e q r e e i n g w i t h e n d p e r t l y d i f f e r i n q f r o m t h e l a w s o f t h e 
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c o r r e s p o n d i n g s y n i b o l s i n t h e s c i e n c e o f A l g è b r e " [ L T , 27] . 

S i g n s x , y , z were c e l l e d " d e s c r i p t i v e " , o p e r e t i o n e l s i g n s + , 

x were t h o s e o f " m e n t a l o p é r a t i o n s " , a n d i d e n t i t y was t h e 

s i g n o f " r e l a t i o n " . By means o f t h e f i r s t c l a s s - o f s i g n s we 

e x p r e s s a t h i n g , q u a l i t y o r c i r c u m s t a n c e b e l o n g i n g t o i t , by t h e 

s e c o n d we c o l l e c t p a r t s i n t o a w h o l e o r s e p a r a t e a w h o l e i n t o 

p a r t s , e n d f i n a l l y by t h e t h i r d we may f o r m p r o p o s i t i o n s [ L T . 

2 7 , 3 2 , 3 4 ] . 

D r a w i n g f r o m t h e c o n s t i t u t i o n o f o r d i n a r y l a n g u a g e , B o o l e 

f o r m u l e t e d t h e f u n d a m e n t a 1 l a w s o f l o g i c ( 7 3 . 5 ) . ( 7 3 . 8 ) a n d 

(73.9) ( i n o t h e r w o r d s , t h e c o m m u t e t i v e , d i s t r i b u t i v e e n d i n d e x 

l e w s ) . B o o l e p r o v i d e d r u l e s f o r t h e f o r m u l a t i o n o f l o g i c a l t e r m s 

d r a w i n g b y e n e l o g y f r o m l a n g u a g e . F o r e x a m p l e he w r o t e : "We a r e 

p e r m i t t e d , t h e r e f o r e . t o e m p l o y t h e s y m b o l s x . y . z e t c . i n t h e 

p l a c e o f t h e s u b s t a n t i v e s , a d j e c t i v e s . a n d d e s c r i p t i v e p h r a s e s 

s u b j e c t t o t h e r u l e o f i n t e r p r é t a t i o n , t h a t e ny e x p r e s s i o n i n 

w h i c h s e v e r a l o f t h è s e s y m b o l s a r e w r i t t e n t o g e t h e r s h a 11' r e p r e -

s e n t a i l t h e o b j e c t s o r i n d i v i d u e l s t o w h i c h t h e i r s e v e r e l meen-

i n g s a r e t o g e t h e r a p p l i c a b l e , and t o t h e l a w t h e t t h e o r d e r i n 

w h i c h t h e s y m b o l s s u c c e e d e a c h o t h e r i s i n d i f f è r e n t " [ L T , 2 9 -

30] <*» . 

A m a i n d i f f é r e n c e w i t h t h e e a r l i e r p r é s e n t a t i o n e t t h i s 

p o i n t was t h e t t h e c o n c e p t o f t h e u n i v e r s e o f d i s c o u r s e was n o t 

y e t f o r m a i l y i n t r o d u c e d . M o r e o v e r , B o o l e i n t r o d u c e d t h e l a w s 

t h e t f o l l o w w h i c h w e r e o m i t t e d i n MAL: 

(84.1) x+y=y+x (84.2) x - y — y + x 

a n d 

( 84.3) z ( x - y ) = z x - z y 

[ L T , 33-35; s e e a l s o ( 7 3 . 1 2 ) ] . B o o l e now e m p h a s i z e d t h a t + means 

"end" o r " o r " a n d i s u s e d t o j o i n d i s t i n c t ( d i s j o i n t ) c l a s s e s . On 

t h i s b a s i s s u b t r a c t i o n c a n be d e f i n e d . T r a n s p o s i t i o n i s a l s o i n 

t r o d u c e d . L e t x s t a n d f o r s t a r s , y f o r s u n s a n d z f o r p l a n e t s . 

T h e n x=y+z a n d by t r a n s p o s i t i o n x - y = z . I m p l i c i t l y i t i s h e l d t h a t 

x - y can be f o r m e d o n l y i f t h e c l a s s x i n c l u d e s t h e c l a s s y [ L T , 

3 3 - 3 5 ] . I n o t h e r w o r d s x - y e q u e l s , by d é f i n i t i o n , x ( l - y ) . 

I n c h e p t e r 4 i t was o b s e r v e d t h a t t h e e x p r e s s i o n " T h i n g s 

w h i c h a r e e i t h e r x ' s o r y ' s " h e s two s y m b o l i c e l f o r m s d e p e n d i n g 

on w h e t h e r x e n d y è r e e x c l u s i v e o r n o t . T h è s e e x p r e s s i o n s , 
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r e s p e c t i v e l y a r e 

( 6 4 . 4 ) x ( l - y ) + y ( l - x ) 

( 8 4 . 5 ) x y + x ( l - y ) + y ( l - x ) o r x + y ( l - x ) 

[ L T , 5 6 ] *
= >

. T h u s , i n B o o l e ' s b a s i e l o g i c . x+y s t o o d e i t h e r f o r 

( 8 4 . 4 ) o r f o r ( 8 4 . 5 ) .However. w i t h i n f o r m e l l o g i c , x+x d i d n o t 

s t a n d f o r x + x ( l - x ) - x ( a s w o u l d have f o l l o w e d f r o m ( 8 4 . 5 ) ) . We 

d i s c u s s e d t h i s p o i n t i n l e n g t h i n 8.2. I n f e c t , a s we w i l l 

n o t i c e i n o u r s t u d y , t h o u g h b o t h b e s i c and f o r m a i ( o r g e n e r a ł ) 

l o g i c a r e c o n s i s t e n t w i t h i n t h e m s e l v e s , i n c o n s i s t e n c i e s do e r i s e 

when we r e g a r d t h e l a t t e r e s b a s e d upon t h e f o r m e r . 

B o o l e m e n t i o n e d t h e r u l e s o f i n f e r e n c e ( 7 3 . 1 3 ) i n w o r d s and 

p r o c e e d e d t o e x a m i n e t h e i n v e r s e o f ( 7 3 . 1 6 ) , 

( 8 4 . 6 ) x-=y — > z x = z y . 

H e r e , more e m p h a t i c a l l y t h e n i n MAL, he c l a i m e d t h a t e î g e b r e i c 

d i v i s i o n h e s no f o r m a i é q u i v a l e n t i n l o g i c . M o r e o v e r , he w r o t e : 

" I s e y no f o r m a i é q u i v a l e n t . b e c e u s e , i n e c c o r d e n c e w i t h t h e 

g e n e r e l s p i r i t o f t h è s e i n q u i r i e s , i t i s n o t e v e n s o u g h t t o 

d é t e r m i n e w h e t h e r t h e m e n t a l o p é r a t i o n w h i c h i s r e p r e s e n t e d by 

r e m o v i n g e l o g i c e l s y m b o l , z , f r o m a c o m b i n a t i o n z x , i s i n i t s e l f 

a n a l o g o u s w i t h t h e o p é r a t i o n o f d i v i s i o n i n A r i t h m e t i c " ( L T , 36-

3 7 ] . T h u s , d e s p i t e a d m i t t i n g t h e f o r m u l a ( 8 3 . 3 ) , i . e , 

x ~
1

y « x y + v ( l - x ) ( 1 - y ) w i t h y ( l - x ) = 0 

i n h i s n o t e s N ? ~ N ^ T a r o u n d 1 8 4 8 , a s t h e 4 t h f u n d a m e n t a 1 o p é r a 

t i o n i n l o g i c , B o o l e e m p h a t i c a l l y e x c l u d e d l o g i c e l d i v i s i o n - t h e t 

m e n t e l o p e r e t i o n w h i c h i s commonly t e r m e d " A b s t r e c t i o n " - a s an 

o p é r a t i o n o f " b a s i c l o g i c " . S t i l l , (83.3) w o u l d e p p e e r l e t e r i n 

t h e b o ok a s t h e r e s u i t o f t h e a p p l i c e t i o n o f h i s " g e n e r e l method" 

f o r t h e s o l u t i o n o f l o g i c e l é q u a t i o n s [ s e e ( 8 5 . 1 1 ) ] , 

A t t h e e n d o f c h a p t e r 2 on s i g n s and t h e i r l e w s he s p e c u -

l e t e d o v e r t h e i n d e x l e w , x
2

- x . T h i s " s p é c i a l l e w " i s s a t i s f i e d 

o n l y by two n u m e r i c e l s y m b o l s , 0 end 1, o b s e r v e d B o o l e . Hence, 

he w r o t e , " i n s t e e d o f d e t e r m i n i n g t h e m e a s u r e o f f o r m a i agreement 

o f t h e s y m b o l s o f L o g i c w i t h t h o s e o f Number g e n e r e l l y , i t i s 

more i m m e d i a t e l y s u g g e s t e d t o u s t o compare t h e m w i t h s y m b o l s o f 

q u a n t i t y a d m i t t i n g o n l y o f t h e v a l u e s 0 and 1" [ L T , 3 7 ] , 

C o n s e q u e n t l y B o o l e s u g g e s t e d i n [LT, 37-8] t h e c o n c e p t i o n o f 

en a l g è b r e 

i n which t h e symbols x,y,z... edmit i n d i f f e r e n t l y o f the velues 0 
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and 1, and of those velues elone. The laws, the axioms. and the 

processes, of such an Algèbre w i l l be i d e n t i c a l i n t h e i r whole ex-

te n t w i t h the lews, the exioms, and the processes of an Algèbre of 

L o g i c . Différence of interprétation w i l l alone d i v i d e them. Upon 

t h i s p r i n c i p l e the method of the f o l l o w i n g work i s e s t e b l i s h e d . 

I n d e e d , u p o n a* s l i g h t m o d i f i c a t i o n o f t h e e b o v e p r i n c i p l e [ s e e 

( 8 4 . 1 1 ) ] , he w o u l d j u s t i f y h i s g e n e r e l m e t h o d f o u n d e d u p o n t h e 

t h e o r e m o f d e v e l o p m e n t (84.13) How f e r , t h o u g h , i s t h i s p r i n 

c i p l e a n o v e l t y o f LT ? And how f a r i s B o o l e ' s a l g è b r e o f l o g i c 

e n a l o g o u s t o e n e l g e b r e o f 0 and 1 ? 

I n t h e e bove f o r m t h i s p r i n c i p l e i s i n d e e d e b s e n t i n MAL. 

H o w e v e r , t h e p r o o f o f t h e d e v e l o p m e n t t h e o r e m ( 7 7 . 9 ) wes im-

p l i c i t l y b a s e d upon i t . a s w e l l a s t h e p o s s i b i l i t y t o f o r m u l e t e 

m e e n i n g l e s s t e r m s u c h as (77.38) o r t o s o l v e é l e c t i v e e q u e t i o n s 

by s u b s t i t u t i o n , [ 7 . 5 , ( 5 ) ] . M o r e o v e r , c e r t a i n p r i n c i p l e s o f sym-

b o l i c e l g e b r e i n g ê n e r a i were made use o f i n MAL, and t h e p o s 

s i b i l i t y t o s u b s t i t u t e t h è s e g ê n e r a i v a r i a b l e s by t h e n u m e r i c a l 

v a l u e s 0 a n d 1 wes|more _ t h a n o n c e j t e k e n a d v e n t e g e o f A B u t now 

B o o l e i s more c o n s c i o u s o f t h è s e p o s s i b i 1 i t i e s e n d i s w i l l i n g t o 

meke t h e most o u t o f them . 

I n h i s p e p e r [1873] on B o o l e , A . J . E l l i s n o t i c e d t h a t t h e r e 

c a n be no e f f e c t i v e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n t h e i n t e r p r é t a t i o n o f 

t h e s y m b o l s o f t h è s e two a l g e b r a s . B o o l e ' s c a l c u l u s a d m i t o f 

t h r e e d i s t i n c t p o s s i b i 1 i t i e s : a i l , some o r none ( 1 , v a n d 0) 

w h e r e a s t h e a l g è b r e he d r a w s f r o m by a n e l o g y h e s o n l y two c a s e s , 

1 and 0. T h ough B o o l e i s o f t e n u n c l e a r a b o u t h i s d é f i n i t i o n o f v , 

he m e n t i o n s t h e t "some" i n c l u d e s " a i l " b u t n o t "none" [ L T , 

1 2 4 ] . 

I n t h e t h i r d c h a p t e r o f LT t h e f u n d a m e n t a l l e w s o f l o g i c , 

xy=yx , x
3

- x a n d x+y=y+x, a r e c o n f i r m e d by t h e s t u d y o f t h e 

o p é r a t i o n s o f t h e humen m i n d on l i n e s s i m i l e r t o t h o s e i n t h e 

f i r s t c h a p t e r o f MAL [ L T , 4 4 - 45; 7 . 3 ] . S u r p r i s i n g l y t h e d i s t r i b u -

t i v e l e w , x ( y + z ) = x y + x z , i s m i s s i n g h e r e . The o p é r a t i o n o f é l e c 

t i o n mekes a r a r e a p p e a r e n c e i n LT i n t h e f o l l o w i n g s e n s é : "as 

t h e w o r d men d i r e c t s us t o s e l e c t m e n t e l l y f r o m t h e t U n i v e r s e e l l 

t h e b e i n g s t o w h i c h t h e t e r m "men" i s e p p l i c e b l e " [ L T , 4 2 - 4 3 ] . By 

u n i v e r s e o f d i s c o u r s e he r e f e r s t o " t h e u l t i m e t e s u b j e c t o f t h e 
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d i s c o u r s e " ; " I f t h e t u n i v e r s e o f d i s c o u r s e i s t h e a c t u e l u n i v e r s e 

o f t h i n g s , [...) , t h e n by men we meen e l l men t h e t e x i s t " [ L T , 

4 2 ] . T h u s , t h i s n o t i o n i s r e s t r i c t e d t o e x i s t i n g o b j e c t s o n l y 

( c o m p a r e w i t h MAL, 15; 7 . 3 , ( 1 ) 1 . 

F e i t h f u l t o t h e p r i n c i p l e s t a t e d i n t h e end o f h i s p r e v i o u s 

c h a p t e r , B o o l e went on t o d e f i n e t h e l o g i c e l s y m b o l s 0 e n d 1 by 

a n e l o g y w i t h t h e r e s p e c t i v e n u m e r i c e l s y m b o l s o f t h e a l g è b r e o f 0 

a n d 1. Once m o r e , b o t h t h e s t y l e and o r d e r o f i n t r o d u c t i o n o f 

t h è s e l o g i c e l s y m b o l s d i f f e r s u b s t e n t i e l l y f r o m t h o s e e m p l o y e d i n 

MAL. S i n c e 0 i n a l g è b r e s e t i s f i e s t h e lew 

( 8 4 . 7 ) 0y=0 

f o r e n y number y , 0 i n l o g i c s h o u l d s t e n d f o r t h a t c l e s s w h i c h 

s e t i s f i e s ( 84.7) r e g a r d l e s s o f t h e c l a s s r e p r e s e n t e d by y . "A 

l i t t l e c o n s i d é r a t i o n w i l l show t h e t t h i s c o n d i t i o n i s s e t i s f i e d 

i f t h e s y m b o l 0 r e p r e s e n t N o t h i n g " . I n f e c t " N o t h i n g " e p p a r e n t l y 

s t e n d s f o r what we c e l l t h e empty c l e s s ( s e t ) . He t h e n went on 

t o o b s e r v e t h a t " N o t h i n g e n d U n i v e r s e a r e t h e two l i m i t s o f c l a s s 

e x t e n s i o n , f o r t h e y a r e t h e l i m i t s o f t h e p o s s i b l e i n t e r p r é t a 

t i o n s o f g ê n e r a i names,none o f w h i c h c a n r e l a t e t o f e w e r i n 

d i v i d u e l s t h e n è r e c o m p r i s e d i n N o t h i n g , o r t o more t h a n a r e com-

p r i s e d i n t h e U n i v e r s e " [ L T , 4 7 ]
< 7 i

 . 

S i m i l e r l y , s i n c e t h e number 1 s e t i s f i e s 

( 8 4 . 8 ) l y = y 

" i t e p p e a r s t h e t t h e [ l o g i c e l ] s y m b o l 1 must r e p r e s e n t s u c h a 

c l a s s t h a t e l l t h e i n d i v i d u e l s w h i c h a r e f o u n d i n eny p r o p o s e d 

c l a s s y a r e e l s o e l l t h e i n d i v i d u a l s l y t h a t è r e common t o t h a t 

c l a s s y e n d t h e c l e s s r e p r e s e n t e d by 1. A l i t t l e c o n s i d e r e t i o n 

w i l l h e r e show t h e t t h e c l a s s r e p r e s e n t e d by 1 must be " t h e 

U n i v e r s e " . s i n c e t h i s i s t h e o n l y c l e s s i n w h i c h è r e f o u n d a 11 

t h e i n d i v i d u a l s t h a t e x i s t i n e n y c l e s s " [ L T , 4 7 - 4 8 ] . H e n c e , whet 

wes p r e v i o u s l y i n MAL d e f i n e d e s u n i v e r s e , 1, w h i c h t h e r e f o r e 

o b e y s t h e l a w (84.8) i n t h e f o r m y l = y , o r ( 7 3 . 1 ) , now i t i s i n -

t e r p r e t e d a s s u c h t h r o u g h t h i s l e w o f e r i t h m e t i c due t o B o o l e ' s 

p r i n c i p l e . 

H o w e v e r , he d i d n o t b o t h e r t o i n c l u d e 

( 8 4 . 9 ) i / o 

e s a n e x i o m o f h i s l o g i c e l c a l c u l u s . He most p r o b a b l y i m p l i c i t l y 

h e l d t h a t t h i s i s s o , s i n c e i n a r i t h m e t i c (84.9) i s o b v i o u s l y 
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t r u e . I t i s t o be r e m i n d e d t h o u g h , t h a t he was q u i t e e m p h a t i c 

e b o u t ( 8 4 . 9 > i n MAL [ s e e ( 7 7 . 2 7 ) , ( 7 7 . 2 8 ) ] . N e x t he d e f i n e d t h e 

c o n t r a r y o r s u p p l e m e n t a r y c l a s s o f x a s 1-x, a n d , w r i t i n g t h e 

i n d e x l a w i n t h e f o r m x-x
3

*Q,. b a s e d . o n t h e . l e w s o f t r a n s p o s i t i o n 

a n d c o m b i n e t i o n , he d e d u c e d a s a t h e o r e m 

( 8 4 . 1 0 ) x ( l - x ) - 0 

p r o v i n g t h u s ' t h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n ( L T , 4 9 } : 

That axiom of métaphysiciens which i s termed the p r i n c i p l e o f 

c o n t r a d i c t i o n , - and which a f f i n a s t h a t i t i s im p o s s i b l e f o r any 
1

 beinq t o possess a q u a l i t y , and a t the same time not t o possess i t , 

i s a conséquence of the fundamental law o f thouqht, whose expres

s i o n i s x
g

-x. 

R . L . E l l i s w r o t e s o o n a f t e r • r e a d i n g LT i n 1855 a s h o r t p a p e r , 

now i n c l u d e d i n h i s M a t h e m a t i c a l W r i t i n q s [ 1 8 6 3 ] , c o m m e n t i n g a d -

m i r i n g l y upon B o o l e ' s w o r k . Among o t h e r r e m a r k s he . d e n i e d t h a t 

( 8 4 . 1 0 ) e x p r e s s e d i n v i r t u e o f . a n t é c é d e n t c o n v e n t i o n s t h e p r i n 

c i p l e o f c o n t r a d i c t i o n . He r i g h t l y b a s e d t h i s o b j e c t i o n , o n t h e 

f a c t ; t h a t c o n t r a r y t o o r d i n a r y l a n g u a g e , w h e r e i n d e p e n d e n t l y o f 

t h i s p r i n c i p l e we c a n e x p r e s s n é g a t i o n , i n L T t h e r e i s n o o t h e r 

means o f e x p r e s s i n g " n o t r e d t h a n b y 1-x, x d e n o t i n g r e d . Now t h e 

i n t e r p r é t a t i o n o f t h i s s y m b o l 1-x seems t o me t o b e g i v e n b y t h e 

p r i n c i p l e o f c o n t r a d i c t i o n , a n d t h e r e f o r e I s h o u l d r a t h e r s a y 

t h a t t h e é q u a t i o n - x ( l - x ) - 0 i s i n t e r p r e t e d b y t h a t p r i n c i p l e t h a n 

t h a t i t e x p r e s s e s i t . I n a c c o r d a n c e w i t h t h i s v i e w t h e ' é q u a t i o n 

x
z

- x w o u l d a p p e a r t o be i n d e p e n d e n t o f t h e p r i n c i p l e o f 

c o n t r a d i c t i o n " [ E l 1 i s 1863; 3 9 4 ] . T h i s r e m a r k seems t o h a v e e s -

c a p e d t h e n o t i c e o f c o n t e m p o r a r y c o m m e n t a t o r s o n B o o l e . I t w a s , 

h o w e v e r , e m p h a s i z e d by H a r l e y i n h i s R e p o r t i n 1 8 7 0 *
e >

. 

The t h i r d c h a p t e r o f LT e n d e d w i t h t h e r e m a r k t h a t t h e i n d e x 

l a w c a n n o t be e x p r e s s e d a s e n é q u a t i o n o f a d e g r e e h i g h e r t h a n 

t h e s e c o n d due t o ' t h e u n i n t e r p r e t a b i i i t y o f t e r m s s u c h a s 1+x o r 

-1-x [ L T , 5 0 , f n l . As a c o n s é q u e n c e o f x
3

- x we c a n p e r f o r m , 

n o t i c e d B o o l e , " t h e o p é r a t i o n o f a n a l y s i s e n d c l e s s i f i c a t i o n , b y 

d i v i s i o n i n t o p a i r s o f o p p o s i t e » , o r , a s i t . i s t e c h n i c a l l y s e i d , 

b y d i c h o t o m y " . Somewhat p r o p h e t i c a l l y he a d d e d : 

"Now i f the équation i n question had been o f the t h i r d 

degree, s t i l l a d m i t t i n g o f interprétation as such, t h e mental d i v i - ' 
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s i o n must heve been t h r e e f o l d i n c h e r e c t e r , and we rnust h â v e . 

proceeded by a s p e c i e s o f trichotomy. the r e a l nature of which i t 

i s i m p o s s i b l e f o r u s , w i t h our e x i s t i n g f e c u l t i e s , adéquate 1 y t o 

c o n c e i v e . but the lews o f which we might s t i l l i n v e s t i g a t e as an 

o b j e c t o f i n t e l l e c t u e l spéculation. 

He t h u s c a l l e d é q u a t i o n ( 8 4 . 1 0 ) " t h e l a w o f d u a l i t y " I L T , 

50-513
 < <

*
>

 . 

B a s i c l o g i c , e n d t h u s t h e p r e l i m i n a r i e s f o r t h e f o u n d a t i o n 

o f t h e g ê n e r a i m e t h o d e s t a b l i s h e d i n c h a p t e r s 5-6, i s c o m p l e t e d 

i n t h e f o u r t h c h e p t e r o f t h e b o o k . Now c a t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n s 

a r e c e l i e d " p r i m e r y " o n e s a n d h y p o t h e t i c e l s " s e c o n d a r y " p r o p o s i 

t i o n s [ L T , 5 2 ] . C a t e g o r i c e l p r o p o s i t i o n A i s no l o n g e r i n t r o -

d u c e d a s x ( l - y ) - 0 , b u t a s y - v x . A c c o r d i n g l y , on l i n e s s i m i l a r t o 

COL 1 8 , 3 , ( 4 ) 1 y wes i n t r o d u c e d a s t h e s y m b o l f o r "some" when A 

i s r e a d " A i l Xs a r e some Y s " . He t h u s w r o t e t h a t v i s " t h e s y m b o l 

o f a c l e s s i n d e f i n i t e i n a i l r e s p e c t s b u t t h i s , t h a t i t c o n t a i n s 

some i n d i v i d u e l s o f t h e c l e s s . t o whose e x p r e s s i o n i t . . i t 

p r e f i x e d : " . M o r e o v e r , he e x p l i c i t l y s t a t e d whet wes i m p l i c i t l y e s -

sumed i n MAL, t h a t v o b e y s t h e i n d e x l a w [ L T , 6 1 , 63; 7.4 ( 4 ) ] . 

F o r m e l l o g i c i s i n t r o d u c e d i n c h e p t e r 5. B o o l e l e y s down t h e 

c o n d i t i o n s , o f v a i i d r e a s o n i n g by s y m b o l s w h i c h we h e v e p r e s e n t e d 

i n 7.2 [ L T , 6 9 ] . A c c o r d i n g t o . t h è s e . c o n d i t i o n s t h e . f o r m e l 

p r o c e s s e s o f r e e s o n i n g a r e i n d e p e n d e n t o f t h e i n t e r p r e t e b i 1 i t y o f 

t h e s y m b o l s [ f o r h i s a r g u m e n t d r e w n f r o m t r i g o n o m e t r y s e e 8,2 

t e x t a n d ( 1 0 ) 1 . Hence , he e r g u e d , we may r e g a r d l o g i c e l s y m b o l s 

e s q u a n t i t a t i v e o n e s d u r i n g t h e i n t e r m e d i e t e s t e p s o f l o g i c e l 

p r o c e s s e s . 

T h e p r i n c i p l e i n t r o d u c e d e e r l i e r [ L T , 37-38] i s n o w . a c c o r d -

i n g l y r e f o r m u l a t e d e s f o l l o w s [ L T , 6 9 - 7 0 ] 

We may i n f e c t l a y e s i d e the l o g i c a l interprétation of 

t h e symbols i n the g i v e n équation; convert them i n t o 

(84.11) q u a n t i t a t i v e symbols, s u s c e p t i b l e o n l y of the velues 0 

and 1; perform upon them es such a i l the r e q u i s i t e pro

cesses o f S o l u t i o n ; and f i n e l l y r e s t o r e t o them t h e i r 

l o g i c a l i n t e r p r e t e t i o n s . 

W i t h o u t b o t h e r i n g t o p r o v i d e numerous e p p l i c e t i o n s o f b e s i c 

eut 
l o g i c - a s he h e d done i n MAL- B o o l e a i m e d

 A
 e s t e b l i s h i n g t h e 
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f o u n d a t i o n s o f h i s f o r m a i l o g i c b y means o f w h i c h he was t o show 

t h a t t h e f o l l o w i n g p r o b l e m . i s r e s o l v e d i n
 :

 a 11 i t s a s p e c t s 

[ L T , 1 0 ] : : 

Given: a set of premises expressing r e l a t i o n s among 

c e r t a i n éléments, whether t h i n g s o r p r o p o s i t i o n s : r e -

(84.12) q u i r e d e x p l i c i t l y the whole r e l a t i o n conséquent among. 

any o f those éléments under any proposed c o n d i t i o n s , • 

and i n any proposed, fanas. 

We know t h a t t h e m a i n t o o l f o r t h i s m e t h o d o f f o r m a i : l o g i c 

i s t h e d e v e l o p m e n t t h e o r e m (77.9) o r , 

( 8 4 . 1 3 ) f < x ) - f ( l ) x + f ( 0 ) ( 1 - x ) . . 

B o o l e ' s r e s p e c t i v e p r o c e s s i n LT d i f f e r s o n c e more f r o m t h a t f o l -

l o w e d i n MAL. H i s new p r o c e s s o f d e v e l o p m e n t , r e s t s upon. . two 

i s s u e s : d i c h o t o m y a n d t h e p r i n c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) , b o t h o f w h i c h a r e 

f o u n d e d u p o n two d i s t i n c t f o r m s o f t h e i n d e x l a w ; x ( l - x ) - 0 a n d 

x
a
- x . r e s p e c t i v e l y . . ; 

G i v e n any two c l a s s e s , y e n d
;
x i n . l o g i c , i t was- a r g u e d t h a t y 

c a n be d i v i d e d , i n two. p o r t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e p r o p e r t y x , 

a c c o r d i n g t o t h e p r i n c i p l e o f d u a l i t y , ( 8 4 . 1 0 ) . T h i s m e n t a l d i v i 

s i o n , he c l a i m e d , . i s a n t e c e d e d n t o f a i l k n o w l e d g e o f t h e c o n 

s t i t u t i o n o f t h e c l a s s d e r i v e d f r o m e n y o t h e r s o u r c e " . G i v e n f u r -

t h e r i n f o r m a t i o n , i . e . t h a t t h e Y ' s o f p r o p e r t y x a r e a l s o 

d e f i n e d by a p r o p e r t y u , etc,:.we h a v e 

(84.14) y - u x + v ( l - x î 

[ L T , 7 0 - 7 1 ] . T h i s f o r m was u s e d i n MAL f o r t h e s o l u t i o n o f é l e c 

t i v e é q u a t i o n s b u t h a d l a c k e d a n y . e x p l a n a t i o n , m o s t p r o b a b l y b e -

c a u s e B o o l e h a d n o t b e e n e x p l i c i t a b o u t t h e d u a l i t y l a w [ s e e 

( 7 5 . 2 ) J . 

. . Now, i ( 8 4 . 1 3 ) , w h i c h p r o v i d e s t h e . d e v e l o p m e n t o f . a l o g i c a l 

f u n c t i o n i s t o be d e d u c e d f o r m a i l y f r o m ( 8 4 . 1 4 ) w h i c h r e p r é s e n t a 

t h e d e v e l o p m e n t o f a c l a s s on l o g i c a 1 g r o u n d . B o o l e d e f i n e s h e n c e 

f ( x ) a s "any a l g e b r a i c . e x p r e s s i o n i n x " e n d c a l l s i t " d e v e l o p e d " 

i f i t c a n be r e d u c e d t o , t h e f o r m • 

(84.15) f ( x ) - a x + b ( l - x ) . .. 

To p r o v e t h a t e v e r y f u n c t i o n . f ( x ) , x l o g i c a l symbol*. . c a n be 

d e v e l o p e d i t s u f f i c e s t o assume ( 8 4 . 1 5 ) a n d d é t e r m i n e t h e c o e f f i 

c i e n t s , a a n d b. B a s e d o n t h e p r i n c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) h e s u c c e s s i v e l y 

r e p l a c e d x i n (84.15) by 0 a n d 1 . a n d o b t a i n e d t h e r t h e o r e m 
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( 6 4 . 1 3 ) ( L T , 7 2 ] <
l o >

. : 

We c a n s e e t h e t now, due t o p r i n c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) , M a c l a u r i n ' s 

t h e o r e m i s r e d u n d e n t . "To some i t may be i n t e r e s t i n g t o r e m e r k " , 

w r o t e B o o l e i n a- f o o t n o t e , " t h a t t h e d e v e l o p m e n t o f f ( x ) o b t a i n e d 

i n t h i s c h a p t e r , s t r i c t l y h o l d s , i n t h e l o g i c a l System t h e p l a c e 

o f t h e e x p a n s i o n o f f ( x ) i n e s c e n d i n g p o w e r s of x i n t h e System 

of o r d i n a r y a l g è b r e " . He t h e n p r e s e n t e d t h e p r o o f e a r l i e r i n t r o -

d u c e d i n MAL I ( 7 7 . 5 ) - ( 7 7 . 9 ) ] e n d i n g b y s e y i n g " T h i s d e m o n s t e t i o n 

i n s u p p o s i n g f:(x) •. t o b e d e v e l o p e b l e i n a s é r i e s o f e s c e n d i n g 

p o w e r s o f x i s l e s s g e n e r e l t h e n t h e one i n t e x t " [ L T . 7 2 - 7 3 f n ] . 

T h i s l e s t r e m e r k may be one b e s i c r e a s o n why B o o l e d r o p p e d 

t h e e a r l y p r o o f f o r t h a t b a s e d upon ( 8 4 . 1 5 ) . M o r e o v e r , t h e t o t a l 

a b s e n c e , i n w h e t f o l l o w s i n t e x t , o f a n y d i s c u s s i o n a b o u t a n a l o g y 

b e t w e e n s o l u t i o n o f l o g i c a l é q u a t i o n s and d i f f é r e n t i e l o n e s shows 

t h a t B o o l e wes n o t i n L T u n d e r t h e seme s t r o n g i n f l u e n c e o f h i s 

e e r l y p a p e r s o n a n a l y s i s e s he w o s i n MAL. He c o n f i n e d o n l y t o 

t e k l n g a d v a n t e g e o f any. a n a l o g y p o s s i b l y d r e w n b e t w e e n h i s a l -

g e b r a o f . O a n d 1 a n d h i s . c e l c u l u s o f l o g i c . However... t h e p r i n 

c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) seems n o t t o be a n o v e i t y p e c u l i a r t o LT a s we saw 

abo v e i n t e x t . Thue,. t h e l e t t e r . p r o o f m i g h t h a d b e e n a p p a r e n t t o 

h i m a s a p o s s i b i l i t y w h i l e c o m p o s i n g MAL. I f t h e t w e r e t h e c a s e , 

t h e n B o o l e m ust h a d p r e f e r r e d . t h e n t h e s t r i c t l y m a t h e m a t i c a l 

p r o o f a i m i n g t o r e n d e r t h e t h e o r e m more v e l i d t o t h e m a t h é 

m a t i c i e n s t o whom MAL was primerilyo*idressed [MAL, 6.9; s e e 7 . 7 ] . 

8.5 L T î o s t u d y o f d i v i s i o n i n B o o l e ' s l o g i c . - • 

As we saw i n 7.7, d i v i s i o n , i n t h e f o r m x / y , wes n o t e x -

p l i c i t l y e p p e r e n t i n MAL. I n t h i s s e c t i o n , d r e w i n g m e i n l y f r o m 

L T , we w i 11 comment u p o n t h e o p e r e t i o n o f l o g i c a l d i v i s i o n and 

t h e c o e f f i c i e n t s 1/0 e n d 0/0. To f u r t h e r e l u c i d e t e o u r a c c o u n t 

we w i l i elso d r a w -from m a t é r i e l w r i t t e n b y B o o l e e r o u n d 1855 a n d 

h i s t e x t b o o k [1859] o n d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s . 

Of m o s t i m p o r t a n c e f o r t h e s o u n d e s t a b l i s h m e n t o f B o o l e ' s 

f o r m a i m e t h o d i s c h a p t e r 6 on i n t e r p r é t a t i o n . I n t h i s c h a p t e r h i s 

e i m . i s t o show how t h e g e n e r e l p r o b i e m (84.12) c a n b e f u l l y 

r e s o l v e d . D e n o t i n g b y V a . f u n c t i o n i n x , y , z . . . he d i s t i n g u i s h e d 

t h r e e . " f o r m s o f l o g i c a l é q u a t i o n s : 

562 



( 8 5 . 1 ) V-0, . (85.2) V - l a n d ( 8 5 . 3 ) V-w. 

H o w e v e r , . s i n c e (85.2) i s a c a s e o f (85.3) a s e p a r a t e s t u d y o f i t 

was r e g a r d e d a s u n n e c e s s a r y ( L T . 8 2 ; 85-86; 8 6 ) . The f i r s t c a s e 

- [ ( 7 7 . 1 ) 1 - t a c k l e d by means o f t h e o r e m ( 7 7 . 2 0 ) i s r e d u c e d t o 'a 

s é r i e s o f d é n i a i s , t « 0 , f o r e v e r y c o n s t i t u e n t t whose c o e f f i c i e n t 

a, d o e s n o t v a n i s h . Hence "The i n t e r p r é t a t i o n o f t h è s e r e s u l t s 

c o i l e c t i v e l y w i l 1 c o n s t i t u t e t h e i n t e r p r é t a t i o n o f t h e g i v e n 

é q u a t i o n " ( ( 8 5 . 1 ) ] . A t t e n t i o n h a s . t o ; be c a l l e d h e r e t o . t h e f a c t 

t h a t i n t h e f o r m (85.1) t h e f u n c t i o n V i s assumed t o i n v o l v e s u c h 

l o g i c a l S y m b o l s s o a s no f r a c t i o n e l c o e f f i c i e n t s may a r i s e . 

" F r a c t i o n e l c o m b i n a t i o n s i n d e e d o n l y a r i s e " , w r o t e B o o l e , " i n . t h e 

c l a s s o f . p r o b l e m s w h i c h w i l l be c o n s i d e r e d when we corne t o s p e a k 

o f t h e t h i r d o f t h e f o r m s o f s o l u t i o n a b o v e r e f e r r e d t o [ ( 8 5 . 3 ) ] " 

[ L T , 821 . - T h i s c l a r i f i c a t i o n was o n l y i m p l i c i . t l y a s sumed i n MAL. 

Up t o t h i s p o i n t t h e e x p o s i t i o n i s a l m o s t i d e n t i c a l w i t h 

t h a t , . i n MAL [7.7] . The s o l u t i o n o f t h e g e n e r e l p r o b l e m ( 8 4 . 1 2 ) 

emounts now. t o t h e s o l u t i o n a n d i n t e r p r é t a t i o n o f é q u a t i o n ( 8 5 . 3 ) 

( L T , 87].. What f o l l o w s i s new. D e v e l o p i n g a n y g i v e n l o g i c a l é q u a 

t i o n w i t h r e s p e c t , t o w we o b t a i n a n é q u a t i o n o f t h e f o r m 

( 8 5 . 4 ) . Ew+E'(l-w)-O, 

E,. E" l i n e a r f u n c t i o n s o f x , y , z . S o l v i n g ( S 5 ; 4 ) a l g e b r a i c e l l y 

( a s s u m i n g i m p l i c i t l y t h r o u g h o u t t h e p r i n c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) B o o l e e r -

r i v e d e t .. ' s 

( 8 5 . 5 ) w - E V ( E ' - E ) , 

h e n c e e t . t h e f o r m (85.3) [ L T , 8 7 1 . 

I n o r d e r t o t a c k l e ( 85.5) B o o l e assumed t h e s e c o n d member t o 

be d e v e l o p e d w i t h . r e s p e c t t o t h e v a r i a b l e s x , y , z e c c o r d i n g t o t h e 

g é n é r a l i z a t i o n o f (84.13) [ s e e ( 7 7 . 1 3 ) ] . He a l s o i n t r o d u e e d t h e 

known t h e o r e m ( 7 7 . 2 9 ) . d u e t o w h i c h . we c a n e q u a t e t o 0 e v e r y t e r m 

whose c o e f f i c i e n t d o e s n o t s a t i s f y t h e i n d e x l a w , w. b e i n g t h e sum 

o f t h e r e m a i n i n g t e r m s [ L T , 9 0 - 9 1 ; MAL, 6 6 ; ' 7 . 7 ] . S o , s i n c e a c 

c o r d i n g t o t h i s l a s t p r o p o s i t i o n a l l n u m e r i c e l c o e f f i c i e n t s o f 

t h e f o r m n/m, n ^ 0 ; l and. m^O, vani3h l e e v i n g b e h i n d t h e i n t e r 

p r é t a b l e é q u a t i o n s . t ^ O , .t o f t h e f o r m x ( l - y ) d - z ) e t c , o n l y t h e 

c o e f f i c i e n t s 0, 1, 0/0 a n d 1/0 c a n a p p e a r . T h u s ( 8 5 . 5 ) i s 

r e d u c e d t o . ; 

^ ! 0 1 

(85.6) W-1A+0B+ -. C+ -D, , 
'
:

 0 0" ' ' 
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A,B,... t h e r e m a i n i n g c o n s t i t u e n t t e r m e , e n d f i n e l l y , by means o f 

t h e i n t e r p r e t e t i o n f o r 0/0 e n d 1/0 g i v e n b e l o w , (85.6) i s r e d u c e d 

t o t h e é q u a t i o n s •-. : • 

( 8 5 . 7 ) w-A+vC a n d . (85.8) D-0:, > 

v e n . i n d e f i n i t e c l e s s s y m b o l ( L T , 9 2 ] . 

I t now r e m e i n s . t o p r o v i d e t h e i n t e r p r e t e t i o n o f t h e c o e f f i 

c i e n t s i n ( 8 5 . 6 ) . I n t h e c a s e o f 1, w h i c h s t a n d s f o r t h e 

u n i v e r s e . we t a x e w i t h o u t l i m i t a t i o n t h e w h o l e o f c l a s s A, .In t h e 

c a s e o f 0., o r " N o t h i n g " , no p a r t o f t h e c l a s s B t o w h i c h i t i s 

p r e f i x e d m ust be t a k e n . A l s o . a s f o r t h e l o g i c a l s y m b o l s 0,1 h e 

h a d s e e k e d t h e i r i n t e r p r e t e t i o n b y a n a l o g y f r o m : t h e r e s p e c t i v e 

e r i t h m e t i c a l o n e s ( s e e ;.(84.7) , ( 8 4 . 8 ) ] , s i m i l e r l y f o r 0/0 B o o l e 

o b s e r v e d t h a t e s i n - e r i t h m e t i c i t r e p r e s e n t s a n . " i n d e f i n i t e 

number"., i n l o g i c i t must s t a n d f o r .an " i n d e f i n i t e c l a s s " [ L T , 

8 8 - 8 9 ) . 

, M o r e o v e r , he r e g e r d e d 0/0 e s i n d i c a t i n g t h a t " a i l , some o r 

n o n e " ,of t h e c l a s s t o whose e x p r e s s i o n i t i s e f f i x e d must be 

t a k e n a n d f o r c o n v e n i e n c e r e p l a c e d i t b y . v s u b j e c t t o t h e i n d e x 

l a w [ L T , 90] . T h u s ( 8 5 . 7 ) w o u l d be r e a d a s f o l l o w s : The c l a s s w 

c o n t a i n s t h e w h o l e o f c l e s s A a n d e n i n d e f i n i t e emount, a i l , 

some, o r n o n e , o f t h e c l e s s C. I t i s t h u s i m p l i e d t h a t t h e s o l u ^ 

t i o n o f ( 8 5 . 5 ) i s n o t
;
u n i q u e . C o e f f i c i e n t s o f r a t i o n e i f o r m e p -

p e a r o n l y i n c a s e ( 8 5 . 3 ) , a s m e n t i o n e d a b o v e . w h i c h i s t r e a t e d 

b y means o f ( 7 7 . 2 9 ) . I t r e m e i n s t o e x e m i n e t h e n w h e t h e r 0/0 

o b e y s o r n o t t h e i n d e x l a w . B o o l e ' s a n s w e r i s n o t a s t r a i g h t f o r -

w a r d o n e ; The s y m b o l 0/0 , he w r o t e , ."doee n o t n e c e s s a r i l y d i s -

o b e y t h e l a w we a r e h e r e c o n s i d e r i n g ( x
=

- x ] , f o r : i t e d m i t s o f 

t h e n u m e r i c a l v a l u e s 0 end 1 i n d i f f e r e n t l y . : I t s a c t u e l i n t e r 

p r é t a t i o n , h o w e v e r , a s an i n d e f i n i t e c l a s s s y m b o l , c e n n o t , I c o n -

c e i v e , e x c e p t u p o n t h e g r o u n d o f e n e l o g y , be d e d u c e d . f r o m i t s 

e r i t h m e t i c a l p r o p e r t i e s , b u t must be e s t e b l i s h e d e x p é r i m e n t a l l y " 

[ L T , 9 1 - 9 2 ] . 

T h u s B o o l e i s no more c l e e r i n
1

 L T a b o u t 0/0 : t h e n he wes 

i n MAL. He c e r t a i n l y d é v o t e s t o i t more a m p l e d i s c u s s i o n t h e n 

b e f o r e b u t s h o w s h i s o y e r e l l u n c e r t a i n t y by c l e i m i n g t h a t 0/0 

"must be e s t e b l i s h e d e x p é r i m e n t a l l y " w i t h o u t c l a r i f y i n g a t a i l 

w h a t i s meent b y t h e t . M o r e o v e r he f o l l s i n t o c e r t e i n i n c o n s i s -

t e n c i e s . F i r s t h e r e p l e c e s 0/0 by v w h i c h i n MAL end i n b a s i c 
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l o g i c i n LT was r e g a r d e d as a non-empty c l a s a , : m e e n i n g "some", 

p o s s i b l y " a i l " , w h e r e e s . i n t h e c o u r s e o f t h e g ê n e r a i m e t h o d i t i s 

t o t a l l y i n d e f i n i t e , a n d s o c o u l d a l s o mean "none " . S e c o n d l y , ne 

r e g a r d s v a s o b e y i n g t h e i n d e x l a w b u t s o u n d s u n c e r t a i n a s t o 

w h e t h e r 0/0 o b e y s i t o r n o t . T h i r d l y , i t i s o b v i o u s t h a t f o r -

m a l l o g i c , a s b a s e d upon t h è s e t h r e e p o s s i b i 1 i t i e s , c a n n o t pos
1

-

s i b l y be s t r i c t l y a n a l o g o u s t o t h e a l g e b r a o f 0 a n d 1. 

A b o u t t h e c o e f f i c i e n t 1/0 - . he i s l e s s u n c e r t a i n . A l g e b r a i r -

c a l l y i t i s t h e s y m b o l o f i n f i n i t y . "Now t h e n e a r e r a n y number 

a p p r o a c h e s t o i n f i n i t y ( a l l o w i n g s u c h a n . e x p r e s s i o n ) , t h e more 

d o e s i t d é p a r t f r o m t h e c o n d i t i o n o f s a t i s f y i n g " t h e i n d e x l a w 

( L T , 9 1 ] , T h u s any s y m b o l , a p a r t f r o m : l , 0 a n d 0 / 0 , i n d i c a t e s 

t h a t t h e c o n s t i t u e n t t o w h i c h i t i s p r e f i x e d must be e q u a t e d t o 0 

Î L T , 9 2 ï .. - H ence w é h a v e ( 8 5 . 8 ) . I n o t h e r w o r d s , c l a s s D : i s n o t 

m e r e l y e x c l u d e d f r o m w b u t i t i s a n i m p o s s i b l e , :an e m p t y c l a s s . 

T h u s ; ' t h e c l a s s e s t o w h i c h 0/0 a n d - 1 / 0 a r e e t t a c h e d t o h a v e b e e n 

i n t e r p r e t a t e d [ s e e f u r t h e r comments i n (4) b e l o w ] . B u t ' w h a t a b o u t 

t h e c l a s s e s 0/0 av.J 1/0 t h e m s e l v e s ? Do t h e y s i g n i f y ' l o g i c a l 

o p é r a t i o n s a n d i f s o w h i c h ? B o o l e . p r o v i d e s n o c l u e s i n L T . T h è s e 

two s y m b o l s a r e i n f a c t p e c u l i a r a r t e f a c t s o f B o o l e ' s f o r m a i 

m e t h o d . D i v i s i o n , a s a l o g i c a l o p é r a t i o n , i s s t r i c t l y e x c l u d e d 

f r o m b a s i c l o g i c . M o r e o v e r . o f t e n ' 0/0: i s n o t r e p l a c e d by v , 

most p r o b a b l y b e c a u s e f o r h i m i t meant s o m e t h i n g more c o m p l i c a t e d 

t h a n . t h e s y m b o l v a s i n t r o d u c e d i n t h e - f i r s t p a r t o f . t h i s w o r k . . 

O m i t t i n g t h e p a r t i c u l a r e x e m p l e t h r o u g h w h i c h . d i v i s i o n wa3 

f o r t h e f i r s t t i m e . i . i n t r o d u c e d : i n L T , we p r o c e e d t o d i s c u s s 

B o o l e ' s g ê n e r a i p r o c é d u r e i n i t . L e t u s t a k e . t h e é q u a t i o n . • 

(85.9) x - y z , " 

z t o be d e t e r m i n e d . B e f o r e p r o c e e d i n g a n y f u r t h e r we n o t i c e f r o m 

( 8 5 . 9 ) t h a t , d i v i s i o n x / y t o b e e f f e c t e d , y . h a s . t o be p a r t o f 

t h e c l a s s x , i n a n a l o g y w i t h t h e o t h e r i n v e r s e o p é r a t i o n , s u b 

t r a c t i o n ( s e e d i s c u s s i o n f o l l o w i n g ( 8 4 . 3 ) ) . *
1

* . D e v e l o p i n g x / y 

we have 

-x 1 1 • . 0 • -• 0 . 

(85.10) z - - - - x y + - x ( l - y ) + - ( l - x ) y + - ( 1 - x ) ( 1 - y ) . 
y 1 0 ' 1 0 

ELT, 8 7 ] . A c e o r d i n g t o t h e s o l u t i o n
1

 o f . t h e g é n è r e 1 p r o b l e m ( 8 5 , 5 ) 

t h e - a b o v e I s r e d u c e d t o t h e é q u a t i o n s . 

(55.11) x / y - x y + v ( l - x ) ( 1 - y ) -. ( 8 5 . 1 2 ) x ( l - y ) - 0 . 
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The i n t e r p r é t a t i o n o f x / y *s t h e r e f o r e a c l e s s w h i c h c o n s i s t e o f 

a i l x y , none o f ( i - x ) y ; a n d an i n d e f i n i t e emount o f ( l - x ) ( l - y ) 

t o g e t h e r w i t h t h e c o n d i t i o n t h e t t h e c l e s s x ( l - y ) i s empty { s e e 

Venn 1881,-.205. :208,- 2 1 1 - 1 2 K 

How B o o l e v i e w e d d i v i s i o n i n l o g i c i s en e s s e n t i e l q u e s t i o n 

w h i c h c a n n o t s e e k a t o t a l l y s a t i s f a c t o r y e n s w e r . B u t i t i s c l e a r 

t h a t e p e r t f r o m h i s n o t e s N^-Na? { ( 6 3 . 3 ) ] , he d i d n o t c o n s i d e r 

d i v i s i o n a s t h e i n v e r s e o p é r a t i o n o f c o m b i n a t i o n i n l o g i c , he d i d 

n o t s e e k i t s m o s t g ê n e r a i i n t e r p r é t a t i o n e s a c l a s s b u t o n l y e c -

c e p t e d i t e s e n e c e s s e r y outcome o f h i s f o r m e l m e t h o d i n t h e 

s o l u t i o n o f c e r t a i n p r o b l e m s . To be a b l e t o f u r t h e r j u s t i f y t h i s 

o p i n i o n we h a v e t o s e e k - e x p l e n a t i o n s i n h i s more g ê n e r a i s t a t e ^ 

m e n t s e b o u t i n v e r s e . o p e r e t i o n s . The b e s t s o u r c e f o r t h i s i s h i s 

t e x t b o o k on d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s [1859] . .-In .the 1 6 t h c h e p t e r on 

s y m b o l i c e l . . m e t h o d s B o o l e t a l k s a b o u t i n v e r s e " p r o c é d u r e " i n s t e a d 

o f " o p é r a t i o n " . I n a way he d é n i e s t h a t t h e i n v e r s e o f en o p é r a 

t i o n s t a n d s i n d e e d f o r en o p é r a t i o n . "The i n v e r s e p r o c é d u r e i s 

t h u s p r é s e n t e d " , he w r o t e , "as. o n e , t h e e f f e c t o f w h i c h t h e 

d i r e c t o p é r a t i o n s i m p l y e n n u i s . T h i s . i s i t s d é f i n i t i o n " 

11877,386; s e e e l s o 8 . 8 ] : 

B u t e v e n t h i s l e s t p o i n t i s a b s e n t i n L T . T h a t i s , B o o l e 

d i d n o t c o n s i d e r t h e c o n v e r s e a rgument s e e k i n g t o p r o v e t h e 

c o r r e c t n e s s o f . h i s : r e s u i t f o r x / y as i n f o r m u l a £ 8 5 . 1 0 ) . He 

o n l y e i m e d . o b t e i n i n g i t s l o g i c a l i n t e r p r é t a t i o n e c c o r d i n g t o 

t h e p a r t i c u l a r p r o b l e m u n d e r q u e s t i o n . T h u s , e v e n i f ne i s u n -

c l e a r a b o u t t h e d é f i n i t i o n o f t h e i n v e r s e o p é r a t i o n o f d/dx : i n 

h i s b o ok . o n . d i f f é r e n t i e l , é q u a t i o n s , he i s e v e n l e s s s p é c i f i e 

- e l m o s t i n d i f f è r e n t we c o u l d s e y - e b o u t t h e a n e l o g o u s d é f i n i t i o n 

o f t h e i n v e r s e o f t h e o p é r a t i o n x y i n l o g i c . 

Venn n o t i c e d t h a t - ( 85.11) c a n e l s o be w r i t t e n i n t h e f o r m 

x / y - x + v x y [[ y x he d e n o t e d 1-x] . "The t e s t o f t h e c o r r e c t n e s s o f 

t h i s r e s u i t " , h e . w r o t e , " i s f o u n d , . es i n t h e c e s e o f o t h e r i n 

v e r s e o p é r a t i o n s , b y s i m p l y p e r f o r m i n g t h e d i r e c t p r o c e s s o f i t ; 

a n d s e e i n g w h e t h e r we a r e t h u s l e d b a c k t o o u r o r i g i n a l s t a r t i n g 

p o i n t . T h u s i f we m u l t i p l y t h i s e x p r e s s i o n , x + v x y b y y , i t must 

y i e l d x . . I t i s t r u e t h a t e t f i r s t s i g h t we s eem t o g e t e d i f 

f é r e n t r e s u i t , v i z , x y i n s t e a d o f x; b u t t h e d i f f é r e n c e i s s o o n 

f o u n d t o be a p p a r e n t o n l y , i n a s much e s x y a n d x è r e i n t h i s 
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c a s e t h e same" £ V e n n 1 8 8 1 , 7 2 ] . M o r e o v e r , (85-. 11) c a n be r e d u c e d 

by means o f (85.12) t o t h e f o r m 

( 8 5 . 1 3 ) x / y - x + v ( l - y ) 

T h i s ' f o r m i s found i n - [Venn 1 8 8 1 , 204. f n ; H o o l e y 1 9 6 6 , 115; 

S t y a z h k i n 1 9 6 9 , 194.: The l e t t e r b a s e d his elucidation o f B o o l e ' s 

process o f division upon t h a t f o r m ; see (3) b e l o w ] . 

Q u o t i n g B o o l e [ 1 8 5 9 , 377] " i t is t h e Office o f t h e i n v e r s e 

symbol t o propose.eiquestion. n o t t o desoribe a n . Operation. I t 

i s , i n i t s p r i m a r y m e a n i n g , interrogative, n o t d i r e c t i v e " , Venn 

wrote i n a-foatnote„"It surprises.me t h a t one who h a d s o clearly 

stated t h e n a t u r e o f an inverse Operation i n m e t h e m a t i c s s h o u l d 

n e v e r h a v e p r o p o s e d , so f a r as I k n o w . a n y corresponding explana-

t i o n i n L o g i c " [ 1 8 8 1 , 7 0 ] . Comments a r e a l s o t o be f o u n d i n [ V a n 

E v r a 1 9 7 7 , 3 6 5 , • 377 f n 10;. H a i l p e r i n 1 9 8 1 . 1 8 4 1 . V e n n was among 

t h e f i r s t l o g i c i a n s who attempted t o s h e d l i g h t on B o o l e ' s m o s t 

obscure point i n formal l o g i c , d i v i s i o n [ S t y a z h k i n 1 9 6 9 , 197] . He 

tried t o d e f i n e 0/0 a n d 1/0 as l o g i c a l Operations a n d t h e s t u d y 

o f h i s [18811 i s s t i l l one o f t h e b e s t sources f o r reference i n 

o r d e r t o v i e w B o o l e ' s w o r k i n . t h e . s p i r i t o f h i s t i m e [ o n a 

direct, unprobleraatic, reception o f B o o l e ' s p r o c e s s o f d i v i s i o n 

s e e Young 1 8 6 5 ] . 

H o w e v e r , : what Venn p r o v i d e d i n h i s ( 1 8 8 1 3 , a s e x p l a n a t i o n 

f o r B o o l e ' s peculiar s y m b o l s 0/0 a n d 1/0, p a r t l y c o i n c i d e s w i t h 

B o o l e ' s own account i n . a n unpublished e s s a y , . entitled b y R h e e s 

c*.\ " L o g i c a n d r e a s o n i n g " . hereafter c i t e d * a s . L R , w r i t t e n e f t e r t h e 

publication o f L T *
= >

. I n t h i s e s s a y , r e f e r r e d t o by B o o l e a s a 

" l e t t e r " , he tries t o p r e s e n t a n o n - a l g e b r a i c . e x p r e s s i o n o f h i s 

formal method. I I lustrating t h e l o g i c a l Operations.of composition 

a n d addition w i t h e x a m p l e s , s u c h a s " r e d f l o w e r " a n d "men a n d 

women" respectively, B o o l e proceeds t o mention t h a t "To t h e s e 

Operations t h e r e exist two o t h e r s w h i c h a r e respectively i n v e r s e
 H 

[ L R , 221). T h i s i s t h e second i n s t a n c e , besides h i s notes N^-

NST- [ 8 . 3 ] : , w h e r e B o o l e a d m i t s . t h e existence o f t h e logical Opera

t i o n o f d i v i s i o n . He w r o t e i n [LR, 2 2 1 ] : 

v i z , as inverse t o aggregation, t h a t process by which, from 

the c o n c e p t i o n o f a whole by the s u b t r a c t i o n of one of i t s parts; we 

form t h e : conception of the remainder, and as inverse t o composi

t i o n , . . t h a t by which from a given c o n c e p t i o r u we ascend t o some 
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h i g h e r conception, front which by e given;ect of composition, the 

conception g i v e n may be farmed. The opération • commonly c a l l e d 

a b s t r a c t i o n i s i n i t s formal chara et e r a p a r t i c u l a r case o f t h i s . 

When f r e e the conception "red f l o w e r s " we escend t o t h a t o f 

" f l o w e r s " , we a r r i v e a t a conception which, by composition w i t h 

" r e d " , g i v e s "red flowers.
1 1 

Thv> q u o t a t i o n , s i m i l a r i n s p i r i t "è*. B o o l e ' s v i e w s o n 

t h e i n v e r s e o f m u l t i p l i c a t i o n i n h i s N-7-TN=T, s h o w s , t h a t B o o l e 

- c o n t r e r y t o what he h a d i n v o k e d i n LT- was a ware ;of t h e j u s 

t i f i c a t i o n o f h i s r e s u i t e s i n ( 85.11) . I t i s s t r ä n g e t h a t he 

k e p t s u c h c r u c i a l d é t a i l s f o r h i s p e r s o n a l n o t e s and c o r r e s p o n 

d a n c e , w h i l e he h a d b e e n s o much more c l e e r i n h i s a e c o u n t o f 

( d / d x ) - * i n h i s ( 1 8 5 9 ] . P r o b a b l y i n L T , t a k i n g f o r g r a n t e d t h a t 

h i s r e a d e r s w o u l d h e v e b e e n a b l e t o s e e b e y o n d h i s c r y p t i c State

m e n t s , he was e a g e r t o i l l u s t r a t e a s f u l l y a s p o s s i b l e t h e 

r e s u l t s o f h i s f o r m a l m e t h o d t o a v a r i e t y o f p r o b l e m s o f l o g i c 

a n d p r o b a b i l i t y * w h e r e e s , i n h i s n o t e s
>
 p a r t l y g a t h e r e d a s a 

s k e t c h f o r a book t o be p u b l i s h e d o n t h e p h i l o s o p h y o f l o g i c 

a d r e s s e d t o n o n - m a t h e m a t i c i a n s [ 8 . 7 ] he p r o v i d e d more d e t a i l e d 

e n d c e r e f u l e x p l a n e t i o n . 

N e x t B o o l e t r i e d t o ' d e f i n e i n s i m p l e t e r m s . t h e c l a s s e s 0/0 

a n d 1/0. We r e a d i n [ L R , 2 2 1 ) : 

Now the processes of the Laws of thought lead i n c e r t a i n 

* cases t o a symbolic form which i s inverse i n c h a r a c t e r end may be 

d i r e c t l y i n t e r p r e t e d i n t o the q u e s t i o n : Whet c l a s s i s t h a t which, 

i n composition w i t h t h e conception o f Nothing, leads t o the concep

t i o n of Nothing? I n o t h e r words, what c l e s s i s t h e t from which, i f 

we mentally sepárete n o t h i n g , we obtain.es the separated, product, 

nothing? I t i s p i a i n t h a t the enswer t o t h i s i s eny c l e s s . I f from 

any c l e s s of t h i n g s we teke n o t h i n g , we o b t e i n nothing: Now the 

conception o f any c l a s s i s , i n o t h e r words, t h a t of an a r b i t r a r y o r 

i n d e f i n i t e c l a s s , and t h i s i s the ground of the cetegory o f the i n 

d e f i n i t e [0/0]. 

•în s i m i l a r , t e r m s t h e c l e s s 1/0 w h i c h d e n o t e s t h e c e t e g o r y o f 

t h e i m p o s s i b l e i s d e f i n e d e s t h e c l e s s " f r o m w h i c h , i f we men

t e 1 l y s e p a r a t e K o t h i n g , we o b t a i n .es t h e s e p a r a t e d m e n t a l 
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p r o d u c t . t h e c o n c e p t i o n o f t h e U n i v e r s e " [ L R , 2 2 2 ] . T h è s e d é f i n i -

t i o n s c o i n c i d e l e r g e ^ w i t h Venn's r e s p e c t i v e o n e s i n h i s { 1 8 8 1 , 

c h e p t e r 9, ..205)-. M o s t p r o b e b l y Venn w a s ^ .unaware o f B o o l e ' s 

m a n u s c r i p t s o f t h a t t i m é and t h u s o f t h e q u o t a t ï o n s g i v e n a b o v e 

f r o m LR. • : :v _ -> 

Nowdays B o o l e ' s m e t h o d o f d i v i s i o n i s r i g o r o u s l y r e m o d e l l e d , 
A 

t h e m o s t c o m p l è t e e c c o u n t p r o v i d e d by ( H a i l p e r i n i 9 7 6 , c h a p . 2 , 

19811-'-
3>

 - H o w e v e r , e s ' b o t h H a i l p e r i n a n d H o o l e y d e c l a r e d , d e s p i t e 

t h e e t t e m p t t o p r é s e n t B o o L e ' s m e t h o d i n a l u c i d w a y » i t . w e s i m 

p o s s i b l e t o e x p l a i n how he h a d maneged t o ' p r o v i d e s o u n d • r e s u l t s 

w h i l e u s i n g n o n r i g o r o u s p r o c e s s e s . We r e a d : "Of. c o u r s e ; o u r e x -

p l a n a t i o n s a r e m a r k e d l y d i f f é r e n t f o r m B o o l e ' s . I n v i e w o f t h e 

many, v a r i e d , a n d i n v o l v e d t e c h i q u e s we h a v e h a d t o u s e t o a c -

c o m p l i s h what B o o l e d i d we c a n o n l y s t a n d i n . w o n d e r a t t h e g e n i u s 

i n B o o l e ' s i n g e n u i t y " - £Hai I p e r i n 1 9 7 6 . 108*: s e e ; a l s o H o o l e y 1966*. 

118] «*» . -

8.6 E l i m i n a t i o n , r é d u c t i o n a n d A r i s t o t e l i a n l o g i c a s t r e e t e d ' . i n 

L T . 

I t i s f o r t h e f i r s t t i m e i n LT t b a t B o o l e o b s e r v e d a s u b 

s t a n t i e l d i f f é r e n c e b e t w e e n é l i m i n a t i o n i n l o g i c a n d é l i m i n a t i o n 

i n a l g è b r e . I n t h e f o r m e r , due t o t h e i n d e x l e w ; we c a n e l i m i n a t e 

f r o m .a s i n g l e é q u a t i o n an i n d e f i n i t e number o f s y m b o l s . . f L T . 99-r 

1 0 0 ] , The method^he i n t r o d u c e d «s a s f o l l o w s : . L e t f ( x ) ~ 0 , : x. t o 

be e l i m i n a t e d We e x p a n d f ( x ) w i t h r é f é r e n c e t o x , s o l v e . t h e 

é q u a t i o n f ( l ) x + f ( 0 ) ( 1 - x ) - 0 f o r x . a n d 1-x r e s p e c t i v e l y a n d . t h e n 

s u b s t i t u t e t h e v e l u e s o f .x a n d 1-x g i v e n by 

x - f ( 0 ) / ( f ( 0 ) - f (1) ) a n d 1 - x — f ( 1 ) / ( f ( 0 ) - f (1 ) ) 

i n t h e f u n d a m e n t e l é q u a t i o n x ( l - x ) - 0 . H e n c e w e h a v e 

(86 . 1 ) . f (1) . f ( 0 ) - 0 -

[ L T , 1 0 1 ]
< l

> 

B o o l e p r o v i d e d two more p r o o f s f o r t h e é l i m i n a t i o n f o r m u l a 

(86.1) . The one i s on 1 i n e s . s i m i l a r t o a l g e b r e i c é l i m i n a t i o n 

( L T , 1 0 2 ï . . The o t h e r i s . o f - . a - " h a l f l o g i c a l c h a r a c t e r
K

. B o o l e 

r e d u c e s - f < l ) x + f ( 0 ) f l - x ) - 0 t o t h e . é q u a t i o n s • 

( 8 6 . 2 ) f ( l ) x - 0 a n d , f ( 0 ) ( l - x ) - Q . . 

By s o l u t i o n e n d . d e v e l o p m e n t - w e o b t e i n . 
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0 0 - 0 . 0 
( 8 6 . 3 ) f ( l ) . ( 1 - x ) e n d f ( 0 ) - - - x - - x . 

C 1

 • x 0 ' ' ï 0 

T h r o u g h t h i s d é m o n s t r a t i o n , i : ; i n o t i c e d B o o l e , we e f f o r d t o i n t e r 

p r è t e . t h e l a t t e r é q u a t i o n s i n - J o g i c e l tenns,* " I s t w h a t e v e r i n 

d i v i d u e l s a r e i n c l u d e d i n t h e c l a s s r e p r e s e n t e d by f ( l ) , a r e n o t 

x * s " e n d :"2nd w h a t e v e r i n d i v i d u e l s a r e i n c l u d e d i n (...] , . f ( 0 ) , 

a r e - x ' s " . { L T , 1 0 2 - 1 0 3 1 . W h e n c e , ; t h e r e a r e n e i n d i v i d u e l s i n t h e 

c l a s s f ( l ) f ( 0 ) , h e n c e we.have t h e . f o r m u l a (86.1) . F o l l o w e d a 

g é n é r a l i s a t i o n ,of (86.1) f o r t w o v a r i a b l e s i n t h e f o r m • 

f ( l , l ) f ( l , 0 ) f < 0 , l ) f ( 0 , 0 ) - 0 [ L T , 103-112) 

A s an e x a m p l e t a k e - " A i l men a r e m o r t e l ". . g i v e n by y = v x . 

G i v i n g t o v s u c c e s s i v e l y t h e v a l u e s 0 end 1 a n d m u l t i p l y i n g t h e 

é q u a t i o n s t h u s . d e r i v e d we o b t e i n y ( l - x ) - 0 r e e d a s "Men who a r e 

n o t . m o r t e l do n o t . e x i s t " ( L T , 1 0 4 J . F i r s t we s e e t h a t c o n t r a r y t o 

what h a d b e e n assumed i n ^ b a s i c l o g i c o f e i t h e r MAL o r L T , v c a n 

o b t a i n t h e i n t e r p r é t a t i o n " n o n e " . S e c o n d l y ^ we s e e t h a t B o o l e 

c o r r e l a t e d t h e t w o f o r m s f o r A i n e x e c t l y t h e r e v e r s e o r d e r f r o m 

t h a t g i v e n •. i n MAL. (where t h e f o r m e r wes d e d u c e d f r o m t h e . l a t t e r 

e s i t s s o l u t i o n ) [ s e e 7 . 5 , 8 . 3 ] . 

I n t h e e n d o f c h e p t e r 7 o n é l i m i n a t i o n B o o l e e f f i r m e d t h a t 

t h e é q u a t i o n . ( 8 6 . 1 ) e d m i t s o f a r e m e r k a b l e i n t e r p r é t a t i o n . L e t 

f ( x ) - 0 i m p l y a p r o p o s i t i o n r e g a r d i n g "men". E q u a t i o n . f ( 1 ) - 0 e x 

p r e s s e s t h e o r i g i n e l p r o p o s i t i o n u n d e r t h e e s s u m p t i o n t h a t men 

made up t h e u n i v e r s e , w h i l e f ( 0 ) - 0 e x p r e s s e s what t h e o r i g i n a l 

é q u a t i o n w o u l d become i f men d i d n o t e x i s t . B e s e d upon t h i s e x 

a m p l e B o o l e c l a i m e d i n [ L T , 1 1 3 ] t h a t ( 8 6 . 1 ) e x p r e s s e s t h a t ."Whet 

i s e a u a l l v t r u e , w h e t h e r a g i v e n c l e s s o f o b j e c t s e m b r a c e s t h e 

w h o l e u n i v e r s e o r d i s e p p e a r s f r o m e x i s t e n c e , i s i n d e p e n d e n t o f 

t h a t c l e s s e l t o g e t h e r , a n d v i c e ver.se" He t h e n e d d e d t h a t e s : i n 
; 

t h e c a s e o f t h e o r e m (64.10> "we s e e a n o t h e r e x e m p l e o f t h e i n t e r -

p r e t e t i o n o f f o r m e l r e s u l t s , i m m e d i e t e l y d e d u c e d f r o m t h e mathe-

m a t i c a l l e w s o f t h o u g h t , i n t o g ê n e r a i a x i o m s o f p h i l o s o p h y " . 

'ï--- I n - t h e n e x t c h a p t e r B o o l e p r o p o s e d two m e t h o d s f o r t h e 

r é d u c t i o n o f a s y s t e m o f l o g i c a l . é q u a t i o n s t o o n e , s o t h a t h i s 

g ê n e r a i m e t h o d f o r t h e i n t e r p r é t a t i o n o f a s i n g l e é q u a t i o n c a n be 

a p p l i e d . F i r s t he p r e s e n t e d : t h e m e t h o d o f i n d e t e r m i n a t e j m i l t i -

p l i e r s w h i c h he h e d d i s c o v e r e d i n MAL. The d e m o n s t r e t i o n now o f -

f e r e d f o r i t s j u s t i f i c e t i o n i s more s i m p l e a n d é l é g a n t t h a n t h a t 
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g i v e n i n 1847*
3

> . The s e c o n d method. o f r é d u c t i o n i n t r o d u c e d was 

r e g a r d e d a s s u p e r i o r . t o t h e f o r m e r w h i c h h a d " t h e i n c o n v e n i e n c e 

o f r e n d e r i n g t h e s u b s é q u e n t p r o c e s s o f é l i m i n a t i o n a n d d e v e l o p -

m e n t s when t h e y o c c u r . somewhat t e d i o u s " [ L T . 115] . The l a t t e r 

m e t h o d was b a s e d on t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n s . B o o l e p r o v e d t h a t 

w h e n - t h e c o e f f i c i e n t s i n t h e d e v e l o p m e n t s o f V*, • V a . „% . a r e p o s i 

t i v e t h e n t h e . S y s t e m 

( 8 6 . 4 ) V*.-0, V
a
rO 

h a s t h e same l o g i c a l i m p o r t a s 

(86.5) Va+V
a
+...-0. 

I n t h e c a s e o f n e g a t i v e c o e f f i c i e n t s t h e S y s t e m (86.4-) i s é q u i v 

a l e n t t o é q u a t i o n . 

(86. 6 ) V
t

a

+Va
a

+.-.-0 

[ L T , 1 2 0 - 1 2 2 ]
< 3

> . 

As a n e x e m p l e o f h i s a p p l i c a t i o n o f t h e o r e m ( 8 6 . 6 ) t a k e t h e 

p r o p o s i t i o n 

( 8 6 . 7 ) X-Y, . 

wh e r e X a n d Y e a c h s a t i s f y t h e i n d e x l a w . The a b o v e i s w r l t t e n a s 

X-Y-0, whence t h e f o r m Vi=0. By s q u a r i n g we, h a v e 

( 8 6 . 8 ) X ( l - Y ) + Y ( l - X ) - 0 . 

The l e f t - h a n d s i d e is i n t e r p r é t a b l e s i n c e b o t h t e r m s s a t i s f y t h e 

i n d e x l a w a n d a r e e x c l u s i v e [ L T , 1 2 3 ] . 

Once more we n o t i c e B o o l e ' s p r é f é r e n c e f o r . modes . o f 

d é m o n s t r a t i o n c l o s e l y r e l a t e d t o t h e a l g e b r a i c p r i n c i p l e ( 8 4 . 1 1 ) 

r e t h e r t h a n p r o c e s s e s p e c u l i a r t o e n a l y s i s , a s w i t h t h e c a s e o f 

i n d e t e r m i n a t e m u l t i p l i e r s . T h i s r e m a r k h o l d s t r u e a l s o f o r t h e 

p r o o f o f t h e d e v e i o p m e n t t h e o r e m ( 8 4 . 1 3 ) a n d t h e s o l u t i o n , o f 

é l e c t i v e é q u a t i o n s . 

I n t h e s h o r t l O t h c h e p t e r ^ t i t l e d "Of t h e c o n d i t i o n s * o f a 

p e r f e c t m e t h o d " , B o o l e u n d e r t o o k t o e x t e n d c e r t a i n i d e a s ne h a d 

o n l y b r i e f l y h i n t e d a t i n MAL [ 7 . 7 ] . . P r o u d o f h i s . f o r m a i m e t h o d 

he c a r e d i n r e n d e r i n g i t • " p e r f e c t " . By t h a t h e d i d no.t mean 

" p e r f e c t i o n o n l y w h i c h c o n s i s t a i n p o w e r , b u t o f t h a t e l s o w h i c h 

i s : f o u n d e d i n t h e ; c o n c e p t i o n o f wh a t i s f i t a n d b e a u t i f u l " ;[LT, 

150] . I n d e e d , . a s ne s t a t e d i n t h e e n d o f t h a t c h a p t e r . t n o p a r -

t i c u l a r p r a c t i c a l a d v a n t a g e . was . d e r i v e d o u t o f h i s p e r f e c t 

m e t h o d . What was e s s e n t i e l f o r h i m was t o r e n d e r t h e f o r m s of- t h e 

m e t h o d " s u g g e s t i v e o f t h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e s , a n d i f : p o s s i b l e 
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o f t h e one f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e , upon w h i c h t h e y a r e f o u n d e d " 

[ L T , 150] . Now, t h i s o ne f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e c e n be no o t h e r 

t h e n t h e i n d e x l e w i n t h e f o r m 

^(86.9) x ( l - x ) - 0 . 

He t h e n w e n t o n t o s a y i n [LT,151]: 

Were b r e v i t y o r convenience the only valuable q u e l i t y o f a 

method, no advantage would f l o w from the adoption of such p r i n 

c i p l e . F or t o impose upon every s t e p of a s o l u t i o n the c h a r e c t e r 

above des c r i b e d [(86.9)], would i n v o l v e i n some instances no 

s l i g h t labour o f p r e l i m i n e r y réduction. But i t i s s t i l l i n t e r e s t i n g 

t o know t h a t t h i s can be done, end i t i s even of some importance t o 

be acquainted w i t h the c o n d i t i o n s under which such a form o f s o l u 

t i o n would spontaneously présent i t s e l f . 

It i s o f i m p o r t a n c e "to m e n t i o n t h è s e v i e w s f o r t h e y a r e
 A
 n o t 

o n l y o f B o o l e b u t a l s o o f many m a t h é m a t i c i e n s o f 

t h e t p e r i o d . B r e v i t y was one o f t h e e d v e n t e g e s o f t h e c e l c u l u s o f 

o p é r a t i o n s , b u t s y m m e t r y , é l é g a n c e and u n i t y w e r e n o t l e s s i m p o r -

t a n t . The p o e t e n d t h e p h i l o s o p h e r i s i n t e r w i n e d ^ t h e l o g i c i e n 

e n d t h e m e t h e m e t i c i e n i n B o o l e ' s p e r s o n e [ s e e e l s o 7.1, (2)). 

B o o l e r e c e l l e d t h e b a s i c f o r m s o f é q u a t i o n s 

X-vY 

K86.lu) .. X-Y 

v X - v Y 

a n d t h e i i : t r a n s f o r m a t i o n s i n t h e f o r m V-0, t h e l e t t e r s a t i s f y i n g 

t h e l a w (86.9) [ s e e {86.8 ) 1 . T h i s p o s s i b i l i t y i c o u l d be 

g e n e r a l i e d a s f o l l o w s . L e t V^vrf-v'+v
1

 * +..., where v . v ' v * ' . . . a r e 

f u n c t i o n s o f x . y , z , . . . w h i c h o b e y (86.9) . Then V c a n a l s o b e 

w r i t t e n i n t h e f o r m 

(86.11) V - v + ( l - v ) v ' + ( l - v ) U - v ' ) V ' + . . . 

t h u s s a t i s f y i n g t h e i n d e x l a w [ L T , 152-3]
ts

> . Thus " A l l l o g i c e l 

é q u a t i o n s t h e n a r e r e d u c i b l e t o t h e -form V-0, V s a t i s f y i n g t h e 

law. o f d u a l i t y " . B u t w o u l d i t n o t h e d b e e n e h i g h e r d e g r e e o f 

p e r f e c t i o n i f é q u a t i o n s a l w a y s p r e s e n t e d t h e m s e l v e s i n s u c h e 

f o r m ? [ L T , 153] . The r e a s o n why t h i s i s n o t a l w a y s s o " i s a 

c o n c e q u e n c e o f t h e f e c t t h a t o u r p r e m i s e s a r e n o t a l w a y s com

p l è t e , ..and a c c u r a t e , a n d i n d e p e n d e n t " . S e t t i n g a s i d e t h e f i r s t 

t w o p o i n t s , he went o n t o d e f i n e i n d e p e n d e n c e . "A S y s t e m o f 
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p r o p o s i t i o n s roay be t e r m e d i n d e p e n d e n t , when i t i s n o t p o s s i b l e 

t o d e d u c e f r o m a n y p o r t i o n o f t h e S y s t e m a c o n c l u s i o n d e d u c i b l e 

f r o m any o t h e r p o r t i o n o f i t " [ L T , 153-4].. 

N e x t he p r o v e d t h a t i f V i n t h e é q u a t i o n V-0 s a t i s f i e s t h e 

l a w (86.*3 ) a n d i f t h e e x p r e s s i o n o f any s y m b o l t o f t h a t é q u a 

t i o n be d e t e r m i n e d a s a d e v e l o p e d f u n c t i o n o f t h e o t h e r s y m b o i s , 

t h e n t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e e x p a n s i o n c a n assume o n r y t h e f o r m s 

1,0.0/0,1/0- [ L T . 1 5 5 ] . B o o l e a r g u e d t h a t t h e f i r s t t h r e e f o r m s a p -

p e a r i n d e p e n d e n t l y o f t h e c o n d i t i o n (86.9) f o r t h e f u n c t i o n . V. 

H o w e v e r , t h e t e r m s t o w h i c h 1/0 i s a t t a c h e d may r e c e i v e a n y o t h e r 

v a l u e , e x c e p t 1,0,0/0, when t h e c o n d i t i o n ( 8 6 . 9 ) : i s n o t 

s a t i s f i e d . To r e n d e r t h e m e t h o d u n i f o r m he d e c i d e d t o " c h a n g e a n y 

c o e f f i c i e n t o f a d e v e l o p m e n t n o t p r e s e n t i n g i t s e l f i n a n y o f . - t h e 

f o u r forms, r e f e r r e d t o [ . . . ] . i n t o .1/0, r e g a r d i n g t h i s a s t h e . sym

b o l p r o p e r t o i n d i c a t e t h a r t . t h a c o e f f i c i e n t . t o w h i c h i t i i s a t 

t a c h e d s h o u l d be e q u a t e d t o 0. T h i s c o u r s e I s h a l l f r é q u e n t l y 

a d o p t " ( L T . 156) . 

F i n e l l y B o o l e p r o v e d t h a t . i f . V s a t i s f i e s t h e i n d e x l a w , t h e 

r e s u i t o f t h e é l i m i n a t i o n o f a n y s y m b o i s
-

 f r o m V-0 c a n b e o b t a i n e d 

b y d e v e l o p i n g t h e g i v e n é q u a t i o n w i t h r é f é r e n c e t o t h e o t h e r sym

b o i s , and e q u a t i n g . t o 0 t h e sum o f t h o s e c o n s t i t u e n t s w h o s è c o e f 

f i c i e n t s , e q u a l 1 ( L T , 1 5 6 - 1 5 7 1 . T h u s , t h e c o n d i t i o n s o f a. p e r f e c t 

m e t h o d c o n s i s t o f t h e f o l l o w i n g : 

l . T h a t t h e p r o p o s i t i o n s a r e o f t h e o r d i n a r y k i n d , i m p l i e d b y t h e 

u s e o f t h e c o p u l a - i s o r a r e , ;the p r e d i c a t e b e i n g p e r t i c u l a r ' , 

: 2 . T h a t t h e t e r m s o f t h e p r o p o s i t i o n a r e i n t e l l i g i b l e w i t h o u t t h e 

s u p p o s i t i o n o f any u n d e r s t o o d r e l a t i o n among t h e é l é m e n t s w h i c h 

e n t e r i n t o t h e e x p r e s s i o n o f t h o s e t e r m s , a n d 

3 . T h a t t h e p r o p o s i t i o n s a r e i n d e p e n d e n t . 

He e n d e d t h e c h a p t e r w i t h t h e r e m a r k : " C o n s i d e r e d b o t h i n t h e i r 

r e l a t i o n t o t h e i d e a o f a p e r f e c t l a n g u a g e , a n d i n t h e i r r e l a t i o n 

t o t h e p r o c e s s e s o f a n e x a c t m e t h o d , t h è s e c o n d i t i o n s a r e e q u a l l y 

w o r t h y o f t h e a t t e n t i o n o f t h e s t u d e n t " ( L T , 1 5 8 ) . 

O m i t t i n g B o o l e ' s new t h e o r y f o r . h y p o t h e t i c a l s - c h e p t e r s 1 1 -

1 5 - we w i l l p r a c e e d t o i l l u s t r a t e h i s c r i t i c a l a p p r o a c h t o w a r d s 

t h e v a l i d i t y o f p h i l o s o p h i c a l a r g u m e n t s by C l a r k e a n d S p i n o z a . a s 

i n c h a p t e r 1 3 . We w i l l q u o t e h i s p r o c é d u r e t o p r o v e " T h a t u n -

c h a n a e a b l e and i n d e p e n d e n t B e i n g must be s e l f - e x i s t e n t " . T h e 
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p r e m i s e s a r e : 

1 .:Every b e i n g must e i t h e r h a v e corne i n t o e x i s t e n c e o u t o f n o t h -

i n g , o r i t must heve b e e n p r o d u c e d b y some e x t e r n e 1 c a u s e » o r i t 

m u s t be . s e l f - e x i s t e n t ; 

2 . No b e i n g h e s corne.«into e x i s t e n c e o u t o f n o t h i n g . 

3 . T h e u n c h e n g e a b l e e n d i n d e p e n d e n t B e i n g h e s n o t b e e n p r o d u c e d b y 

a n e x t e r n e 1 c a u s e . -

. L e t x - B e i n g s -which h a v e a r i s e n o u t o f n o t h i n g , y - B e i n g s 

w h i c h h a v e b e e n p r o d u c e d by a n e x t e m e l c a u s e , z - B e i n g s w h i c h a r e 

s e l f - e x i s t e n t a n d w-The u n c h e n g e a b l e a n d i n d e p e n d e n t B e i n g . We 

t h u s h a v e 

(.1) x C l r y ) C l - z ) + y ( l - x ) ( l - z ) ; + ( l ^ - x ) ( l - y ) - l (2) x-0 (3) w - v ( l - y ) . 
A 

E l i m i n a t i n g v f r o m (3) we h a v e (4) wy-O. 

"Whenever a s above t h e v e l u e o f a s y m b o l i s g i v e n e s 0 o r 1. i t 

i s b e s t e l i m i n a t e d by s i m p l e s u b s t i t u t i o n " . T h u s , t h e é l i m i n a t i o n 

o f x f r o m (1) g i v e s 

(5 ) y ( l - z ) + z ( l - y ) - l o r (6) y z + ( 1 - y ) ( l - z ) - O . 

A d d i n g ( 4) a n d (6) , . a n d e l i m i n a t i n g y , we g e t w ( l - z ) ^ 0 , hence 

;wrvz.' T h i s l a s t é q u a t i o n i s i n t e r p r e t e d a s "The u n c h e n g e a b l e a n d 

i n d e p e n d e n t . be i ng i s n e c e s s a r i l y . s e 1 f - e x i s t i n g " [ L T , 1 9 4 - 5 )
< f c >

-

We w i l l c o n c l u d e t h i s s e c t i o n w i t h -few comments up o n B o o l e ' s 

t r e a t m e n t o f A r i s t o t e l i a n l o g i c a s i n " h i s c h a p t e r 15 o f L T . F i r s t 

ne m e n t i o n e d t h e w e l l - k n o w n f o u r f o r m s ,of c a t e g o r i c e l p r o p o s i 

t i o n s , ; A, E , 0 end I ^ a n d t h e n r e f e r r e d t o De M o r g a n a n d H a m i l t o n 

i n c o n n e x i o n , w i t h t h e e n r i c h m e n t o f t h i s S y s t e m w i t h e n o t h e r f o u r 

f o r m s [ L T , 227) . : :He e x p r e s s e d t h e e i g h t - f u n d a m e n t a l t y p e s o f 

p r o p o s i t i o n s i n h i s s y m b o l i c l a n g u e g e a s f o l l o w s : 

A i l Y's a r e X's y«*vx 

No Y's a r e X's . y - v ( l - x ) 

Some Y's a r e X's : v y - v x 

( 8 6 . 1 2 ) -Some.Y's a r e n o t - X ' s v y - v ( l - x ) 

A i l not-Y'.s a r e X's l - y » v x 

No n o t - Y ' s a r e X's l - r y v ( l - x ) . 

Some n o t - Y ' s a r e X ' s v ( l - y ) - v x 

Some n o t - Y ' s a r e n o t - X ' s v d - y ) - v ( l - x ) 

[ L T , 2 2 8 ] <̂ >, . ; 

C o n v e r s i o n was e f f e c t e d b y t h e g ê n e r a i method a s f o l l o w s . 

T a k e " A i l Y ' s a r e X ' s " d e n o t e d a s 
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(86.13) y = v x . 

E l i m i n a t i n g v we h a v e 

(86.14) y ( l - x ) - 0 . 

The l a t t e r , s o l v e d w i t h r e s p e c t t o 1-x, g i v e s i 

0 • • . • 

(86.15) 1-x- - (1-y) 

0 . . . . 

i n t e r p r e t e d a s " A i l n o t - X ' s a r e n o t Y ' s " . T h i s i s a n e x e m p l e o f 

" n é g a t i v e c o n v e r s i o n " [LT-, 229]. 

T h r o u g h é l i m i n a t i o n t h e e x i s t e n t i e l i m p o r t o f v i n (86.16) 

i s d r o p p e d i n (86.14) end 0/0 i s no more r e p l a c e d b y v i n 

(86.15) . H e n c e . we n o t i c e o n c e more B o o l e ' s i n c o n s i s t e n c y i n h i s 

u s e o f v . I n MAL t h i s i n c o n s i s t e n c y was r e s t r i c t e d due t o t h e 

f e c t t h a t he h a d r e g e r d e d a s a S y s t e m o f t h e f u n d a m e n t a l f o r m s 

o f p r o p o s i t i o n s (74.8) i n s t e a d o f (86.12).. I n a n o t h e r c a s e , as: 

b e l o w , t h e e x i s t e n t i e l i m p o r t i s a p p a r e n t t h r o u g h o u t . L e t é q u a 

t i o n (86.13). M u l t i p l i c a t i o n w i t h v g i v e s 

(86.16) v y = v x • , 

r e a d as- "Some Y ' s a r e X*s',' -[LT,229
;
. H a i l p e r i n 1976, 78-91. 

L i s t i n g t h e c o n c l u s i o n s o f n é g a t i v e c o n v e r s i o n , B o o l e f o r m e d 

t h e f o l l o w i n g g r d u p o f é q u i v a l e n t f o r m s 

0 . 0 . 
(1) y ( l - x ) - 0 (2) (86.13) (3) 1-y- - x + ( l - x ) (4) x-y+ - (1-y.) 

0 0 
f o r t h e n é g a t i v e c o n v e r s i o n s o f (86,13) .. F o r e x a m p l e (3) . was 

r e a d a s " T h i n g s t h a t - are-: n o t - Y ' s i n c l u d e e l l t h i n g s t h a t a r e n o t -

X ' s , e n d e n i n d é f i n i t e r e m a i n d e r o f t h i n g s t h a t a r e X ' s " 

(LT,2301i W h e r e e s ' i n MAL n é g a t i v e c o n v e r s i o n wes s i m p l y e f -

f e c t e d b y c h e n g i n g X i n t o n o t - X a n d v i c e - v e r s a . F o r e x a m p l e , 

x y - 0 , "No X's a r e Y ' s , was w r i t t e n i n t h e f o r m x ( l - ( 1 - y ) ) = 0 i n 

t e r p r é t a b l e i n t o " A i l Xs a r e n o t - Y s " [MAL,28-29]. T h u s , h i s l i s t -

e c c o r d i n g t o t h e r u l e s p r o v i d e d -was more s t r e i g h t - f o r w a r d : 

" A i l X s a r e Y s " was é q u i v a l e n t t o e i t h e r o f t h e f o l l o w i n g : 

No X s a r e n o t - Y s •*• 

(86.17) No n o t - Y s a r e Xs : 

". A L I n o t - Y s a r e n o t - X s -

[MAL, 30] . 

S y l l o g i s t i c d é d u c t i o n s w e r e made more cumbersome t h a n i n MAL 

on s i m f l a r - l i n e s .
!

 The advanta'ge o f B o o l e ' s - f o r m a i m e t h o d l a y i n 

t h e p o s s i b l i l i t y o f now g ê n e r a i i z i n g h i s f o r m e r c e s e s i n t o t w o 
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v x - v ' y v x - v ' y 

( 8 6 . 1 8 ) a n d .: : 

wz-w'y wz-w'(1-y) 

d e p e n d i n g o n w h e t h e r t h e m i d d l e - t e r m s w e r e o f ."1 i k e " o r " u n i i k e 

q u a i i t y " . A s s u m i n g p r o p e r i n t e r p r é t a t i o n s t o t h e s y m b o l s v , v ' e t c 

a i l p o s s i b l e v a r i e t i e s w i t h r é f é r e n c e t o q u a n t i t y c a n be r e p r e -

s e n t e d . *
 ; 

H i s p r o c é d u r e h a s a s f o l l o w s : Suppose we h a v e t h e s y s t e m 

(1) v x - v ' y (3) v x d - v ' ï - O . 

( 8 6 . 1 9 ) o r 

(2) wz-w'y (4) w z ( l - w ' ) « 0 

E l i m i n a t i n g y f r o m (T) e n d (2) we h a v e 

(5) w'vx-v'wz 

Now, i t r e m a i n s t o e x p r e s s x , 1-x and v x i n t e r m s o f z a n d 

v.v*,w,w' s o a s t o i n c l u d e a i l t h e p o s s i b l e forms. o f t h e s u b j e c t 

o f t h e c o n c l u s i o n . 

B o o l e d o € i **<=>"t m e n t i o n i n L T any o f ( 3 ) , (4) a n d (5) . e n d 

g i v e s d i r e c t l y t h e v a l u e s o f x . 1-x and v x . D é t a i l s a r e p r o v i d e d 

i n h i s A n n o t e t e d c o p y o f MAL e d i t e d b y ( S m i t h 1 9 8 2 b ]
 < s >

 . - I n . o r d e r 

t o f i n d x B o o l e w r i t e s w ' v - t , v ' w z - t ' . i s o t h e t (5) ibecomes 

(6) t x - t ' » t " - t . t * " - f 

H e n c e . by d e v e l o p m e n t we h e v e x - t t '+q ( 1 - t ) ( 1 - t ' ) . t ' ( l - t ) - = 0 

R e p l e c i n g t . t ' w i t h t h e i r é q u i v a l e n t and t a k i n g u n d e r . c o n s i d é r a 

t i o n f o r m u l é e (3) a n d (4) h e . o b t e i n s t h e v a l u e . : f o r x [ S m i t h 

1 9 8 2 b , 4-8] . ' : ... ' .... . •_ . 

I n t h e A p p e n d i x o f t h i s c o p y
< v >

 a s e c o n d m e t h o d was s u g -

g e s t e d w o r t h o f m e n t i o n i n g . S o l v i n g (2) i f o r y .we h a v e 

(7) y-ww'z+qd-w') (1-wz) w i t h (4) h o l d i n g t r u e . 

H e n c e , f r o m ( 1) we h e v e 

(8) v x - v ' (w'wz+q< l-w'O (1-wz) ) . -r •-. - -.,1 

B o o l e s o l v e s ( 8) i n r e s p e c t w i t h x , e x p a n d s t h e c o e . f f i - c . i e n t o f z 

w i t h r é f é r e n c e t o v a n d w a n d t a k i n g u n d e r c o n s i d é r a t i o n (4) he 

f i n a l l y o b t e i n s t h e seme r e s u i t a s b e f o r e [ S m i t h 1 9 8 2 b , 3 3 - 3 4 ] , 

The p r o c é d u r e s a r e l o n g e n d compl i c a t e d , a n d o n s i m i . l a r 1 i n e s 1-x 

and v x a r e d e t e r m i n e d s e p a r a t e l y . O m i t t i n g t h e d e t e i l S j W e w i l l 

s o l e l y g i v e t h e r e s u i t f o r x a s g i v e n i n L T w h i c h c o ï n c i d e s w i t h 

t h e t p r o v i d e d i n t h e t c o p y w i t h t h e o n l y e x c e p t i o n t h e t now q i s 

r e p l e c e d b y 0/0 
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0 

x - t w ' w w ' + - [ W (1-w) (1-w* ) + W ( 1 - v ) ( 1 - V ) + ( l - v ) ( 1 - u ) ] ] z + 
0 

0 
- [ W Cl-w'.J+l-v] ( 1 - z ) 

" 6 
[ L T . 2 3 3 ] . 

B o o l e n e x t p r o v i d e s t h e c o n d i t i o n s a n d r u l e s o f i n f e r e n c e 

f o r b o t h c a s e s i n (86.
1

*3) a n d h a v i n g done s o he a p o l o g i s e s f o r 

t h e n e e d l e s s c o m p l e x i t y o f h i s p r o c e s s o f i n v e s t i g a t i o n , w h i c h i s 

a p p a r e n t o n l y . i n t h e f o r m u l a e t h a t e x p r e s s x , 1-x a n d v x i n b o t h 

c a s e s . He a g r e e s t h a t t h e same r e s u l t s , i . e . t h e r u l e s o f s y l 

l o g i s t i c i n f e r e n c e . c o u l d h a v e b e e n o b t a i n e d ~ w i t h g r e a t e r 

f a c i l i t y b u t i t was h i s o b j e c t . he c l a i m e d , " t o c o n d u c t t h e i n 

v e s t i g a t i o n i n t h e most g e n e r a l m a n n e r , and by an a n a l y s i s 

t h r o u g h o u t e x h a u s t i v e . W i t h t h i s - e n d i n v i e w ; t h e b r e v i t y o r 

p r o l i x i t y o f t h e m e t h o d e m p l o y e d i s a m a t t e r o f i n d i f f e r e n c e " 

[ L T , 2371 .: 

H a v i n g a r g u e d s o , he i l l u s t r a t e s t h e g e n e r a l i t y o f h i s 

m e t h o d w h i c h c a n p r o v i d e d e d u c t i o n s t h a t a r e b e y o n d t h e s c o p e o f 

t r a d i t i o n a l s y l l o g i s t i c b y r e p l a c i n g v , x e t c i n t h e s y s t e m 

( 8 6 . 1 9 ) w i t h q u a l i t i e s t h a t e x p r e s s c o l o u r o f p i e c e s . The r e s u l t 

i3 a 9 - l i n e s e n t e n c e t h a t r e m i n d s u s o f De M o r g a n ' s 

games w i t h w o r d s i n h i s o b s c u r e p a p e r o n r e l a t i o n s [ 1 8 6 0 a ] . B o o l e 

was p r o u d o f h i s method b u t h i s t r e a t m e n t o f A r i s t o t e l i a n l o g i c 

was f a r l e s s s u c c e s f u l t h a n i n h i s e a r l i e r a c c o u n t in-MAL,- w h i c h 

was l e s s e l a b o r a t e b u t more s t r a i g h t - f o r w a r d . 

Summing up what he h a d p r e s e n t e d s o f a r i n L T i n r e s p e c t -

w i t h h i s g e n e r a l m e t h o d i n l o g i c , B o o l e o f f e r e d a s a c o n c l u s i o n 

w h a t he h a d h i n t e d a t i n h i s i n t r o d u c t o r y c h a p t e r . S c h o l a s t i c 

l o g i c i s n o t a s c i e n c e , he w r o t e , " b u t a c o l l e c t i o n o f s c i e n t i f i c 

t r u t h s , t o o i n c o m p l e t e t o f o r m a. s y s t e m o f t h e m s e l v e s , a n d n o t 

s u f f i c i e n t l y f u n d a m e n t a l t o s e r v e a s t h e f o u n d a t i o n u p o n w h i c h a 

p e r f e c t s y s t e m may r e s t " . . He i s s c e p t i c a l a b o u t t h e r e a l - u t i l i t y 

o f t r a d i t i o n a l l o g i c ' s mnemonic r u l e s a n d e nds up w i t h "As c o n 

c e r n s t h e p a r t i c u l a r r e s u l t s d e d u c e d i n ' t h i s c h a p t e r , i t i s t o be; 

o b s e r v e d , t h a t t h e y a r e s o l e l y d e s i g n e d t o a i d t h e i n q u i r y c o n 

c e r n i n g t h e n a t u r e o f t h e o r d i n a r y o r s c h o l a s t i c l o g i c , a n d i t s 

r e l a t i o n t o a more p e r f e c t t h e o r y o f • d e d u c t i v e r e a s o n i n g " 

[ L T , 2 4 1 - 2 ] . 
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8.7 B o o l e * s s p e c u l e t i o n s o n s y m b o l i c o 1 p r o c é d u r e s i n l o g i c i n 

l o t e 1 8 5 0 ' s . 

Up t o t h e e e r l y 1 8 5 0 ' s B o o l e wos m o s t l y i n t e r e s t e d i n v i n -

d i c a t i n g s y m b o l i c a l m e t h o d s t h r o u g h a p p l i c a t i o n s i n p r o b l e m s , o f 

a n a l y s i s - s u c h e s , i n t h e s o l u t i o n o f t h e L a p l a c e é q u a t i o n { 5 . B l 

a n d i n l o g i c [MAL a n d LT1 . -His l o g i c e l w r i t i n g s w ere m a i n l y 

a d r e s s e d t o m a t h é m a t i c i e n s and l o g i c i e n s w i t h a c o n s i d e r a b l e 

K n o w l e d g e o f s y m b o l i c a l a l g e b r a and a n a l y s i s . G r a d u e l l y t h e s c e n e 

c h e n g e s a n d he becomes more i n t e r e s t e d i n t h e f o u n d a t i o n s a n d 

p h i l o s o p h y o f s y m b o l i c e l m e t h o d s r o t h e r t h e n i n t h e i r a p p l i c a 

t i o n s .. 

B o o l e h a d . meent t o p r é s e n t h i s m a t e r i a l i n L T w i t h i n a 

p h i l o s o p h i c a l f r e m e - w o r k m i s s i n g i n MAL. T h e r e w e r e i n d e e d c e r 

t a i n i n s t a n c e s , s u c h a s i n c o n n e c t i o n w i t h . h i s " t h e o r e m " ( 8 4 . 1 0 ) , 

w h e r e -somehow u n s u c c e s f u l l y [ s e e 8 . 4 , ( 8 ) ] - he h a d h i n t e d e t t h e 

m e t e p h y s i c a l i n t e r p r e t e t i o n o f s y m b o l i c f o r m u l é e . I n t h e i n t r o -

d u c t o r y c h a p t e r he s t r e s s e d t h e t t h e p r i n c i p i e s o f s y m b o l i c e l 

m e t h o d s a r e n o t m e t h e m e t i c a l b u t f o u n d e d i n t h e v e r y n a t u r e o f 

l a n g u a g e [ L T , 6 ) . I n t h a t c h a p t e r B o o l e i n c l u d e d i n summary h i s 

e a r l i e r i n v e s t i g a t i o n s i n c o n n e c t i o n w i t h s y m b o l i c e l methods i n 

l o g i c a n d m a t h e m e t i c s [ s e e s e c t i o n s 8 . 2 , 8 . 3 , 8.4; L T , 5 - 1 3 1 . 

I n t h e c o n c l u d i n g c h e p t e r o f LT B o o l e c o n t e m p l e t e d t h e COn-
fi* *<» 

c e p t s o f . i n d u c t i o n , i n f i n i t y y \ u n i t y e s w e l l as t h e r o l e o f 

p h i l o s o p h y i n t h e d o m a i n o f s c i e n c e i n g e n e r a l . He s t r e s s e d t h e 

r o l e o f . i n t u i t i o n i n p r o c e s s e s o f d i s c o v e r y and c l e i m e d t h a t t h e 

i s o l a t e d s t u d y o f d i f f é r e n t d o m a i n s o f s c i e n c e i n h i b i t s man's 

p o s s i b i l i t y t o corne c l o s e t o t h e " T r u t h " w h i c h , i n d i r e c t l y and i n 

en o b s c u r e w e y , he r e l a t e d t o G o d . B o o l e ' s e p i s t e m o l ó g i c a ! v i e w s 

e r e w o r t h y o f a t t e n t i o n a n d w i l l be b r i e f l y d i s c u s s e d i n 8 . 9 . 

H o w e v e r , t h e y s h e d no l i g h t w h a t s o e v e r i n h i s s y m b o l i c e l t r e e t -

ment o f l o g i c a s e x p o s e d i n t h e m a i n p a r t o f h i s book [ 8 . 4 - 8 . 6 ] . 

I n d e e d , s o o n
 ;
 . a f t e r c o m p o s i n g L T , B o o l e r e e l i z e d t h e t h i s 

p h i l o s o p h y o f l o g i c wes fridden b e n e e t h e x c e s s i v e s y m b o l i s m e n d 

t h u s d e c i d e d t o w r i t e e s e q u e l t o i t where t h e t h e o r y o f l o g i c 

w o u l d be o u t s t r i p p e d o f i t s m a t h e m a t i c a l v e i l . We e r e l e f t w i t h a 

s e r i e s o f m a n u s c r i p t s w r i t t e n d u r i n g t h e p e r i o d 1855-1860 i n 

w h i c h he d e a l t w i t h t h e n a t u r e o f l o g i c , t h e d o c t r i n e s o f c o n c e p -
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t i o n , j u d g m e n t a n d r e a s o n i n g a s w e l l a s w i t h t h e u s e o f sym-

b o l i s m i n l o g i c ( H e s s e 1952, 6 3 - 6 4 1 T h e s e m a n u s c r i p t s a r e d r e f t s 

f o r t h e b o o k o n p h i l o s o p h y o f l o g i c w h i c h he had. i n t e n d e d e s a 

s e q u e l t o LT ^
u

" t w h i c h was n e v e r ^t'<MsK&<) . (7 .1 t e x t a n d ( 2 4 ) ] . 

The book was n o t c o m p l e t e d f o r . a v a r i e t y o f r e a s o n s : i l l n e s s , i n 

d e c i s i ó n a s t o whe-t t o i n c l u d e f r o m . h i s
 :
v a r i o u s d r a f t s a n d p r e m e -

t u r e d e a t h . F u r t h e r s t u d y o f t h e s e m a n u s c r i p t s s u g g e s t e n o t h e r 

p l a u s i b l e r e e s o n , t h a t i s , d i f f i c u l t y t o e x p r e s s w i t h l r t . o r d i n a r y 

l a n g u e g e what he. was e c c u s t o m e d t o s t a t e w i t h e a s e b y means o f 

s y m b o l s *
1 1

 . A s a r e s u l t . d e s p i t e h i s c l a i m s - o f o u t s t r i p p i n g l o g i c 

o f i t s s y m b o l i c a l v e i l . B o o l e w o u l d r e f e r t o c e r t a i n s y m b o l i c a l . 

f o r m u l a e a n d w o u l d d e v o t e . a c o n s i d e r a b l e p a r t r o f . t h e s e . 

m a n u s c r i p t s o n a d i s c u s s i o n o f t h e a p p a r e n t i n d e p e n d e n c e . o f sym

b o l i c a l p r o c e d u r e s f r o m m e t h e m a t i c a l n o t i o n s . : 

C o n s i d e r a b l e " s t u d y h a s beerb c a r r i e d o u t i n o u r c e n t u r y :
 :
 o n 

B o o l e ' s m a n u s c r i p t s
 < a >

. I n what f o l l o w s we-wi11 s t r e s s h i s v i e w s 

on t h e n a t u r e a n d v a l u é o f s y m b o l i c a l p r o c e d u r e s i n g e n e r a l , 

a i m i n g t o i 1 l ú s t r a t e ' i n 8.8 h i s u n p u b l i s h e d v i e w s t h r o u g h h i s 

p u b l i s h e d r e s p e c t i v e a c c o u n t i n h i s . t r e f e t i s e o n d i f f e r e n t i e l 

e q u a t i o n s w r i t t e n i n 1 8 5 9 . . f u o f "g<™i)e3 

We s t a r t w i t h t h e t y p e s c r i p t y \ i n t r o d u c t i o n . W=s [ s e e , 7.1-, 

( 2 4 ) J . . T h e r e h e a d m i t t e d t h a t a l g e b r a i c p r o c e d u r e s h a d u n d o u b -

t e b l y b e e n a s o u r c e o f d i f f i c u l t y f o r . r e a d e r s o f L T . H o w e v e r , he. 

c l a i m e d , t h e e m ployment o f t h e s e p r o c e d u r e s was: n o t . e r b i t r . a r y b u t 

r e s t e d upon t h e a n a l o g i e s p r o v e d t o e x i s t b e t w e e n t h e o p e r a t i o n s 

o f t h o u g h t i n l o g i c and t h e a l g e b r a o f 0 a n d 1. T h i s a n a l o g y , he 

went o n , d o e s n o t c o n s i s t i n l i k e n e s s o f t h e . o p e r a t i o n s o r o f t h e 

s u b j e c t s , b u t , " a s e v e r y s t r i c t a n d p r o p e r a n a l o g y d o e s - i n l i k e 

n e s s o f r e l a t i o n s . A greement i n f o r m a l l a w s i s t h e o n l y g r o u n d 

upon w h i c h a n y c o n n e c t i o n o f t h e m e t h o d b e t w e e n L o g i c a n d t h e 

s c i e n c e o f number ( a l g e b r a , o f 0 a n d 11? is» p o s s i b l e " . CW
3
, 2] . 

An i m p o r t a n t q u e s t i o n a r i s e s n e x t ; how f a r t h i s a n a l o g y i s 

i n d i s p e n s a b l e i n t h e f u l ! d e v e l o p m e n t o f l o g i c ? B o o l e s a y s t h a t 

t h i s a n a l o g y p r o v e d e s s e n t i e l t o h i m m a i n l y a s a means t o d í s -

c o v e r m e t h o d s . I n f e c t , r e a L - i s o l a t i o n a n d i n d e p e n d e n c e i n t h e 

s t u d y o f t h e d e p a r t m e n t s o f ^ t h e d o m a i r i o f t r u t h . i s h a r d l y p o s -

s i b l e . H o w e v e r , u n d e r t h e b e l i e f t h a t t h i s a n a l o g y - w a s n o t . e s s e n 

t i e l , he w o u l d p r e s e n t t h e r e s u t s t o w h i c h he was l e d b y i t . 
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u s i n g p u r e l y l o g i c e l d e v i c e s [W
3
,. 2 r 3 J . 

The i m p o r t o f . t h e s e i n t r o d u c t o r y s t a t e m e n t s i s a l s o e v i d e n t 

i n some o t h e r m a n u s c r i p t s w r i t t e n e r o u n d 1 8 5 5 - 5 6 ^ c i t e d e a r l i e r a s 

LR [ s e e 8 . 5 , { 2 ) 1 . I n c o n n e c t i o n w i t h t h e s y m b o l i c e l p r o c e d u r e s 

i n LT . B o o l e p o s e s t h e f o l l o w i n g q u e s t i o n : "What i s t h e l o g i c a l 

i m p o r t o f t h e p r o c e s s e s t h e r e e m p l o y e d ? A n a l o g i e s , m a t h e m a t i c a l , 

a n d o t h e r w i s e , b e i n g c a s t a s i d e , what . d o c t r i n e o f t h e i n t e l l e c 

t u a l o p e r a t i o n s r e m a i n s c o n c e a l e d b e n e a t h t h e f o r m s t h e m s e l v e s ? " 

[ L R , 2 1 2 ] . W i t h i t h i s q u e s t i o n B o o l e . t a c k l e s d i r e c t l y t h e 

p h i l o s o p h i c a 1 d o c t r i n e o f s y m b o l i c e l p r o c e d u r e s i n g e n e r a l . 

B e f o r e we p r e s e n t b i s c o n c l u s i o n on t h i s m a t t e r i n L R , l e t u s 

f i r s t g i v e a s k e t c h o f h i s g e n e r e l s p e c u l a t i o n s i n t h e s e 

m a n u s c r i p t s . - . : - . . : - • [ 

F i r s t he d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n t h e h i g h e s t c o n c e p t i o n o f 

l o g i c , - a s " c o n v e r s a n t a b o u t a l l Tho u g h t w h i c h a d m i t s o f 

e x p r e s s i o n ; w h e t h e r t h a t e x p r e s s i o n be e f f e c t e d b y t h e s i g n s o f 

common L a n g u a g e o r b y t h e s y m b o l i c - l a n g u a g e o f t h e 

m a t h e m a t i c i a n " , e n d t h e s e c o n d a r y one w h i c h c o n s i s t s o f t h e l o g i c 

o f c l a s s [ L R , 2 1 2 - 2 1 3 J . T h e n , o n l i n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d 

i n N 7 - N 2 7 , he p e r c e i v e d a c l o s e c o n n e c t i o n b e t w e e n t h e c o n c e p t i o n 

o f number w i t h t h a t o f c l a s s [ LR, 2 1 4 ] . He went on t o d i s c u s s t h e 

t h r e e f u n d a m e n t a l o p e r a t i o n s o f c o n c e p t i o n ,
 f

j u d g m e n t a n d r e a s o n 

i n g and t h e i r l a w s . He c l a i m e d t h e t t h e l e w s o f i d e n t i t y , c o n 

t r a d i c t i o n e n d o f e x c l u d e d m i d d l e cannot- be r e g a r d e d e s e l o n e 

f u n d e m e n t a l b u t f o r m o n l y , p a r t o f a s y s t e m o f l o g i c [ LR, 214-216; 

R h e e s 1 9 5 2 , - 2 5 ) ; . J 

P r o v i d i n g a n e x a m p l e o f t r e d i t i o n e l s y 1 l o g i s m ^ B o o l e mede t h e 

f o l l o w i n g s t e t e m e n t i n [ L R , 2 1 7 - 2 1 8 ] :
 s 

I t h i n k I should myself have been at f i r s t disposed t o con

j e c t u r e t h a t the v a l i d i t y o f inference depends upon the formal laws 

of o p e r a t i o n s a l o n e . I would add the t i t i s not upon c o n s i d e r a t i o n s 

such as these the p r o p o s i t i o n es involved i n the symbolism of my 

* t r e a t i s e r e s t s . I t i s upon the f a c t which i s e s t a b l i s h e d : t h e t the 

formal laws o f a 11 conceptions of c l a s s ere those which are common 

t o the two l i m i t i n g conceptions o f universe and Nothing. i . e . t o . 

the two conceptions which express simply the idées o f e x i s t e n c e end 

non-existence.. 
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B o o l e o b s e r v e d t h a t a l o g i c a l c o n l u s i o n i s a l w e y s i n t h e 

f orm o f a n e c e s s e r y p r o p o s i t i o n m o d i f i e d by means o f t h e 

p r e m i s e s . T h e r e a r e f o u r c a t é g o r i e s o f m o d i f i c a t i o n s t u d i e d i n 

8 . 5 : t h e u n i v e r s e l , the- i n d e f i n i t e , t h e n o n - e x i s t e n t a n d t h e i m 

p o s s i b l e [LR, 2 2 0 - 2 2 2 J . He w e n t o n t o c o mpare t h e s e f o u r 

c a t é g o r i e s w i t h t h o s e d i s t i n g u i s h e d by. K a n t , t h e u n i v e r s a 1 , t h e 

p a r t i c u l a r a n d t h e s i n g u l a r a n d s p e c u l a t e d o n w h e t h e r h i s own 

scheme " c a n be e s t a b l i s h e d i n d e p e n d e n t l y : o f t h e i n t e r p r é t a t i o n o f 

s y m b o l i c f o r m s " [ L R , 2 2 4 - 2 2 6 ) . 

F i n a l l y , we a r e p r e s e n t e d w i t h . h i s o v e r a l l c o n c l u s i o n s w h i c h 

p a r t l y a n s w e r t h e i n i t i a l q u e s t i o n m e n t i o n e d a b o v e [ L R , 2 2 6 - 7 ] . We 

p r é s e n t h i s m a i n p o i n t s i n summary l i s t i n g t h e m , f o r r é f é r e n c e 

p u r p o s e s a s : 

(87.1) The b a s i s o f a i l - l o g i c i s t h e p o s s i b i l i t y o f a p p r e h e n -

d i n g t h e l a w s o f g ê n e r a i c o n c e p t i o n s . T h e s e c o n c e p t i o n s 

may be o n l y t h e u n a t t a i n a b l e l i m i t s o f p r o c e s s e s o f a b 

s t r a c t i o n . U n s b l e t o p i c t u r e t hem we c a n o n l y s t u d y 

a n d c o n t e m p l a t e t h e i r l a w s "And t h e s e l a w s c o n t e m p l a t e d 

a n d a p p l i e d c o n s t i t u t e t h e i m m é d i a t e s u b j e c t m a t t e r o f 

a i l . L o g i c " . 

( 87.2) T h e s e c o n c e p t i o n s a r e e x p r e s s e d by s i g n s w h ose l a w s e x 

p r e s s t h e l a w s o f t h e c o n c e p t i o n s . Hence t h e y a r e a r -

b i t r a r y i n c h a r a c t e r b u t f i x e d i n i n t e r p r é t a t i o n a n d 

l a w . 

(87.3) I n t e l l e c t u e l p r o c é d u r e c o n s i s t s i n e l e m e n t a r y o p é r a - . 

t i o n s o f t h o u g h t by w h i c h c o n c e p t i o n s a r e c o m b i n e d and 

c o m p e r e d end by w h i c h p r o p o s i t i o n s è r e e x p r e s s e d e n d 

i n f e r r e d . ; 

(87.4) E v e r y i n t e l l e c t u e l o p é r a t i o n i m p l i e s a s u b j e c t u p o n 

w h i c h i t i s p e r f o r m e d , e n d a r e s u i t t o w h i c h i t l e a d s . 

G i v e n t h e f o r m e r we c a n d é t e r m i n e t h e r e s u i t b y a d i 

r e c t p r o c é d u r e b a s e d u p o n f o r m a i l a w s o n l y . When: we 

s e e k t o d é t e r m i n e t h e s u b j e c t , t h e i n v e r s e p r o c é d u r e 

i n v o l v e d d é p e n d s u p o n o u r k n o w l e d g e o f t h e g ê n e r a i n a 

t u r e o f t h e s u b j e c t c o n c e p t i o n a n d upon. t h e s p é c i f i c a 

t i o n o f t h i s k n o w l e d g e t h r o u g h a k n o w l e d g e o f t h e g ê n e 

r a i r e s u l t s o f t h e d i r e c t p r o c é d u r e . 

(87.5) " O p e r a t i o n s may be s u b j e c t t a c o n d i t i o n s o f p o s s i b i l i t y 
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a s w e l l a s t o f o r m a i l e w s , when p o s s i b l e . B u t t h e s a me 

f o r m e l l e w s may b e l o n g t o d i f f é r e n t s e t s o f o p é r a t i o n s 

e n d i n t h e one s e t . t h e c o n d i t i o n s o f p o s s i b i 1 i 1 i t y
f

m e y 

be w i d e r t h o n i n t h e o t h e r . I n t h i s c e s e , we mey-con-

d u c t o u r r e e s o n i n g e b o u t t h e s p h è r e o f t h e one b y t r a n -

s f e r i n g t hem t o t h e s p h è r e o f t h e o t h e r " . 

( 8 7 . 6 ) "The q u e s t i o n w h e t h e r t h e i n t e l l e c t u a l p r o c é d u r e o f 

t h o u g h t i s e n t i r e l y d é p e n d e n t upon f o r m e l l a w s , - s o 

t h e t we mey n o t o n l y n e g l e c t t h e c o n d i t i o n s o f p o s s i b i -

l i t y o f t h e o p é r a t i o n s i n t h e a c t u e l s p h è r e o f t h e 

r e e s o n i n g , b u t a l s o t h e c o n s i d é r a t i o n w h e t h e r t h e r e 

e x i s t eny o t h e r s p h è r e i n w h i c h o p é r a t i o n s s u b j e c t t o 

t h e same l a w s e x i s t , b u t n o t l i m i t e d b y t h e same c o n d i 

t i o n s o f . p o s s i b i 1 i t y , - s t i l l r e m a i n s " . 

The m o s t i m p o r t a n t o f t h e . p o i n t s r a i s e d a b o ve i s ( 8 7 . 5 ) , 

w h e r e B o o l e f o r t h e f i r s t t i m e s p é c u l â t e s on f o r m e l c o n d i t i o n s o f 

p o s s i b i 1 i t y . I n e n o t h e r p a p e r , c i t e d h e r e o s " E x t r a c t s " , he o b 

s e r v e s " t h e t t h e m e e n i n g o f w o r d s i s n o t e l w a y s w h o l l y i n d e p e n -

d e n t o f t h e f o r m o f e x p r e s s i o n i n w h i c h t h e y o c c u r " . F o r e x 

a m p l e , we c a n n o t e x p r e s s "X's and Y ' s " u n l e s s X and Y è r e d i s 

t i n c t c l a s s e s . H e n c e , " i t i s t h a t t h e f o r m s o f l e n g u a g e , w h i c h i s 

b u t t h e o u t w e r d e x p r e s s i o n o f t h o u g h t , impose c o n d i t i o n s o f i n -

t e r p r e t a b i 1 i t y upon t h e s y m b o l s w h i c h t h e y c o n n e c t " [ " E x t r a c t s " , 

2 32-3)
 < 3 Ï

 . S o , w h i l e up t o L T B o o l e wes m a i n l y i n t e r e s t e d i n t h e 

i n t e r p r e t a b i 1 i t y o f r e s u l t s , now he a l s o p a y s a t t e n t i o n t o t h e 

c o n d i t i o n s o f p o s s i b i l i t y o f f o r m a i e x p r e s s i o n s . B a s e d upon t h e 

i n d e x l a w he i n f e r s t h e t " t h e e q u e t i o n x y - 0 i s t h e c o n d i t i o n o f 

i n t e r p r e t e b i 1 i t y o f t h e o p e r e t i o n o f a d d i n g y t o x i n e i t h e r S y s 

t e m [ L o g i c o r d u e l e l g e b r e l , end i t i s e c o n d i t i o n f o r m e l l y 

e x p r e s s e d " [ R h e e s 1 9 5 2 , 2 1 1 « * * . 

On s i m i l e r l i n e s y ( l - x ) - 0 i s t h e c o n d i t i o n o f p o s s i b i l i t y 

f o r e x p r e s s i o n x - y e n d x ( l - y ) ~ 0 r e s p e c t i v e l y t h e c o n d i t i o n f o r 

x / y . P r i o r t o t h i s , he n o t i c e d t h a t no s u c h c o n d i t i o n i s i n v o l v e d 

i n c o m p o s i t i o n . I t i s o f i n t e r e s t t o n o t i c e h e r e , t h a t t h e c o n d i 

t i o n f o r d i v i s i o n ( w h i c h he c a l l e d a b s t r a c t i o n ) wes n o t d e r i v e d 

b y meens o f t h e d e v e l o p m e n t f o r m u l e a s i n LT [ ( 8 5 . 1 0 ) - ( 8 5 . 1 2 ) ] . 

R e p r e s e n t i n g x / y by w he i n f e r r e d x-yw end m u l t i p l i e d b o t h s i d e s 

w i t h 1-y. Due t o t h e i n d e x l a w , x ( l - y ) - 0 was o b t a i n e d [Rhees 
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1 9 5 2 , 2 2 } . 

I n some o t h e r m e n u s c r i p t s , c i t e d i n [ H e s s e 1 9 5 2 . 7 0 ] , B o o l e 

d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n o p é r a t i o n s o f e x t e n s i o n , + and - , a n d 

o p é r a t i o n s o f i n t e n s i o n , and / . H i s c o n c e p t o f c l a s s i s 

p r o m i n e n t t h r o u g h o u t a i l h i s - m a n u s c r i p t s . Once m o r e , ; r e g a r d i n g 

d i v i s i o n a s a n o p é r a t i o n , he c a l l e d a b s t r a c t i o n t h e i n v e r s e o f 

c o m p o s i t i o n ^ a d d i n g t h a t " T h i s i s t h e o n l y o p é r a t i o n w h i c h i n t r o -

d u c e s c l a s s members n o t c o n t a i n e d i n t h e i n i t i a l c l a s s c o n c e p t s " . . 

I t h a s t o be n o t i c e d t h a t , n e i t h e r i n MAL, n o r i n LT d i d B o o l e 

a c c e p t . d i v i s i o n a s an o p é r a t i o n . M o r e o v e r , t h i s i s t h e o n l y i n 

s t a n c e where. he p o i n t s o u t t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n o p é r a t i o n s o f 

e x t e n s i o n a n d i n t e n s i o n w h i c h i s i m p o r t a n t f o r t h e i r p r o p e r 

i n t e r p r é t a t i o n *
3

' . . . 

We end w i t h f e w more comments o n d i v i s i o n i n [ " E x t r a c t s " , 

2 4 2 - 3 ] . B o o l e d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n t h e s y m b o l i c a l é q u a t i o n s 

(87.7) x - y z (1) 

(87.8) y - x / z (2) 

a n d 

1 0 

(87.9) y - l x z + 0 z ( l - x ) + - ( l - z ) x + - ( l - z ) ( l - x ) ( 3 ) 
0 0 

commenting a s f o l l o w s : 

In (1) , which i s the s y m b o l i c a l e x pression o f t h e premiss, 

' the concept y whose e x p l i c i t définition i s sought appears i n com

p o s i t i o n w i t h z . From t h i s connexion i t i s f r e e d by the i n v e r s e 

opération of a b s t r a c t i o n . The équation (2) expresses t h i s f a c t , and 

shews t h a t i t i s by a b s t r a c t i o n o f the concept z from t h e concept x 

tha t the définition o f y must be o b t a i n e d . Equation (3) e x h i b i t s 

t h e r e s u i t of the a b s t r a c t i o n as obtained by t h e process o f 

development. t h a t process depending not upon the meaning of the 

symbols x, z , but o n l y upon t h e i r formai laws. 

From t h e above c i t a t i o n B o o l e seems t o r e g a r d (87.8) a s t h e 

f o r m a i d é f i n i t i o n o f d i v i s i o n . H o w e v e r , t h i s i s n o t c l e a r , ( 8 7 . 8 ) 

i s r a t h e r t h e f o r m a i e x p r e s s i o n o f t h e o p é r a t i o n o f d i v i s i o n t h a n 

i t s p r o p e r d é f i n i t i o n . For,- t h e c o m p l è t e d é f i n i t i o n , o f d i v i s i o n 

- a c c o r d i n g t o p o i n t ( 8 7 . 4 ) - w o u l d h a v e i n c l u d e d » b e s i d e s ( 8 7 . 8 ) , 

t h e f o r m u l a -

(87.10) z z -
1

 x - x 
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w h i c h i n v o l v e s t h e e a r l i e r n o t o t i o n z
- 1

 g i v e n i n ( 8 3 . 3 ) . F o r m u l a 

( 8 7 . 1 0 ) was m e n t i o n e d i n t h e d i s t i n c t i o n o f s y m b o l i c e 1 e q u a t i o n s 

i n v o l v i n g t h e i n v e r s e o f d i f f e r e n t i e t i o n i n J i i s [ 1 8 5 9 ] , [ s e e 

( 8 8 . 3 ) b e l o w l 

The a b o v e a c c o u n t shows e v i d e n c e o f t h e p r o m i n e n c e o f .sym

b o l i c a l p r o c e d u r e s i n h i s w o r k . To d i s p e n s e w i t h them i n l o g i c 

l e d . i n f a c t , t o a d e e p e r s p e c u l a t i o n u p o n t h e i r n a t u r e ' T V . To a 

g r e a t e x t e n t t h e s e o b s e r v a t i o n s c l a r i f y h i s r a t h e r o b s c u r e a c 

c o u n t i n L T . B u t i t was o n l y w i t h h i s t e x t b o o k o n d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s i n 1859 t h a t B o o l e p r e s e n t e d t o t h e p u b l i c t h e outcome 

o f h i s p h i l o s o p h i c a l e n d e d u c a t i o n a l c o n c e r n s i n c o n n e c t i o n w i t h 

s y m b o l i c a l p r o c e d u r e s . We w i l l p r e s e n t t h e most c h a r a c t e r i s t i c 

i n s t a n c e s o f h i s a c c o u n t on t h i s m a t t e r i n t h e n e x t s e c t i o n . 

8.8 B o o l e ' s v i e w s o n t h e n a t u r e a n d v a l u e o f s y m b o l i c a l methods 

i n m a t h e m a t i c s i n [ 1 8 5 9 1 . 

A s we m e n t i o n e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , up t o t h e e a r l y 

1 8 5 0 ' s B o o l e was m a i n l y i n t e r e s t e d i n i l l u s t r a t i n g t h e power o f 

o p e r a t o r a l g e b r a s t h r o u g h a d i v e r s i t y o f e p p l i c e t i o n s w i t h i n 

b r e n c h e s o f e n e l y s i s a n d l o g i c . By m i d 1850's he u n d e r t o o k t o 

d e l v e i n t o a s t u d y o f t h e n a t u r e o f s y m b o l i c e l m e t h o d s i n g e n e r a l 

i n e n a t t e m p t t o make o u t how f a r s u c h m e thods were i n d i s p e n s i b l e 

i n t h e p r e s e n t a t i o n o f h i s t h e o r y o f l o g i c . H i s s t u d y was n o t 

c o m p l e t e d . H o w e v e r , i n t h e m o s t e l e g a n t way he mekes u s e o f h i s 

s p e c u l e t i o n s o n t h i s m e t t e r i n h i s e x p o s i t i o n o f s y m b o l i c e l 

m e t h o d s f o r t h e s o l u t i o n o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s i n h i s [ 1 8 5 9 1 . 

B o o l e ' s t e x t b o o k D i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s [1859] h a s b e e n 

r e p e a t e d l y c i t e d i n o u r t h e s i s . .However, t h i s i s c h r o n o l o g i c a l l y 

t h e p r o p e r p l a c e t o e n t e r i n t o a d i s c u s s i o n o f i t s i n s t a n c e s 

w h i c h show e v i d e n c e o f h i s f o u n d a t i o n a l s t u d y o f s y m b o l i c a l 

p r o c e d u r e s «
1

 * . The b e s t s o u r c e s f o r s u c h i n f o r m a t i o n e r e t h e 

" P r e f a c e " o f t h i s b o o k a n d c h a p t e r s 16-17 d e v o t e d s o l e l y on sym

b o l i c a l m e t h o d s . H o w e v e r , d e s p i t e b i s d e e p p e d a g o g i c a l c o n c e r n s , 

i m p o r t a n t o m i s s i o n s w i l l be n o t e d , p a r t i c u l e r l y i n c o n n e c t i o n 

w i t h h i s s t u d y o f ^ i n v e r s e o p e r a t i o n s . We s t a r t o u r a c c o u n t w i t h 

some i n t e r e s t i n g p e s s e g e s f r o m t h e " P r e f e c e " . 

S y m b o l i c e l p r o c e d u r e s , o c c o r d i n g t o B o o l e , demand a c o n -
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s i d e r a b l e f a m i l i a r i t y w i t h a b s t r a c t i o n s a n d a s k i l l í n u s i n g 

known m e t h o d s w h i c h h i s t ó r i c a 1 l y p r e e c e d e d t h e e m p l o y m e n t o f sym-

b o l i c a l m e ans. The s t u d e n t i s a b o v e a l l a d v i s e d t o f o l l o w t h e 

h i s t o r i c a l s e q u e n c e o f d i s c o v e r y a n d d e a l w i t h s y m b o l i c a l m e t h o d s 

o n l y when r e a d y t o d e l v e i n t o t h e i r n a t u r e . F o r , "Of t h e many 

f o r m s o f a f a l s e c u l t u r e , a p r e m a t u r o c o n v e r s e , w i t h a b s t r a c t i o n s 

i s p e r h a p s t h e most l i k e l y t o p r o v e f a t a l t o t h e g r o w t h o f a mas-

c u l i n e v i g o u r o f i n t e l l e c t " [ 1 8 7 7 , v i ] . 

S y m b o l i c a l m e t h o d s d e p e n d p r i m e r i l y u p o n c e r t a i n i n v e r s e 

o p e r a t i o n s . E v e n t h e most a c c o m p l i s h e d i n t h e u s e o f s y m b o l s may 

be c o n f r o n t e d w i t h s e r i o u s p r o b l e m a , , p a r t i c u l a r l y when i t comes 

t o t h e i n t e r p r e t a t i o n o f a s o l u t i o n w h i c h c a n be d e f e c t i v e o r 

r e d u n d a n t i n c e r t a i n c a s e s . I n s u c h i n s t e n c e s , t h e s t u d e n t i s a d 

v i s e d t o " t h r o w a s i d e h i s a b s t r a c t i o n s a n d r e s o r t t o h o m e l i e r 

m e t h o d s f o r . t r i a l a n d v e r i f i c a t i o n - n o t d o u b t i n g , i n s o d o i n g , 

t h e t r u t h w h i c h l i e s a t t h e b o t t o m o f h i s s y m b o l i s m . b u t d i s -

t r u s t i n g h i s own p o w e r s " [ 1 8 7 7 , v i i ] , 

We may a s k , l í k e B o o l e i n h i s i n t r o d u c t i o n W
3
 [ 8 . 7 ] , "how 

f a r a r e s y m b o l i c a l m e t h o d s i n d i s p e n s a b l e i n a n a l y s i s " ? B o o l e i s 

n o t v e r y p r e c i s e o n t h i s p o i n t i n t h e " P r e f a c e " . A s we s h a l l s e e 

b e l o w , t h e r e a r e s p e c i f i c c a s e s w h e r e i n d e e d s y m b o l i c a l m e t h o d s 

a f f o r d t h e o n l y p l a u s i b l e way t o i n t é g r a t e a d i f f e r e n t i a l e q u a -

t i o n . What he s a y s , t h o u g h , i n t h e b e g i n n i n g , i s t h a t , a p a r t f r o m 

t h e i r " c o n v e n i e n t s i m p l i c i t y " e n d " c o n d e n s e d p o w e r " , t h e s e 

m e t h o d s a r e c h i e f l y v a l u a b l e i n r e v e a l i n g c o n n e c t i o n s o f l a n g u a g e 

w i t h t h o u g h t . The p a s s a g e f r o m [ 1 8 7 7 , v i i - v i i i ] t h a t f o l l o w s 

r e m i n d s u s o f e a r l i e r s t a t e m e n t s g i v e n i n h i s i n t r o d u c t i o n s t o 

MAL a n d LT: 

The question of the t r u e valué and proper p l a c e o f s y m b o l i c a l 

methods i s undoubtedly o f g r e a t importance. T h e i r convenient 

s i m p l i c i t y - t h e i r condensed power— must ever c o n s t i t u t e t h e i r f i r s t 

c l e i m upon a t t e n t i o n . I b e l i e v e however t h a t , m o r d e r t o form a 

j u s t e s t i m a t e , we must c o n s i d e r them i n another a s p e c t , v i z as i n 

some s o r t the v i s i b l e m a n i f e s t a t i o n o f t r u t h s r e l a t i n g t o the i n 

tímate and v i t a l connexion of language w i t h thought - t r u t h s o f 

which i t may be presumed t h a t we do not yet see t h e e n t i r e scheme 

and connexion. But, w h i l e t h i s c o n s i d e r a t i o n v i n d i c a t e s t o them a 

high p o s i t i o n , i t seems t o me c l e a r l y t o d e f i n e t h a t p o s i t i o n . As 
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d i s c u s s i o n s obout words con ne v e r remove the d i f f i c u l t i e s t h a t ex-

i s t i n t h i n g s , so no s k i 11 i n the use of those e i d s t o thought 

which languege f u m i s h e s can r e l i e v e us from the n e c e s s i t y o f -a 

p r i o r and more d i r e c t s t u d y o f the t h i n g s which are the s u b j e c t s o f 

our reasonings. And the more e x a c t , and the more complète, t h e t 

study o f t h i n g s has been, the more l i k e l y s h a l l we be t o employ 

w i t h advantage a i l i nstrumental a i d s and a p p l i a n c e s
< 2 ï

. . 

Once m o r e , we s e e De M o r g a n ' s e a r l y " d o c t r i n e " , o f m a k i n g 

t h e s t u d e n t ' s g r a s p "more i n t e l l e c t u e l a n d l e s s m e c h a n i c a l " 

r e v i v e h e r e . The f e a r o f m e c h a n i c a l abuse o f f o r m a i p r o c é d u r e s 

was s t r e s s e d b y B o o l e i n b o t h MAL a n d L T . We p r o c e e d now t o c h a p -

t e r 16 w h e r e B o o l e i n t r o d u c e s s y m b o l i c a l m e t h o d s . The c h e p t e r 

o p e n s w i t h t h e . f o l l o w i n g d é f i n i t i o n [ 1 8 7 7 , 3 8 1 1 : 

The term s y m b o l i c a l i s , by a r e s t r i c t i o n of i t s wider mean-

i n g , appîied more p e c u l i a r l y t o those methods i n A n e l y s i s i n which 

opérations, sepereted by e mentel e b s t r a c t i o n from the s u b j e c t s 

upon which they are performed, are expressed by symbols i n whose 

laws the laws of the opérations themselves are represented. 

_ Thus du/dx i s w r i t t e n s y m b o l i c a l l y i n the form d/dx u, the 

symbol d/dx denoting an opération of which u i s the s u b j e c t . I n 

thus e x p r e s s i n g en o p e r e t i o n by e symbol, i n studying the laws of 

t h a t symbol, and i n founding processes and methods upon those laws, 

we i n t r o d u c e no strange o r navel p r i n c i p l e of Language; f o r i t i s 

the v e r y o f f i c e of Language t o express by symbols the procédure of 

Thought. 

He t h e n i n t r o d u c e s t h e d i s t r i b u t i v e , c o m m u t a t i v e e n d i n d e x 

l e w s e c c o r d i n g t o w h i c h d/dx o p é r â t e s , p r o v i n g n e x t t h a t eny r e -

t i o n a l e n d i n t é g r a l f u n c t i o n o f d/dx i s e m p l o y e d i n a c c o r d a n c e 

w i t h t h è s e l a w s [ 1 8 7 7 , 3 8 3 - 3 8 5 ] . The n e x t s t e p i s t o d e f i n e t h e 

i n v e r s e o f t h e o p é r a t i o n ( d / d x + a ) , where e i s e c o n s t e n t . L e t t h e 

r e s u i t o f t h e d i r e c t o p é r a t i o n o n s u b j e c t u be v: 

( 8 8 . 1 ) ( d / d x + a ) u - v . 

I f u i s s o u g h t , " a n e l o g y s u g g e s t s t h e n o t a t i o n " 

( 8 8 . 2 ) u = ( d / d x + e ) "
1

v , 

w h e r e ( d / d x + a )
- 1

 r e p r e s e n t s t h e i n v e r s e p r o c é d u r e i n q u e s t i o n 

" o n l y i n i t s i n v e r s e c h a r a c t e r " . Whet i t c o n v e y s i n f e c t i s 
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e x p r e s s e d by • . .. . 

( 8 8 . 3 ) ( d / d x + a ) ( d / d x + e J - V v - v . 

"The i n v e r s e p r o c é d u r e i s t h u s p r e s e n t e d a s o n e , t h e e f f e c t o f 

w h i c h t h e d i r e c t o p é r a t i o n s i m p l y a n n u l a . T h i s i s i t s d é f i n i t i o n " 

[ 1 8 7 7 , 3 8 6 ] . 

B e s e d upon h i s ~ s t u d y o f l i n e a r é q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f 

f i c i e n t s by n o n - s y m b o l i c a l methods,. :•- B o o l e p r o v i d e s t h e r e s u i t o f 

t h e o p é r a t i o n a t t h e
1

 r i g h t - h é n d s i d e o f ( 8 8 . 2 ) t o be t h e 

f o l l o w i n g : ; . 

[ 1 8 7 7 , 3 8 8 ] . We now n o t i c e t h a t (-88.1 ) , (88.2) a n d (.88.4). a r e 

é q u i v a l e n t t o ( 8 7 . 7 ) - ( 8 7 . 9 ) p r o v i d e d i n . h i s m a n u s c r i p t s f o r t h e 

d é f i n i t i o n o f d i v i s i o n i n l o g i c . N o w , • i t i s . c l e a r t h a t t h e é q u i v 

a l e n t f o r (88.3) was m i s s i n g i n . h i s . . e e r l i e r s t u d y f o r t h e d é f i n i 

t i o n o f x / z . T h i s o m i s s i o n i s i m p o r t a n t , f o r a s we saw a b o v e , i t 

was e x a c t l y t h r o u g h . (88.3)^ t h a t he d e f i n e d t h e i n v e r s e <x€ : d i f -

f e r e n t i a t i o n i n h i s t e x t b o o k [ s e e 8 . 7 ] . 

é l é g a n c e a n d c l a r i t y . B o o l e g i v e s
1

 s p é c i f i e e x a m p l e s a n d p r o c e e d s 

v e r y g r a d u a l l y f r o m t h e p a r t i c u l a r t o t h e g ê n e r a i , , f o l l o w i n g e x 

a c t l y t h e r e v e r s e o r d e r o f t h a t i n h i s e a r l y r e s e a r c h e s , a s i n 

h i s [1844].. H o w e v e r , i n many. a s p e c t s he becomes c r y p t i c a n d c e i — 

t a i n s t e p » a r e o m i t t e d i n a s i m i l a r manner es he<had done i n MAL 

a n d LT.. I t i s s u r p r i s i n g t o n o t i c e t h a t . d e s p i t e t h e r i c h n e s s o f 

t h e m a t é r i e l i n c l u d e d i n h i s t e x t b o o k a n d t h e é l é g a n c e o f , e x p o s i 

t i o n he *^
0 C

"
>

 '~*
<vt

 e n t e r i n t o a d e t a i l e d s t u d y o f i n v e r s e o p e r e -

We n o t i c e , f o r e x e m p l e , t h a t he i m p l i c i t i y makes u s e o f t h e 

p r o p e r t y ( f g ) "
x

- g ~
l

 f
- 4

 a s w e l l e s o f t h e p r o p e r t y w h i c h . s a y s t h a t 

i f f i s d i s t r i b u b i v e , t h e n f ~
l

 i s d i s t r i b u t i v e t o o , w h e r e f , g 

s t a n d f o r d/dx [ 1 8 7 7 , 3 8 9 , 4 0 4 ] . B o o l e must h e d b e e n e w e r e o f 

M u r p h y [1837] o r C e r m i c h a e l [1855] w h e r e s u c h p r o p e r t i e s a r e d i s -

c u s s e d i n f u l l . H o w e v e r , t h e a b s e n c e o f s u c h r é f é r e n c e s i s s t r i k -

i n g and seems c o n t r a d i c t o r y w i t h h i s e d u c e t i o n a l c o n c e r n a . • The 

p r o p e r t i e s o f i n v e r s e o p é r a t i o n s a r e s t u d i e d o n l y p a r t i a l l y a n d 

t h i s must h e v e b e e n a s o u r c e o f d i f f i c u l t y f o r t h e s t u d e n t . . 

H e v i n g g i v e n some b a s i c e x a m p l e s o f i n t é g r a t i o n b y s y m b o l i -

c a l m e t h o d s ^ B o o l e g o e s o n t o d i s c u s s " F o r m s . p u r e l y s y m b o l i c a l " . 

( 8 8 . 4 ) u - e -
M

| e " *
w

v d x 

t t i s p r é s e n t e x p o s i t i o n i s c h e r a c t e r i z e d by 

t i o n s . 
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The f o l l o w i n g p a s s a g e g i v e s é v i d e n c e o f t h e i n f l u e n c e t h e t h i s 

s t u d y o f t h e n a t u r e o f s y m b o l i c e l m e t h o d s i n h i s m a n u s c r i p t s on 

l o g i e hed u p o n h i s v i e w s i n . t h i s w o r k . We r e a d [ 1 6 7 7 , 3 9 8 - 9 ] ; 

-•: -'. £ n any system .in which thought i s expressed by symbols, the 

lews o f combination of the symbols are detennined from the study of 

t h e corresponding opérations i n thought. But i t mey be t h e t the 

. l e t t e r a r e s u b j e c t t o c o n d i t i o n s o f p o s s i b i l i t y es w e l l as t o laws 

when p o s s i b l e . And thus i t .may be t h e t two Systems of symbols, d i f -

f e r i n g i n interprétation, may agrée as t o t h e i r formai lews when-

e v e r they both express operetions p o s s i b l e i n thought, while e t the 

same time t h e r e mey e x i s t . combinations which r e e l l y represent 

thought i n the one but not i n the o t h e r . For i n s t a n c e , there e x i s t 

forms o f t h e f u n c t i o n a l symbol f , f o r which we can e t t a c h e meening 

t o .the e x p r e s s i o n f (m), but cennot d i r e c t l y a t t e c h a meening t o the 

symbol f (d/dxï. And the q u e s t i o n a r i s e s . Does t h i s différence 

r e s t r i c t our freedom i n the use o f t h a t p r i n i p l e which permits us 
A 

t o t r e a t expressions of the form f (d/dx) as i f d/dx were a symbol 

o f q u a n t i t y ? F o r i n s t a n c e , we ;can e t t a c h no d i r e c t meening t o the 

e x p r e s s i o n e
r , < 1

^
w

f ( x ) , but i f we develope the exponentiel es i f 

d/dx were q u a n t i t a t i v e , we hâve . 

e
h«j^

d
*

f
(x)~(l+hd/dx+ ...)f(x)-f(x+h) by T e y l o r ' s theorem. Are we 

then permit t e d , on the above p r i n c i p l e , t o make use of symbolic 

language; always supposing t h e t we cen, by the continued a p p l i c a 

t i o n o f t h e same p r i n c i p l e , o b t a i n a f i n a l r e s u i t of interprétable 

fane? 

Now e l l s p e c i e l i n s t a n c e s p o i n t t o the c o n c l u s i o n t h e t t h i s 

i s p e r m i s s i b l e , and seem t o i n d i c e t e , as a generał p r i n c i p l e , thet 

t h e m è r e processes o f symbol i c e l reasoning are independent of the 

c o n d i t i o n s of t h e i r interprétation. I n the few instances we may 

have o c c a s i o n t o employ, vérification w i l l be easy. We t a k e occa

s i o n t o n o t i c e t h a t , whatever view may be taken of t h i s p r i n c i p l e , 

whether i t be contemplated as belonging t o the r e a l m of e p r i o r i 

• t r u t h , o r whether i t be regerded es a gêneraiization, from ex

périence, i t would be an e r r o r t o regard i t es i n any p e c u l i a r 

sensé a mathematical p r i n c i p l e . I t c l a i m s a place among the gênerai 

r e l a t i o n s o f Thought and Language. 

We t h u s s e e B o o l e s t r e s s i n g o n c e more t h e i n d e p e n d e n c e o f 
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3ymbolicel r e e s o n i n g f r o m t h e c o n d i t i o n s o f t h e i n t e r p r é t a t i o n o f 

t h e s y m b o l s . I n o t h e r w o r d s , s y m b o l i c a l m e t h o d s a r e n o t p e c u l i a r 

t o m a t h e r a a t i c s
c 3 >

. 

I n c h a p t e r 17 he e x p o s e d h i s g ê n e r a i m e t h o d a s i n h i s 

[ 1 8 4 4 ] , H a v i n g p r o v i d e d t h e s o l u t i o n o f t h e é q u a t i o n . 

d
2

u i ( i + l ) 

( 8 8.5) •
 :

 u+q
2

u=-0 
dx= x

2

 " ' ' 
w h i c h i s t h e g ê n e r a i f o r m o f t h e e a r t h - f i g u r e é q u a t i o n , , he went 

on t o - d é t e r m i n e , e c c o r d i n g t o h i s d i s c u s s i o n o f "Forma p u r e l y 

s y m b o l i c a l " c i t e d a b o v e , t h e s o l u t i o n o f t h e p a r t i a l d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n 

; d=u d
a

u . .. i ( i + 1 ) 

( 88.6) ô
2

 u-0 . 
d x

s

 d y
2

 x= 

C o m p a r i n g t h e f o r m s o f é q u a t i o n s ( 8 8 . 5 ) , ( 8 8 . 6 ) , he c l a i m e d 

t h a t t h e s o l u t i o n o f t h e l e t t e r c o u l d be o b t a i n e d f r o m t h e f o r m e r 

by p u r e l y s y m b o l i c a l s u b s t i t u t i o n s ; t h a t i s i t s u f f i c e s t o c h a n g e 

q , C i , c i i n t h e s o l u t i o n o f ( 8 8 . 5 ) i n t o a d / d y , <p(x) a n d ip(x) 

r e s p e c t i v e l y , w h e r e <p a n d y a r e a r b i t r a r y f u n c t i o n s ( 1 8 7 7 , 4 2 4 -

4 2 6 ] . H a v i n g done s o B o o l e g o e s o n t o e x p l a i n why t h e a r b i t r a r y 

f u c t i o n s i n t h e s o l u t i o n o f ( 8 8 . 6 ) h a v e t o be p l e c e d s t r i c t l y 

a f t e r t h e o p e r a t o r e *
H d

<
e ,

^ ^ n d n o t b e f o r e . 

T h i s d i s t i n c t i o n , h a d ^ b e e n n e e d e J i n t h e f o r m e r c a s e ; f o r 

e***, w h e r e q i s a c o n s t a n t , commutes w i t h c o n s t a n t c . H o w e v e r , i n 

t h e l a t t e r c a s e t h e " r e a s o n why t h e a r b i t r a r y f u n c t i o n <p(y) must 

be p l a c e d a f t e r e * " * a n d n o t b e f o r e i t , * i s t h a t , i n t h e 

d é r i v a t i o n o f t h e e x e m p l a r f o r m , t h e a r b i t r a r y c o n s t a n t t a k e s i t s 

p l a c e a f t e r , end n o t b e f o r e e****", t h a t i s , 

(88.7) ( d / d x - q J - ^ O - e i * ( d / d x ï "
1

 Q - e ^ c , 

S o , t r a n s p o s i t i o n - c a n n o t be e f f e c t e d i n t h e l a t t e r c e s e 

s i n c e y a n d d/dy a r e not c o m m u t a t i v e . He went on t o s a y • "The 

p r i n c i p l e h e r e i l l u s t r a t e d , a n d w h i c h i s a v e r y i m p o r t a n t o n e . i s 

t h a t aa1 c o n c l u s i o n s f o u n d e d o n c o m m u n i t y o f f o r m a i l a w s s h o u l d 

s t o p s h o r t o f i n t e r p r é t a t i o n . The f o r m s h o u l d be k e p t d i s t i n c t 

f r o m t h e m a t t e r " . T h u s , " t h e r e i s p e r f e c t a n a l o g y b e t w e e n t h e 

t h e o r e m s 

( d / d x - q ) -
l

0 - e ^ - ( d / d x l - ^ - ^ - O 

a n d 

' ( d / d x - e d / d y ï ^ O - e - " * ' * * * ( d / d x ) ~
1

e — »«'<*vQ. 
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b u t n o t b e t w e e n t h e theorems 

a n d 

( d / d x - o d / d y ) -
1

0 - e - *
, d

^
a v

c p ( y ) 

b e c a u s e i n t h e f o r m u l a t i o n o f t h e l a t t e r i n t e r p r é t a t i o n h e s b e e n 

e m p l o y e d " [ 1 8 7 7 , 4 2 6 ) . 

B o o l e ' s f i n a l r e m a r k a t page 427 i s w o r t h c i t i n g : 

The above example i s one i n which Monge's method of s o l u t i o n 

would f a i l , except f o r the p a r t i eu lar case o f i ~ 0 . And t h i s g i v e s 

o c c a s i o n t o the remark t h a t symbolical methods are not, as they 

have sometimes been supposed t o be, valueble only as a b b r e v i e t i n g 

the processes of a n e l y s i s . There are innumerable cases i n which 

they e f f o r d the o n l y proper mode o f procédure . 

- - To a c e r t a i n e x t e n t t h i s c o n c l u s i o n h a d p r o v e d e q u e l l y t r u e 

f o r l o g i c . T r e d i t i o n a l s y l l o g i s m h a d a r e s t r i c t e d a r e a o f a p 

p l i c a t i o n s . I n b o t h MAL e n d LT he h a d p o i n t e d o u t i n s t a n c e s w h i c h 

c o u l d n o t be t r e e t e d b y A r i s t o t e l i a n l o g i c . .Had he h a d s u c c e e d e d 

i n , t r a n s l a t i n g a i l t h e r e s u l t s o f h i s f o r m a i m e t h o d w i t h i n o r d i -

n e r y l a n g u a g e he w o u l d h a v e p r o c e e d e d t o a p u b l i c a t i o n . S y m b o l i 

c a l m e t h o d s m i g h t n o t a l w a y s be n e c e s s e r y b u t t h e r e a r e i n s t a n c e s 

w h e r e i n d e e d t h e y a r e i n d i s p e n s a b l e once t h e i r p o w e r , b e y o n d c o n -

c i s e n e s s , e l e g a n c e a n d e f f i c i e n c y i n c a 1 c u l a t i o n s , i s i 1-

l u s t r a t e d . . 

I n t h e l e s t y e a r s o f h i s l i f e B o o l e was p a r t i c u l a r l y i n t e r -

e s t e d i n t h e s t u d y o f Singular s o l u t i o n s . A c c o r d i n g t o t h e t e s -

t i m o n i e s o f h i s w i f e , he v i e w e d t h i s s u b j e c t f r o m a m e t a p h y s i c a l 

a n g l e [ 7 . 1 ; M . B o o l e 1 9 7 2 , 6 9 ] . I n f a c t , we n o t i c e i n h i s t e x t -

b o o k o n d i f f e r e n t i a 1 e q u a t i o n s an i n s t a n c e o f h i s due 1 i t y 

d o c t r i n e , w h i c h h e d b e e n o f f u n d e m e n t e l i m p o r t a n c e t o h i m i n MAL 

a n d L T , i n c o n n e c t i o n w i t h h i s s t u d y o f s i n g u l e r s o l u t i o n s . 

C h a p t e r 8 o n s i n g u l e r s o l u t i o n s opens e s f o l l o w s : " I n t h e 

l e r g e s t s e n s é w h i c h h e s b e e n g i v e n t o t h e t e r m , e s i n g u l e r s o l u 

t i o n o f a d i f f é r e n t i e l e q u e t i o n i s a r e l a t i o n b e t w e e n t h e v a r i 

a b l e s w h i c h r e d u c e s t h e t w o members o f t h e e q u e t i o n t o en i d e n -

t i t y , b u t w h i c h i s n o t i n c l u d e d i n t h e c o m p l è t e p r i m i t i v e " [ 1 8 7 7 , 

1 3 9 ] . B o o l e s t r e s s e d n e x t t h e p e c u l i a r p r o p e r t y o f e Singular 

s o l u t i o n t h a t a l t h o u g h i t " i s n o t i n c l u d e d i n t h e c o m p l è t e p r i m i -
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t i v e , i t i s s t i l l i m p l i e d by i t " . He t h e n i n t r o d u c e d p o s i t i v e 

e n d n e g a t i v e é l é m e n t s e s f o l l o w s [ 1 8 7 7 . 1 4 0 1 : 

I t i s important t h a t the two marks, p o s i t i v e and n e g a t i v e , by 

the union of which a Singular s o l u t i o n o f a d i f f e r e n t i a l e g u etion 

of the f i r s t o rder i s c h e r e c t e r i z e d , and by the ex p r e s s i o n o f 

which i t s définition i s formed, should be c l e e r l y apprehended. I s t . 

I t must g i v e the seme valu e of dy/dx i n terms of x and y,. as the 

différentiel équation i t s e l f does. .This i s i t s . p o s i t i v e mark, a 

mark which i t possesses i n common w i t h the complète p r i m i t i v e , and 

wi t h each included p a r t i eu l a r p r i m i t i v e . 2ndly. I t must not be i n ~ 

cluded i n the complète p r i m i t i v e . T h i s i s i t s negative mark, lipon 

the a n a l y t i c a l expression of thèse c h a r e c t e r s the e n t i r e t h e o r y 

of t h i s c l a s s o f s o l u t i o n s dépends . 

D i s c u s s i n g t h e l a s t c h a p t e r o f MAL i n 7.7
y
we h a d n o t i c e d a 

s i m i l a r r e m a r k b y B o o l e a b o u t t h e p o s i t i v e a n d n e g a t i v e f o u n d a -

t i o n o f t h e t h e o r y o f c a t e g o r i c a l p r o p o s i t i o n s . By t h e f o r m e r 

( p o s i t i v e mark) he i m p l i e d t h a t t h e r e e x i s t s a u n i v e r s e o f c o n 

c e p t i o n s w i t h i n w h i c h e a c h v a r i a b l e o f t h e p r o p o s i t i o n , e i t h e r 

r e p r e s e n t s o r d o e s n o t r e p r e s e n t a g i v e n c l a s s . By t h e l a t t e r he 

i m p l i e d t h e r e s t r i c t i o n s we h a v e t o i m p o s e u p o n t h e v a r i a b l e s , 

when we s o l v e a n é l e c t i v e é q u a t i o n [ 7 . 7 ; MAL. 77.-781. 

B o o l e ' s d u a l i s t i c t e n d e n c y i n b o t h l o g i c a n d m e t h e m a t i c s 

f u r t h e r j u s t i f i e s o u r c l a i m t h e t he v i e w e d l o g i c e n d m e t h e m a t i c s 

a s two i n d e p e n d e n t b r a n c h e s o f a u n i v e r s e l c a l c u l u s o f s y r a b o l s . . 

T h i s c a l c u l u s o f s y r a b o l s i s . b e s e d u p o n c e r t e i n f o r m a i l a w s w h i c h 

a r e d i c t e t e d by t h e l e w s o f t h o u g h t . S y m b o l i c p r o c é d u r e s do . n o t 

d é p e n d upon i n t e r p r e t e t i o n o f t h e s y m b o l s e n d t h i s p r o p e r t y h e 

c l e i m e d r e p e a t e d l y n o t t o be p e c u l i e r t o m e t h e m a t i c s b u t r e l a t e d 

t o t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n l a n g u a g e a n d t h o u g h t [ s e e t h e p a s s a g e 

q u o t e d e bove f r o m "Forma p u r e l y s y m b o l i c a l " a n d r é f é r e n c e s i n t3ï 

a b o v e ] . 

T h r o u g h a b s t r a c t i o n f r o m m a t h e m e t i c s B o o l e d i s c o v e r e d t h e 

l a w s o f t h o u g h t e n d , b e s e d u p o n t h e p r o p e r t y o f s y m b o l i c a l p r o c é 

d u r e s ( m e n t i o n e d e b o v e ) , he e p p l i e d m e t h e m e t i c s t o l o g i c . He t h e n 

d e l v e d f u r t h e r i n t o t h e n e t u r e o f s y m b o l i c e l p r o c é d u r e s e x p r e s s 

i n g h i s m o t u r e c o n c l u s i o n s w h i c h a r e now i l l u s t r a t e d i n h i s t e x t -

b o o k on d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . I n t h e c o u r s e o f t h i s a p p r o a c h 
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c e r t a i n p h i l o s o p h i c e l o r r e i i g i o u s b e l i e f s a r e i n v o l v e d . P a r -

t i c u l a r l y t h e d u e l i t y l a w 

( 8 8 . 8 ) x + ( l - x ) - l 

i s t h e • s y m b o l i c a l e x p r e s s i o n o f P r e s o c r a t i c p h i l o s o p h y t h a t 

r e v i v e d t h r o u g h t h e a g e s
< =

' . 

M . B o o l e c e l l e d ( 8 8 . 8 ) t h e " M y s t i c e l é q u a t i o n " . She h e l d t h a t 

c h e p t e r 8 on S i n g u l a r s o l u t i o n s " c o n t e i n s much g e n u i n e m e t e p h y s i -

c a l t r u t h e x p r e s s e d i n m a t h e m a t i c a 1 t e r m i n o l o g y " . [ M . B o o l e 1972. 

68) . T h i s seems a b i t e x a g g e r a t e d b u t we h a v e s e e n o t h e r i n 

s t a n c e s t o o , d r a w n f r o m t h e " P r é f a c e " and c h a p t e r s 16-17 a b o v e , 

i n w h i c h B o o l e ' s p h i l o s o p h i c a l c o n s i d é r a t i o n o f t h e r e l a t i o n b e -

t w e e n l a n g u a g e e n d t h o u g h t i s p r o m i n e n t . 

We c o u l d p e r h e p s c o r r e l e t e t h e p o s i t i v e a n d n e g a t i v e marks 

t h a t c h e r e c t e r i z e e s i n g u l e r s o l u t i o n o f ( 8 8 . 8 ) , i n t h e f o l l o w i n g 

s e n s é . L e t A b e t h e c o l l e c t i o n o f a 1 l ^ s u b c l e s s e s o f 1. Then A i s 

t h e c o m p l è t e s o l u t i o n o f ( 8 . 8 ) . Now x*=l s e t i s f i e s ( 88.8) - t h e 

p o s i t i v e merk o f 1- b u t i t d o e s n o t b e l o n g t o A - t h e n e g e t i v e 

m e r k . H o w e v e r , 1 i3 i m p l i e d by A i n t h e seme way a s t h e s i n g u l e r 

s o l u t i o n o f a n é q u a t i o n i s t h e e n v e l o p e o f t h e c u r v e s o f a i l 

o t h e r s o l u t i o n s . A n o t h e r c o r r é l a t i o n w o u l d be t o s a y : t h e r e i s e 

c o n c e p t 1, w h i c h h a s t h e p o s i t i v e mark (x) a n d t h e n e g e t i v e one 

( 1 - x ) w h i c h t o g e t h e r make up t h e u n i v e r s e 1. T h i s a n a l o g y i s due 

t o [ G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 8 5 , 6 4 ] . 

S o , o n c e more we h a v e an i n s t a n c e o f a n a l o g y b e t w e e n d i f 

f é r e n t i e l a n d é l e c t i v e é q u a t i o n s . an a n a l o g y w h i c h most p r o b a b l y 

B o o l e h a d c o n s t a n t l y i n m i n d w h i l e w o r k i n g o n h i s l o g i c . The t e n -

d e n c y t o w a r d s u n i t y h a d p u z z l e d h i m e l o t . I n [ 1 8 4 4 ] . he h e d t r i e d 

t o p u t t h e b e s i s o f a " G e n e r e i m e t h o d i n a n a l y s i s " u n i t i n g u n d e r 

i t s r e a l m a i l p o s s i b l e a s p e c t s o f d i f f é r e n t i e l a n d i n t e g r a l c e l -

c u l u s . Few m o n t h s b e f o r e he d i e d he w r o t e e n t h u s i a s t i c a 1 l y t o h i s 

w i f e " I h a v e made o u t whet p u t s t h e w h o l e s u b j e c t o f S i n g u l a r 

S o l u t i o n s i n t o e s t a t e o f U n i t y " [M.Boole 1 9 7 2 , 68-70; 1931,252-

33 . We h a v e n o d u e s e b o u t whet B o o l e hed meant by t h a t . The f e c t 

i s t h a t t h e p u r s u i t f o r u n i t y h a d m o t i v a t e d lorgeKj h i s r e -

s e e r c h e s i n b o t h m a t h e m e t i c s a n d l o g i c
< Ä >

. 

M . B o o l e r e c e l l s t h a t h e r h u s b a n d o f t e n t r i e d t o t r e n s l e t e 

é q u a t i o n ( 8 8 . 8 ) i n w o r d s . "But meny c i r c u m s t a n c e s c o m b i n e d t o 

h i n d e r h i s P u b l i s h i n g eny w o r d v e r s i o n s o f i t " . S h e a l s o i n f o r m s 
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us t h a t t o B o o l e ' s g r e a t j o y . P e r a G r a t r y t h e O r e t o r i a n f o r m ú 

lete©! t h e t r u t h t h e t t h i s e q u e t i o n e x p r e s s e s " i n l a n g u a g e o n 

w h i c h G e o r g e B o o l e f e l t he c o u l d n o t i m p r o v e " [ 1 9 7 2 , 6 3 ] . 

I n 1879 M . B o o l e w r o t e a book on t h e M a t h e m e t i c a 1 p s y c h o 1 OCA/ 

i n G r a t r y and B o o l e . I n a r a t h e r n a i v e w a y , s h e p r e s e n t s h e r own 

n a t u r a l i s t i c p s y c h o l o g i c a l i n t e r p r e t a t i o n o f G r a t r y ' s p h i l o s o p h i -

ce 1 s t u d y o f t h e f o u n d a t i o n s o f t h e i n f i n i t e s i m e l c a l c u l u s 

t o g e t h e r w i t h i n s t e n c e s f r o m B o o l e ' s m a t h e m e t i c a l w r i t i n g s f o c u s -

i n g on h i s s i n g u l e r s o l u t i o n s . She e x p l o i t e d G r a t r y ' s and B o o l e ' s 

w r i t i n g s i n o r d e r t o p r o v e t h e t t h e d o c t r i n e s on w h i c h t h e y w e r e 

b e s e d c o u l d be e p p l i e d i n e l e m e n t a r y e d u c a t i o n a n d m e n t a l 

h y g i e n e . * 

The l a s t s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r w i l l b e . d e v o t e d t o . e b r i e f 

s t u d y o f B o o l e ' s end G r e t r y ' s e p i s t e m o l o g i c e l v i e w s . I n e n e t -

t e m p t t o p o i n t o u t what was i n G r a t r y ' s L o q i q u e [18551 t h a t B o o l e 

e p p r e c i e t e d s o much, we w i l l h e v e e n o p p o r t u n i t y t o s t r e s s c e r -

t a i n s i m i l e r i t i e s end c o n t r e s t s i n t h e p h i l o s o p h i c a 1 w r i t i n g s o f 

t h e s e two men. 

8.9 On t h e e p i s t e m o l o g i e s o f B o o l e a n d G r a t r y ; s i m i l e r i t i e s a n d 

c o n t r e s t s . 

I n e r a t h e r c o n c i s e and o b s c u r e manner B o o l e p r e s e n t e d h i s 

b r o a d e r v i e w s on t h e p h i l o s o p h y o f s c i e n c e i n t h e l a s t c h a p t e r o f 

L T . M a r y B o o l e ' s c l e i m , t h e t G r a t r y ' s L o g i c [1855] e x p r e s s e d i n e 

l u c i d , l e n g u e g e what h e r h u s b a n d h e d meent t o s a y i n t h e c o n c l u d -

i n g c h a p t e r o f L T , m o t i v a t e s e c o m p e r a t i v e s t u d y b e t w e e n t h e 

e p i s t e m o l o g i c a l v i e w s o f t h e s e two men. I n f a c t , what r e n d e r s 

t h i s s t u d y i n t e r e s t i n g i s t h a t a p p e r e n t l y t h e y w e r e b o t h u n e w e r e 

o f e e c h o t h e r ' s work w h i l e c o m p o s i n g t h e i r w o r k s o n l o g i c * * * . 

G r e t r y s t u d i e d t r a d i t i o n e l l o g i c e s i t p r e v e i l e d i n t h e 1 8 t h 

c e n t u r y [1944,. 2 6 7 - 3 5 0 ) . S i m i l a r i t i e s w i t h B o o l e a r e o c c e s i o n a l y 

p e r c e i v e d o n l y i n h i s a m p i e , a l m o s t p o e t i c , d i s c u s s i o n o n i n d u c -

t i o n w h i c h c o v e r s t h e l a s t c h a p t e r o f L T . A t t h e same t i m e c e r -

t e i n c o n t r e s t s w i l l be n o t i c e d » a s t h e i r m a t h e m e t i c a l b a c k g r o u n d s 

d i f f e r a l o t
< 2 >

. The i s s u e s d i s c u s s e d by b o t h men c o u l d be u s t e d 

f o r c o n v e n i e n c e i n t h e f o l l o w i n g o r d e r : 

i ) S c i e h t i f i c i n d u c t i o n . 
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i i . ) The n a t u r e o f ^ m a t h e m a t i c a l > t r u t h , • 

i i i ) The f o r m - m a t t e r i s s u e , . 

i v ) The d o c t r i n e o f i n f i n i t y a n d u n i t y , e n d 

v ) The c o m p a r a t i v e s c i e n c e . • " 

J u x t a p o s i t i o n o f p a s s a g e s f r o m G r e t r y [1944] and B o o l e ' s L T 

w i l l b r i n g t o l i g h t t h e i r common, u n l i m i t e d p u r s u i t o f " T r u t h " , 

t h e s i m i l a r i t y o f t h e i r v i e w s o n t h e r o l e o f i n d u c t i o n i n 

s c i e n c e , t h e i r b e l i e f t h a t m a t h e m a t i c a l t r u t h s a r e e t e r n a l a n d 

i n d e p e n d e n t f r o m e x p e r i e n c e , t h e i r t e n d e n c y f o r a b s t r a c t i o n , 

g e n e r a l i z a t i o n a n d u n i t y , a s w e l l a s , t h e i r common s p e c u l a t i o n s 

o n t h e r o l e o f t h e p h i l o s o p l y i n s c i e n c e . S t r o n g l y c o n c e r n e d w i t h 

e d u c a t i o n , t h e y b o t h c l a i m e d t h e t t h e i s o l a t i o n o f t h e s t u d y o f 

d i f f e r e n t b r a n c h e s o f . s c i e n c e i s d i s e s t e r o u s i n i t s a d v a n c e m e n t . 

I n f a c t , G r a t r y w i l l be more e m p h a t i c t h a n B o o l e o n t h e l e t t e r 

i s s u e a n d u n d e r a L e i b n i z i e n i n f l u e n c e , he w i l l u r g e t h e s t u d y o f 

t h e " c o m p e r e t i v e s c i e n c e " . - -

D u r i n g o u r s t u d y we w i l l h a v e an o p p o r t u n i t y t o n o t i c e some 

c o n t r a s t s i n t h e i r c h o i c e o f e x a m p l e s . F o r , w h i l e B o o l e ' s methe-

m e t i c e l b e c k g r o u n d , was. L a g r e n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s , G r e t r y ' s 

own was t h a t o f a n a l y s i s . M o r e o v e r , G r a t r y h a d a t t e n d e d C a u c h y ' s 

l e c t u r e s a s e s t u d e n t e t t h e E c o l e P o l y t e c h n i q u e i n t h e 1 8 2 0 ' s ; 

he t h u s p e r c e i v e d t h e s h e k y f o u n d e t i o n s o f L e g r a n g e ' s c a l c u l u s 

of 

a n d was v e r y c r i t i c a l ^ t h e l e t t e r ' s e v o i d a n c e o f t h e i n 

f i n i t e s i m a l c e l c u l u s [ 1 9 4 4 , 8 6 , 4 2 5 - 7 , 5 6 5 3 . 

I n e d d i t i o n , t h e r e i s one:more i s s u e t o be m e n t i o n e d . As 

w i l l be s e e n , G r e t r y ' s d i s c u s s i o n i s . o f t e n c h a r a c t e r i z e d by 

s t r o n g r e l i g i o u s s e n t i m e n t s . I t i s more t h e n p r o b a b l e t h u s , t h e t 

" B o o l e sew G r e t r y ' s m y s t i c a l a n d r e l i g i o u s a t t i t u d e t o w a r d s l o g i c 

a n d p h i l o s o p h y a s a p e r f e c t complement t o h i s . o w n p r e c i s e a n d 

m a t h e m e t i c e l t r e a t m e n t o f t h e s e s u b j e c t s " . R e l i g i o n w i l l n o t be 

d i s c u s s e d i n t h i s s e c t i o n ; I w o u l d l i k e , h o w e v e r , t o m e n t i o n 

t h a t G r e t r y s o u n d s more o p t i m i s t i c end c o n f i d e n t , w h i l e B o o l e i s 

m o r e v e g u e a n d s c e p t i c a l u p o n r e l i g i o u s i m p l i c a t i o n s '
3

* . 

G r a t r y was v e r y f o n d o f L e i b n i z . H i s v e r y f i r s t c h a p t e r 

o p e n s w i t h L e i b n i z ' s r e m a r k s o n t h e u s e f u l n e s s o f l o g i c . A c c o r d 

i n g t o L e i b n i z , t h e a r t o f l o g i c c a n n o t d e v e l o p " w i t h o u t t h e o i d 

o f t h e most p r o f o u n d p a r t s o f m e t h e m e t i c s " . G r e t r y b e l i e v e d e f t e r 

L e i b n i z t h e t t h i s e p p l i e d t o t h e i n f i n i t e s i m e l c e l c u l u s . F o r , " I t 
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was by r e f l e c t i n g on t h e a l g e b r a i c and. g e o m e t r i c a l m e t h o d o f t h e 

i n f i n i t e l y s m e l l t h a t we o u r s e i f f i r s t u n d e r s t o o d . t h e e x i s t e n c e 

of t h e Chief p r o c e s s of r e a s o n , o f w h i c h e l e m e n t a r y l o g i c s . t o 

t h i s d a y do n o t s p e a k , o r i n d i c a t e o n l y v a g u e l y " ( 1 9 4 4 , 113-4.; 

18-19 f n 7] . 

W h i c h i s t h e " c h i e f p r o c e s s o f r e a s o n " t h e n ? A c c o r d i n g t o 

G r a t r y i t i s " i n d u c t i o n " . 'The " s y l l o g i s m " o r " d é d u c t i o n " i s g i v e n 

v e r y l i t t l e a t t e n t i o n i n h i s b o o k . I n d u c t i o n , p e r c e i v e d i n i t s 

s c i e n t i f i c a n d m a t h e m a t i c a l f o r m , i s an i n d i s p e n s a b l e t o o l f o r 

d i s c o v e r y . D é d u c t i o n i s c o n s e q u e n t l y u s e f u l a s a m e t h o d f o r 

p r o o f " * * . So now we w i l l , t a c k l e o u r f i r s t i s s u e , t h a t o f s c i e n 

t i f i c i n d u c t i o n . T h i s i s s u e i s p r i n c i p a l l y m a n i f e s t e d i n b o t h 

G r a t r y and B o o l e by K e p l e r . L e t u s s e e f i r s t i n b r i e f G r a t r y ' s 

v i e w s . 

I n h i s d i s c o v e r y o f M a r s ' s o r b i t , K e p l e r f i r s t m a s t e r e d 

g e o m e t r y , n e x t g a t h e r e d t h e f a c t s ^ e n d f i n a l l y e l i m i n a t e d " t h e 

v a r i a b l e and a c c i d e n t a i c o n n e c t i o n s b e t w e e n t e r m s , i n o r d e r t o 

g r a s p t h e c o n s t a n t a n d s i m p l e r e l a t i o n o f a l l t e r m s (...] t h e 

e l l i p s e " . S c i e n t i f i c i n d u c t i o n , h o l d s G r a t r y , i s "an a f f a i r o f 

t a c t and g e n i u s " . B u t , a b ove a l l , i t r e q u i r e s " c l e a r r e a s o n , 

w h i c h i f r i g h t l y d e v e l o p e d , i n c l u d e s i n i t s e l f i d e a s , a b s t r a c t 

f o r m s 1...1 a n d l a w s t o w h i c h i t s e e k s t o r e p r o d u c e phenomena, 

w h i c h , i n f a c t t e n d n a t u r a l l y t h u s t o r e d u c e t h e m s e l v e s " [ 1 9 4 4 , 

7 9 - 8 0 1 . 

B o o l e d i s t i n g u i s h e s on s i m i l a r l i n e s b e t w e e n g é n é r a l 

p r o p o s i t i o n s o f s c i e n c e , d e r i v e d by i n d u c t i o n f r o m a c o l l e c t i o n 

o f o b s e r v a t i o n s , a n d t h o s e o f n e c e s s a r y t r u t h a s i n a r i t h m e t i c , 

g e o m e t r y and l o g i c ( L T , 403-4] . A t page 402 we r e a d h i s own 

d e s c r i p t i o n o f s c i e n t i f i c i n d u c t i o n : 

The study of every depertment of p h y s i c a l s c i e n c e begins w i t h 

observation, i t advances by the c o l l a t i o n of f a c t s t o a presumptive 

ecquaintance w i t h t h e i r Connecting law [...] and f i n a l l y , the law 

of the phaenomenon having been with s u f f i c i e n t confidence d e t e r -

mined, the i n v e s t i g a t i o n of causes, conclueted by the due mixture o f 

hypothesis and déduction, crowns the i n q u i r y . 

B o o l e s p e c u l a t e d n e x t on "what i s t h e n a t u r e o f s c i e n t i f i c 

t r u t h , and w h a t a r e t h e g r o u n d s o f t h a t c o n f i d e n c e w i t h w h i c h i t 
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c l a i m s t o be r e c e i v e d " . I n K e p l e r ' s . c a s e , h i s c o n c l u s i o n wes 

l a r g e r t h a n h i s p r e m i s e s . "No p r i n c i p i e o f m e r e l y d e d u c t i v e 

r e a s o n i n g c a n w a r r a n t s u c h a p r o c é d u r e " ( L T , 402-3] .. He t h e n went 

on t o d i s c u s s t h e p r i n c i p i e o f " O r d e r " i n n a t u r e a s - t h e b a s i s o f 

i n d u c t i v e r e a s o n i n g . C e r t a i n p h i l o s o p h e r a , he w r o t e , c l a i m t h a t 

we c a n i n f e r o n l y f r o m p a r t i c u l a r t o p a r t i c u l a r t r u t h s . On t h a t 

he comraented a s f o l l o w s : 

Now whether i t i s so o r n o t , t h a t p r i n c i p i e of order o r a n a l -

ogy upon which the reasoning i s conducted must e i t h e r be s t a t e d o r 

apprehended as a general t r u t h , t o g i v e v a l i d i t y t o the f i n a l con

c l u s i o n . I n t h i s form, a t l e a s t . the n e c e s s i t y of general p r o p o s i 

t i o n s as the b a s i s of i n f e r e n c e i s confirmed, -a n e c e s s i t y which, 

howevev\I conceive t o be i n v o l v e d i n the very e x i s t e n c e , and s t i l l 

more i n the p e c u l i a r n a t u r e , of those f a c u l t i e s whose laws have 

been i n v e s t i g a t e d i n t h i s work. 

We now p r o c e e d t o a d i s c u s s i o n o f i n d u c t i o n i n m a t h e m a t i c s 

a n d l o g i c a s a p r o c e s s o f g e n e r a 1 i z a t i o n b a s e d on a b s t r a c t i o n and 

n e x t we w i l l f o c u s on t h e n a t u r e o f m a t h e m a t i c a l t r u t h s . G r e t r y 

c l a i m e d t h a t men i n s t i n c t i v e l y p r a c t i c e t h e d i e l e c t i c a l p r o c e s s 

o f i n d u c t i o n i n p r a y e r , i n p o e t r y and s c i e n c e . " I t seems t o us 

t h a t t h e f i v e w o r d s " p e r c e p t i o n " , " a b s t r a c t i o n " , 

" g e n e r a 1 i z a t i o n " , " a n a l o g y " , and " i n d u c t i o n " , t a k e n t o g e t h e r , 

s u i t a b l y r e l e t e d and a d a p t e d , r e p r o d u c e a i l o f t h e p r o c e s s t h a t 

we w a n t t o d e s c r i b e " ( 1 9 4 4 , 373 ] . 

P e r c e p t i o n i s " t h e i d e e w h i c h t h e i m p r e s s i o n o f en o b j e c t 

p r o d u c e s i n u s " . W h i l e i m p r e s s i o n r e l e t e s t o t h e s o u l , p e r c e p t i o n 

r e l e t e s t o t h e o b j e c t . [ 1 9 4 4 , 3 7 3 - 4 ] . A b s t r e c t i o n " d e e l s w i t h 

s u b j e c t s , l e e v i n g e c c i d e n t s o u t o f t h e a c c o u n t " . A c l a s s i c e l e x 

e m p l e o f e b s t r e c t i o n i n g e o m e t r y f o r m s t h e c o n c e p t o f t h e e l l i p s e 

d e f i n e d e l g e b r e i c e l l y by a
2

x
2

+ b
2

y
2

= a
2

b
a

 . By meens o f " t h e e l -

g e b r e i c L a n g u e g e , a i l t h e i n d i v i d u e l c o n d i t i o n s e r e b l a n k , a r e 

i n d e t e r m i n e t e a n d a b s t r a c t e d : t h e r e r e m a i n s o n l y t h e p u r e and 

u n i v e r s e l i d e e o f t h e e l l i p s e , a l t h o u g h .the s e n t e n c e a l s o i n d i -

c e t e s t h e i n e v i t a b l e e x i s t e n c e o f i n d i v i d u a l c h e r e c t e r s ' [ 1 9 4 4 , 

3 7 5 - 6 ] . 

T h r o u g h a b s t r a c t i o n we a c h i e v e g e n e r a l i z e t i o n s i n c e t h e i d e e 

o f t h e e l l i p s e r e p r e s e n t s en i n f i n i t e number o f e l l i p s e s w h i l e we 
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h a v e t h o u g h t o f o n ł y a f i n i t e number. M o r e o v e r , i n s u c h a b s t r a c 

t i o n s we p e r c e i v e f i n a l l y a s i m p l e " u n i t y " o r " l a w " w h i c h " r e i g n s 

i n t h e m i d s t o f t h e i n f i n i t é v a r i e t y o f p o i n t s o f a g e o m e t r i c e l 

f o r m , w h e t h e r e b s t r a c t o r i n d i v i d u a l
1 1

. T h i s l a s t o p é r a t i o n i s 

more t h a n "a g é n é r a l i s a t i o n p r o p e r t y s p e a k i n g ; i t i s a n i n d u c t i o n 

f o u n d e d on en a n a l o g y " [ 1 9 4 4 , 3 7 6 - 7 ] . F i n a l l y , " i n d u c t i o n " , s u p -

p o r t e d by a s i n g l e p a r t i c u l e r c a s e , " e f f i r m s t h e u n i v e r s a l w i t h 

c o m p o s i t e c e r t a i n t y " . I t i s u p o n s u c h c e r t e i n t y , w r o t e G r a t r y , 

t h e t t h e i n f i n i t é s i m a l c a l c u l u s i s f o u n d e d [ 1 9 4 4 , 3 7 8 ] . 

I n some m a n u s c r i p t n o t e s t h a t f o r m e d p a r t o f t h e s e q u e l t o 

L T , B o o l e d e f i n e s t h e i n d u c t i v e p r o c e s s w h i c h e q u a l l y 

a p p l i e s t o m a t h e m a t i c s a n d l o g i c a s f o l l o w s : 

F a r the most p a r t we are o n l y a b l e t o a r r i v e e t a knowledge 

of the u n i v e r s a l by meens of t h a t of t h e i n d i v i d u a l end the p a r — 

t i c u l a r . By s t u d y i n g P a r t i c u l e r m a n i f e s t a t i o n s o f thought we escend 

t o i t s generał ławs; and t h i s we do not so much by comparing par

t i c u l e r forms and instances and s e l e c t i n g the t r u t h which i s common 

t o them a i l , as by some deeper f a c u l t y o f i n s i g h t e n a b l i n g us, when 

contemplating some generał t r u t h manifested under p e r t i c u l a r forms 

o r c o n d i t i o n s , t o perceive how f a r such c o n d i t i o n s a r e necessery 

and how f e r they ère a c c i d e n t e l
< 3 >

 . 

D i s c u s s i n g t h e n a t u r e o f m a t h e m a t i c a l t r u t h s , b o t h men d r e w 

on g e o m e t r y . B o o l e w r o t e . t h e t i n g e o m e t r y we " p e r c e i v e t h e t r u t h 

o f t h e g é n è r e 1 e x i o m s i n t h e v e r y e c t by w h i c h we d e d u c e t h e s p é 

c i a l c o n c l u s i o n s " [ L R . 214; 8 , 5 , ( 2 ) ] . T a l k i n g o f g e o m e t r i c e l 

f i g u r e s [ L T . 4 0 5 ] ^ h e w r o t e : 

I t seems t o be c e r t a i n , t h a t n e i t h e r i n nature nor i n a r t do 

we meet w i t h enything a b s o l u t e l y agréeing w i t h the g e o m e t r i c a l 

définition of a s t r e i g h t l i n e o r of e t r i e n g l e [ . - . ] . Although the 

p e r f e c t t r i e n g l e [...] e x i s t a not i n nature, éludes a i l our powers 

of représentative conception, and i s presented t o us i n thought 

o n l y , as the l i m i t o f an i n d e f i n i t e process of a b s t r e c t i o n , y e t , by 

a wonderful f a c u l t y o f the understanding. i t may be the s u b j e c t o f 

p r o p o s i t i o n , which ère . a b s o l u t e l y t r u e . The domain o f reeson i s 

thus r e v e a l e d t o us as l a r g e r than t h a t o f i m e g i n a t i o n . 

G r o t r y , w h i l e d i s c u s s i n g t h e c o n c e p t o f t h e e l l i p s e [ 1 9 4 4 , 
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3 9 1 ] , w r o t e : 

• tothematicel t r u t h s a r e , indeed, éternel, .immutable, and heve 

t h e i r r e a l i t y i n Gcd h i m s e l f . I s t h e r e anywhere i n creeted nature a 

p e r f e c t sphère, w i t h an a b s o l u t e l y simple center and an infinité 

p e r i p h e r y , i n the sensé t h a t i t would be composed o f en a c t u e l i n -

f i n i t y of i n f i n i t e l y s mell éléments? Not et a i l . T h i s idéal, eb-

s o l u t e geometry s u b s i s t s o n l y i n God; end i t i s i n God, i n d i r e c t l y 

through u s , t h e t we see the methematical t r u t h s . 

The s i m i l e r i t i e s i n t h è s e two p e s s e g e s è r e s t r i k i n g . B o t h 

men b e l i e v e d s t r o n g l y t h e t m e t h e m e t i c a l t r u t h s e x i s t i n d e p e n -

d e n t l y f r o m e x p é r i e n c e . R é f é r e n c e s t o P l e t o a r e t o be f o u n d i n 

c o n n e c t i o n w i t h t h i s i s s u e i n b o t h w o r k s [ L T , 404; 1 9 4 4 , 3 6 - 7 , 

8 6 , 4 3 2 ]
 té>>

 . F r o m t h e p r e v i o u s q u o t e t i o n s we e l s o s e e t h e t t h e y 

v i e w e d i n d u c t i o n e s e l l i e d w i t h a b s t r a c t i o n and g é n è r e 1 i z e t i o n e s 

w e l l a s w i t h t h e c o n c e p t s o f u n i t y end i n f i n i t y . B e f o r e we 

p r o c e e d t o a d i s c u s s i o n o f t h e l e t t e r i s s u e s we wi-11 s e e en e x 

a m p l e f r o m t h e i n f i n i t é s i m a l c a l c u l u s by meens o f w h i c h we h e v e 

one more i l l u s t r a t i o n - b e s i d e t h e e a r l i e r g e o m e t r i c e l o n e - o f 

G r a t r y ' s f o r m - m a t t e r i s s u e . 

Assume we h a v e a c u r v e e n d t w o p o i n t s on i t whose p o s i t i o n 

c e n v e r y i n d e f i n i t e l y . A n e l y s i s , i n o t h e r w o r d s t h e i n f i n i t e s i m e 1 

c a l c u l u s , d e c o m p o s e d t h e g i v e n c o m p l e x o f t h e r e l a t i o n o f t h è s e 

p o i n t s i n t o a n i n d e f i n i t e l y v a r i a b l e é l é m e n t , A x , a n d t h e i n v a r i 

a b l e , f ' ( x ) . By t h e i n d u c t i v e p r o c e s s upon w h i c h t h e i n 

f i n i t é s i m a l c a l c u l u s i s b e s e d we c a n e l i m i n a t e t h e v a r i a b l e é l é 

ment ( d i f f e r e n c e ) i n o r d e r t o r e t a i n t h e p e r f e c t l y f i x e d 

( d i f f é r e n t i e l ) . T h i s é l i m i n a t i o n i s b a s e d i n t h e a s s u m p t i o n t h e t 

e l l s c a t t e r e d p o i n t s a r e c o l l e c t e d i n t o o n e . D r e w i n g on C a u c h y , 

G r e t r y w r o t e [ 1 9 4 4 , 8 1 - 3 ] : 

Thus one s t u d i e s the curve o u t s i d e space, d i s p e r s i o n and 

q u e n t i t y , i n t h e t i d e e l s i m p l i c i t y , where eccording t o the words of 

a g r e e t geometer, the whole curve i s assembled i n ;one p o i n t , t o the 

mind's eye. A i l of the q u a l i t i e s of the curve are seen i n t h i s 

p o i n t [ . . . ] . T h i s i s t r u l y the model o f the whole i n d u c t i v e 

p r o c e s s . ••• 

G r e t r y a r g u e d , by p r o v i d i n g numerous g e o m e t r i c e l e x a m p l e s . 
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t h a t t h e i n f i n i t e s i m a l c a l c u l u s . , b e i n g an a p p l i c a t i o n o f one o f 

t h e two e s s s e n t i a l o p e r a t i o n s o f r e a s o n t o m a t h e m a t i c s , i s i n d e e d 

r i g o r o u s . He r e g r e t c J t h a t o f t e n r i g o u r i s c o n n e c t e d o n l y w i t h 

s y l l o g i s t i c d e m o n s t r a t i o n [ 1 9 4 4 , 4 1 8 - 8 ] . M o r e o v e r , G r a t r y a t 

t a c k e d L a g r a n g e ' s " h o l y h o r r o r o f t h e i n f i n i t e . "
 ;

 p e r c e i v e d e v e n 

i n t h e v e r y t i t l e o f h i s [ 1 7 9 7 ]
< 7 i

 . "The i d e a s o f l i m i t a n d o f 

i n f i n i t e l y s m a l l s h a p e d t h e p r i m i t i v e e x i s t e n c e o f g e o m e t r y " , he 

w r o t e [ 1 9 4 4 , 6 9 - 7 0 ] . B u t how d i d G r a t r y and B o o l e v i e w i n f i n i t y ? 

B o o l e h a s v e r y l i t t l e t o s a y on t h i s s u b j e c t . I n [ L T , 4 1 9 ] we 

r e a d : 

He can never be s a i d t o comprehend t h a t which i s represented 

t o thought as the l i m i t of en i n d e f i n i t e process of a b s t r a c t i o n . A 

progression ad i n f i n i t u m i s impossible t o f i n i t e powers. But though 

we cannot comprehend the i n f i n i t e , t h e r e may be even s c i e n t i f i c 

grounds f o r b e l i e v i n g t h a t human nature i s c o n s t i t u t e d i n some 

r e l e t i o n t o the i n f i n i t e . We cannot p e r f e c t l y express t h e laws of 

thought, o r e s t a b l i s h i n the wojre general sense t h e methods of 

which they form the b a s i s , without a t l e a s t the i m p l i c a t i o n of e l e 

ments which o r d i n a r y lenguege expresses by the terms "Universe" and 

" E t e r n i t y " . As i n the pure a b s t r a c t i o ns o f Geometry, so i n the 

domein of L o g i c i t i s seen, t h a t the empire of T r u t h i s . i n a cer— 

t a i n sense, l a r g e r than t h a t of Imagination. And as t h e r e are many 

s p e c i a l departments o f Knowledge which can o n l y be completely s u r 

veyed from an e x t e r n a l p o i n t , so the theory of the i n t e l l e c t u a l 

processes, as a p p l i e d o n l y t o f i n i t e o b j e c t s , seems t o i n v o l v e t h e 

r e c o g n i t i o n of a sphere o f thought from which a l l l i m i t , e re w i t h 

drawn. 

G r e t r y s h e r e s B o o l e ' s v i e w . I n e f o o t n o t e he w r o t e [ 1 9 4 4 , 

4 1 9 , f n 3 ] : 

To know and t o analyse the i n f i n i t e i s not t o understand the 

i n f i n i t e . The i n f i n i t e i s incomprehensible, l i k e God h i m s e l f . Man 

can end ought t o know God. end yet i s unable t o understand him. We 

s h a l l never understand the i n f i n i t e , even though we should succeed 

i n knowing some c l e a r t r u t h s about the nature of the i n f i n i t e and 

i t s r e l a t i o n s t o the f i n i t e . That i s why the incomprehensible s i d e 

of the i n f i n i t e s i m a l c a l c u l u s always e x i s t s as such, even when the 

student see i n i t , as we do, the simple end r i g o r o u s e p p l i c o t i o n o f 
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the one o f the two operations o f reason. 

Up t o t h i s p o i n t , we h a d a c h a n c e t o n o t i c e m u l t i p l e 

s i m i l a r i t i e s b e t w e e n t h e v i e w s o f t h e s e two l o g i c i a n s . G r a t r y a d 

m i r e d L e i b n i z and drew o n h i s w o r k , i B o o l e was a l s o d e l i g h t e d t o 

come a c r o s s t h e l e t t e r ' s w o r k l a t e i n h i s l i f e [ 7 . 4 , ( 4 ) ] . B o t h 

w e r e P l e t o n i s t s s e e k i n g f o r t h e a b s o l u t e t r u t h , G r e t r y t h r o u g h 

i n d u c t i o n b a s e d on " c l e a r r e a s o n " , B o o l e by means o f h i s " l a w s 

o f t h o u g h t " . I n f a c t , B o o l e h a d meant t o w r i t e on i n d u c t i o n i n 

h i s s e q u e l t o L T , as we saw i n t h e p a s s a g e q u o t e d i n (5) a b o v e . 

B u t a c c o r d i n g t o [Hesse 1 9 5 2 , 64] n o t h i n g more was w r i t t e n by h i m 

o n t h i s m a t t e r . S o , t h i s m u s t be a p l a u s i b l e r e a s o n why B o o l e 

f e l t t h a t G r a t r y c o v e r e d h i m t h r o u g h h i s l u c i d end ample d i s c u s 

s i o n o n i n d u c t i o n w h i c h wes e n r i c h e d w i t h numerous e x a m p l e s . 

A b a s i c c o n t r a s t b e t w e e n t h e m i s t h e c h o i c e o f e x a m p l e s and 

t h e f a c t t h a t B o o l e o m i t t e d any i l l u s t r a t i o n w h a t s o e v e r o f t h e 

i s s u e o f i n f i n i t y . W h i l e G r a t r y d r e w c o n s t a n t l y on t h e c a l c u l u s , 

B o o l e r e m a i n e d s i l e n t
c e >

. H o w e v e r , one common e x a m p l e f r o m 

a n a l y s i s i s t r a c e d ; t h a t o f en i n s c r i b e d p o l y g o n i n e c u r v e . I n 

b o t h c a s e s t h e s i m i l a r i t y l i e s i n t h e e m p h a s i s p a i d on t h e o f t e n 

n e g l e c t e d " l a w o f c o n t i n u i t y " . I t i s o f i n t e r e s t t o s e e t h e d i f 

f e r e n t l e n g u e g e u s e d , a s w e l l a s t h e d i f f e r e n t c o n t e x t w i t h i n 

w h i c h t h e i r d i s c u s s i o n a r e c a r r i e d . We f i r s t q u o t e f r o m G r e t r y ' s 

b o o k . 

"Does a n y r e a d e r c a r e t o i n s i s t e n d m e i n t e i n " , a s k e d G r a t r y , 

" t h a t f r o m t h e p o l y g o n t o t h e c u r v e t h e r e i s c o n t i n u i t y , i d e n 

t i t y [ . . . ] ? He w o u l d be m a k i n g a g r e a t e r r o r [...] i t i s n o t a l 

w a y s p o s s i b l e t o i n f e r f r o m p o l y g o n s t o c u r v e s [ . . . ] . F u r t h e r , 

[...] t h e a b y s s b e t w e e n t h e f i n i t e a n d t h e i n f i n i t e e x i s t s i n any 

c a s e b e t w e e n t h e c u r v e end t h e p o l y g o n [ . . . ] . And s h o u l d a n y b o d y 

w e n t t o m e i n t e i n t h e t t h e i n f i n i t e ( t h e i n f i n i t e l y l a r g e and t h e 

i n f i n i t e l y s m a l l ) i s o n l y a p a r t i c u l e r c a s e o f f i n i t e q u a n t i t y , 

t h a t t o o w o u l d be a b s o l u t e l y f a l s e " [ 1 9 4 4 , 6 4 - 6 5 1 . 

W i t h a n e x a m p l e o f a s e m i - c o n v e r g e n t s e r i e s G r a t r y t r i e d t o 

make " t h e a b y s s w h i c h s e p a r a t e s t h e i n f i n i t e f r o m t h e f i n i t e 

u n d e r s t a n d e As a r e s u l t he s t r e s s e d t h a t " i t i s n o t p o s s i b l e 

t o i n f e r e x c e p t w h e r e t h e r e i s c o n t i n u o u s a n d i n d e f i n i t e 

c o n v e r g e n c e " . Then G r a t r y w e n t on t o show t h e t when t h e i n s c r i b e d 
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p o î y g o n a p p r o a c h e s t h e c u r v e c e r t a i n é l é m e n t s o f i t a r e a n a l o g o u s 

t o p r o p e r t i e s o f t h e c u r v e w h i l e o t h e r s a r e n o t . He a d d e d one 

more e x e m p l e i n o r d e r t o i l l u s t r e t e t h e " s i n g u l e r " p r o p e r t i e s o f 

t h e i n f i n i t é ; ne r e f e r r e d t o a f i n i t e s é r i e s w i t h e c e r t e i n 

p r o p e r t y w h i c h d o e s n o t h o l d e t t h e l i m i t
ï t ? >

 . 

S p e c u l a t i n g on t h e e n e l o g i e s e n d c o n t r a s t s f r o m t h e s é r i e s 

t o i t s l i m i t , G r a t r y cerne t o t h e f o l l o w i n g c o n c l u s i o n s : 

To détermine i n gênerai whet the analogous p r o p e r t i e s are and 

what the contrastang, would be echieved by e theory of g e o m e t r i c e l 

i n d u c t i o n , end would g r e e t l y advance the gênerai t h e o r y of induc

t i o n . Qui t e probably a gênerai theorem e x i s t s i n the s c i e n c e o f the 

f u t u r e which w i l l f i x thèse gênerai c o n d i t i o n s of i n d u c t i o n . I 

t h i n k of t h i s theorem as analogous t o the b e e u t i f u l theorem of 

M.Cauchy who. e f t e r heving shown the t the T e y l o r séries, one o f the 

types of séries i n equetion w i t h i t s l i m i t , cen o f t e n l e a d t o e r -

r o r , e s t e b l i s h e d the c o n d i t i o n s of i t s e x a c t i t u d e i n e s i n g l e 

stetement. 

T hen f o l l o w e d C a u c h y ' s t h e o r e m o n t h e ^
0 > 1

 '
 t r

'
A >

 ^ c o n v e r g e n c e 

o f t h e T a y l o r s é r i e s f o r f ( x + h ) ( 1 9 4 4 . 65-67 f n 1 0 ] . 

I n h i s t e x t b o o k on f i n i t e d i f f é r e n c e s ( 1 8 6 0 , 1371 B o o l e 

s t r e s s e d t h e t "a c e r e f u l a n a l y s i s o f t h e m e e n i n g o f t h e w o r d 

1 i m i t w i l l shew us t h e t i t i s n o t t r u e t h e t e v e r y r e s u i t o f t h e 

C a l c u l u s o f F i n i t e D i f f f e r e n c e s m e r g e s when t h e i n c r é m e n t s a r e 

i n d e f i n i t e l y d i m i n i s h e d i n t o e r e s u i t o f t h e D i f f é r e n t i e l 

C e l c u l u s
1 1

. . . . 

E x a m i n i n g t h e same e x a m p l e B o o l e d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n two 

s e n s é s , a more and a l e s s c o m p l è t e , i n w h i c h e c u r v e c a n be s a i d 

t o be t h e l i m i t o f a p o l y g o n . I n . b o t h c a s e s e v e r y s i d e o f t h e 

p o l y g o n t e n d s i n d e f i n i t e l y t o c o ï n c i d e n c e w i t h t h e c u r v e . B u t i n 

t h e more c o m p l è t e s e n s é Ay/Ax i n t h e p o l y g o n t e n d s t o d y / d x i n 

t h e c u r v e , w h e r e a s i n t h e l e s s c o m p l è t e s e n s é t h e l i n e a r é l é m e n t s 

o f t h e p o l y g o n "do n o t t e n d t o c o ï n c i d e n c e o f d i r e c t i o n w i t h t h e 

c u r v e " ( 1 8 6 0 . 1 3 8 ] . G r a t r y h a s i n c l u d e d a v e r y s i m i l a r d i s c u s s i o n 

when he e s k e d " B u t i s t h e c u r v e t u r e t h e l i m i t o f t h e s u c c e s s i v e 

e n g l e s w h i c h f o r m t h e s i d e s o f t h e p o l y g o n ? " [ 1 9 4 4 , 66] . F o r , t h e 

two c e s e s t h a t . B o o l e d i s t i n g u i s h e d d e p e n d e d u p o n t h e s t a t e o f t h e 

a n g l e s o f t h e p o l y g o n . 
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F i n e l l y , B o o l e meant w i t h t h i s e x e m p l e t o i l l u s t r e t e t h e 

p r i n c i p l e o f c o n t i n u i t y w h i c h i s e v i d e n t i n t h e . f i r s t c e s e w h e r e 

e l l t h e o n g l e s o f t h e p o l y g o n t e n d t o n e s t h e i r l i m i t [ 1 8 6 0 , 

1 3 8 ] . H o w e v e r , t h e d i s c u s s i o n - s t r i c t l y w i t h i n t h e s p h è r e o f 

f i n i t e d i f f e r e n c e e n d d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s - i n v o l v e s no 

r é f é r e n c e t o i n d u c t i o n , m e t e p h y s i c s o r t o C e u c h y ' s t h e o r e m . 

D r e w i n g o n t h e above d i s c u s s i o n o f t h e p o l y g o n - c u r v e 

e x a m p l e w e h e v e e n o p p o r t u n i t y t o p o i n t o u t some f u r t h e r 

s i m i l e r i t l e s b e t w e e n t h e i n t e r e s t s o f t h è s e two l o g i c i e n s . 

G r e t r y , 1 i k e B o o l e , was a l s o i n t e r e s t e d i n s i n g u l e r p r o p e r t i e s o f 

m e t h e m a t i c a l e n t i t i e s . B o o l e , h a v i n g a s t r o n g b e c k g o u n d i n d i f 

f é r e n t i e l e q u e t i o n s . , d e e l t e x t e n s i v e l y w i t h s i n g u l e r s o l u t i o n s 

[ 8 . 8 ] . G r e t r y ' s b a c k g r o u n d i n i n f i n i t e s é r i e s u r g e d h i m t o c o n -

t e m p l e t e t h e p a r a d o x e s l y i n g i n t h e f o u n d e t i o n s o f t h e i n -

f i n i t e s i m e l c a l c u l u s [ s e e -(9 ) . a b o v e ] . i n f a c t , i n t h e same f o o t -

n o t e w h e r e he r e f e r r e d t o C e u c h y ' s t h e o r e m , G r e t r y e p p e e l e d t o 

A b e l ' s s p e c u l e t i o n s on t h e s h e k y f o u n d e t i o n s o f a n e l y s i s . How c a n 

one a p p l y o p é r a t i o n s t o i n f i n i t e s é r i e s e s i f t h e y were f i n i t e , 

A b e l h e d w o n d e r e d . G r e t r y e x c l e i m e d c o n s e q u e n t l y h i s d e s i r e t h e t 

"some g r e e t l o g i c i e n o r a g e o m e t e r " r e s u m e d t h i s r e s e a r c h [ 1 9 4 4 , 

6 6 - 6 7 , f n 1 0 ] . 

A n o t h e r p o i n t we n o t i c e i s G r a t r y ' s d e s i r e f o r a u n i q u e i n -

d u c t i v e t h e o r y v i a w h i c h t h e t h e o r y o f i n f i n i t e s é r i e s c o u l d be 

s u c c e s s f u l l y t e c k l e d . We r e m i n d h e r e t h e r e a d e r o f B o o l e ' s s e a r c h 

f o r e u n i v e r s l m e t h o d i n e n e l y s i s v i a w h i c h one c o u l d d e e l w i t h 

t h e w h o l e o f d i f f é r e n t i e l e n d i n t e g r a l c a l c u l u s . M o r e o v e r , b o t h 

men v i e w e d t h e i r e i m s f r o m e m e t e p h y s i c e l , p s y c h o l o g i c e l e n g l e . 

G r e t r y s o u g h t t o s t u d y t h e p s y c h o l o g i c e l é l é m e n t l y i n g i n t h e 

f o u n d a t i o n s o f e n e l y s i s ; B o o l e , b e s e d o n h i s m e t a p h y s i c a l 

d o c t r i n e o f d u a l i t y , a i m e d t o r e n d e r t h e s t u d y o f s i n g u l e r s o l u 

t i o n s i n e s t e t e o f u n i t y [ 8 . 8 ] . A r a t h e r n a i v e i n t e r p r é t a t i o n o f 

t h e i r p s y c h o l o g i c e l e n d m e t e p h y s i c a l d o c t r i n e s i s [ M . B o o l e 1 8 9 7 , 

4 4 - 4 5 ] . 

We now p r o c e e d t o t h e l e s t two i s s u e s o f o u r s t u d y , . t h e 

d o c t r i n e o f u n i t y e n d t h e r o l e o f p h i l o s o p h y i n s c i e n c e . G r e t r y 

w r o t e i n [ 1 9 4 4 , 3 2 2 ] : 

Every mind must work towerds u n i t y , es the human s p i r i t taken 

i n i t s e n t i r e t y must tend toward u n i t y and work .toward i t s own 
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necessery c e n t r a l i z a t i o n , toward the r e c i p r o c e l communication o f 

the p a r t s i n the whole. 

And i n h i s e x t e n s i v e c h a p t e r on K e p l e r , [ 1 9 4 4 , 3871 G r a t r y w r o t e 

t h a t K e p l e r saw t h e i d e a o f t h e e l l i p s e " a s t h e most p e r f e c t sym-

b o l o f u n i t y , u n i f o r m i t y , r e g u l a r i t y , s i m p l i c i t y i n p l u r a l i t y a n d 

t h e m o s t p e r f e c t harmony". 

We a r e f a m i l i ä r by now w i t h B o o l e ' s own v i e w s o n t h e 

d o c t r i n e o f u n i t y [ 7 . 1 , 7.7, 8 . 2 , 8 . 7 , 8 . 8 ) . I n h i s l a s t c h a p t e r 
Y 

o f L T we s e e a h i s t o r i c a l r e v i e w o f t h e d o c t i n e o f u n i t y i n 

v a r i o u s t h é o r i e s on u n e s s i m i l a r t o t h o s e f o l l o w e d i n " C l a i m s " 

[ 7 . 1 , 8.2; L T , 4 1 2 - 4 1 5 ] . The r e s u i t o f B o o l e ' s s p é c u l a t i o n s iS 

e n c a p s u l a t e d i n t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n [ L T , 4 1 5 - 6 ] : 

The atempts of spéculative minds t o ascend t o some hi g h p i n — 

n a c l e o f t r u t h , from which they might survey the e n t i r e framework 

and connexion of t h i n g s i n the o r d e r o f deductive thought, have 

d i f f e r e d l e s s i n the forms of theory which they have produced, t h a n 

through the nature of the interprétations which have been e s s i g n e d 

t o those forms. And h e r e i n l i e s the r e a l q uestion as t o the i n 

f l u e n c e of p h i l o s o p h i c a l Systems upon the d i s p o s i t i o n and l i f e 

[...] . Herein too may be f e l t the powerlessness of mere L o g i c . 

[...] t o résolve those prob leurs which l i e nearer t o our h e a r t s . a s 

pr o g r e s s i v e years s t r i p away from our l i f e the i l l u s i o n s of i t s 

golden dawn. 

T h u s , mere l o g i c o r p h i l o s o p h y c a n n o t f o r m a s u f f i c i e n t 

b a s i s o f k n o w l e d g e . N e i t h e r d o e s , w r o t e B o o l e , t h e s t u d y o f m a t h -

e m a t i c s o n l y , The c u l t i v a t i o n o f t h e m a t h e m a t i c a l o r d e d u c t i v e 

f a c u l t y i s o n l y a p a r t o f i n t e l l e c t u a 1 d i s c i p l e . "The p r é j u d i c e 

w h i c h w o u l d e i t h e r b e n i s h o r make s u p r ê m e any one d e p a r t m e n t o f 

k n o w l e d g e o r f a c u l t y o f m i n d , b e t r a y s n o t o n l y e r r o r o r j u d g e -

m e n t , b u t a d e f e c t o f t h a t i n t e l l e c t u e l m o d e s t y w h i c h i s i n 

s é p a r a b l e f r o m a p u r e d é v o t i o n t o t r u t h " [ L T , 4 2 3 ] . 

I n t h e l e n g t h y " I n t r o d u c t i o n " t o h i s L o g i ç , G r a t r y h a d em-

p h a s i s e d t h a t t h e r e i s o n l y one a r t o f r e a s o n i n g a n d n o t t h r e e 

p e c u l i a r t o p h y s i c s , m e t a p h y s i c s a n d m a t h e m a t i c s a s c e r t a i n 

w r i t e r s a r g u e d [ 1 9 4 4 , 1 6 , 90] . And i n t h e c h a p t e r o f h i s 

t r e a t i s e he s t r e s s e d t h a t t h e e x c l u s i v e m e t h o d s o f p h i l o s o p h y i s 
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t h e m a i n c a u s e o f o u r e r r o r [ 1 9 4 4 , 1 6 4 ] . The t r u e method c o n s i s t s 

" i n t h e u n i t y o f a i l s o u r c e s o f k n o w l e d g e " , he w r o t e . And d r e w i n g 

o n c e more on L e i b n i z ^ h e s a i d î 

The mind i s a p e c u l i a r élément, a substance w i t h a s u r p r i s i n g na

t u r e . I urge you t o study comparative science; I ask y ou, f o r t h a t 

purpose, t o study e v e r y t h i n g : theology, p h i l o s o p h y , .geometry, 

p h y s i c s , p h y s i o l o g y , h i s t o r y '
1

* * . 

We t h u s s e e t h a t b o t h men b e l i e v e d t h a t t h e l a w s o f t h o u g h t 

a r e u n i v e r s a l l y t r u e a n d e q u a l l y a p p l i e d t o a l 1 s c i e n c e s . 

M o r e o v e r , t h e y h e l d t h a t e x c l u s i v e methods a n d t h e i s o l a t e d 

c h a r a c t e r o f s c i e n t i f i c t e a c h i n g i s a m a i n c a u s e o f e r r o r i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f s c i e n c e ( 1 9 4 4 , 164, 552; L T , 4 2 4 ] . B u t what e b o u t 

t h e r ô l e o f p h i l o s o p h y i n s c i e n c e ? B o t h r e g r e t t e d t h e i n a b i l i t y 

o f p h i l o s o p h y " t o k e e p p a c e w i t h t h e a d v a n c e o f t h e s e v e r a l 

d e p e r t m e n t s o f k n o w l e d g e , whose mutua1 r e 1 e t i o n s i t i s i t s 

p r o v i n c e t o d é t e r m i n e " [ L T , 424; s e e e l s o 1 9 4 4 , 3 5 , 9 4 - 5 , 5 5 0 - 2 ] . 

W h i l e B o o l e i s r e t h e r v e g u e on t h i s m e t t e r , G r a t r y p r o v i d e s 

t h e s o l u t i o n : " T h e r e y o u h e v e t h e s t r i c t l y s c i e n t i f i c t e r m w h i c h 

i t i s i n d i s p e n s a b l e t h a t we s h o u l d i n t r o d u c e i n t o p h i l o s o p h y " 

[ 1 9 4 4 , 1 6 7 ] . D r a w i n g o n C e u c h y ' s t h e o r e m on c o n v e r g e n c e i n [ 1 9 4 4 . 

6 6 , f n 10] G r a t r y w r o t e " I f p h i l o s o p h e r s w o r k e d i n t h e seme 

f e s h i o n , l e a r n i n g t o p r e s e r v e r e s c i e n t i f i c e l l y a n d p e t i e n t l y 

a f t e r t h e t r u t h t h e y a l s o w o u l d meke d i s c o v e r i e s " . 

Our f i n e l r e m e r k w i l l be d e v o t e d t o t h e i n t e r e c t i o n b e t w e e n 

l o g i c e n d m e t h e m a t i c s . I n d i f f é r e n t w a y s , a s we sew, b o t h men 

b e l i e v e d t h a t t h e l e t t e r s c i e n c e i s i n d i s p e n s a b l e t o t h e f o r m e r . 

B u t w h i l e B o o l e r e g e r d e d m e t h e m e t i c s es a r i g o r o u s e n o u gh d i s 

c i p l i n e , G r a t r y , a w a r e o f i t s p e r e d o x e s , . p r o p h e t i c e l l y p e r c e i v e d 

t h e n e c e s s i t y o f a l o g i c e l i n q u i r y i n t o i t s f o u d n a t i o n s . I n t h e 

f o l l o w i n g q u o t a t i o n f r o m G r a t r y ' s l e t t e r t o h i s " i l l u s t r i o u s 

m e s t e r a n d f r i e n d " C a u c h y , we s e e en i n s t e n c e o f De M orgen's 

b e l i e f t h e t m a t h é m a t i c i e n s s h o u l d be l o g i c i e n s and v i c e -

v e r s e
< 1 E >

. G r a t r y w r o t e i n h i s " I n t r o d u c t i o n " [ 1 9 4 4 , 5 7 ] : " I n 

l o g i c I am y o u r e q u a l . I h a v e b e e n p r e o c c u p i e d w i t h l o g i c a l l 

my l i f e , a s y o u h a v e b e e n w i t h m e t h e m e t i c s ; b u t p e r h e p s I h e v e 

s t u d i e d m e t h e m a t i c s more t h a n y o u h e v e l o g i c " . We h e d t h e o p p o r -

t u n i t y t o n o t i c e e n o t h e r i n s t e n c e , where G r e t r y c o m m e n t i n g upon 
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A b e l ' s l e t t e r e x p r e s s e d b i s d e s i r e t h a t a l o g i c i a n u n d e r t o o k t h e 

s t u d y o f i n f i n i t e s e r i e s . H i s d e s i r e was somehow f u l f i l l e d by 

C a n t o r ' s s e t t h e o r y and t h e c o n s e q u e n t g r o w t h o f m a t h e m a t i c a l 

l o g i c . 
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C h a p t e r 9 

C o n c l u d i n g s u r v e y : l o o k i n g b a c k a n d g l i m p s i n g a h e a d . 

9.1 I n t r o d u c t i o n 

Bet treeD the iode of generation dod the fruit , 

tbere is an eoonous difference1 1 ' . 

Paul Valéry. 

I f t h e r e i s an "enormous d i f f e r e n c e " b e t w e e n t h e way s c i e n 

t i f i c t h e o r i e s a r e c o n c e i v e d and t h e i r f i n a l outcome i n i m m e d i a t e 

a p p l i c a t i o n s , t h e n we m i g h t s a y t h a t t h e r e i s o f t e n h a r d l y a ny 

l i n k b e t w e e n t h e i r mode o f g e n e r a t i o n i n p r e v i o u s c e n t u r i e s a n d 

what s u r v i v e s f r o m them t o d a y . E v e r y m a t h e m a t i c i a n i n o u r c e n t u r y 

i s a c q u a i n t e d w i t h t h e names o f B a b b a g e , H e r s c h e l , De Morgan a n d 

B o o l e , b u t what a c t u a l l y s u r v i v e s f r o m t h e i r c o n t r i b u t i o n s t o 

m a t h e m a t i c s and l o g i c i s n o t o n l y r a t h e r l i m i t e d . b u t a l s o 

h a r d l y r e p r e s e n t a t i v e o f t h e i r i n q u i r i e s a n d , i n some c a s e s , m i s 

l e a d i n g . 

I n c u r r e n t t e x t b o o k s o f s e t t h e o r y , e l e m e n t a r y o r a d v a n c e d , 

B o o l e a n d De M o r g a n a r e f a m i l i a r t o us due t o what came t o be 

known a s De M o r g a n ' s l a w s a n d B o o l e a n a l g e b r a [ f o r e x a m p l e , H a i 

mos 1970,17-18; J e c h 1 9 7 8 , 1 4 4 , 1 5 9 } . S t u d e n t s a r e i g n o r a n t e i t h e r 

o f B o o l e ' s c o n n e c t i o n w i t h d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s o r o f De 

M o r g a n ' s w i t h t h e t h e o r y o f r e l a t i o n s - s u b j e c t s c o v e r e d i n t h e 

c u r r i c u l u m o f most 2 0
t h

- c e n t u r y u n i v e r s i t i e s *
2

* - l e t a l o n e o f t h e 

e d u c a t i o n a l a n d p h i l o s o p h i c a l c o n c e r n s w h i c h h a d p l a y e d s u c h a 

v i t a l r o l e i n t h e g e n e r a t i o n o f t h e i r w o r k . M o r e o v e r , t h e i d e a 

c i r c u l a t e s t h a t B o o l e r a t h e r t h a n Babbage i s - a f t e r A r i s t o t l e a n d 

L e i b n i z - one o f t h e f a t h e r f i g u r e s o f c o m p u t e r s [ 7 . 1 , ( 2 2 ) ] . . 

As a r e s u l t o f r e c e n t h i s t o r i c a l s t u d i e s , many g a p s i n o u r 

k n o w l e d g e a r e f i l l e d and c e r t a i n m i s i n t e r p r e t a t i o n s o f t h e f r u i t 

o f t h e work o f o u r f o u r m a i n f i g u r e s a r e e l i m i n a t e d . We w o u l d 

l i k e t o s t r e s s , f o r e x a m p l e , t h e e d i t i o n o f B a b b a g e
1

 s w o r k s 

[ 1 9 8 9 ] , M e r r i l l ' s c o m p r e h e n s i v e book on De M o r g a n ' s l o g i c o f 

r e 1at i o n s [1990] and H a i 1 p e r i n ' s p a p e r " B o o l e ' s a l g e b r a i s n ' t 

B o o l e a n a l g e b r a " [1981] [ s e e 6 . 4 , ( 2 ) and 7 . 1 , ( 2 1 ) ; 8 . 4 , ( 6 ) ] . 

H o w e v e r , what a b o v e a l l was m i s s i n g s o f a r was a d e t a i l e d i n q u i r y 

i n t o t h e m a t h e m a t i c a l r o o t s o f t h e i r l o g i c s , and t h i s o m i s s i o n 

m o t i v a t e d t h e s h a p i n g o f t h i s t h e s i s w h i c h h a s i n v o l v e d , among 
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o t h e r t h i n g s , a w i d e r i n q u i r y upon p r e d e c e s s o r s and c o n t e m 

p o r a r i e s , c o v e r i n g a p e r i o d o f r o u g h l y s e v e n t y y e a r s . 

Among t h e m a i n outcomes o f o u r s t u d y was t o i n v e s t i g a t e i n 

d e p t h t h e p i o n e e r i n g work o f Babbage a n d H e r s c h e l i n f u n c t i o n a l 

a n d D - o p e r a t o r a l g e b r a s r e s p e c t i v e l y - w h i c h f o r e s h a d o w e d t h e sym

b o l i c a l m e t h o d s p u t f o r w a r d by M u r p h y , De M o r g a n a n d G r e g o r y i n 

t h e l a t e ' 1 8 3 0 ' s - a n d t o n o t i c e t h e d e g r e e t o w h i c h t h e s e a l g e b r a s 

i n f l u e n c e d r e s p e c t i v e l y De M o r g a n ' s a n d B o o l e ' s l o g i c s . I n s o 

d o i n g we r e v e a l e d s e v e r a l i n t e r e s t i n g m i n o r o r m a j o r c o n t r i b u 

t i o n s o f n e g l e c t e d f i g u r e s , a s w e l l a s a most i n t r i c a t e n e t w o r k 

o f i n f l u e n c e s b e t w e e n t h e c u l t i v a t o r s o f t h e s e a l g e b r a s , d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n s and l o g i c i n t h e f i r s t h a l f o f t h e 1 9
t > l

 c e n 

t u r y i n E n g l a n d and I r e 1 a n d , 1 i n k i n g f i n a l l y B o o l e ' s w o r k o n t h e 

c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s w i t h C a y l e y ' s and S y l v e s t e r ' s c a l c u l u s o f 

f o r m s . 

I n t h i s c h a p t e r we s e e k t o e v a l u a t e t h e f r u i t o f t h e work o f 

o u r p r i n c i p a l f i g u r e s a c c o r d i n g t o t h e f o l l o w i n g p l a n . S e c t i o n s 

9.2 and 9.3 c o v e r a b r i e f s u r v e y o f t h e d e v e l o p m e n t o f s y m b o 1 i c a 1 

methods a n d t h e i r i m p a c t i n E n g l a n d d u r i n g t h e p e r i o d s 1800-1839 

a n d 1840-1860 r e s p e c t i v e l y . I n 9.4 we e x a m i n e t h e d e g r e e o f 

u t i l i t y o f t h e s e m e thods i n t h e r e a l m s o f m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s 

i n t h e s e c o n d h a 1f o f t h e c e n t u r y , c o v e r i n g t h e p e r i o d b e t w e e n 

t h e two c r u c i a l t e x t b o o k s on d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , B o o l e [1859] 

and F o r s y t h [ 1 8 8 5 ] . 

The r e s t o f t h e c h a p t e r c o n c e r n s t h e i m p a c t o f Boo 1e
1

 s a n d 

De M o r g a n ' s l o g i c s on E n g l i s h , German a n d A m e r i c a n l o g i c i a n s . 

S e c t i o n 9.5 d e a l s w i t h B o o l e ' s s e m i - f o l l o w e r s , f o c u s i n g on 

J e v o n s and V e n n , w h i l e 9.6 t o u c h e s u p o n t h e j o i n t i n f l u e n c e o f 

B o o l e and De M o r g a n upon H . M a c C o l l , C . P e i r c e a n d E . S c h r o d e r . I n 

9.7 we e x a m i n e some i n t e r e s t i n g l i n k s b e t w e e n l o g i c . D - o p e r a t o r s 

and c h e m i s t r y , w i t h n o t e t a k e n o f t h e w o r k o f t h e c h e m i s t 

B . B r o d i e i n 1 8 6 6 - 1 8 7 7 . Our s u r v e y c o n c l u d e s i n 9.8 w i t h a b r i e f 

e p i l o g u e t o s e r v e a s a b a s i s f o r t h e f u t u r e r e s e a r c h e r
< 3

> . 

9.2 E n g l i s h m a t h e m a t i c s and l o g i c : 1800-1839; t h e m a i n i s s u e s . 

We b e g i n w i t h a s y s t e m a t i c commentary u p o n t h e p e r i o d 1 8 0 0 -

1839, p a y i n g a t t e n t i o n t o t h e d e v e l o p m e n t o f l o g i c and m a t h e 

m a t i c s a t t h a t t i m e a s s t u d i e d s e p a r a t e l y i n [ 6 . 2 - 6 . 5 ] a n d [ c h a p s 
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2-3;4.1-4.21 r e s p e c t i v e l y . To f a c i l i t a t e o u r d i s c u s s i o n we d i v i d e 

t h i s p e r i o d i n two s u b p e r i o d s : ( 1 8 0 0 - 1 8 3 0 ) . and ( 1 8 3 0 - 1 8 3 9 ) , 

p r o v i d i n g a l s o c o r r e s p o n d i n g t a b l e s w i t h t h e m a i n d a t e s , names, 

i s s u e s a n d p u b l i c a t i o n s upon w h i c h we w i l l comment b e l o w . 

T a b l e 1 

R e v i v a l o f l o g i c i n E n g l a n d : 1 8 0 0 - 1 8 3 0 . 

Main works Main is s u e s 

Kirwan 1807 

Whately 1826 

Bentham 1827 

( i ) A r i s t o t e l i a n l o g i c viewed as an in d i s 
pensable t o o l i n the study of law, theo
logy, chemistry, b i o l o g y and mathematics 

( i i ) l o g i c d i v i d e d i n " A r t " and "Science" 

( i i i ) Analogies perceived between algebra 

and l o g i c 

T a b l e 2 

I m p o r t a t i o n and d e v e l o p m e n t o f F r e n c h " a n a l y t i c s " 

E n g l a n d : 1 8 0 0 - 1 8 3 0 . 

in 

Main works Main is s u e s 

Woodhouse 1803;1809:1818 
B r i n k l e y 1807 

( i ) Educational reforms 

Bahbage 
Hersche .1 

L a c r o i x 
Examples 

A i r y 

Babbage 

1813-1818 

1816 ( t r a n s l a t i o n ) 
1820 

1826 

1827 

( i i ) Study of Laplace's 
Mécanique Celeste 

( i i i ) S u b s t i t u t i o n of Lagran
ge's series-based c a l 
c u lus f o r Newton

1

s 
f l u x i o n a l c a l c u l u s 

( i v ) G e n e r a l i t y of methods 

(v) Notation 
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T a b l e 3 

The e f f e c t s o f t h e r e v i v a l p e r i o d on m a t h e m a t i c s a n d 

l o g i c : 1830-1839 ; f o u n d a t i o n a l c o n c e r n s <
1 1 

Education 
Dates Algebra 

Logic 

1830 Peacock's 
Algebra 

1831 De Morgan's 
SDM 

1833 

COF 

Main works 

coo 

1835 

1836 

De Morgan's review 
of Peacock [1830] 

De Morgan's 
t r e a t i s e on 
the c a l c u l u s 
of f u n c t i o n s 

1837 

1839 » FNL 
S o l l y 
W.Hamilton 

Murphy on 
d i s t r i b u t i v e 
opérations 

Murphy on 
the COO-inverse 
operations 

W.R.Hamilton 
on Herschel's 
theorem 

Différentiel équations, 
p h y s i c a l astronomy 

Whewell on L a p l a c e ' s 
c o e f f i c i e n t s 

Murphy's E l e c t r i c i t y 

P r a t t ' s textbook; 
A.J . E l l i s on the 
EFE 

Greatheed on p a r t i a l 
d i f f e r e n t i a l équations 

Gaskin on the EFE; 
Gregory on the COO 

Main issu e s : C l a r i f i c a t i o n s i n the i n s t r u c t i o n of a l g e h r a , l o g i c and p h y s i c a l 

astronomy; a r i g o r o u s foundation of the c a l c u l i of opérations and f u n c t i o n s : 

new e f f e c t i v e methods f o r the s o l u t i o n of d i f f e r e n t i a l équations o t h e r than 

séries. 

D u r i n g t h e f i r s t d é c a d e s o f t h e C e n t u r y t h e r e was no s i g -

n i f i c a n t c o n t a c t b e t w e e n l o g i c i a n s and m a t h e m a t i c i a n s . I n t h i s 

r e s p e c t t h e f o r m e r were more p o o r l y e q u i p p e d t h a n t h e l a t t e r t o 

a c h i e v e t h e i r a i m s t h o u g h t h e n e c e s s i t y f o r r e v i v a l a n d u p d a t i n g 

was e q u a l l y s t r o n g . M o r e o v e r , t h e y s h a r e d a common i n t e r e s t i n 

t h e s t u d y o f l a n g u a g e a n d s i g n s , a s w e l l a s i n t h e a d o p t i o n o f a 

s y s t e m a t i c s c i e n t i f i c a p p r o a c h . L o g i c i a n s g r a d u a l l y r e s t o r e d t h e 

n e g l e c t e d r ô l e o f A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m , r e g a r d i n g l o g i c b o t h a s 

a System o f t r u t h s w o r t h o f s t u d y and d e v e l o p m e n t - a s a s c i e n c e -

and as an i n d i s p e n s a b l e t o o l t o a v o i d f a l l a c i e s i n t h e s t u d y o f 
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o t h e r s c i e n c e s - a s a n a r t (6.2 t e x t a n d ( 2 ) , ( 7 ) , ( 8 ) ; 6.3 t e x t and 

( 2 ) 3 . F o r m a t h e m a t i c i a n s , on t h e o t h e r h a n d , L a g r a n g e ' s and 

L a p l a c e ' s s e r i e s - b a s e d m e t h o d s , p r o v i d e d t h e p o w e r f u l t o o l s f o r 

t h e d i s c o v e r y o f t r u t h s ( a s a s c i e n c e ) . and f o r t h e a p p l i c a t i o n 

o f t h e r e s u l t s o b t a i n e d t o t h e m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s f a s an a r t ) 

12.7. t e x t a b o v e ( 2 7 . 1 ) ; 2 . 8 , ( 2 ) ; 2 . 9 , ( 4 ) ] . 

I n a d d i t i o n , we o b s e r v e t h a t g e n e r a l i t y o f m e t h o d s . c o n -

d e n s e n e s s and symmetry o f l a n g u a g e . u n i t y and a n a l o g y were among 

t h e c h i e f c o n c e r n s f o r b o t h p a r t i e s on p u r e l y i n d e p e n d e n t l i n e s 

- w i t h p e r h a p s o n l y a p a r t i a l common i n f l u e n c e f r o m C o n d i 1 l a c 

( 2 . 9 , ( 3 ) ; 6 . 2 , ( 5 ) , ( 1 ) ¡ 6 . 3 , ( 1 ) , ( 2 ) ] . Compare, f o r e x a m p l e , t h e sym

m e t r y i n G.Bentham's j>or~Hv^ m a t h e m a t i c a l s y s t e m (63.2) i n h i s 

book [1827) a n d B a b b a g e ' s c o n c e r n s f o r symmetry a n d c o n c i s e n e s s 

i n m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n i n h i s p a p e r on t h e i n f l u e n c e o f s i g n s 

[ 1 8 2 7 ; s e e 2.9 t e x t a n d ( 7 ) ] . We m i g h t a l s o n o t e W h a t e l y ' s and 

B a b b a g e ' s n o m i n a l i s t i c a t t i t u d e s [ 6 . 2 , ( 9 ) and 2 . 9 , ( 8 ) r e s p e c 

t i v e l y ] , o r K i r w a n ' s , T o o k e ' s . J.Bentham's and B a b b a g e ' s common 

p u r s u i t of- a u n i v e r s a l l a n g u a g e [ 6 . 2 , ( 3 ) , ( 4 ) ; 6 . 3 , ( 1 ) ; 2 . 9 , ( 1 ) ] . 

S u c h s i m i l a r i t i e s , p a r t l y due a p p a r e n t l y t o a more o r l e s s 

common p h i l o s o p h i c a l b a c k g r o u n d , a r e above a l l i n d i c a t i v e o f t h e 

common c o n c e r n s - b e s i d e s e d u c a t i o n a l u p d a t i n g - t h a t c h a r a c t e r i z e d 

t h e i n d e p e n d e n t b u t s i m u l t a n e o u s a t t e m p t s f o r t h e r e v i v a 1 o f 

l o g i c a n d t h e c a l c u l u s d u r i n g t h e p e r i o d 1800-1830 [ T a b l e s 1 and 

2 ] . C e r t a i n l y t h e t e n d e n c y t o draw on a n a l o g y and t o a t t a i n a 

r e 1 a t i v e l y h i g h 1 eve 1 o f a b s t r a c t i o n and g e n e r a 1 i z a t i on i s 

s t r o n g e r i n t h e c a s e o f t h e a n a l y s t s , most p a r t i c u 1 a r l y Babbage 

a n d H e r s c h e l . - F o r e s h a d o w i n g B o o l e ' s i n t e r e s t i n a g e n e r a l m e t h o d 

i n a n a l y s i s , B a b b a g e a n d H e r s c h e l r e g a r d e d r e s p e c t i v e l y t h e 

m e t h o d s o f t h e c a l c u l i o f f u n c t i o n s a n d o p e r a t i o n s a s g e n e r a l a n d 

u n i f o r m means o f d i s c o v e r i n g new t r u t h s and o f t r e a t i n g p r o b l e m s 

o f a n a l y s i s , p h y s i c s . g e o m e t r y , c h e m i s t r y a n d t h e c a l c u l u s o f 

v a r i a t i o n s [ 2 . 3 - 2 . 9 ] . 

The i n t e r e s t i n g a n d c l o s e c o l l a b o r a t i o n o f Babbage and 

H e r s c h e l , a s w e l l a s t h e p e c u l i a r c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e i r i n 

d i v i d u a l p u b l i s h e d a n d u n p u b l i s h e d c o n t r i b u t i o n s h a v e b e e n d i s 

c u s s e d i n c h a p t e r 2. We w o u l d l i k e t o u n d e r l i n e h e r e some o f t h e 

mos t i m p o r t a n t i s s u e s . U n d e r t h e i n f l u e n c e o f L a g r a n g e and 

L a p l a c e [ 1 . 5 ] , b o t h a n a l y s t s d r e w on a n a l o g y b e t w e e n f u n c t i o n a l , 

d i f f e r e n t i a l a n d e x p o n e n t a t i o n i n d i c e s , a n d , a c c o r d i n g l y , b e t w e e n 

f u n c t i o n a l , d i f f e r e n t i a l a n d a l g e b r a i c e q u a t i o n s [ 2 . 7 ] . The f a c t 
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t h a t H e r s c h e l c o n t r i b u t e d c o n s i d e r a b l y t o t h e d e v e l o p m e n t o f 

B a b b a g e ' s f a v o u r i t e s u b j e c t o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , s u g g e s t i n g 

amendments and new t e c h n i q u e s , a n d , a b ove a l l m o t i v a t i n g t h e 

l a t t e r ' s i n t e r e s t i n g e n e r a l i z a t i o n [2.4 t e x t a n d ( 8 ) , ( 1 3 ) ] , h a s 

n o t b e e n s t r e s s e d i n p r e y i o u s h i s t o r i c a l w o r k s . 

S l i g h t l y b o l d e r
 A

 more a m b i t i o u s t h a n B a b b a g e , H e r s c h e l a t 

once a s s i m i l a t e d and a p p l i e d A r b o g a s t ' s method o f s e p a r a t i o n o f 

s y m b o l s i n 1814 ( 2 . 3 , ( 1 7 ) ] , and u n d e r t o o k - u n s u c c e s s f u l l y [ 2 . 4 , 

( 5 ) , ( 6 ) ] - t o i n t e g r a t e t h e g e n e r a l f o r m o f t h e f i r s t - o r d e r f u n c 

t i o n a l e q u a t i o n ( 2 4 . 1 5 ) . I t s h o u l d be n o t e d t h a t he was t h e f i r s t 

B r i t i s h a n a l y s t t o s o l v e a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n (23.11) by sym

b o l i c a l m e t h o d s ( 2 3 . 1 2 ) . He a l s o d e v e l o p e d L a p 1 a c e ' s w o r k on 

f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s [ 2 . 3 , ( 8 ) ; 2 . 4 , ( 4 ) ] a s i n M e c a n i g u e 

C e t e s t e , b o r r o w i n g L a p l a c e ' s method o f g e n e r a t i n g f u n c t i o n s , a n d 

e v e n t h e t i t l e o f t h e l a t t e r ' s p a p e r [ 1 8 0 9 ] ; [ s e e 2 . 3 , t e x t a n d 

(14) — ( 1 8 ) ] . F i n a l l y , he s u p e r s e d e d Babbage i n app1 i c a t i ó n s by 

p r o v i n g t h e u t i l i t y o f t h e l a t t e r ' s t r a n s f o r m cp-
1

 fcp ( 2 5.1) o u t 

s i d e t h e r e a 1ms o f f u n c t i ona 1 e q u a t i o n s , *JJ^e 1 a b o r a t i n g 

Bromhead's u n p u b l i s h e d work on t h e c a l c u l u s o f f a c t o r i a l s 

[ 2 . 8 , ( 7 ) a n d ( 2 8 . 1 3 ) ] . L i k e L a p l a c e , who h a d c l a i m e d i n 1811 t h a t 

A r b o g a s t ' s s e p a r a t i o n o f s y m b o l s f o r m e d p a r t o f h i s own " c a l c u l 

d e s f o n c t i o n s g e n e r a t r i c e s " [ 1 . 7 , t e x t b e l o w ( 3 ) ] , H e r s c h e l a s s e r 

t e d t h a t h i s D - c a l c u l u s " e x p a n d e d w i l l i n c l u d e y o u r [ B a b b a g e ' s ] 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a s a p a r t i c u l a r c a s e " [ 2 . 9 , ( 2 ) ] . 

F o r a l l . B a b b a g e ' s f e a r t o s e p a r a t e s y m b o I s o f o p e r a t i o n f r o m 

t h o s e o f q u a n t i t y , H e r s c h e l r e p e a t e d l y urgł*g h i m t o , he d i d 

v i e w f u n c t i o n s as e n t i t i e s j u s t a s H e r s c h e l v i e w e d d i f f e r e n t i a l 

a n d f i n i t e d i f f e r e n c e o p e r a t o r s a s m a t h e m a t i c a 1 o b j e c t s o t h e r 

t h a n numbers o r g e o m e t r i c a l c o n c e p t s [ 2 . 7 , t e x t , ( 3 ) - ( 4 ) ; 2 . 9 b e f o r e 

( 1 0 ) ] . B u t t h e y b o t h showed a deep c o n c e r n f o r s u c c e s s f u l n o t a 

t i o n a n d u n i f o r m g e n e r a l m e t h o d s [ 2 . 3 , ( 1 7 ) , ( 1 9 ) ; 2 . 4 , ( 5 ) , ( 8 ) ; 2 . 5 ; 

2.9] b e i n g l a r g e l y i n d i f f e r e n t t o c o n d i t i o n s o f p o s s i b i l i t y o f 

s o l u t i o n o r r i g o u r [ 2 . 4 , ( 6 ) ; 2 . 5 . ( 1 7 )
;
2 . 7 , ( 1 2 ) ] . A f t e r Monge [ 1 . 4 ] 

t h e y assumed t h a t t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n a l w a y s e x i s t s a n d i s 

u n i q u e [ 2 . 4 , ( 3 ) ; 2 . 6 , ( 6 ) ] , and t h e y c o m m i t t e d s e v e r a l c o n c e p t u a l 

a n d m e t h o d o l o g i c a l e r r o r s i n b o t h p u b l i s h e d a n d u n p u b l i s h e d 

m a t e r i a l [2 . 3, (13) ; 2 . 6, (1) , (3) , (12) , (13) ; 2 . 7, (12) .- (27 .16) (27 .41) ] . 

S u r p r i s i n g l y , t h e y d i d n o t know o f S e r v o i s ' s l a w s [ 1 . 6 : 2 . 6 , ( 3 ) 1 . 

Babbage a n d H e r s c h e l d i d n o t d w e l 1 u p o n f o u n d a t i o n a l 

q u e s t i o n s ; t h e y f o l l o w e d t h e s u b j e c t s o f t h e i r i n v e s t i g a t i o n 
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w h e r e t h e y l e d " s e i z i n g e v e r y r e l a t i o n w h i c h p r e s e n t e d i t s e l f , 

w i t h o u t i n q u i r i n g w h e t h e r t h e c o n d i t i o n s o f s o l u t i o n were p o s 

s i b l e o r n o t . And t h e y were r i g h t i n s o d o i n g , t h e g e n e r a l i n t e r 

e s t o f t h e s c i e n c e b e i n g c o n s i d e r e d " (De M o r g a n 1 8 3 6 , a r t . 1 ; 

2 . 9 , ( 1 0 ) ] . H o w e v e r , t h e i r s u c c e s s o r s , f o l l o w i n g d i r e c t l y o r i n 

d i r e c t l y on t h e l i n e s l a i d down by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y [ 2 . 1 , 

( 1 ) . ( 2 ) J , w e r e c o n c e r n e d b o t h w i t h d e v e l o p i n g a n d d i f f u s i n g 

F r e n c h " a n a l y t i c s " and w i t h r e s t o r i n g many o f t h e e r r o r s o r o m i s 

s i o n s l e f t i n t h e i r w o r k . De M o r g a n , t h e i r most a r d e n t f o l l o w e r 

a n d r e a d e r o f t h e i r o f t e n o b s c u r e w o r k , d e c l a r e d t h a t e r r o r s , am

b i g u i t i e s a n d open q u e s t i o n s a r e b u t t h e b e s t c h a l l e n g e f o r t h e 

r e s e a r c h e r t o make "a s t e p i n k n o w l e d g e " and s h o u l d n o t be 

r e g a r d e d a s a d e f e c t [ 2 . 3 , ( 4 ) ; 6 . 9 . ( 2 0 ) ] . Babbage and H e r s c h e l 

knew t h a t a n d w e r e o f t e n e n t h u s i a s t i c i n n o t i n g e r r o r s i n e a c h 

o t h e r ' s w o r k [ 2 . 6 , ( 1 2 ) ] . 

The m a j o r f i g u r e s o f t h e e a r l y p e r i o d 1800-1830 s o u g h t f o r 

t h e r e v i v a l o f m a t h e m a t i c s a n d l o g i c [ 2 . 1 - 2 . 3 ; 6 . 1 - 6 . 3 ] , f o r 

g e n e r a l m e t h o d s and a c a r e f u l l y c o n s t r u c t e d s y m b o l i c l a n g u a g e 

r e l y i n g on a n a l o g y r e g a r d l e s s o f r i g o r o u s d e m o n s t r a t i o n s . By c o n 

t r a s t , f r o m t h e 1830's o n w a r d s a n a l y s t s and l o g i c i a n s f o c u s e d 

p a r t i c u l a r l y on e x p l a i n i n g f i r s t p r i n c i p l e s , e s t a b l i s h i n g t h e 

f o u n d a t i o n s o f t h e c a l c u l i o f o p e r a t i o n s and f u n c t i o n s , r e a c t i n g 

a g a i n s t t h e i n a d e q u a c y o f e x i s t i n g t e x t b o o k s and s e e k i n g l i n k s 

a n d m u t u a l a p p l i c a t i o n s b e t w e e n d i v e r s e s c i e n c e s . The l i n e o f t h e 

d e v e l o p m e n t o f t h e new t h e o r i e s i s much more i n t r i c a t e a n d m u l t i -

d i m e n s i o n a 1 i n t h e 1830's [ T a b l e 3] t h a n i n t h e f i r s t t h r e e 

d e c a d e s , a n d t h e n e t w o r k o f m u t u a l i n f l u e n c e s much more s u b t l e 

a n d v a g u e . W h i l e De M o r g a n i s a s t r i k i n g e x c e p t i o n i n o f t e n 

p r o v i d i n g h i s r e a d e r s w i t h v e r y d e t a i l e d r e f e r e n c e s a s t o h i s 

s o u r c e s , we s t i l l know v e r y l i t t l e a b o u t t h e s o u r c e s u s e d b y 

A . J . E l l i s , G a s k i n , S o l l y , G r e a t h e e d o r M u r p h y , and i t i s by 

g u e s s w o r k t h a t we d e t e c t i n f l u e n c e s b a s e d on e v i d e n t s i m i l a r i t i e s 

[ 3 . 2 - 3 . 3 ; 4 . 2 ; 6 . 3 ] . 

A s f a r a s l o g i c i s c o n c e r n e d , we n o t i c e i t s f i r s t e x p l i c i t 

l i n k s w i t h t h e i n s t r u c t i o n o f a l g e b r a and g e o m e t r y i n De M o r g a n 

[ I 8 3 1 ; 1 8 3 5 a ; 1 8 3 9 ; s e e 3.4 ; 6 . 4 - 6 . 5 ) , a s w e l l a s t h e f i r s t a t t e m p t 

f o r i t s m a t h e m a t i z a t i o n by S o l l y 1 1 8 3 9 ; 6 . 3 , ( 5 ) - ( 9 ) ] . We a l s o 

n o t i c e B e n t h a m ' s , S o l l y ' s a n d H a m i l t o n ' s i n d e p e n d e n t i n t r o d u c 

t i o n s o f t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e , w h i c h was t o p l a y a 

s u b t l e r o l e i n t h e s h a p i n g o f De M o r g a n ' s and B o o l e ' s w o r k s on 
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l o g i c [ 6 . 3 , ( 1 3 ) , 1 1 2 ) ; 6.6] . On t h e other h a n d , we n o t i c e t h e 

s i m i l a r l y i n d e p e n d e n t i n q u i r i e s i n t h e f o u n d a t i o n s o f f u n c t i o n a l 

a n d Operator a l g e b r a s by De M o r g a n ( 3 . 5 - 3 . 6 ] , M u r p h y [ 3 . 3 ] a n d 

G r e g o r y ( 4 . 4 ] i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s , i n q u i r i e s w h i c h p a i d s p e c i a l 

e m p h a s i s on t h e p r o p e r t i e s o f i n v e r s e f u n c t i o n s a n d S e r v o i s ' s 

l a w s and w h i c h p l a y e d a most c r u c i a l r ô l e i n t h e d e v e l o p r a e n t o f 

s y m b o l i c a l m e t h o d s and i n t h e r i s e of a l g e b r a i c l o g i c i n t h e 

1840's [ 4 . 5 - 4 . 8 ; 6 . 5 - 6 . 7 ; 7 . 1 - 7 . 7 ; s e e a l s o 9 . 3 ] . 

The s t u d y o f L a p l a c e ' s M é c a n i q u e Ce l e s t e , a v e r y d é c i s i v e 

m o t i v e f o r t h e B r i t i s h r e f o r m s ( 2 . 1 - 2 . 3 ] , a s w e l l a s t h e r e a c 

t i o n s a g a i n s t W h e w e l l ' s c o n s e r v a t i v e " l i b e r a l é d u c a t i o n " ( 3 . 2 . 

( 5 ) . ( 2 0 ) ] , f o r m e d t h e most b a s i c components o f t h e u p d a t i n g o f 

t h e m a t h e m a t i c a l a n d p h y s i c a l s c i e n c e s i n t h e 1 8 3 0 ' s a t 

C a m b r i d g e . A i r y
1

 s T r a c t s 11826] and B a b b a g e
1

 s , H e r s c h e 1
 1

 s a n d 

P e a c o c k ' s E x a m p l e s [1820] g a v e r i s e t o t h e u p d a t e d t r e a t i s e b y 

P r a t t [1836] and G r e g o r y ' s E x a m p l e s (1841] - w h i l e new w o r k s like 

Murphy's E l e c t r i c i t y [ 1 8 3 3 c ] a p p e a r e d . On s i m i l a r U n e s W h a t e l y ' s 

E l e m e n t s [1826] f o r m e d b o t h a m o t i v a t i o n and a p a r t i a l b a s i s f o r 

Bentham [ 1 8 2 7 ] , S o l l y [ 1839] a n d H a m i l t o n ' s own e x p a n d e d A r i s -

t o t e l i a n s y s t e m ( 6 3 . 3 ) . B u t w h i l e . o n c e m o r e , t h e a t t e m p t s t o 

r e v i v e i n t e r e s t i n t h e s t u d y o f l o g i c w ere r a t h e r
#
 l^ngit^ed^. i n 

t h e i r i m m é d i a t e i m p a c t , t h e e d u c a t i o n a l r e f o r m s a t C a m b r i d g e 

U n i v e r s i t y by p e o p l e l i k e P e a c o c k , A . J . E l l i s . P r a t t , O ' B r i e n , 

.. G a s k i n ^ Thomson and Hymers e f f e c t e d a r e m a r k a b l e s w i t c h 

^ A i r y ' s a n d W h e w e l l ' s e m p h a s i s o n m i x e d m a t h e m a t i c s , 

* A i l t h è s e p e o p l e , w h e t h e r i n t h e s t a t u s o f s t u d e n t , l e c -

t u r e r , m o d e r a t o r , r e s e a r c h e r , o r t e x t b o o k w r i t e r , p r e p a r e d t h e 

g r o u n d s f o r t h e work o f G r e g o r y , R . L . E l l i s . G r e a t h e e d , B r o n w i n 

a n d B o o l e i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s and e a r l y 1 8 4 0 ' s , w h i l e o t h e r 

c a p a b l e w r a n g l e r s l i k e C a y l e y a n d S y l v e s t e r a p p e a r e d a t t h a t t i m e 

whose p u r s u i t o f p u r e m a t h e m a t i c s was t o be h i g h l y d é c i s i v e i n 

E n g l a n d l a t e r on [ 3 . 2, (,1 ) - ( 4 ) , ( 20) ; 4.1-4.3; 5.10; 9 . 3 - 9 . 4 ] . 

V e r y few c o n t r i b u t i o n s e f f e c t e d d u r i n g t h e t r a n s i t i o n a l 

p e r i o d o f t h e 1830's - w h i c h l i n k s t h e work o f t h e A n a l y t i c a l 

S o c i e t y w i t h t h e s y s t e m a t i c d e v e l o p m e n t o f D - o p e r a t o r m e t h o d s a n d 

t h e r i s e o f a l g e b r a i c l o g i c some y e a r s l a t e r - g a i n e d p r o m i n e n c e 

l a t e r i n t h e Century. I n many ways c e r t a i n o f H e r s c h e l ' s a n d 

B abbage's c o n t r i b u t i o n s s u r v i v e d l o n g e r t h a n M u r p h y ' s o n n o n -

c o m m u t a t i v e o p é r a t i o n s o r De M o r g a n ' s t r e a t i s e on f u n c t i o n s . F o r 

e x a r a p l e , H e r s c h e l ' s e x p a n s i o n t h e o r e m (23.18) - t o g e t h e r w i t h 
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H a m i l t o n ' s v e r s i o n o f i t i n 1839 [ s e e ( 2 3 . 3 0 ) 1 - p l a y e d a most v i 

t a l r o l e i n t h e d e v e l o p m e n t o f s y m b o l i c a l m e t h o d s a t m i d 1 9
t h 

c e n t u r y [ ( 4 8 . 1 ) , 4 . 8 , (2) - (3) ; 5 . 2 ; 5.4, ( 12) ] ,
 V

^ * f e a t u r e d i n numerous 

t e x t b o o k s f r o m Hymers [1879] t o B o o l e [ 1 8 6 0 ] ; [ s e e 2 . 3 , ( 2 1 ) ; 3 . 9 , 

( 2 ) ; 4 . 8 , ( 2 ) ] was remembered i n L a u r e n t [1890 ; 2 . 5 , ( 1 ) ]
7
t o be 

t r a c e d a s r e c e n t l y a s ( M i l n e - T h o m s o n 1 9 5 1 , 3 2 ] . On f a i r l y s i m i l a r 

l i n e s , B a b b a g e ' s t r a n s f o r m ( p
_ 1

f ( p , (25.1) - s u g g e s t e d by M a u l e 

[ 2 . 5 , ( 3 ) ; 2.6, ( 9 ) ) - was a k e y m e t h o d i n De M o r g a n ' s t r e a t i s e on 

f u n c t i o n s [1836 ; 3 . 5 , ( 1 0 ) ; 3 . 6 , ( 1 5 ) ] , w h i c h p l a y e d a s u b t l e r o l e i n 

t h e l a t t e r ' s l o g i c [ 6 . 9 , ( 1 3 ) 1 , a p p e a r e d i n B o o l e [1860] a n d , i n 

d e p e n d e n t l y o f i t s o r i g i n a l c o n t e x t , i n H e r s c h e l ' s ( 2 8 . 1 3 ) , 

¿1 y\ <é ( 

M u r p h y ' s ( 3 3 . 5 1 ) and G r e g o r y ' s (44.14) o p e r a t o r c a l c u l i , 

s t i l l p r o m i n e n t i n o u r c e n t u r y [ 2 , 5 , ( 1 ) ]
( 3 3

. 

H o w e v e r , a s we a r g u e d e a r l i e r [4.1 ; 4. 6 ; 4 . 8] , i f we d i d n o t 

h a v e Murphy [ 1 8 3 7 ] on n o n - c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n s , o r G a s k i n ' s 

r e f o r m i n 1 8 3 9 , we m i g h t h a d n o t h a v e B o o l e [1844] o r p e r h a p s 

h i s M a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f l o g i c [ 1 8 4 7 a ] . S i m i l a r l y , as shown 

i n [ 6 . 7 ; 6 . 9 ] , w i t h o u t De M o r g a n ' s t r e a t i s e on f u n c t i o n s [1836] 

- a s b a s e d on P e a c o c k ' s A l g e b r a [1830] and B a b b a g e ' s t r a n s f o r m 

( 2 5 . 1 ) - we m i g h t h a d n o t h a v e h i s l o g i c o f r e l a t i o n s i n 1860. We 

w o u l d l i k e t o s t r e s s t h a t b e h i n d t h e s e t h r e e i m p o r t a n t w o r k s l a y 

M u r p h y ' s c o n c e r n f o r d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n s i n p h y s i c a l c o n t e x t 

i n [ 1 8 3 3 b ] , G a s k i n ' s i n t e r e s t i n s t i m u l a t i n g t h e s t u d e n t s ' 

f a m i l i a r i t y w i t h s y m b o l i c a l methods w h i c h g a i n e d l i t t l e 

p r o m i n e n c e w i t h W h e w e l l ' s e m p h a s i s on s e m i - g e o m e t r i c a l , s e m i -

a n a l y t i c a l m e t h o d s , a n d f i n a l l y De Morgan's d e s i r e t o amend, e x 

p a n d and s y s t e m a t i z e B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s w o r k on f u n c t i o n a l 

e q u a t i o n s u n d e r h i s p e c u l i a r e d u c a t i o n a l and p h i l o s o p h i c a l p r i s m 

and t h e m o t i v a t i o n o f h i s r e v i e w [1835b] o f P e a c o c k [ 1 8 3 0 ] . 

Due t o Whewe11's o b s t r u c t i v e r o l e , t h e d e v e l o p m e n t o f 

C a m b r i d g e m a t h e m a t i c s and t h e d i f f u s i o n o f F r e n c h " a n a l y t i c s " 

s l o w e d down i n t h e 1 8 2 0 ' s , t o s e e a g r a d u a l r e v i v a l i n t h e 

1 8 3 0 ' s . P e r h a p s t h e l a c k o f prompt a t t e n t i o n t o t h e work o f Bab-

bage and H e r s c h e l a t t h a t t i m e was a l s o due t o t h e u n f a v o u r a b l e 

c r i t i c i s m o f t h e i r w o r k by P . B a r l o w [ 2 . 5 , ( 1 8 )
;
2 . 8 , ( 8 ) , ( 1 0 ) ] . The 

d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s by M u r p h y , a p p a r e n t l y 

on i n d e p e n d e n t l i n e s , r e v e a l e d a v e r y c l o s e c o n n e c t i o n b e t w e e n 

t h e i r c o n c e r n s i n t h e m i d 1 810's and M u r p h y ' s i n t h e l a t e 1 8 30's 

[ s e e 3 . 3 , ( 6 ) , t e x t b e l o w ( 3 3 . 5 ) , ( 3 3 . 6 2 ) - ( 3 3 . 6 7 ) ] . u n f o r t u n a t e l y 

M u r p h y ' s a b s t r a c t w o r k - t h o u g h s u r p r i s i n g l y a c c e p t e d by W h e w e l l -
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g a i n e d l i t t l e a t t e n t i o n by h i s s u c c e s s o r s , h i s s t u d y o f i n v e r s e , 

d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n s b e i n g p r o p e r l y r e p r o d u c e d a n d a c k n o w 

l e d g e d m a i n l y by C a r m i c h a e l ( 1 8 5 5 ; s e e 5.7 and 9 . 3 ] . 

Maybe t h e d e v e l o p m e n t o f e i t h e r p u r e m a t h e m a t i c s o r l o g i c 

m i g h t h a v e been more r a p i d a n d s u b s t a n t i a l , o r s i m p l y d i f f e r e n t , 

i f c e r t a i n p u b l i s h e d w o r k s , s u c h a s t h e M e m o i r s [ 1 8 1 3 ] , S o l l y 

[ 1 8 3 9 ] , De M o r g a n [1836] o r M u r p h y [1837] had b e en l e s s n e g l e c t e d 

by t h e i r c o n t e m p o r a r i e s o r s u c c e s s o r s . M o r e o v e r , s e v e r a l w o r k s 

l e f t i n m a n u s c r i p t f o r m were n o t p u b l i s h e d : B a b b a g e ' s u n f i n i s h e d 

s e q u e 1 t o h i s two p a p e r s on t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s [1815 ; 

1816] a n d h i s p a p e r s on t h e p h i l o s o p h y o f s i g n s ( 2 . 7 , 2 . 9 , ( 8 ) ] , 

H e r s c h e l ' s p l a n n e d book on a l g e b r a [ 2 . 8 , ( 1 ) ] , Bromhead's c a l c u l u s 

o f f a c t o r i a l s [ 2 . 8 , ( 7 ) ] a n d M u r p h y ' s n e v e r - p r o d u c e d s e q u e l s t o 

h i s E l e c t r i c i t y and h i s p a p e r on t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s 

[ 3 . 3 , ( 1 ) ] . Among t h e r e a s o n s f o r t h i s phenomenon a r e t h e l a c k o f 

f a v o u r a b l e a c c e p t a n c e o r d i r e c t i m p a c t o f t h e i r e a r l i e r w o r k a n d 

t h e l i m i t e d e c o n o m i c a l means f o r p u b l i c a t i o n
t 3 5

. 

9.3 The d e v e l o p m e n t o f a l g e b r a i c s y m b o l i c a l m e t h o d s : 1 8 4 0 - 1 8 6 0 ; 

a p p l i c a t i o n s i n B o o l e ' s and De M o r g a n ' s l o g i c s . 

D e d u c t i v e l o g i c a n d a l g e b r a i c m e t h o d s saw r a t h e r s l o w a n d 

i n d e p e n d e n t d e v e l o p m e n t s f r o m t h e 1 800's t o t h e m i d 1 8 3 0 ' s [ 9 . 2 ] . 

As s o o n a s t h e c a l c u l i o f f u n c t i o n s a n d o p e r a t i o n s w e r e more o r 

l e s s r i g o r o u s l y f o u n d e d i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s [ T a b l e 3 ] , o p e r a t o r 

( a n d t o some e x t e n t f u n c t i o n a l ) m e t h o d s were r a p i d l y d e v e l o p e d 

and a p p l i e d i n t h e n e x t two d e c a d e s i n s y m b o l i c a l g e b r a , d i f 

f e r e n t i a l , f i n i t e d i f f e r e n c e a n d f u n c t i o n a l e q u a t i o n s , d e f i n i t e 

i n t e g r a l s , a n a l y t i c g e o m e t r y , t h e c a l c u l i o f v a r i a t i o n s , v e c t o r s 

and q u a t e r n i o n s , t h e t h e o r y o f i n v a r i a n t s . and a b ove a l l l o g i c . 

F o l l o w i n g A . J . E l l i s ' s h i n t s i n 1 8 6 0 , [ 5 . 1 0 , ( 7 ) 1 , we may s a y t h a t 

t h e dua1 s e t o f t h e n o t i o n s o f " o p e r a t i o n " a n d "1aws o f 

o p e r a t i o n " s y s t e m a t i z e d by m i d 1 9
t n

 c e n t u r y t h e most d i v e r s e 

b r a n c h e s o f a n a l y s i s , m e c h a n i c s , g e o m e t r y and l o g i c i n t o t h e c o r 

r e s p o n d i n g " a l g e b r a s " o f t h e o b j e c t s u n d e r s t u d y . 

T h i s movement was due t o t h e f a c t t h a t t h e p i o n e e r s i n l o g i c 

and a n a l y s i s w ere no l o n g e r e x c l u s i v e l y O x f o r d l o g i c i a n s o r 

C a m b r i d g e a n a l y s t s who w o r k e d i n i s o l a t i o n . The m a j o r l o g i c i a n s , 

B o o l e a n d De M o r g a n , were n o t b a s e d i n e i t h e r u n i v e r s i t y , a n d 

615 



s e v e r a 1 new f i g u r e s a p p e a r e d f r o m O x f o r d , L o n d o n o r D u b l i n 

U n i v e r s i t i e s who d e v o t e d t h e i r l e i s u r e t o t h e p u r s u i t o f a l -

g e b r a i c s y m b o l i c a l m e t h o d s . M a t h e m a t i c i a n s w o r k i n g as l a w y e r s , 

c o m p o s e r s o f m u s i c , t h e o l o g i a n s o r l i n g u i s t s ( a s , f o r e x a m p l e 

H a r g r e a v e , G r e a t h e e d , B r o n w i n o r A . J . E l l i s r e s p e c t i v e l y ) w ere a l l 

e q u a l l y a t t r a c t e d by s y m b o l i c a l m e t h o d s and i n p a r t i c u l a r b y 

t h e i r e f f e c t i v e a p p l i c a t i o n t o é q u a t i o n s p r o m i n e n t i n p h y s i c a l 

a s t r o n o m y l i k e t h e E F E a n d t h e L E . W h i c h were t h e q u a l i t i e s t h a t 

u n i t e d a l l t h è s e f i g u r e s t o w a r d s t h i s common p u r s u i t ? 

Many o f t h e i n t e 1 l e c t u a l s d i s c u s s e d s o f a r h a d an a r d e n t i n -

f a t u a t i on w i t h l a n g u a g e s , grammar a n d p o e t r y and s o d i s t i n g u i s h e d 

and e x p l o i t e d a n a l o g i e s p e r c e i v e d b e t w e e n common l a n g u a g e s a n d 

t h a t o f a 1 g e b r a r e v i v i n g i n a new s e n s e C o n d i l l a c ' s d i c t u m '
1

' . 

T h e y f u r t h e r saw t h e b e a u t y a n d symmetry o f f e r e d by s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , q u a l i t i e s s t r e s s e d by De M o r g a n i n 1836 and p r i n c i p a l l y 

s o u g h t a f t e r by B r o n w i n f ( 5 2 . 4 6 ) , ( 5 2 . 4 8 ) ] , C . G r a v e s ( 5 . 5 , t e x t , 

( 5 ) 1 , C a r m i c h a e l ( 5 . 7 , ( 9 ) ] , S p o t t i s w o o d e [ 5 . 9 , t e x t , ( 1 ) ] and S y l 

v e s t e r [ 5 . 1 0 , t e x t , ( 9 ) ] . B o o l e was no e x c e p t i o n i n t h i s r e s p e c t , 

a s h i s p u r s u i t o f a " p e r f e c t " method i n LT r e v e á i s [ 8 . 6 , t e x t 

b e l o w ( 4 ) ] . I n i t i a l l y , Operator m e t h o d s , a s a p p l i e d t o d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n s i n t h e l a t e 1 8 3 0 ' s and e a r l y 1 8 4 0 ' s , were v i e w e d 

a s a n i m p r o v e d a l t e r n a t i v e t o t h e c l u m s y method o f s e r i e s [ s e e 

G r e a t h e e d ( 4 2 . 1 3 ) o r G a s k i n , 4 . 2 , ( 8 ) ] as w e l l as a means t o 

p r é s e n t known r e s u l t s i n f i n i t e , e l e g a n t f o r m . M o r e o v e r , t h e y a f -

f o r d e d r a p i d i t y , c l a r i t y a n d c o n c i s e n e s s i n b o t h methods a n d 

r e s u l t s a n d w e r e s o o n t o be u s e d a s a means o f i n v e n t i o n ^ t h u s 

r e v i v i n g o n c e more t h e d i c t u m s o f s e m i o t i c p h i 1 o s o p h e r s [1,8 ; 2.9] 

e x p r e s s e d i n De M o r g a n ' s t r e a t i s e ( 1 8 3 6 ; s e e 3 . 6 , ( 9 ) ] . 

Of a l l t h e s e p r o p e r t i e s ^ t h e l a t t e r is t h a t w h i c h d e s e r v e s 

<*fmost a t t e n t i o n . On t h e g r o u n d s t h a t s y m b o l i c a l methods e n a b l e d 

m a t h e m a t i c i a n s t o s e e h i d d e n a n a l o g i e s and t o e f f e c t g e n e r a l i z a -

t i o n t h r o u g h a b s t r a c t i o n , we h a v e t h e i n g e n i o u s i n v e n t i o n o f new 

m e t h o d s , t h e p r o o f o f new t h e o r e m s , t h e s e a r c h f o r g e n e r a l 

m e t h o d s a n d a b o v e a l l t h e s p é c u l a t i o n o f t h e p r o x i m i t y b e t w e e n 

m a t h e m a t i c a 1 a n d l o g i c a l c o n c e p t s a n d p r o c é d u r e s t h a t 1 ed t o t h e 

r i s e o f a l g e b r a i c l o g i c . None o f t h e s e c o n c e r n s were b r a n d new 

w i t h o u r m i d - 1 9
t n

- c e n t u r y p i o n e e r s [ s e e 9.2] . H o w e ver, g i v e n 

P e a c o c k ' s e n l a r g e m e n t o f t h e r e a l m s o f s y m b o l i c a l a l g e b r a and i t s 

é l a b o r a t i o n b y De M o r g a n , a s w e l l a s G r e g o r y ' s e s t a b l i s h m e n t o f 

t h e p r i n c i p i e s o f t h e m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f Symbols o f o p e r a -
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t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y , t h e f i g u r e s o f t h e 1840's w e r e e n -

r i c h e d w i t h w e l l f o u n d e d p r i n c i p l e s and i s s u e s w h i c h t h e i r 

p r e d e c e s s o r s m i s s e d . A l g e b r a f o r m e d f r o m t h e l a t e 1830's o n w a r d s 

a m u l t i d ï m e n s i o ^ a n d p o w e r f u l " s c i e n c e o f s u g g e s t i o n " t h r o u g h i t s 

q u a l i t y p a r e x c e l l e n c e o f e x t e n s i o n . I f -jfoö-'ft 1*5 k e y no

t i o n o f t h i s p e r i o d , d i s t i n g u i s h i n g i t f r o m t h e f i r s t d é c a d e s , 

t h e n l"t i s d e f i n i t e l y t h a t o f " e x t e n s i o n " ^ s u b s t a n t i a l l y d i f f e r -

i n g f r o m t h a t o f common and v a g u e l y d e f i n e d " g ê n e r a i i z a t i o n " 

( o f t e n b a s e d on i n d u c t i o n ) a s De M o r g a n f i r s t p o i n t e d o u t i n 1835 

[ 3 . 4 , t e x t a n d ( 1 7 ) - ( 2 2 ) ] . 

T hough f a r f r o m i g n o r a n t o f t h e w o r k o f C a u c h y , F o u r i e r , and 

P o i s s o n , E n g l i s h and I r i s h a n a l y s t s , o b s e s s e d w i t h a l g e b r a i c 

m e t h o d s , l e f t v e r y 1 i t t l e s e o p e f o r a r a d i c a 1 u p d a t i n g o f 

a n a l y s i s on t h e l i n e s f o l l o w e d by F r e n c h a n a l y s t s o f t h e 1820's 

and 1830's a s t h e y d r e w more on L a g r a n g e , L a p l a c e , A r b o g a s t , S e r -

v o i s , B a b b a g e . H e r s c h e l and P e a c o c k [ 1 . 1 , ( 5 ) ; 1.7, ( 1 3 ) ; 3 . 1 , ( 2 ) 1 . 

I n t h i s r e s p e c t , t h i s d e v e l o p m e n t was no_moreJ; 

^a movement f o r t h e d i f f u s i o n o f new 

k n o w l e d g e [ T a b l e 2 ) . M o r e o v e r , , s i n c e t h i s movement s p r e a d i n 

v a r i o u s i n s t i t u t i o n s a n d ^ s u p p o r t
 A

 a w i d e d i v e r s i t y o f 

f i g u r e s , i t c e a s e d t o be any more a r e a c t i o n t o w a r d s a c o n s e r v a -

t i v e c u r r i c u l u m [9.21 b u t a p p e a r e d a s a o n e - s i d e o b s e s s i o n a l I n 

t e l l e c t u a l a c t i v i t y , a f a s c i n a t i o n w i t h
 C o V

* f I ' ^ * r t ̂  - o f t e n 

m e a n i n g l e s s - f o r m s , w i t h u n i v e r s a l m e t h o d s and w i t h a c u r i o s i t y t o 

i n v e s t i g a t e a n d e x t e n d t h e b o u n d a r i e s o f s y m b o l i c a l g e b r a and 

t r a d i t i o n a l l o g i c . 

I t s h o u l d be n o t e d , h o w e v e r , t h a t e d u c a t i o n a l c o n c e r n s a r e 

n o t t o be u n d e r e s t i m a t e d . Many o f t h e f i g u r e s d i s c u s s e d s o f a r 

were e x c e l l e n t t e a c h e r s , and i n p a r t i c u l a r De M o r g a n and B o o l e ^ 

g r a s p e d e v e r y o p p o r t u n i t y t o e x p l a i n f i r s t p r i n c i p l e s and r e n d e r 

t h e i r s t u d e n t s ' g r a s p o f m a t h e m a t i c s a n d l o g i c "more i n t e l l e c t u a l 

a n d l e s s m e c h a n i c a 1 " [ 3 . 5 , ( 4 ) ] <
2

> : w i t n e s s t h e s é r i e s o f new 

t e x t b o o k s , s u c h as G r e g o r y [ 1 8 4 1 ] , De M o r g a n [ 1 8 4 2 c ] , C a r m i c h a e i 

[ 1 8 5 5 ] , Hymers [ 1 8 5 8 ] , De M o r g a n [ 1 8 4 9 c ] a n d B o o l e [ 1 8 5 9 ; 1 8 6 0 ] , 

some o f w h i c h w e r e t o s u r v i v e t h e c e n t u r y [3.9 ; 4.8 ; 5.10 ; 9 . 4 ] . To 

t h è s e we may a d d t h e c l a s s i c s LT and F L w h i c h n o t o n l y i m p r e s s e d 

B o o l e ' s a n d De M o r g a n ' s c o n t e m p o r a r i e s , b u t a l s o i n f l u e n c e d t h e 

f o l l o w i n g g é n é r a t i o n s [ s e e 6 . 4 , ( 5 ) ; 6 . 7 , ( 4 ) on F L a n d 7 . 1 , ( 2 0 ) ; 

8.4-8.9; 9.5 o n L T ] . 

As t h e m a t e r i a l d i s c u s s e d s o f a r on t h e t h e o r y a n d a p p l i c a -
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t i o n s o f s y m b o l i c a l methods d u r i n g t h e p e r i o d 1840-1860 c o v e r s 

two t h i r d s o f t h e t h e s i s [ c h a p s 4 - 8 ] , we w i 1 1 r e s t r i c t o u r d i s 

c u s s i o n t o i n s t a n c e s r e l e v a n t t o d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s and t h e 

c a l c u l u s o f f u n c t i o n s a n d t h e i r e f f e c t on t h e r i s e o f a l g e b r a i c 

l o g i c and t h e c a l c u l u s o f r e l a t i o n s . F o r c o n v e n i e n c e we p r o v i d e 

t h e r e a d e r w i t h two t a b l e s w h i c h sum up t h e p r i n c i p a l c o n t r i b u 

t i o n s p r o d u c e d d u r i n g ( 1 8 4 0 - 1 8 5 0 ) and (1850-1860)^ p r o c e e d i n g n e x t 

t o a s u r v e y o f B o o l e ' s and De M o r g a n ' s p a r a i l e l a n d i n d e p e n d e n t 

a p p l i c a t i o n s o f t h e method o f e x t e n s i o n ( s e e 9 . 1 , ( 3 ) ] . 

T a b l e 4 

T o w a r d s t h e peak o f o p e r a t o r m e t h o d s , s y m b o l i c a l g e b r a and t h e 

r i s e o f a l g e b r a i c l o g i c : 1840-1850<
3

>. 

M a i n w o r k s 

Dates 

1841 

1842 

1844 

1845 

1846 

1847 

1848 

1849 

1850 

Boole (predecessors and f o l l o w e r s ) 

Hargreave on LE 

Boole on 000, 0ÛV, l i n e a r t r a n s 
formations 
R . L . E l l i s on EFE 
Gregory's Examples 

Boole on a general method 

» on developments 

» on LE; Bronwin on 000 

>> on a symbolical equation 
» MAL 

» correspondence w i t h Cayley 

>> d i s p u t e w i t h Bronwin 
>> manuscripts on l o g i c 
» COL 

Hargreave on EFE, LE 

C.Graves on 000 

Hargreave on 000 

De Morgan 

On the foundations of a l 
gebra; textbook on c a l c u l u s 

Si 
FL 
Dispute w i t h Hamilton on 
the q u a n t i f i c a t i o n of the 
predicate 

On foundations; 
Triqonometry and 
double a l g e b r a 

Main i s s u e s : G e n e r a l i t y of methods; extension of known methods and theorems i n 

the c a l c u l u s of opérations and o f A r i s t o t l e ' s system; the problem of unin-

t e r p r e t a b l e terms w i t h i n Operator c a l c u l u s and logic,- a n a logies and d i f 

férences between a l g e b r a i c and l o g i c a l concepts and procédures. 
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T a b l e 5 

The h i g h l i g h t s i n t h e o r y and a p p l i c a t i o n s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s 

1 8 5 0 - 1 8 6 0 . 

Dates COQ; l o g i c 

M a i n works 

De Morgan 

1850 

1851 

1853 

1854 

1855 

1857 

1858 

1859 

1860 

J e l l e t t on COV 
Donkin on C00 

Carmichael's ^ - c a l c u l u s 
Bronwin on p a r t i c u l a r 
Operator methods 

Hargreave on 000 
Carmichael on LE 
Spottiswoode on V " - c a l c u l u s 

Boole's LT 

Carmichael's t r e a t i s e 
Boole on philosophy of l o g i c 

Donkin. Graves and Boole 
on EFE. LE. 

Hymers's textbook 

Boole's textbook on d i f f e r e n t i a l équations 
>> » on f i n i t e différence 

A . J . E l l i s on opérations 
Gréer o n V - c a l c u l u s 
R u s s e l l on non-commutative opérations 

Mansel's 
review of FL 

Manuscripts on 000 

S 3 

S,S* on LOR 
"Logic" 

Main i s s u e s : A s s i m i l a t i o n and p a r t i a l development of Boole's general method; 

a search f o r n o n - a r t i f i c i a l and p a r t i c u l a r methods; e x t e n s i o n of theorems i n 

d i f f e r e n t i a l Operators to ones i n p a r t i a l d i f f e r e n t i a l Operators a d m i t t i n g of 

imaginaries; i n q u i r i e s i n t o the nature and l i m i t s o f a l g e b r a i c methods and 

t h e i r i n t e r a c t i o n w i t h l o g i c [on the a b b r e v i a t i o n s above see 9.3,(3)1. 

One o f t h e most f u n d a m e n t a l e x t e n s i o n s a t t a i n e d was t h a t o f 

G r e g o r y ' s m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f l i n e a r é q u a t i o n s w i t h c o n 

s t a n t c o e f f i c i e n t s t o B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d i n [ 1 8 4 4 ] . By t h i s 

method B o o l e e f f e c t e d f o r t h e f i r s t t i m e t h e i n t é g r a t i o n o f b i n o -

m i a l é q u a t i o n s (46.1) w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i n a u n i f o r m , 

m e c h a n i c a l way, t h e s o l u t i o n o b t a i n e d i n f i n i t e s y m b o l i c f o r m . As 

we p o i n t e d o u t i n 4.6, h i s i n v e n t i o n was m o t i v a t e d by t h e d é s i r e 

t o e x t e n d t h e p a r t i a l m e t hods o f h i s p r e d e c e s s o r s t o i n t e g r a t e 
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t h e E F E , f i r s t i n i t s " s t a n d a r d " f o r m ( 3 2 . 1 1 ) , c o n s e q u e n t l y i n 

i t s " g é n é r a l f o r m " (42.13) ( 4 . 2 . ( 7 ) 1 and f i n a l l y , as one c a s e o f 

a w i d e r c l a s s o f o r d i n a r y d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s . I n t h e f i r s t 

t wo c a s e s t h e t r i c k was t o s e e t h a t t h e s o l u t i o n o f t h e EFE d e -

p e n d e d upon t h a t o f t h e é q u a t i o n 

( 9 3 . 1 ) (D= + k
a

)
m + 1

u = 0 , D = d/dx, u = u ( x ) 

f o r m=0 and m any i n t e g e r r e s p e c t i v e l y ( s e e ( 4 6 . 2 8 ) ; 3.2; 5 . 2 ; ( 3 ) 1 . 

The t h i r d a t t e m p t was due t o R . L . E l l i s who, i n f l u e n c e d by 

G a s k i n ' s method o f r é d u c t i o n ( 4 . 2 ) , a p p l i e d t h e s é r i e s method i n 

c o m b i n a t i o n w i t h F o u r i e r ' s s y m b o l i c a l t e c h n i q u e s s o as t o i n — 

t e g r a t e any é q u a t i o n u l t i m a t e l y r e d u c e d t o t h e f o r m (43.1) 

( 9 3 . 2 ) D ™ u + q^u = 0 , 

t h e E F E c o r r e s p o n d i n g t o t h e c a s e o f m=2, k , q b e i n g c o n s t a n t s . 

U r g e d by E l I i s ' s i n g e n i o u s scheme, B o o l e u n d e r t o o k t o i n v e n t 

a m e t h o d by means o f w h i c h any é q u a t i o n r e d u c i b l e t o t h e f o r m 

( 4 6 . 1 4 ) 

( 9 3 . 3 ) D"v ± q^v = X, X = X ( x ) , v = v ( x ) , D = d/dx 

c o u l d r e a d i l y be s o l v e d i n f i n i t e s y m b o l i c f o r m . The b a s i c t o o l s 

a p p l i e d t o a c h i e v e h i s p l a n w e r e t h e f o r m u l a e ( 4 5 . 1 9 ) - ( 4 5 . 2 0 ) a l -

r e a d y known t o Murphy and G r e g o r y . H o w e v er, n o t o n l y t h e a p p l i c a 

t i o n o f them was new w i t h h i m , b u t a l s o t h e f a c t t h a t b e f o r e 

m a k i n g u s e o f t h e s e f o r m u l a e he d e d u c e d them f r o m a "more g ê n e r a i 

s y s t e m " (45.12) " w i t h a v i e w t o t h e m a i n t e n a n c e o f an u n b r o k e n 

a n a l o g y " ( 4 . 5 t e x t a n d ( 8 ) ] . The g ê n e r a i t h e o r e m o f d e v e l o p m e n t 

( 4 5 . 1 2 ) was n e v e r V ^ F ^ I ' O ^ C C Î . by B o o l e ' s f o l l o w e r s . H o w e v e r , i t s 

n umerous c o n s é q u e n c e s w e r e t o i m p r e s s B o o l e a n d s u c c e s s o r s s e r v -

i n g a s o p p o r t u n i t i e s f o r new e x t e n s i o n s and c o n t e m p l a t i o n o f 

u n e x p e c t e d a n a l o g i e s [ s e e 4 . 7 ; 4 . 5, (8) ,* 5 . 2; 5 . 5 ; 5 .10 b e l o w ( 2 ) ] . 

F o r t h e p u r p o s e o f o u r p r é s e n t s u r v e y we w o u l d l i k e t o 

s t r e s s t h e d e v e l o p m e n t ( 4 7 . 1 0 ) 

d l d 1 d 
( 9 3 . 4 ) f ( — + - ) u = f ( — ) u + - f ' ( — ) u 

d x x dx x dx 

w h i c h a l w a y s t e r m i n â t e s a t t h e s e c o n d t e r m " w h a t e v e r maybe t h e 

f o r m d e n o t e d by f " , and t h a t o f (47.14) 

d 

( 9 3 . 5 ) f ( — + x ) u . 

d x 

j t 

; t " f a s c i n a t e d B o o l e by b e i n g a n a l o g o u s t o T a y l o r ' s t h e o r e m 

a f t e r t h e f i r s t t e r m : "a r e m a r k a b l e c i r c u m s t a n c e s e e i n g t h a t t h e 
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s y m b o l s x a n d d/dx a r e n o t c o m m u t a t i v e " [ 4 . 7 , t e x t and ( 2 ) ] . F o r 

unknown r e a s o n s B o o l e n e v e r p r o d u c e d a s e c o n d p a r t o f h i s p a p e r 

o n d e v e l o p m e n t [1845d] a s p l a n n e d [ 4 . 7 , ( 1 ) - ( 2 ) ] . 

S y m b o l i c a l r e a s o n i n g d e p e n d s u p o n t h e l a w s o f c o m b i n a t i o n o f 

s y m b o l s r e g a r d l e s s o f " t h e i r m e a n i n g . E n g l i s h a n a l y s t s d i s t i n 

g u i s h e d 

(93.6) x ( y + z ) = x y +xz, x y = y x , x
m

x
n

 =
 x

m

-
r t 

a s t h e t h r e e f u n d a m e n t a l l a w s o f a l g e b r a , o b s e r v i n g t h a t t h e y a r e 

a l s o s a t i s f i e d by t h e o p e r a t o r s A and d / d x . They d r e w on S e r v o i s 

(1814] -a p a p e r unknown t o Babbage a n d H e r s c h e l and a p p a r e n t l y 

f i r s t a c k n o w l e d g e d by Murphy i n 1833 {see 3.3 b e l o w ( 8 ) 1 . I n 1837 

Murphy p r o v e d r i g o r o u s l y T a y l o r ' s t h e o r e m i n i t s s y m b o l i c f o r m 

b a s e d upon t h e s e p r o p e r t i e s , p r o v i n g m o r e o v e r t h a t 

(93.7) e
e

. e
e

' = e
8

-
6

» ' 

f o r any c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n s 8,8' [ s e e ( 3 3 . 2 2 ) - ( 3 3 . 2 5 ) ] . I n d e 

p e n d e n t l y f r o m M u r p h y , G r e g o r y i s o l a t e d t h e l a w s (93.6) [ ( 4 4 . 7 ) ] 

i n o r d e r t o f i x t h e p r i n c i p l e s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s "on 

a f i r m and s e c u r e b a s i s " i n 1839 [ 4 . 4 , t e x t a b o v e ( 4 4 . 4 ) ] . L i k e 

M u r p h y , he o b s e r v e d t h a t s i n c e t h e b i n o m i a l t h e o r e m h o l d s f o r 

s y m b o l s o f q u a n t i t y w i t h t h e p r o p e r t i e s ( 9 3 . 6 ) , t h e n i t c o u l d 

a p p l y f o r any s y m b o l s p o s s e s s i n g t h e s e p r o p e r t i e s ; h o w e v e r he 

l a c k e d t h e r i g o u r a n d d e t a i l o f M u r p h y ' s p r o o f s [ 4 . 4 , ( 2 ) - ( 3 ) ] . 

B u t G r e g o r y h a s t e n e d t o s u p p l y what M u r p h y h a d m i s s e d , t h a t i s t o 

a p p l y h i s r e s u l t s t o t h e s y m b o l i c a l s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n 

t i a l e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s ; a c c o r d i n g t o h i s 

r e m a r k s ^ o p e r a t i o n s s u c h as (44.6) 

d 

(93.8) ( — ± a ) ^ f ( x ) 
d x 

a r e v a l i d , a n d h e n c e t h e s y m b o l i c s o l u t i o n s e f f e c t e d up t o h i s 

t i m e by B r i s s o n , F r a n p a i s , C a u c h y an d i n d e p e n d e n t l y by H e r s c h e l 

[ 1 . 6 - 1 . 7 ; 2 . 3 ; 9 . 2 ] . 

De M o r g a n was t h e n e x t t o d i s t i n g u i s h t h e l a w s (93.6) as t h e 

t h r e e " c h a r a c t e r s o f f u n d a m e n t a l s y m b o l i c a l r e l a t i o n s o f a l g e b r a " 

(39.3) i n 1 8 4 0 , i n c o r p o r a t i n g n e x t i n h i s [ 1 8 4 2 c l G r e g o r y ' s a n d 

E l l i s ' s s y m b o l i c a l t r e a t m e n t s [ 3 . 9 , ( 2 ) ; 4 . 3 , ( 3 ) ] . G r e g o r y ' s E x 

a m p l e s [1841] a n d De M o r g a n ' s t e x t b o o k [ 1 8 4 2 c ] f o r m e d two i n v a l u 

a b l e s o u r c e s f o r B o o l e ' s p a p e r ( 1 8 4 4 ] . B o o l e a l s o s t r e s s e d t h e 

l a w s (93.6) i n o r d e r t o j u s t i f y t h e s y m b o l i c f o r m o f T a y l o r ' s 

t h e o r e m ( 4 4 . 2 ) [ 4 . 5 t e x t and ( 5 ) ] , b u t he s o o n p e r c e i v e d t h a t 
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t h è s e l a w s were " t h e o n l y l a w s o f a l g e b r a i c s y m b o l s d e v o i d f r o m 

t h e c o n c e p t i o n o f q u a n t i t y "
< 4 >

; i n o t h e r w o r d s ^ t h e y " n o t o n l y 

s e r v e J t o e x t e n d t h e r e a l m s o f a l g e b r a s o as t o embrace t h e c a l -

c u l u s o f o p é r a t i o n s b u t e \ [ i o t o f o u n d h i s c a l c u l u s o f 

l o g i c t o o . T h u s i n MAL 11847a}, B o o l e h a n d l e d h i s é l e c t i v e l o g i -

c a 1 s y m b o l s a s o p é r â t o r s o b e y i n g t h e c o m m u t â t i v e , d i s t r i b u t i v e 

a n d i n d e x l a w s x
n

= x , an a n a l o g y r a i s e d much more d i s t i n c t l y i n 

h i s l e t t e r s t o C a y l e y and t h e m a n u s c r i p t n o t e s t s e e (4) a bove] 

t h a t f o l l o w e d few months l a t e r , t h a n i n MAL [ ( 7 3 . 2 ) -

( 7 3 . 1 1 ) ; 7 . 3 , ( 2 ) - ( 7 ) ; 8 . 2 ; 8 . 3 , ( 2 ) ] . 

The f u n d a m e n t a l p r o b l e m i n B o o l e ' s l o g i c was t o e x p r e s s a 

g i v e n p r o b l e m i n t h e f o r m o f an é l e c t i v e é q u a t i o n , t o s o l v e t h i s 

é q u a t i o n a n d f i n a l l y t o i n t e r p r e t t h e f i n a l r e s u i t i n l o g i c a l 

t e r m s [ 7 . 5 , ( 4 ) ; ( 8 4 . 1 1 ) ] . V i e w i n g h i s é l e c t i v e s y m b o l s i n a n a l o g y 

w i t h o p e r a t o r s ^ h e was a i d e d i n e s t a b l i s h i n g h i s g ê n e r a i method i n 

l o g i c . B a s e d on h i s h i n t s i n MAL a n d l e t t e r s t o C a y l e y , we i l -

l u s t r a t e d t h e c l o s e a n a l o g y b e t w e e n t h e s o l u t i o n o f é l e c t i v e 

é q u a t i o n s , s u c h as 

( 9 3 . 9 ) ( l - x ) y - 0 > y = v x , 

a n d t h e c o r r e s p o n d i n g d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s 

d d 
( 9 3 . 1 0 ) (1 ) y = 0 > y = (1 ) ~

1

0 > y = c e
x 

dx dx 

[ ( 7 5 . 2 ) - ( 7 5 . 7 ) ] . F u r t h e r ^ B o o l e e x p l o i t e d t h e f o r m e r a n a l o g y by 

o b s e r v i n g t h a t " é l e c t i v e s y m b o l s c o m b i n e a c c o r d i n g t o t h e l a w s o f 

q u a n t i t y " and h e n c e an é l e c t i v e f u n c t i o n <p(x) c o u l d be e x p a n d e d 

by M a c l a u r i n ' s t h e o r e m , t h e r e s u i t o b t a i n e d b e i n g 

( 9 3 . 1 1 ) tp(x) = <p(0) + [ < p ( l ) - < p ( 0 ) ] x = <p(l)x + < p ( 0 ) ( l - x ) . 

B o o l e c o m p a r e d (93.11) w i t h ( 9 3 . 4 ) and was h appy t o t h e 

s i m i l a r i t y "that b o t h e x p a n s i o n s s t o p a t t h e s e c o n d t e r m 

[ ( 7 7 . 5 ) - ( 7 7 . 1 1 ) , 7 . 7 , ( 5 ) - ( 6 ) 1 . 

B a s e d u p o n t h e t h e o r e m (93.11) B o o l e b u i l t t h e g ê n e r a i 

m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n and i n t e r p r é t a t i o n o f é l e c t i v e é q u a t i o n s 

w h i c h c o n s i s t e d p r i n c i p a l l y o f t h e two g ê n e r a i t h e o r e m s ( 7 7 . 2 0 ) , 

( 7 7 . 2 9 ) . When t h e p r o b l e m o f t h e a d m i t t a n c e o f u n i n t e r p r e t a b l e 

t e r m s was p u t f o r w a r d by C a y l e y , B o o l e h a s t e n e d t o e x p l a i n t o h i m 
l
 a l 

t h a t i t - w a s ^ l e g i t i m a t e a s i n t h e p r o c é d u r e s o f sym-

b o l i c a l a l g e b r a , w h i c h , i n f a c t , h a d f u r n i s h e d t h e g r o u n d s f o r 

h i s g ê n e r a i method<
s

>. The a n a l o g y ( 9 3 . 9 ) - ( 9 3 . 1 0 ) was n o t t o f o r m 

p a r t o f t h i s m e t h o d and t h e f u n d a m e n t a l t h e o r e m o f e x p a n s i o n 
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(93.1) was t o be p r o v e d i n LT by s i m p l e a n d p u r e 1 y l o g i c a l 

m e a n s
( S )

. The f a c t i s , n e v e r t h e l e s s , t h a t t h e c o r e o f B o o l e ' s 

e a r l y l o g i c a l scheme i n MAL - w h i c h f o r m e d t h e r a w m o d e l o f L T -

d i d d é p e n d upon t h e p r i n c i p l e s o f s y m b o l i c a l g e b r a , b o r r o w i n g 

m e t h o d o l o g i c a l p r o c é d u r e s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s ( s e e 7 . 1 -

7 . 3 ; 7 . 5 ; 7 . 7 ] . 

S y m b o l i c a l g e b r a s e r v e d a s a s c i e n c e o f s u g g e s t i o n i n l o g i c 

f o r b o t h B o o l e and De M o r g a n i n t h e l a t e 1 8 4 0
1

 s . B o o l e d r e w 

d i r e c t l y o n i t s l a w s a n d p r o c é d u r e s , s h o w i n g " t h a t t h e f o r m s a n d 

t r a n s f o r m a t i o n s o f a l g e b r a c a n be f i t t e d t o m e a n i n g s o f t h e sym-

b o l s w h i c h w i 11 make them e x p r e s s t h e f o r m s a n d t r a n s f o r m a t i o n s 

o f t h o u g h t " [ N e i l 1 8 6 5 , 9 1 ] . I n s o d o i n g B o o l e r e l i e d u p o n t h e 

o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r o f the s y m b o l s w h i c h o b e y t h e l a w s ( 9 3 . 6 ) ; 

p r e s e r v i n g t h e f o r m , he a t t r i b u t e d n o n - q u a n t i t a t i v e m a t t e r , v i e w -

i n g t h e n u m e r i c a l c o n s t a n t s t h a t a p p e a r e d i n t h e i n t e r m e d i a t e 

s t e p s a s u n i v e r s a l s y m b o l s " n o t s o l e l y c o n f i n e d t o A r i t h m e t i c " : 

" t h e y a r e n o t numbers, b u t s i g n s u s e d i n s u b j e c t i o n t o t h e l a w s 

o f t h o u g h t as m a n i f e s t e d i n l a n g u a g e " ( 8 . 2 , ( 1 1 ) 1 . He f u r t h e r o b -

s e r v e d t h a t " t h e l a n g u a g e o f a n a l y s i s i n g ê n e r a i i s [....] i n d e — 

p e n d e n t i n i t s f o r m s o f t h e p a r t i c u l a r n a t u r e o f t h e o p é r a t i o n 

r e p r e s e n t e d by t h e o p e r a t i n g s y m b o l " [ 8 . 2 , ( 1 2 ) ] . 

T hus B o o l e drew i n f a c t o n t h e f o r m - m a t t e r i s s u e w i t h i t s 

o r i g i n s i n A r b o g a s t ' s m e t h o d o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s [ 1 . 6 ; 1 . 8 ] 

e x t e n d i n g t h e a b i l i t y o f s y m b o l i c l a n g u a g e , a s a p p l i e d t o m a t h e -

m a t i c a l s y m b o l s o f o p é r a t i o n , t o s y m b o l s t h a t r e p r e s e n t o p é r a 

t i o n s o f t h o u g h t , t o t a l l y a l t e r i n g t h e s t y l e o f t r a d i t i o n a l l o g i c 

w h i c h , b e s i d e v i e w i n g i t a s " i n c o m p l è t e " , he r e g a r d e d a s " n o t 

s u f f i c i e n t l y f u n d a m e n t a l t o s e r v e a s t h e f o u n d a t i o n u p o n w h i c h a 

p e r f e c t System may r e s t " [ L T , 2 4 1 - 2 ; end o f 8.6; s e e a l s o 9 . 5 ] . On 

t h e o t h e r h a n d . De M o r g a n ' s System i n FL i s c o n s t r u c t e d u p o n t h e 

b a s i s o f s y l l o g i s t i c l o g i c b u t " i s w i d e n e d i n a i l d i r e c t i o n s b y 

t h o s e s u g g e s t i o n s r e g a r d i n g e x t e n s i o n w h i c h o p e r a t e h a b i t u a i l y i n 

a m a t h e m a t i c i a n ' s m i n d , a n d i s d i s t i n g u i s h e d b y t h e u s e o f a 

s y m b o l i c l a n g u a g e . w h i c h , t h o u g h n o t m a t h e m a t i c a l , - c o u l d n e v e r 

h a v e been i n v e n t e d b u t by a m a t h e m a t i c i a n " [ N e i l 1 8 6 5 , 9 1 ] . 

I n d e e d , a s De M o r g a n h i m s e l f o b s e r v e d when, l i k e N e i l , he 

compared F L w i t h MAL i n S
a
, h i s System i s f a r f r o m d i s t i n c t l y 

m a t h e m a t i c a l a s B o o l e ' s was [ 6 . 7 , t e x t and ( 3 ) , ( 1 3 ) ; 6 . 9 text b e l o w 

( 2 0 ) ] . N e v e r t h e l e s s , i n o r d e r t o e x t e n d t h e f o r m s o f t r a d i t i o n a l 

l o g i c he a l s o made u s e o f the f o r m - m a t t e r i s s u e . i t s o r i g i n s 
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l y i n g i n C a r n o t ' s p r i n c i p i e o f t h e i n d e t e r m i n a t e n e s s o f a l g e b r a i c 

f o r m s [ 1 . 8 ; 2 . 9 ] w h i c h he h a d a p p l i e d i n [1836] i n o r d e r t o show 

i n s t e p s how a r i t h m e t i c was e x t e n d e d t o a l g e b r a and t h e l a t t e r 

a s c e n d e d t o t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s and n e x t t o t h a t o f o p e r a 

t i o n s , m a t t e r e x c l u d e d f r o m f o r m i n e a c h s t a g e [ 3 . 6 ] . J u s t a s 

B o o l e h a d v i e w e d e i t h e r t h e l a w s (93.6) o r t h e p r o c e s s o f r e p e t i -

t i o n o f u n i t [ 8 . 2 , ( 1 2 ) ] a s n o n - p e c u l i a r t o a r i t h m e t i c a l e n -

t i t i e s , De M o r g a n saw t h e m e t h o d o f g e n e r a l i z a t i o n v i a a b s t r a c -

t i o n a s a p r o c e s s o f t h e m i n d i n d e p e n d e n t o f t h e m a t t e r e f f e c t e d 

u p o n [ s e e 6.6, ( 9 ) ; 6 . 5 , ( 4 ) ; 6 . 7 ] . Thus i n F L De M o r g a n e n l a r g e d t h e 

r e a l m s o f t r a d i t i o n a l l o g i c by r e n d e r i n g t h e c o p u l a " i s " b o t h 

a b s t r a c t and g e n e r a l i n i t s new f o r m o f "has r e l a t i o n t o " , t h e 

w h o l e p r o c e s s c o n s e q u e n t l y a n a l y s e d i n d e t a i l i n S
z
 and S

3
 [ 6 . 5 ; 

( 6 7 . 2 ) ; 6 . 9 ] . 

B o o l e a n d De M o r g a n c o r r e s p o n d e d w i t h e a c h o t h e r b o t h b e f o r e 

a n d a f t e r t h e p u b l i c a t i o n o f t h e i r f i r s t m a j o r w o r k s , b u t t h e y 

d i d n o t draw o n e a c h o t h e r ' s work ( 7 . 1 , ( 8 ) ] . S t i l l , d e s p i t e t h e 

s l i g h t c o n n e x i o n p e r c e i v e d b e t w e e n t h e i r s y s t e m s , t h e i r d e e p e r 

m e t h o d o l o g i c a l c o n c e r n s c o n v e r g e d i n t h e s e n s e t h a t t h e y b o t h a c -

k n o w l e d g e d t h e r u l e s a n d l a w s o f s y m b o l i c a l g e b r a a s t o o l s f o r 
vi orino*.! 

e x t e n s i ó n b e y o n d ^ m a t h e m a t i c a l s t r u c t u r e s . M o r e o v e r , t h e y b o t h 

s p e c u l a t e d on t h e s i m i l a r i t i e s b e t w e e n l o g i c a l and m a t h e m a t i c a l 

c o n c e p t s and p r o c e d u r e s
< 7

' and b o t h a t t e m p t e d t o p r o d u c e 1 o g i c 

d e v o i d o f e x c e s s i v e m a t h e m a t i c a l s y m b o l i s m
Í B >

. F a l l a c i e s and i n ~ 

a e c u r a c i e s y<i€(£<£)b'\ ¿ e , ^ s y s t e m s and t h e i r p h i l o s o p h y was 

m e s s y and u n c l e a r
í 9 >

, b u t o u r c o n c e r n s h a v e f o c u s e d p r i n c i p a l l y 

o n t h e germs o f t h e i r w o r k s and t h e i r c o n s e q u e n t s t u d y o f t h e 

c o r r e l a t i o n b e t w e e n m a t h e m a t i c s and l o g i c . 

A r o u n d 1850 we n o t i c e t h e c l i m a x o f s y m b o l i c a l m e t h o d s b e s t 

r e v e a l e d i n H a r g r e a v e [ 1 8 5 0 ] , D o n k i n [1850] and De M o r g a n 

[ 1 8 4 9 c ; 1 8 5 0 ] ; [ s e e 5.4;5.5;3.9 and 6.7 r e s p e c t i v e l y ] . B r o n w i n and 

C a r m i c h a e l r e f u t e d on d i f f e r e n t g r o u n d s t h e p o s s i b i l i t y t o a t t a i n 

a g e n e r a l , c o m p l e t e a n d g e n u i n e method i n a n a l y s i s i n t h e e a r l y 

1 8 5 0 ' s [ 5 . 1 0 ] , w h i l e De Morgan^ a s l o w e r p a c e ^ d e l v e d i n t o t h e 

t h e o r y o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n h i s m a n u s c r i p t s [ 3 . 9 , 

( 6 ) , ( 1 3 ) ] . D e s p i t e t h e f a c t t h a t B o o l e ' s g e n e r a l m e t h o d h a d few 

f o l l o w e r s i n t h e 1 8 5 0 ' s , t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s c o n t i n u e d t o 

g r o w w i t h i n t e r e s t i n g r e s u l t s i n t h e f i e l d o f p a r t i a l d i f f e r e n -

t i a l e q u a t i o n s , t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , a n a l y t i c g e o m e t r y and 

i n v a r i a n t t h e o r y [ 5 . 7 - 5 . 1 0 ; 9 . 4 ] . 
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F u n c t i o n a l e q u a t i o n s , on t h e o t h e r h a n d , w e r e h a r d l y a t t h e 

f o r e f r o n t o f r e s e a r c h . A f t e r De M o r g a n [1836] t h e y a p p e a r e d o n l y 

h i s p a p e r s on t h e f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a [ ( 3 9 . 9 ) - ( 3 9 . 1 4 ) ; 3 . 9 , 

( 9 ) 1 , a n d a f t e r Babbage t h e y w e r e s y m b o l i c a l l y t r e a t e d by G r e g o r y 

w i t h some r e f e r e n c e s i n p r o m i n e n t t e x t b o o k s [ 4 . 4 ; 4 . 8 ] , H o w e v e r , 

f o u n d a t i o n a l i s s u e s i n De M o r g a n ' s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s h a d a 

s u b t l e i n f l u e n c e on h i s g r a d u a l d e v e l o p m e n t o f t h e l o g i c o f r e l a 

t i o n s , u l t i m a t e l y p u b l i s h e d i n 1 8 6 0 . The v e r y i d e a o f c o m b i n a t i o n 

o f r e 1at i o n s seems t o be b o r r o w e d f r o m compos i t i o n o f f u n c t i o n s 

( 6 . 9 , ( 3 ) ] w h i l e i n v e r s e r e l a t i o n s w e r e shown t o h a v e a r o l e 

c l o s e l y s i m i l a r t o i n c o n v e r t i b l e i n v e r s e f u n c t i o n s ( 6 . 9 , ( 1 4 ) ] . A 

d i r e c t i n f l u e n c e f r o m t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i s n o t n o t i c e d 

i n t h e c o n s t r u c t i o n o f h i s e n l a r g e d s y s t e m , t h o u g h i t i s q u i t e 

p r o b a b l e t h a t he d rew on i t i n t h e n o t a t i o n X..LY, a s w e l l a s i n 

t h e n o t i o n o f q u a n t i f i e d r e l a t i o n i n X...LM'Y [ s e e ( 6 9 . 1 2 ) -

( 6 9 . 1 4 ) ; 6 . 9 b e l o w ( 1 0 ) ] . Above a l l , w hat u n d e r l i n e d De M o r g a n ' s 

l o g i c o f r e l a t i o n s was h i s a p p l i c a t i o n o f t h e f o r m - m a t t e r i s s u e ; 

a s he c l a i m e d i n S
4
, t h e t r a n s i t i o n f r o m X...LY t o Y..L

_ a

-X " i s a 

f o r m o f t h o u g h t
1

' and a l l h i s s y l l o g i s t i c i n f e r e n c e s , s u c h a s 

(69.5) were f o r m a l [ s e e 6.9 t e x t a n d ( 1 9 ) ] . 

9.4 The i m p a c t and u t i l i t y o f s y m b o l i c a l m e t h o d s i n l a t e - 1 9
t h

-

c e n t u r y m a t h e m a t i c s . 

The s t a t u s o f o p e r a t o r m e t h o d s s o o n a f t e r B o o l e
1

s d e a t h i s 

s u m m a r i z e d i n S p o t t i s w o o d e
1

s R e p o r t i n 1865; 

The c a l c u l u s of o p e r a t i o n s , o r o f symbols , as i t has been a l s o 

c a l l e d , whereby the symbols of o p e r a t i o n are separated from those 

of q u a n t i t y , has f o r some years been i n use among a n a l y s t s i n t h i s 

country. And although no very remarkable s t e p has r e c e n t l y been 

made, or i s perhaps t o be expected, i n t h i s f i e l d , s t i l l some con

s i d e r a b l e progress has been e f f e c t e d towards completing the a l 

gebra, o r laws of combination, of these non-commutative s y m b o l s '
1 1

. 

S p o t t i s w o o d e a l s o a l l u d e d t o J a c o b i ' s a n d B o o l e ' s " i m p o r t a n t c o n 

t r i b u t i o n s t o t h e t h e o r y o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , a n d i n p a r 

t i c u l a r o f t h o s e w h i c h o c c u r i n m e c h a n i c s " , c l a i m i n g t h a t i n t h e 

d e a t h s o f t h e s e two a n a l y s t s " m a t h e m a t i c a l s c i e n c e h a s s u s t a i n e d 

s o g r e a t l o s s e s " [ 1 8 6 5 , 5 ] . 
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O p e r a t o r m ethods o f s o l v i n g d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s , s t u d i e d 

s o much i n t h e 1840's and 1 8 5 0 ' s , w e r e no more a t t h e f o r e f r o n t 

o f r e s e a r c h i n t h e s e c o n d h a l f o f t h e Century. The a t t e n t i o n o f 

t h e l e a d i n g E n g l i s h a n a l y s t s was now m o n o p o l i z e d by t h e "new 

a l g e b r a " , p a r t i c u l a r l y o f t h e t h e o r y o f r a t i o n a l and i n t e g r a l 

f u n c t i o n s w h i c h f o r m e d p a r t o f C a y l e y ' s c a l c u l u s o f " q u a n t i c s " 

a n d S y l v e s t e r ' s c a l c u l u s o f " f o r m s "
< 2 >

. T h u s , as B o o l e ' s most 

e m i n e n t s u c c e s s o r s f o c u s e d on i n v a r i a n t s , m a t r i c e s , o r d i n a r y 

é q u a t i o n s a n d o t h e r r e l a t e d t o p i c s , e x p l o r i n g new a s p e c t s o f a l 

g e b r a , t h e r e r e m a i n e d h a r d l y any s c o p e f o r any " r e m a r k a b l e s t e p " 

t o be made i n t h e f i e l d o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s s e e n as an 

a u t o n o m o u s f i e l d o f p u r e m a t h e m a t i c s . 

T h i s i s b r i e f l y t h e g ê n e r a i s c è n e o f t h e s i t u a t i o n a t t h e 

1 8 6 0 ' s ^ a s more o r l e s s d i s c u s s e d i n 5.10. W i t h B o o l e ' s d e a t h many 

a s p e c t s o f h i s m e t h o d o l o g y and p h i l o s o p h y i n e m p l o y i n g a s y m b o l i -

c a l l a n g u a g e f a d e d away and g r a d u a l l y d i s a p p e a r e d . S t i l l e h i s 

memory r e m a i n e d a l i v e t i l i t h e end o f t h e Century. T h i s section 

s a v e s f r o m o b l i v i o n some i n t e r e s t i n g i n s t a n c e s w h i c h r e v e a l an 

i n f l u e n c e o f B o o l e ' s work and c o n c e r n s , and a l s o s e e k s t h e 

r e a s o n s f o r t h e r a t h e r l i m i t e d s c o p e o f t h i s i n f l u e n c e . We s t a r t 

b y s t r e s s i n g t h e m a i n l i n k s and s i m i l a r i t i e s b e t w e e n B o o l e ' s , 

C a y l e y ' s a n d S y l v e s t e r ' s a l g e b r a i c i n v e s t i g a t i o n s . N e x t we e x 

p l o r e t r a c e s o f B o o l e ' s i m p a c t in r e p o r t s , t e x t b o o k s and r e s e a r c h 

p a p e r s c o n t r i b u t e d f r o m t h e 1860's t i l i t h e 1 8 8 0 ' s , c o n c l u d i n g 

w i t h t h e l a s t t r a c e s o f h i s w o r k as i n c o r p o r a t e d by h i s l a s t 

s e m i - f o l l o w e r s , G l a i s h e r and F o r s y t h . 

C a y l e y ' s and S y l v e s t e r ' s a l g e b r a i c t h é o r i e s r e s e m b l e d , and 

e v e n s u r p a s s e d B o o l e ' s own, i n b e i n g g ê n e r a i and a b s t r a c t ; i n 

f a c t " s o g é n é r a l , s o a b s t r a c t , and s o a p p a r e n t l y removed f r o m any 

p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s [ t h a t t h e y ] c o u l d n o t f a i l t o be r e g a r d e d 

c o i d l y by many whose a t t e n t i o n had b e e n p r i n c i p a l l y d i r e c t e d t o 

s p e c i a l P r o b l e m s i n p h y s i c s " [ S p o t t i s w o o d e 1 8 6 5 , 4 - 5 ) . T h u s , t h i s 

new t r e n d i n a l g e b r a was v i e w e d by t h e t r a d i t i o n a l m a t h e m a t i c i a n s 

o f t h e 1 8 6 0 ' s i n t h e same way a s W h e w e l l had r e g a r d e d Babbage ' s 

a n d H e r s e h e 1 ' s a n a l y t i c s a s u s e 1 e s s f o u r d é c a d e s e a r 1 i e r 

[ 3 . 2 , t e x t a n d ( 4 ) ] , o r a s O ' B r i e n and C a r m i c h a e l h a d r e j e c t e d 

G r e g o r y ' s e x c e s s i v e s y m b o l i s m and B o o l e ' s a r t i f i c i a l t e c h n i q u e s 

r e s p e c t i v e l y i n t h e 1840's [ 5 . 1 0 , ( 3 ) - ( 4 ) ] and 1850's [ 5 . 7 , ( 8 ) ] . 

B u t c o n t r a r y t o B a b b a g e , H e r s c h e l a n d B o o l e [ 9 . 2 - 9 . 3 ] , t h e new 

a l g e b r a i s t s w e r e n o t s o a m b i t i o u s t o c o n s t r u e t a method o f 
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u n i v e r s a l a p p l i c a t i o n i n m a t h e m a t i c s . E q u a l l y o b s e s s e d w i t h t h e i r 

c a l c u l i o f f o r m s a s ^ t h e f o r m e r w i t h f u n c t i o n a l a n d Operator a l — 

g e b r a s , t h e y s o u g h t u n i t y o f metho d v i a m o r p h o l o g y , a t e r m i n t r o -

d u c e d by S y l v e s t e r and w h i c h , l i k e a " c o m p a r a t i v e s c i e n c e " l i n k e d 

c u l t u r e a n d s c i e n c e v i a a n a l o g i e s i n f o r m [ 5 . 1 0 , ( 7 ) , ( 9 ) j . 

T a l k i n g o f " f o r m " - a s c o n n e c t e d w i t h t h e o p e r a t i o n a l c h a r a c -

t e r a t t r i b u t e d t o t h i s c o n c e p t by B o o l e a n d De M o r g a n - i n o p p o s i 

t i o n t o t h a t o f " m a t t e r "
< 3 )

, we w o u l d l i k e t o r e f e r t o 

S y l v e s t e r ' s i n t e r e s t i n g d é f i n i t i o n o f i t u n d e r a j o i n t i n f l u e n c e 

o f i t s common m a t h e m a t i c a l u s e a n d o f D a r w i n ' s m o r p h o l o g y . I n h i s 

p a p e r on " s y z y g e t i c r e l a t i o n s " [1853] we r e a d i n t h e v o c a b u l a r y 

a p p e n d e d i n t h e end: "Form.-Any f u n c t i o n may be r e g a r d e d a s an 

opu s o p e r a t u m ; t h e m a t t e r o p e r a t e d u p o n b e i n g t h e v a r i a b l e s , a n d 

t h e s u b s t a n c e o f t h e o p é r â t i o n s b e i n g t h e f o r m , w h i c h r e s i d e s i n 

t h e f u n c t i o n a s t h e s o u l i n t h e b o d y . A f o r m i s a l w a y s common t o 

an i n f i n i t y o f f u n c t i o n s , b u t f o r g r e a t e r b r e v i t y may be a n d 

f r e q u e n t l y i s c a 1 1 e d by t h e name o f some s p e c i f i e d f u n c t i o n i n 

w h i c h i t i s c o n t a i n e d " . 

I n t h i s r e s p e c t S y l v e s t e r ' s " C a l c u l u s o f f o r m s " e n c o m p a s s e d 

a w i d e r a n g e o f a l g e b r a i c f o r m s . N e v e r t h e 1 e s s , t h i s c a l c u l u s came 

t o be m a i n l y l i n k e d w i t h a s t u d y o f " i n v a r i a n t s " a n d " c o v a r i a n t s " 

on t h e u n e s e n g r a v e d by B o o l e i n h i s p a p e r on l i n e a r t r a n s f o r m a 

t i o n s i n t h e e a r l y 1 840's [ s e e (2) a b o v e l . As we saw i n 5 . 1 0 , 

b o t h S y l v e s t e r and C a y l e y d r e w on B o o l e ' s e a r l y a p p l i c a t i o n s o f 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l Operators. The s t u d y o f n o n - c o m r a u t a t i v e 

O p e r a t o r s i n g ê n e r a i p l a y e d a most p r o m i n e n t r ô l e i n t h e i r w o r k , 

a n d s y m b o l i c f o r m u l a e a l r e a d y i n t r o d u c e d by M u r p h y [ 1 8 3 7 ] w e r e 

r e i n v e n t e d i n t h e 1860's [ s e e ( 5 1 0 . 8 ) ] . M o r e o v e r , S y l v e s t e r was 

to s e e b e y o n d t h e m e c h a n i c a l u t i l i t y o f Operators and t o s t u d y 

them a s a l i n g u i s t i c component l i n k i n g t h e m , l i k e B o o l e , w i t h 

grammar a n d 1 o g i c . B u t a s we saw i n 5.10, h i s r a t h e r e c c e n t r i c 

comments w e r e o n l y i n c o r p o r a t e d i n f o o t n o t e s a n d w e r e a p p a r e n t 1y 

o f no i m p a c t
< 3 )

 . 

C l o s e r t o B o o l e ' s s p i r i t i n a p p l i c a t i o n s was S p o t t i s w o o d e 

who c o m b i n e d t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s w i t h h i s t h e o r y o f d é t e r 

m i n a n t s i n h i s [ 1 8 5 3 1 , p a y i n g . h o w e v e r , more a t t e n t i o n t o sym-

m e t r y o f f o r m s t h a n t o t h e e f f i c i e n t s o l u t i o n o f s p e c i f i c d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s [ 5 . 9 , ( 1 ) - ( 4 ) ] . M o r e o v e r , a f t e r B o o l e ' s most 

a r d e n t d e f e n d e r R u s s e l l , S p o t t i s w o o d e was an e x c e p t i o n i n t h e 

e a r l y 1 860's t o c o n t r i b u t e " t o w a r d s c o m p l e t i n g t h e a l g e b r a , o r 
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l a w s o f c o m b i n a t i o n o f t h è s e n o n - c o m m u t a t i v e s y m b o l s " on B o o l e a n 

l i n e s [ s e e ( l ) a b o v e ) . 

How a b s t r a c t a n d "removed f r o r a any p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s " 

w e r e p u r e m a t h e m a t i c s ? I n c o r p o r a t i n g u n d e r t h e l a t t e r ' s r e a l m s 

t h e c a l c u l i o f q u a t e r n i o n s , f o r m s and o p é r a t i o n s . S p o t t i s w o o d e 

c l a i m e d i n h i s R e p o r t [ 1 8 7 6 ] : 

That the Pure has o u t s t r i p p e d the A p p l i e d i s l a r g e l y t r u e ; but tha t 

the former i s on t h a t account u s e l e s s i s f a r from t r u e . I t s u t i l i t y 

o f t e n crops up a t unexpected p o i n t s ; witness the aids t o c l a s s 

i f i c a t i o n of p h y s i c a l q u a n t i t i e s . f u r n i s h e d by the ideas (of S c a l a r 

and Vector) i n v o l v e d i n the C a l c u l u s of Q j a t e r n i o n s ; [ . . . ] . The 

u t i l i t y of such researches can i n no case be discounted, o r even 

imagined beforehand; who, f o r i n s t a n c e , would have supposed that 

the C a l c u l u s of Forms t . ..] would have thrown much l i g h t upon o r -

d i n a r y équations; [ .. .] o r t h a t the Calculus of Opérations would 

have helped us i n any way towards the f i g u r e of the E a r t h
t s >

? 

S i n c e K e l l a n d ' s p e r s o n a l a c k n o w l e d g m e n t s t o G a s k i n , 

R . L . E l l i s a n d B o o l e i n 1858 f o r t h e i r s o l u t i o n o f t h e EFE i n 

f i n i t e f o r m ( 5 . 1 0 . (1) ] , S p o t t i s w o o d e ' s g ê n e r a i a c k n o w l e d g m e n t i s 

a r a r e c a s e among s u c h s t a t e m e n t s o f l a t e - 1 9
t h

- c e n t u r y m a t h e -

m a t i c i a n s on t h e v a l u e o f B o o l e a n o p e r a t o r s o l u t i o n s o f t h e E F E 

o r L E . F o r a s we s h a l l s e e b e l o w , t h è s e s o l u t i o n s were e i t h e r i g -

n o r e d o r r e g a r d e d a s non p r a c t i c a l o r u n c l e a r i n f o r m . F o r m i d -

1 9
t n

- c e n t u r y a n a l y s t s s y m b o l i c a l m e thods were an i n d i s p e n s a b l e 

t o o l i n t h e s u b j e c t o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . L e t us e x a m i n e t h e 

f r u i t s o f t h i s o b s e s s i o n a l s t u d y s t a r t i n g w i t h B o o l e ' s v i e w s o n 

t h è s e m e t h o d s i n h i s w e l l - k n o w n t e x t b o o k [ 1 8 5 9 ] . 

I t was a f t e r c a s t i n g l o g i c i n a l g e b r a i c f o r m i n 1847
F
 t h a t 

B o o l e s t a r t e d c o n t e m p l a t i n g on t h e n a t u r e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s 

m o t i v a t e d b y B r o n w i n a n d C a y l e y on p r o b l e m s o f f a l l a c i e s and i n 

t e r p r é t a t i o n , a s w e l l a s u r g e d by h i s d e e p e r b e l i e f t h a t s y m b o l i c 

m e t h o d s a r e n o t p e c u l i a r t o m a t h e m a t i c s . A f t e r p u b l i s h i n g h i s L T . 

he a t t e m p t e d t o compose a work on l o g i c d e v o i d o f m a t h e m a t i c a l 

é l é m e n t s . He l e f t h i s work i n m a n u s c r i p t f o r m ^ r e v e a l i n g h i s most 

m a t u r e v i e w s on t h e n a t u r e o f s y m b o l i c a l methods w h i c h a p p e a r e d 

t o g e t h e r w i t h h i s e d u c a t i o n a l and p h i l o s o p h i c a l c o n c e r n s i n h i s 

[ 1 8 5 9 ] <
7

> . C a u t i o u s i n p r o m o t i n g m e c h a n i c a l and a r t i f i c i a l 

o p e r a t o r t e c h n i q u e s , B o o l e s t r e s s e d i n h i s t e x t b o o k t h a t w i t h 

f e w e x c e p t i o n s , o n t h e w h o l e t h è s e s y m b o l i c a l t e c h n i q u e s a r e 
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f a r f r o m i n d i s p e n s a b l e ; t h e i r c h i e f v a l u e - o t h e r t h a n p r o v i d i n g 

c o n d e n s n e s s and s i m p l i c i t y - w a s t h e i r p r o p e r t y o f r e v e a l i n g c o n -

n e c t i o n s o f l a n g u a g e and t h o u g h t ( 8 . 8 , ( 2 ) , ( 4 ) 1 . F r o m t h i s p o i n t 

o f v i e w t h e l i m i t e d i m p a c t o f s y m b o l i c a l m e thods ( p a r t i c u l a r l y i n 

t e x t b o o k s ) p a r t l y r e f l e c t e d B o o l e ' s own r a t h e r r e s e r v e d p r é s e n t a 

t i o n i n h i s [ 1 8 5 9 ] , r e s e r v e d when s e e n i n c o m p a r i s o n w i t h h i s u n -

l i m i t e d e n t h u s i a s m i n f o u n d i n g a g ê n e r a i m e t h o d i n a n a l y s i s i n 

t h e m i d 1840's [ 4 . 6 , ( 1 0 ) ; 5 . 2 , ( 1 2 ) ; 5.10] . 

B o o l e s h a r e d h i s p r e d e c e s s o r s ' a n d c o n t e m p o r a r i e s ' a d m i r a 

t i o n o f t h e p r o p e r t i e s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s t o o f f e r 

r a p i d i t y , é l é g a n c e , c o n d e n s n e s s , u n i f o r m i t y a n d s y m m e t r y o f p r o 

c é d u r e s a n d r e s u l t s . H owever, w h i l e he d i f f e r e d l i t t l e f r o m them 

i n t h e a c t u a l employment o f t h e c a l c u l u s o f s y m b o l s i n m a t h e -

m a t i c s , he was u n i q u e i n e x p l o r i n g i t s m e t a p h y s i c a l a n d l i n g u i s -

t i c a s p e c t s . F o r e x a m p l e , i n no o t h e r t r e a t i s e b e f o r e o r a f t e r 

B o o l e [1859] do we corne a c r o s s p a s s a g e s s u c h a s th*'5one 

^ C o H h i s d i s c u s s i o n o f f ( d / d x ) ; 

In any System i n which thought i s expressed by symbols, the laws o f 

combination of the symbols are determined from the study o f the 

correspondîng opérations i n thought [ . . . ] . Now a l l s p e c i a l i n 

stances point t o the c o n c l u s i o n t h a t [....) the mere processes o f 

symbolical reasoning are independent of the c o n d i t i o n s o f t h e i r i n 

terprétation, [ . , . . ] . We take o c c a s i o n t o n o t i c e t h a t , whatever 

view may be taken of t h i s p r i n c i p l e , whether i t be contemplated as 

belonging t o the r e a l m of a p r i o r i t r u t h , o r whether i t be regarded 

as a gêneraiization from expérience, i t would be an e r r o r t o r e g a r d 

i t as i n any p e c u l i a r sensé a mathematical p r i n c i p l e . I t c l a i m s a 

place among the gênerai r e l a t i o n s of Thought and Language<
a >

. 

B o o l e ' s t e x t b o o k was f a r f r o m unknown t o t h e t e x t b o o k 

w r i t e r s t h a t s u c c e e d e d h i m . H o w e v e r , noone seems t o h a v e p a i d a t 

t e n t i o n t o i t s u n d e r l y i n g e p i s t e m o l o g y , a n d what cornes a s a b i g 

s u r p r i s e i s t h a t w r i t e r s who r e f e r r e d t o i t i n t h e i r w o r k t o t a l l y 

i g n o r e d i m p o r t a n t a s p e c t s o f h i s a p p l i c a t i o n o f Operator m e t h o d s , 

s u c h a s h i s f i n i t e s o l u t i o n o f t h e E F E a n d t h e L E . L e t us h a v e a 

b r i e f l o o k a t A i r y ' s E l e m e n t a r v t r e a t i s e on p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e o u a t i o n s [1866] and E a r n s h a w ' s P a r t i a 1 d i f f e r e n t i a 1 e g u a t i o n s . 

An e s s a y t o w a r d s an e n t i r e l y new m e t h o d o f i n t e g r a t i n g t h e m 

[1871] w h i c h a r e t h e o n l y t e x t b o o k s t o e m p l o y s y m b o l i c a l m e t h o d s 

a f t e r B o o l e ' s d e a t h and b e f o r e h i s m a j o r s u c c e s s o r F o r s y t h 
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( 1 8 8 5 ) . 

A i r y c l a i m e d i n t h e " P r é f a c e " t h a t "No a t t e m p t h as been made 

t o go i n t o a i l t h e v a r i e d d é t a i l s , o f methods a n d e x a m p l e s , w h i c h 

p r é s e n t t h e m s e l v e s i n t h e w i d e f i e l d o f P a r t i a l D i f f e r e n t i a l 

E q u a t i o n s c o n s i d e r e d p u r e l y a s an A l g e b r a i c a l s u b j e c t " . H o w e v e r, 

i n few é q u a t i o n s , s u c h a s i n t h e c a s e o f 

d
2

z d
2

z 
(94.1) a

2

 = a ( x , y ) , 
d x

2

 d y
2 

he e m p l o y e d b o t h t h e s t a n d a r d m e t h o d f o r i t s s o l u t i o n s a n d , c o n -

s e q u e n t l y , t h a t o f s é p a r a t i o n o f s y m b o l s , s a y i n g t h a t " T h i s 

[ l a t t e r ] t h e o r y i s , i n f a c t , m e r e l y a c o n v e n i e n t f o r m f o r e x -

h i b i t i n g t h e i n d u b i t a b l e r e s u l t s o f l e g i t i m a t e a l g e b r a ; b u t i t 

s o m e t i m e s s e r v e s t o s u g g e s t new methods o f t r e a t i n g é q u a t i o n s 

w h i c h , when v e r i f i e d , a r e u s e f u l " ( 1 8 6 6 , 2 5 - 6 ) . 

R e c a l l i n g W h e w e l l ' s i n f l u e n c e on A i r y t o w a r d s "mixed 

m a t h e m a t i c s " [3.2 t e x t a n d ( 4 ) - ( 6 ) , ( 1 5 ) ) , h i s s t a t e m e n t above i s 

a b o l d o n e . N e v e r t h e l e s s t h i s was n o t a r e v o l u t i o n a r y s w i t c h w i t h 

W h e w e l l ' s d e a t h i n 1 8 6 6 , f o r f r o m t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t i t b e -

comes e v i d e n t t h a t , f o r a l l M u r p h y ' s , G r e g o r y ' s and B o o l e ' s a t -

t e m p t s [3.3;4,4;4.51 t o e s t a b l i s h t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s upon 

r i g o r o u s f o u n d a t i o n s , A i r y d i d n o t t r u s t t h e l e g i t i m a c y o f t h e 

p r i n c i p l e o f s é p a r a t i o n ; 

T h i s p r i n c i p l e , as a p u r e l y a l g e b r a i c a l and symbolical process, 

possesses very great power, and leads t o very remarkable r e s u l t s . 

But the reader cannot f a i l t o observe that i t c a r r i e s w i t h i t no 

évidence whatever f o r the v a l i d i t y of r e s u l t s , (such as i s conveyed 

by the opérations of q u a n t i t a t i v e a lgebra or by the steps [properly 

pursued] o f the d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s ) , f o r which i t must r e l y on 

subséquent vérifications. As a i d i n g the a p p l i c a t i o n of P a r t i a l D i f 

f e r e n t i a l Equations t o p h y s i c a l i n v e s t i g a t i o n s i t possesses l i t t l e 

v a l u e . The f u r t h e r examination of i t would t h e r e f o r e be out of 

place i n t h i s T r e a t i s e . The student who d e s i r e s t o f o l low i t up 

w i l l f i n d much i n f o r m a t i o n i n Boole's T r e a t i s e on D i f f e r e n t i a l 

E q u a t i o n s , Gregory's Examples, and s i m i l a r w o r k s
< S 5

 . 

T h i s s t a t e m e n t cornes a s a s u r p r i s e g i v e n A i r y ' s a p p a r e n t 

k n o w l e d g e o f G r e g o r y [ 1 8 4 1 ] a n d B o o l e [ 1 8 5 9 ] . H o w e v er, i t seerns 

t h a t he d i d n o t s t u d y t h è s e w o r k s i n d e p t h , f o r a f t e r o f f e r i n g a 

s m a l l s a m p l e o f s i m p l e é q u a t i o n s 1 i k e (94.1) s o l v e d s y m b o l i c a l l y , 
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he c l a i m e d : 

We b e l i e v e t h a t s c a r c e l y any other équations than these. o c c u r r i n g 

i n p h y s i c a l i n v e s t i g a t i o n s , have been s o l v e d i n a f i n i t e form. 

Several équations have been s o l v e d i n the u n s a t i s f a c t o r y form o f 

i n f i n i t e s e r i e s , of which the convergence i s not always assured; 

but i t i s not the object of the présent T r e a t i s e t o e n t e r on 

them<
10

>. 

We may e x c u s e A i r y f o r h i s i n c o m p l è t e k n o w l e d g e o f a l l t h e 

s o l u t i o n s o f t h e LE ( 5 8 . 1 ) , (58.12) - g i v e n by B o o l e a n d D o n k i n 

and i n c o r p o r a t e d i n B o o l e [ 1 8 5 9 ] - o n t h e g r o u n d s t h a t h i s 

t r e a t i s e was " E l e m e n t a r y " ; b u t we c e r t a i n l y c a n n o t a c c e p t 

E a r n s h a w ' s i g n o r a n c e when he w r o t e i n t h e " P r é f a c e " t o h i s 

Ï18711 : 

Many équations w i l l be found i n t h i s Essay i n t e g r a t e d w i t h ease i n 

f i n i t e terms, which, as f a r as the Author i s aware, were never i n 

teg r a t e d i n f i n i t e terms before. I n the l a s t chapter, f o r i n s t a n c e , 

the f o l l o w i n g h i g h l y important équations w i l l be found i n t e g r a t e d 

f o r the f i r s t time i n f i n i t e terms: 

d
2

u 

[(94.2)] + cu = 0 
dxdy 

d
2

u d
2

u 

+ + cu = 0 and 
d x

2

 d y
2 

d
2

u d
2

u d
2

u 
[(94.3)] + + = 0

( 1 1 >

. 

d x
2

 dy
2

 d z
2 

E a r n s h a w r e f e r r e d i n t h e " P r é f a c e " t o t h e " a d m i r a b l e a n d 

v a l u a b l e " w o r k s o f B o o l e , G r e g o r y and C a r m i c h a e l w i t h w h i c h he 

had b een " c a r e f u l t o i n t e r f è r e a s l i t t l e a s p o s s i b l e " [ 1 8 7 1 , v -

v i l . " I n f a c t " , he went o n , " [ t h e a u t h o r ] h a s c o n s u l t e d them o n l y 

f o r s u c h i l l u s t r a t i v e e x a m p l e s as f e i l w i t h i n t h e s c o p e o f h i s 

E s s a y " . E a r n s h a w c l a i m e d t o h a v e p u t f o r w a r d a new s y m b o l i c 

method o f s o l v i n g p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s by s u i t a b l y 

r e d u c i n g them t o o r d i n a r y o n e s . N e v e r t h e 1 e s s , h i s m e t h o d s h a r d i y 

d i f f e r e d f r o m t h o s e o f h i s p r e d e c e s s o r s . And what i s e v e n more 

s u r p r i s i n g i s t h a t he a v o i d e d t o r e f e r t o t h e i r r e s u l t s . O m i t t i n g 

h i s s o l u t i o n o f t h e LE (94.3) [ s e e (11) a b o v e ] we w i l l p r o v i d e 

as an e x a m p l e o f h i s p r o c é d u r e h i s s o l u t i o n o f t h e EFE ( 5 6 . 6 ) . 
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I n c h a p t e r 8 o f h i s t r e a t i s e E a r n s h a w r e p r o d u c e d B o o l e ' s 

m e t h o d f o r t h e s o l u t i o n o f b i n o m i a l é q u a t i o n s i n a s l i g h t l y d i f 

f é r e n t f o r m , b a s e d u p o n t h e t h e o r e i n (45.20) known s i n c e Murphy 

[ 1 8 7 1 , 6 6 - 7 0 ; s e e 4 . 5 - 4 . 6 ) . By means o f h i s t h e o r y he i n t e g r a t e d 

t h e é q u a t i o n 

A ( A - l ) d u 
( 9 4 . 4 ) d ^ u + c u = u ; d

t
u = — , 

t
2

 d t 

by l e t t i n g t = e
B

 and r e d u c i n g i t t o t h e s y m b o l i c f o r m 

( 9 4 . 5 ) ( d
e
- A ) ( d e + A - l ) u + c t

2

u = 0. 

N e x t b y t h e we11-known m e t h o d o f s u c c e s s i v e r e d u c t i o n s [ 4 . 2 - 4 . 3 ; 

5.2,-5.6] he a r r i v e d a t t h e s o l u t i o n 

( 9 4 . 6 ) u = t
A

( t -
l

d
t
) * w , 

w h e r e w t h e i n t e g r a l o f d ^ w+cw=0 o r (52.7) [ 1 8 7 1 , 9 1 - 2 ] . 

E a r n s h a w ' s m e t h o d i s v e r y c l o s e t o W i l l i a m s o n ' s a s s i m i l a t i o n 

o f B o o l e ' s m e t h o d f o r s o l v i n g t h e EFE ( 5 6 . 1 4 ) , and t h e r e s u l t 

( 9 4 . 6 ) i s a s l i g h t a l t é r a t i o n o f G a s k i n ' s s o l u t i o n (42.28) o r 

( 4 2 . 3 4 ) . However^ he m e n t i o n e d
 v

i o n e o f h i s numerous p r e d e c e s s o r s 

on t h e E F E , n o r d i d he e v e n name t h e é q u a t i o n . E a r n s h a w ' s 

t r e a t i s e , t h e o n l y t e x t b o o k t o r e f e r t o C a r m i c h a e l [1855] and t o 

be d e v o t e d 1 i k e t h e l a t t e r s o l e l y t o s y m b o l i c a l m e t h o d s , seems 

t o h a v e h a d v e r y 1 i m i t e d i m p a c t . We have t r a c e d i t s o f a r o n l y 

i n G l a i s h e r ' s work ( 1 8 7 2 , 1 3 7 ; 1881,813] . G l a i s h e r s t r e s s e d t h a t 

t h o u g h s o l u t i o n s o f t h e EFE o f t h e f o r m (56.15) o r (42.34) h a v e 

b e e n g i v e n "more t h a n o n c e by d i f f é r e n t m a t h e m a t i c i a n s " , t h e 

" s l i g h t l y m o d i f i e d f o r m " (94.6) "seems s c a r c e l y t o have b e e n 

n o t i c e d " [ 1 8 8 1 , 8 1 3 ] . 

W i t h v e r y few e x c e p t i o n s , most o f t h e new c o n t r i b u t i o n s i n 

t h e f i e l d o f o r d i n a r y a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s f o c u s e d 

on s o l u t i o n s p r o v i d e d i n s é r i e s f o r m . I n many ways s o l u t i o n s i n 

s é r i e s f o r m w e r e t o be p r é f é r a b l e i n p r a c t i c e t o f i n i t e s y m b o l i c 

f o r m s a n d t h i s seems t o be t h e most b a s i c r e a s o n f o r t h e r a r e a p -

p e a r a n c e o f t h e l a t t e r a s t h e t i m e p a s s e d b y . S t i l l B o o l e [ 1 8 5 9 ] , 

a s w e l l a s t h e w o r k o f h i s p r e d e c e s s o r s a n d c o n t e m p o r a r i e s , were 

n o t f o r g o t t e n . U n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e w o r k c a r r i e d o ut on 

s e c o n d o r d e r o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s i n t h e 1840's - i n 

p a p e r s w i t h t h e common t i t l e "On c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " 

w h i c h f o c u s e d o n and a r o u n d t h e E F E
< 1 2 )

~ C a y l e y w r o t e a "Note on 

t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s by s é r i e s " 

[ 1 8 6 9 ] . The p a p e r o p e n e d w i t h t h e f o l l o w i n g s c h o l i u m : 
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There i s a s p e c i a l i t y i n the intégration o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l 

équations by séries, which (though e v i d e n t l y q u i t e familiär t o 

those who have w r i t t e n on the s u b j e c t - E l 1 i s , Boole, Hargreave) has 

not, i t appears to me, been e x h i b i t e d i n the c l e a r e s t f o r m
( 1 3 )

. 

The f i r s t o f h i s e x a m p l e s was b u t a t r a n s f o r m e d f o r m o f t h e 

EFE v e r y c l o s e t o B r o n w i n ' s f o r m (43.27) [ C a y l e y 1 8 6 9 , 7 7 - 7 8 ] . I n 

a n o t h e r p a p e r "On R i c c a t i ' s é q u a t i o n " 1 1 8 6 8 ] , C a y l e y a p p l i e d t h e 

s é r i e s method i n o r d e r t o i n t e g r a t e t h e R i c c a t i é q u a t i o n i n t h e 

f o r m ( 1 4 . 4 ) . H i s method seems t o be v e r y s t r a i g h t f o r w a r d ^ a n d t h e 

p a r t i a l r e s u l t s a r e m e n t i o n e d as " r e a d i l y i d e n t i f i e d " w i t h 

B o o l e ' s s o l u t i o n s i n [ 1 8 5 9 , 9 8 ] where a more t e d i o u s m e t h o d o f a 

s é r i e s o f t r a n s f o r m a t i o n s were e m p l o y e d [Cay1ey 1 8 6 8 , 3 5 1 ; s e e ( 1 4 ) 

be low] . 

The R i c c a t i é q u a t i o n was n e x t t o t h e EFE i n t h e a t t e n t i o n o f 

o u r l e a d i n g f i g u r e s s u c h as M urphy [ 3 . 3 , ( 4 ) ] , De M o r g a n 

[ 4 . 3 , ( 4 ) ] , H a r g r e a v e ( 5 . 3 , ( 1 1 ) ] a n d B o o l e
( i 4

> . I n f a c t De M o r g a n 

was t h e f i r s t E n g I i s h m a t h e m a t i c i a n t o p o i n t o u t t h e c1 o s e c o n 

n e c t i o n b e t w e e n t h e RE and t h e EFE i n (1842c ;see ( 14. 3) ; 4 . 3 , ( 4 ) ] . 

B a s e d on a i l t h e work done on t h è s e two é q u a t i o n s by h i s F r e n c h 

a n d E n g l i s h p r e d e c e s s o r s , G l a i s h e r c o n t r i b u t e d two i n t e r e s t i n g 

p a p e r s on t h e RE [ 1 8 7 1
;
1 8 7 2 ] , p r o d u c i n g t h e l e n g t h y [ 1 8 8 1 ] , a i l 

p a p e r s r e p e a t e d l y c i t e d i n o u r t h e s i s [ s e e 1.4, (4) ;4. 2, ( 1 1 ) ; 4 . 5 , 

( 9 ) ; 4.8;5.3 ; 5.6] . A most a r d e n t and p r o l i f i c d e f e n d e r o f p u r e 

m a t h e m a t i c s b e s i d e C a y l e y [ 4 . 2 , ( 1 0 ) ] , G l a i s h e r was as o b s e s s e d a s 

B o o l e w i t h t h e s u b j e c t o f d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s . We may s a y t h a t 

he was an e x c e p t i o n a l c a s e l y i n g a t t h e b o r d e r l i n e b e t w e e n 

C a y l e y ' s s t r i c t p r é f é r e n c e f o r p a r t i c u l a r s é r i e s s o l u t i o n s a n d 

B o o l e ' s f o r g ê n e r a i s y m b o l i c o n e s . We may a l s o add t h a t he s h a r e d 

De M o r g a n ' s t e a c h i n g and h i s t o r i c a l v i r t u e s , m a r k i n g w i t h h i s 

o v e r a l l c o n t r i b u t i o n s an e x c e p t i o n a l e r a i n C a m b r i d g e U n i v e r s i t y 

a t t h e end o f t h e C e n t u r y . 

G l a i s h e r , showed a p a r t i c u l a r i n c l i n a t i o n t o w a r d s d e f i n i t e 

i n t e g r a l s o l u t i o n s , and i n h i s [ 1 8 7 2 , 1 3 3 - 6 ] he d i d a p p l y B o o l e ' s 

s y m b o l i c a l method i n o r d e r t o s o l v e t h e RE a s a t r a n s f o r m a t i o n o f 

t h e EFE [ s e e 4 . 5 , ( 9 ) ] . H i s p a s s i o n a t e i n q u i r i e s i n t h e RE s i n c e 

h i s g r a d u a t i o n a s s e c o n d w r a n g l e r i n 1871 c u l m i n a t e d i n h i s 

[ 1 8 8 1 ] , " h i s most s i g n i f i c a n t p a p e r " i n t h e f i e l d o f d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s [ F o r s y t h 1 9 3 0 , i x ] . A b o u t h a l f o f t h e p a p e r was d e v o t e d 

t o p a r t i c u l a r s é r i e s s o l u t i o n s o f t h e RE a n d o f o t h e r c l o s e l y 

633 



a l 1 i e d e q u a t i o n s [ 1 8 8 1 , 7 5 9 - 7 8 2 , 8 1 9 - 2 2 J and t h e r e s t t o t h e 

n u merous s y m b o l i c s o l u t i o n s o f t h e EFE by G a s k i n , E l l i s , B o o l e 

a n d f o l l o w e r s t o g e t h e r w i t h h i s own d e f i n i t e i n t e g r a l f o r m s . I n 

s o d o i n g he r e l i e d upon C a y l e y ' s work [ 1 8 8 1 . 7 6 3 , 8 0 3 , 8 2 3 ] , p r o v i d 

i n g a most e x t e n s i v e b i b l i o g r a p h y o f F r e n c h and B r i t i s h a n a l y s t s 

on t h e s u b j e c t , and he d i d n o t f a i l t o p r o v e what h i s p r e d e c e s 

s o r s h a d n o t c o n s i d e r e d , t h e e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e d i f f e r e n t 

s o l u t i o n s . 

B u t t h e most v i v i d t r a c e o f B o o l e ' s i n f l u e n c e was i n 

R u s s e l l ' s E n g l i s h C y c l o p e d i a a r t i c l e on t h e " C a l c u l u s o f s y m b o l s " 

[ 1 8 7 3 ] , now f o r g o t t e n l i k e G l a i s h e r ' s memoir. O p e n i n g w i t h a 

b r i e f h i s t o r i c a l s u r v e y on t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s - i n c l u d i n g 

L a g r a n g e ' s t h e o r e m ( 1 5 . 3 ) , S e r v o i s ' s l a w s and G r e g o r y ' s w o r k , t h e 

a r t i c l e f o c u s e d on t h e d e v e l o p m e n t o f B o o l e ' s a l g e b r a o f n o n -

c o m m u t a t i v e s y m b o l s by R u s s e l l and S p o t t i s w o o d e . S a v i n g f r o m 

o b l i v i o n B o o l e ' s f o r g o t t e n p a p e r s [ 1845d,- 1847c] , upon w h i c h R u s 

s e l l h a d i m p r o v e d i n t h e 1 8 6 0 ' s , i t r e p r o d u c e d R u s s e l l ' s i n v e s 

t i g a t i o n s on t h e m u l t i p l i c a t i o n and d i v i s i o n b e t w e e n p o l y n o m i a l s 

i n n , p , o p e r a t o r s c o m b i n i n g a c c o r d i n g t o t h e l a w ( 5 9 . 2 3 ) [see 5.9 

t e x t a n d ( 7 ) , ( 8 ) ] . 

R u s s e l l was t h e l a s t o f B o o l e ' s d i s c i p l e s a s a p p a r e n t l y h i s 

a d v a n c e d a t t e m p t s t o w a r d s " c o m p l e t i n g t h e a l g e b r a " o f n o n -

c o m m u t a t i v e s y m b o l s [ ( 1 ) a b o v e ] r e m a i n e d w i t h o u t any i m p a c t . 

R u s s e l l ' s a r t i c l e p a i d a t t e n t i o n t o B o o l e ' s t r e a t m e n t o f t h e 

" i n t e r e s t i n g r a t h e r t h a n a m i a b l e g r o u p " o f s y m b o l i c e q u a t i o n s 

( 5 8 . 1 7 ) [ s e e 5 . 8 , ( 1 1 ) ] , one c a s e o f w h i c h i s t h e L E ( 5 8 . 1 ) . T h i s 

i n v e s t i g a t i o n had o p e n e d "a v e r y c u r i o u s c h a p t e r i n s y m b o l i c a l 

a l g e b r a " i n B o o l e [ 1 8 4 7 c ; 5 . 8 , ( 1 1 ) ] w i t h c o n s e q u e n c e s on B r o n w i n 

[ 5 . 4 ] and C . G r a v e s , who t o g e t h e r w i t h B o o l e e x p l o r e d f u r t h e r t h e 

" b o u n d a r i e s o f a l g e b r a " i n c o r p o r a t i n g q u a t e r n i o n s i n t h e l a t e 

1 8 5 0 ' s [ 5 . 8 , ( 1 8 ) , ( 1 9 ) , ( 2 0 ) ] . T h i s " c u r i o u s c h a p t e r " c l o s e d f o r 

e v e r w i t h R u s s e l l [ 1 8 7 3 ] . B u t what a b o u t t h e f r u i t s o f i t i n 

a p p l i c a t i o n s ? 

As we saw i n [ ( 6 ) a b o v e ] S p o t t i s w o o d e a c k n o w l e d g e d t h e p r a c — 

t i c a l u t i l i t y o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n 1878 by r e m i n d i n g 

B r i t i s h m a t h e m a t i c i a n s o f t h e e f f i c i e n t a p p l i c a t i o n i t h a d f o u n d 

i n t h e t h e o r y o f t h e f i g u r e o f t h e e a r t h . But l o o k i n g a t b o t h t h e 

E F E a n d LE w i t h i n t h e i r a c t u a l p h y s i c a l c o n t e x t , were t h e i r 

n u m erous s y m b o l i c s o l u t i o n s o f any r e a l u t i l i t y o r was t h e 

s u c c e s s o f t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s l i m i t e d t o " p u r e " 

634 



m a t h e m a t i c s ? A i r y was t h e f i r s t t o e x p r e s s c l e a r l y t h e p o s i t i o n 

i n 1866 t h a t s e p a r a t i o n o f s y m b o l s " p o s s e s s e s l i t t l e v a l u e " i n 

p h y s i c a l i n v e s t i g a t i o n s [ s e e (9) a b o v e ] . H i s v i e w s , p a r t l y due t o 

l a c k o f k n o w l e d g e and p a r t l y t o W h e w e l l ' s i n f l u e n c e , w e r e 

n e v e r t h e l e s s i n d e p e n d e n t l y and i n d i r e c t l y j u s t i f i e d by C a y l e y ' s 

e m p h a s i s on s e r i e s s o l u t i o n s ^ a s we saw a b o v e . B u t t h e f a i l u r e o f 

t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s i n B o o l e a n l i n e s t o meet t h e n e e d s o f 

p h y s i c a l a s t r o n o m y i s b e s t r e v e a l e d i n P r a t t [ 1 8 7 1 ] and T o d h u n -

t e r [ 1 8 7 5 ] , t h e most r e p r e s e n t a t i v e t r e a t i s e s o n t h e t h e o r y o f 

a t t r a c t i o n s , t h e f i g u r e o f t h e e a r t h and L a p l a c e ' s f u n c t i o n s i n 

t h e s e c o n d h a l f o f t h e c e n t u r y . 

I n P r a t t [ 1 8 7 1 , 1 1 4 - 5 ] we s e e t h e EFE s o l v e d by O ' B r i e n ' s 

t r a n s f o r m ( 3 2 . 2 3 ) ( i n t r o d u c e d i n 1840) i n t h e f o r m ( 3 2 . 1 2 ) w h i c h 

was g i v e n i n A i r y [1826] and d e m o n s t r a t e d by A . J . E l l i s i n 1 8 3 6 . 

As f o r t h e L E (13.6) we f i n d P o i s s o n ' s t r e a t m e n t a l o n g 

L a p l a c e ' s l i n e s w i t h t h e f o l l o w i n g a d d i t i o n i n a f o o t n o t e : 

For the d i r e c t i n t e g r a t i o n of t h i s equation, see two Papers i n the 

P h i l o s o p h i c a l Transactions f o r 1841 and 1857, by Mr Hargreave and 

Professor Donkin r e s p e c t i v e l y
1 1 3

* . 

A more d e t a i l e d t r e a t m e n t o f t h e t h e o r y o f L a p l a c e ' s f u n c t i o n s o n 

M u r p h y ' s l i n e s was c a r r i e d o u t by T o d h u n t e r , f o l l o w e d by a 

s i m i l a r n o t e a s i n I (15) a b o v e ] , i n c l u d i n g B o o l e [ 1 8 5 9 ] , 

c o n c l u d i n g : 

The r e s u l t though very i n t e r e s t i n g t h e o r e t i c a l l y has not h i t h e r t o 

been used in p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s
( 1 S ,

. 

Our c o n c l u s i o n s on t h e " l i t t l e v a l u e " o f s y m b o l i c a l s o l u 

t i o n s a r e f u r t h e r p r o v e d by F o r s y t h ' s t r e a t i s e o n d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s [ 1 8 8 5 ] , where i t was p a r t i c u l a r s o l u t i o n s i n s e r i e s 

f o r m s w h i c h w e r e m a i n l y s o u g h t a f t e r f o r e q u a t i o n s s u c h a s t h e 

L E , t h e L e g e n d r e e q u a t i o n . B e s s e l ' s e q u a t i o n and o t h e r s . F o r s y t h , 

s e n i o r w r a n g l e r i n 1 8 8 1 , was w e l l a c q u a i n t e d w i t h G r e g o r y [ 1 8 4 1 ] , 

De Morgan [ 1 8 4 2 c ] and B o o l e [ 1 8 5 9 ] , w h i c h he recommended i n h i s 

" P r e f a c e " t o g e t h e r w i t h t h e T o d h u n t e r e d i t i o n [1865) o f t h e 

l a t t e r ' s s u p p l e m e n t [5 .10, (2) ; 4 . 6,10; 7 . 1 . (25) ] . I n t h e 3
1

"* c h a p 

t e r o f h i s t r e a t i s e he i n c o r p o r a t e d an i m p r o v e d v e r s i o n o f 

G r e g o r y ' s s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t 

c o e f f i c i e n t s , a n d a f t e r G l a i s h e r [ 1 8 8 1 ; 4 . 2 , ( 1 1 ) ] . he d e v o t e d a 

b r i e f s e c t i o n o n " s y m b o l i c a l s o l u t i o n " w h e r e he s a v e d f r o m 
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o b l i v i o n t h e c o n t r i b u t i o n s o f G a s k i n , R . L . E l l i s , B o o l e and o t h e r s 

o n t h e EEE [ 4 . 6 , ( 1 1 ) ] . 

B u t what a b o u t B o o l e ' s g e n e r a l method? Compared w i t h A i r y 

a n d E a r n s h a w , F o r s y t h was much more w e l l r e a d on s y m b o l i c a l 

m e t h o d s , b u t t h e f a c t t h a t he r e s t r i c t e d h i s a c c o u n t t o G r e g o r y ' s 

m e t h o d w i t h a p a s s i n g t r i b u t e t o G a s k i n , B o o l e and o t h e r s o n l y o n 

t h e E F E , shows t h a t he p a s s e d o v e r t h e c o r e o f B o o l e ' s t e x t b o o k 

on o p e r a t o r methods and t h e L E . F o r s y t h was G l a i s h e r ' s s t u d e n t , 

and i t i s e v i d e n t f r o m h i s t e x t b o o k t h a t h i s k n o w l e d g e on t h e 

s y m b o l i c t r e a t m e n t o f t h e E F E was p r i n c i p a l l y d e r i v e d f r o m 

G l a i s h e r [ 1 8 8 1 ] , as we saw i n [ 4 . 6 , ( 1 1 ) ] . B e s i d e s , i n t h e p a s s a g e 

t h a t f o l l o w s f r o m t h e e x c e l l e n t b i o g r a p h y he w r o t e o f h i s 

t e a c h e r , i t becomes e v i d e n t t h a t F o r s y t h d i d n o t h i g h l y r e s p e c t 

B o o l e ' s g e n e r a l method; p r a i s i n g G l a i s h e r ' s " e l a b o r a t e memoir" 

[1881] on t h e RE, he w r o t e i n 1930: 

The s u b j e c t of d i f f e r e n t i a l e quations, mainly ordinary equations 

and the i n t e g r a t i o n p a r t i c u l a r l y of ordinary l i n e a r equations i n 

s e r i e s , absorbed much of h i s a c t i v i t y i n h i s most f r u i t f u l y e a r s . 

Down t o t h e time of h i s e a r l i e r i n v e s t i g a t i o n s , E n g l i s h progress i n 

the s u b j e c t had centred i n formulae; "elegant" symbolic s o l u t i o n s 

had been accumulated by the d i l i g e n t ingenuity of Cambridge mathe

m a t i c i a n s such as Gaskin and L e s l i e E l l i s ; and the method, so f a r 

as i t was a method, had been systematised by Boole i n h i s w e l l -

known volume*
1 7 5

. 

F o r s y t h ' s h i s t o r i c a l s u r v e y r e f l e c t s what most l a t e - 1 9
t h

-

c e n t u r y and e a r l y - 2 0
t h

- c e n t u r y m a t h e m a t i c i a n s w o u l d h a v e s a i d o n 

B o o l e ' s g e n e r a l m e t h o d h a d t h e y b e en a c q u a i n t e d w i t h t h e 

C a m b r i d g e movement o f t h e l a t e 1 8 3 0 ' s and e a r l y 1 8 4 0 ' s . D e s p i t e 

h i s n e g a t i v e comment, "so f a r a s i t was a m e t h o d " , a t l e a s t F o r 

s y t h pa i d a t r i b u t e t o t h e e a r l y p i o n e e r s o f s y m b o l i ca1 m e t h o d s . 

The w r i t e r s t o f o l l o w f o c u s e d s o l e l y on l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s w i t h no t r i b u t e t o G r e g o r y and 

h a r d l y any t o B o o l e [ s e e 4 . 1 , ( 2 ) ; 9 . 1 , ( 2 ) ; 9 . 8 ] . A f t e r G l a i s h e r 

[ 1 8 7 2 ] a n d R u s s e l [ 1 8 7 3 ] , B o o l e ' s g e n e r a l method was n o t t o f e a 

t u r e a g a i n up t o o u r d a y s i n c o n n e c t i o n w i t h d i f f e r e n t i a l e q u a 

t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s . An i n t e r e s t i n g e x c e p t i o n c o n 

c e r n s B o o l e ' s a p p l i c a t i o n o f t h a t method t o f i n i t e d i f f e r e n c e 

e q u a t i o n s , a c k n o w l e d g e d and i m p r o v e d i n M i l n e - T h o m s o n [ 1 9 5 1 ]
( i e >

. 

636 



9.5 The i m p a c t o f B o o l e ' s Laws o f t h o u g h t : 1 8 5 9 - 1 8 8 1 ; J e v o n s ' s 

r e a c t i o n and Venn's d e f e n c e . 

J u s t a s B o o l e [1844] s t i m u l a t e d numerous v a r i a t i o n s u p o n h i s 

g ê n e r a i method i n a n a l y s i s w i t h h appy c o n s é q u e n c e s i n t h e 

d e v e l o p m e n t and a p p l i c a t i o n s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s w i t h i n m a t h e -

m a t i c s [ 9 . 3 - 9 . 4 ] , h i s LT [1854] f o r m e d t h e g r o u n d s f o r a f u r t h e r 

s t u d y o f a l g e b r a i c l o g i c a n d t h e d e v e l o p m e n t o f a b s t r a c t a l g e b r a . 

I n b o t h c a s e s t h e r e were a r d e n t d i s c i p l e s , f i e r c e Opponents a n d 

i n t e r e s t i n g c o m m e n t a t o r s , an d what i s s t r i k i n g i s t h e f a c t t h a t 

t h o u g h B o o l e ' s i m p a c t o n t h e w h o l e was e v e n t u a l l y c o n s i d é r a b l e , 

i t was t h e p e c u l i a r f e a t u r e s o f h i s r e a s o n i n g w h i c h w e r e a t t a c k e d 

o r e s c a p e d t h e a t t e n t i o n o f h i s m a i n s u c c e s s o r s
( 1 3

. The g ê n e r a i 

method i n l o g i c , i n t r o d u c e d i n t h e l a s t two c h a p t e r s o f MAL [ 7 . 7 ] 

and f o r m i n g t h e c o r e o f L T [ 8 . 4 - 8 . 6 ] , was n o t t o s u r v i v e a n y 

l o n g e r t h a n d i d h i s g ê n e r a i m e t h o d i n a n a l y s i s . M o r e o v e r , i t s i m 

p a c t was n o t as i m m é d i a t e a n d e x t e n d e d as i n t h e c a s e o f B o o l e ' s 

O p e r a t o r m e t h o d . I t i s a l s o w o r t h n o t i n g t h a t i t was t h e LT 

r a t h e r t h a n MAL t o be t a k e n o v e r by l a t e - 1 9
t h

- c e n t u r y l o g i c i a n s . 

The two w o r k s d i f f e r i n many wa y s and c e r t a i n m e r i t s o f MAL o v e r 

LT have been p o i n t e d o u t <
a

> . A c c o r d i n g t o [ K n e a l e 1 9 4 8 , 1 7 3 ] 

"Towards t h e end o f h i s l i f e B o o l e s a i d t h a t he was d i s s a t i s f i e d 

w i t h t h e e x p o s i t i o n a n d a r r a n g e m e n t o f h i s Laws o f T h o u g h t , a n d 

t h a t he w i s h e d ne h a d s p e n t t w i c e a s l o n g i n w o r k i n g o u t t h e 

i d e a s f i r s t p r e s e n t e d i n h i s M a t h e m a t i c a l A n a l y s i s o f l o g i c " . 

We c a n n o t c o n ç o i v e how f a r t h e B o o l e a n i m p a c t on l o g i c 

w o u l d have been d i f f é r e n t h a d B o o l e h a d l i v e d b e y o n d 1 8 6 4 . I n 

t h i s s e c t i o n we f o c u s on t h e i m m é d i a t e r e a c t i o n s t o h i s l o g i c . 

F i r s t we comment upon B o o l e ' s i m p a c t on t h o s e c l o s e t o h i m , s u c h 

as De M o r g a n , M . B o o l e . H a r l e y a n d R . L . E l l i s . i n c l u d i n g i n s t a n c e s 

f r o m t h e w r i t i n g s o f G r e g g , A . J . E l l i s a n d T . Y o u n g . N e x t we 

p r o c e e d t o J e v o n s ' s c r i t i c i s m i n 1 8 6 3 , c o n c l u d i n g w i t h V e n n ' s 

d e f e n c e i n t h e l a t e 1870'.s and e a r l y 1880" s . We p o s t p o n e t o 9.6 a 

b r i e f commentary on E n g l i s h , A m e r i c a n a n d German l o g i c i a n s who 

w o r k e d u n d e r a j o i n t i n f l u e n c e o f B o o l e and De M o r g a n i n t h e l a s t 

t h r e e d é c a d e s o f t h e 1 9
t h

 C e n t u r y . Our a c c o u n t w i l l n o t f o l l o w a 

s t r i c t c h r o n o l o g i c a l o r d e r . 

De Morgan was among t h e f i r s t t o r e c o g n i z e t h e i m p o r t a n c e o f 

B o o l e ' s w o r k . d e f e n d i n g i t a g a i n s t M a n s e l ' s c r i t i s i s m i n 1860 

[ 6 . 7 , ( 1 3 ) ; 6.9 t e x t b e l o w ( 2 0 ) ] . The two l o g i c i a n s h a d b e e n i n 
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c l o s e c o n t a c t f o r many y e a r s a n d t h e i r work was shown t o be u n -

d e r l i n e d by c e r t a i n common i s s u e s [ 9 . 3 , t e x t b e l o w ( 6 ) ] . H o w e v e r , 

De M o r g a n d i d n o t f o l l o w B o o l e ' s w o r k - t h e r e i s é v i d e n c e t h a t he 

h a r d l y r e a d i t p r o p e r l y [ C o r c o r a n 1986,69-70; 6 . 9 , t e x t above ( 5 ) ) -

and i n t h i s s e n s é he c a n ^ o t be c a l l e d a f o l l o w e r . B u t he 

was a b l e t o p e r c e i v e i n a c c u r a c i e s i n B o o l e ' s s y l l o g i s t i c t h e o r y 

i n MAL [ s e e 7.6] and i n t h e l a s t y e a r s o f t h e i r c o r r e s p o n d e n c e 

t h e y c o m m u n i c a t e d upon f u n d a m e n t a l c o n c e p t s o f t r a d i t i o n a l l o g i c , 

s u c h a s t h a t o f " u n i v e r s e " ( w h i c h B o o l e had b o r r o w e d f r o m h i m ) 

and H a m i l t o n ' s a m b i g u o u s "some" [ S m i t h 1982a,101-4 ; 6 . 6 , ( 3 ) ] . 

M a r y B o o l e t o o k o v e r t h e e d u c a t i o n a l and m e t a p h y s i c a l i m p o r t 

o f h e r h u s b a n d ' s l o g i c . She c a l l e d é q u a t i o n (88.8) 

(95.1) x + ( 1 - x ) = 1 

t h e " M y s t i c a l é q u a t i o n " [ 8 . 8 , ( 5 ) ] , and i n h e r e d u c a t i o n a l w r i t -

i n g s s h e t r i e d t o d i f f u s e a n d e x p l a i n B o o l e ' s p h i l o s o p h i c a l a n d 

r e l i g i o u s c o n n o t a t i o n s , s t r e s s i n g p a r t i c u l a r l y h i s o b s e s s i o n w i t h 

s i n g u l a r s o l u t i o n s and t h e p r o x i m i t y o f B o o l e ' s e p i s t e m o l o g y w i t h 

G r a t r y ' s [ 7 . 3 , ( 4 ) ; 8.8, ( 6 ) ; 8 . 9 , ( 2 ) ] . She was a r a t h e r e c c e n t r i c 

a d v o c a t e , i n t e r e s t e d i n d e p l o y i n g B o o l e ' s d o c t r i n e s f o r p e d a -

g o g i c a l r e a s o n s ; f o r e x a m p l e , i n h e r book M a t h e m a t i c a 1 p s v c h o 1 ocrv 

i n G r a t r v a n d B o o l e [1879] s h e t r i e d t o a n a l y s e G r a t r y ' s a n d 

B o o l e ' s u n i f y i n g p r o c é d u r e s and p r o v e t h e i r u t i l i t y i n m e n t a l 

h e a l t h [ 8 . 9 , t e x t b e l o w ( 1 0 ) ] . D e s p i t e h e r n a i v e t o n e , s h e d e l v e d 

d e e p l y i n t o B o o l e ' s m e t a p h y s i c s . and i n f a c t b e t t e r t h a n any o f 

h i s f o l l o w e r s who s e t a s i d e t h e l a s t c h a p t e r o f LT f o c u s i n g o n 

i t s m a t h e m a t i c a l a s p e c t s [ 8 . 8 , ( 7 ) ; 8 . 9 ] . F o r a l 1 h e r e x a g g e r a -

t i o n s , s h e i s now c o n s i d e r e d a s a r e l i a b l e c o m m e n t a t o r , h e r w o r k 

h a v i n g r é c e n t 1y a t t r a c t e d h i s t o r i a n s ' i n t e r e s t [ 7 . 1 , ( 4 ) ] . 

The c o n n e c t i o n b e t w e e n r e l i g i o n and t h e g e n e s i s a n d d e v e l o p 

ment o f B o o l e ' s l o g i c h a s b e e n t o u c h e d upon o n l y t a n g e n t i a l l y 

[ 7 . 1 , ( 4 ) ; 8 . 9 , ( 3 ) ] . N e v e r t h e l e s s , we w o u l d l i k e t o r e p o r t a v e r y 

p e c u l i a r a p p l i c a t i o n o f B o o l e a n l o g i c t o t h e o l o g y by t h e D u b l i n 

c l e r g y m a n T . D . G r e g g . G r e g g s u g g e s t e d i n 1859 an a p p l i c a t i o n o f 

t h e p r i n c i p l e s o f d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s t o m e t a p h y s i c s " w i t h a 

v i e w t o t h e a t t a i n m e n t o f d é m o n s t r a t i o n and c e r t a i n t y i n m o r a l , 

p o l i t i c a l a n d e c c l e s i a s t i c a f f a i r s " . A p p a r e n t l y a c q u a i n t e d w i t h 

b o t h F L a n d L T , he d r e w on B o o l e ' s d u a l i t y d o c t r i n e ^ f o r m u l a t i n g 

s y m b o l i c f o r m s s u c h a s 

(95.2) A S X , 

where A t h e a p o s t o l i c é l é m e n t , S t h e d o c t r i n a l é l é m e n t and X t h e 
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body o f t h e f a i t h f u l , t h e w h o l e f o r m (95.2) d e n o t i n g t h e c h u r c h . 

D e n o t i n g f u r t h e r by " c e x " t h e " g e n e r a l e x p r e s s i o n f o r a n 

i n d i v i d u a 1", he r e g a r d e d h i s s y m b o I s as v a r i a b l e s a n d e x p r e s s e d 

" t h e i n c r e a s e o f D a v i d ' s e d u c a t i o n a 1 e x c e 1 1 e n c e " i n b e c o m i n g f r o m 

a s h e p h e r d b o y , a k i n g , by t h e f o r m u l a 

d u du dc 
(95.3) — = c e — + e x — x + e x . 

de de de 

T h e s e i n s t a n c e s a r e a l l d r a w n f r o m De M o r g a n ' s a m u s i n g a n n o t a t e d 

a c c o u n t i n h i s book A b u d g e t o f p a r a d o x e s [ 1 8 7 2 , 2 9 7 - 3 0 0 1 , 

r e f e r r e d t o en p a s s a n t i n K n e a l e [ 1 9 4 8 , 1 7 2 1 . 

De M o r g a n ' s w i t t y and i r o n i c comments upon G r e g g ' s w o r k a r e 

enough t o p r o v e t h a t t h e l a t t e r ' s a t t e m p t s t o m a t h e m a t i z e t h e o l 

ogy on B o o l e a n l i n e s was w h o l l y u n s u c c e s s f u l a n d i n v a l i d , a n d 

t h u s n o t w o r t h y o f any s e r i o u s a t t e n t i o n . H o w e v e r , G r e g g
 1

 s c o n 

s i d e r a t i o n o f h i s s y m b o l s a s v a r i a b l e s c a l l s a t t e n t i o n t o t h r e e 

o t h e r i n d e p e n d e n t and w i d e l y i n d i v i d u a l a p p l i c a t i o n s o f t h e i s s u e 

o f v a r i a t i o n i n l o g i c , m e t a p h y s i c s a n d c h e m i s t r y by S o l l y [ 1 8 3 9 ] , 

G r a t r y [1855] and B r o d i e [1866] r e s p e c t i v e l y <
3 1

 . 

Soon a f t e r B o o l e ' s d e a t h two a m p l e b i o g r a p h i e s w e r e p u b 

l i s h e d by N e i l [1865] and H a r l e y [ 1 8 6 6 a ] . B o t h men t r i e d t o e x 

p l a i n t h e p r i n c i p l e s g o v e r n i n g B o o l e ' s l o g i c d e f e n d i n g i t a g a i n s t 

c h a r g e s o f m a t h e m a t i z a t i o n [ 7 . 1 , ( 1 ) , ( 1 3 ) , ( 1 6 ) ] . R . H a r l e y , an i n 

t i m a t e f r i e n d o f B o o l e , d e v o t e d t h r e e r e p o r t s ( 1 8 6 6 b ; 1870; 1881] 

t o a commentary o f MAL and L T , p o i n t i n g o u t t h e e f f e c t s o f 

B o o l e ' s l o g i c on B r i t i s h and A m e r i c a n s c i e n t i s t s o f t h a t t i m e . We 

w o u l d 1 i k e t o r e c o r d an i n t e r e s t i n g i n s t a n c e f r o m h i s [1870] 

w h i c h r e v e a l s B o o l e ' s i n f l u e n c e o n T a i t ' s e x p a n s i o n o f H a m i l t o n ' s 

t h e o r y o f q u a t e r n i o n s ; c i t i n g T a i t ' s b o ok on q u a t e r n i o n s H a r l e y 

s t r e s s e d t h e f o l l o w i n g a n a l o g y - . 

I t i s c u r i o u s t o compare the p r o p e r t i e s of these quaternion symbols 

with the E l e c t i v e symbols of L o g i c , as g i v e n i n Boole's wonderful 

t r e a t i s e on the "Laws of Thought", and t o t h i n k t h a t the same grand 

science of mathematical a n a l y s i s , by processes remarkably s i m i l a r 

t o each o t h e r , r e v e a l s t o Us t r u t h s i n the s c i e n c e of p o s i t i o n f a r 

beyond the power of the geometer, and t r u t h s of deductive reasoning 

to which unaided thought could never have l e d the l o g i c i a n *
4

* . 

A n o t h e r i n t e r e s t i n g i n s t a n c e o f B o o l e a n i n f l u e n c e r e c o r d e d 

by H a r l e y c o n c e r n s R . L . E l l i s ' s v a g u e s u g g e s t i o n s f o r a l o g i c o f 
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r e l a t i o n s i n d e p e n d e n t l y o f De M o r g a n . E l l i s ' s i d e a s w ere i n c o r 

p o r a t e d i n h i s b r i e f " N o t e s o n B o o l e ' s l a w s o f t h o u g h t " p u b l i s h e d 

i n 1 8 6 3 . I m p r e s s e d by c h a p t e r 3 o f L T , E l l i s w r o t e : "No d o u b t 

e v e r y t h i n g s t a n d s i n r e l a t i o n t o s o m e t h i n g e l s e , a s t h e s p e c i e s 

t o i t s g e n u s , and c o n s e q u e n t 1y t h e s y m b o 1 i c a 1 1anguage p r o p o s e d 

i s i n e x t e n t p e r f e c t l y g e n e r a l , t h a t i s , i t may be a p p l i e d t o a l l 

t h e o b j e c t s i n t h e u n i v e r s e " [ 1 8 6 3 , 3 9 1 ] . E l l i s p r o c e e d e d t o f o r 

m u l a t e " i n v e r s i o r e l a t i o n i s " s y m b o l i c a l l y as f o l l o w s : L e t S be 

Shem, N N o a h , f f a t h e r , s s o n . T hen 

( 9 5 . 4 ) N - f S , s f = 1. 

E l i m i n a t i n g f b e t w e e n t h e s e two e q u a t i o n s , we g e t 

( 9 5 . 5 ) S - s N 

[ 1 8 6 3 , 3 9 2 ] . H a r l e y ' s commentary u p o n E l l i s ' s i n n o v a t i o n s i s w o r t h 

r e c o r d i n g : 

The author [ E l l i s ] gave h i s reasons f o r b e l i e v i n g t h a t when [....] 

a c a l c u l u s i s devised f o r [the] s y m b o l i c a l s o l u t i o n [of inverse 

r e l a t i o n s ] , i t w i l l be found t h a t the processes involved i n such a 

c a l c u l u s f o r m a l l y c o i n c i d e w i t h the processes commonly employed i n 

the s o l u t i o n of f u n c t i o n a l equations. He a l s o pointed out t h a t i t 

was i n t h i s d i r e c t i o n probably t h a t Boole's method would be found 

t o admit of extension-an e x t e n s i o n analogous t o that which Boole 

h i m s e l f e f f e c t e d f o r the theory o f the s o l u t i o n of d i f f e r e n t i a l 

equations by the i n v e n t i o n o f an algebra of non- commutative 

symbols<
s >

. 

R e p l a c i n g E l l i s ' s s y m b o l s S, N, f and s by t h e more a p 

p r o p r i a t e y , x , tp and ( p
- 1
 r e s p e c t i v e l y . H a r l e y f o r m u l a t e d t h e i m 

p l i c a t i o n ( 9 5 . 4 ) - ( 9 5 . 5 ) a s 

( 9 5 . 6 ) x = (py > c p
- 1

x = t p
- 1
c p y = y , 

c o n c l u d i n g by r e m a r k i n g "De M o r g a n seems t o be t h e o n l y w r i t e r 

who h a s t r e a t e d o f s u c h e x a m p l e s w i t h any d e g r e e o f f u l l n e s s and 

a b i l i t y " [ 1 8 6 6 b , 5 - 6 ] . I t i s o f i n t e r e s t t o n o t e t h a t t h e o n l y 

l o g i c i a n s t o s u g g e s t a c a l c u l u s o f r e l a t i o n s s o f a r d i d s o d r a w 

i n g ( i m p l i c i t l y ) on t h e i r s t u d y o f f u n c t i o n a l e q u a t i o n s ; f o r E l 

l i s , l i k e De M o r g a n , had b e e n i n v o l v e d w i t h t h i s s u b j e c t i n t h e 

e a r l y 1 8 4 0 ' s [2 . 5, ( 17) ;4 . 3 t e x t a b o v e ( 6 ) ] . And c a r r y i n g a ^ b i t 

f u r t h e r H a r l e y ' s i n t u i t i v e a n a l o g y i n (5) a b o v e , t h e r e a s o n i n g o f 

f u n c t i o n a l e q u a t i o n s s u g g e s t e d t h e n e c c e s s i t y f o r a s y m b o l i c 

c a l c u l u s o f r e l a t i o n s , w h e r e a s t h a t o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 

[ s e e ( 9 3 . 1 0 ) ] f a c i l i t a t e d t h e c o n s t r u c t i o n o f an a l g e b r a i c c a l -
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c u i u s o f d e d u c t i v e l o g i c . 

I n f a c t E l l i s was t h e f i r s t m a t h e m a t i c i a n t o p o i n t o u t 

B o o l e ' s o m i s s i o n o f r e l a t i o n s ; h o w e v e r , h i s work r e m a i n e d w i t h o u t 

any i m p a c t . He i s nowadays a c k n o w l e d g e d i n B o c h e n s k i [ 1 9 7 0 , 2 6 7 ] . 

We r e c a l l , m o r e o v e r , t h a t E l l i s was t h e f i r s t t o p o i n t o u t 

B o o l e ' s e r r o r i n r e g a r d i n g t h e p r i n c i p l e o f c o n t r a d i c t i o n a s a 

c o n s e q u e n c e o f t h e i n d e x l a w [ ( 8 4 . 1 0 ) , t e x t a n d ( 8 ) ] . As we saw 

i n 8.8 t h i s p o i n t was e m p h a s i z e d by H a r l e y [ 1 8 7 0 , 1 4 ] a f t e r E l l i s 

[ 1 8 63,394] and i n d e p e n d e n t l y by Young [ 8 . 4 . ( 8 ) ] a n d Venn 

[ 1 8 7 6 , 4 9 0 - 1 ] . 

G.P.Young (1819-1889) l i v e d i n Canada b u t was o f S c o t t i s h 

o r i g i n a n d a s t u d e n t o f K e l l a n d . H i s l i t t l e - k n o w n p a p e r "Remarks 

on P r o f e s s o r B o o l e
1

 s mathemat i c a 1 t h e o r y o f t h e 1aws o f t h o u g h t " 

[1865] i s an i n t e r e s t i n g a s s i m i l a t i o n o f B o o l e ' s w o r k . C o n t r a r y 

t o most o f Boo l e ' s c o m m e n t a t o r s , Y o u n g was an e x c e p t i o n i n a c 

c e p t i n g u n c r i t i c a l l y t h e c o e f f i c i e n t s 1/0 a n d 0/0 [ 8 . 5 , ( 4 ) 1 . He 

was a l s o an e x c e p t i o n i n d e l v i n g d e e p l y i n t o t h e m e t a p h y s i c s o f 

LT a n d i n e x a m i n i n g t h e v a l i d i t y o f B o o l e ' s a s s a u l t s o n A r i s 

t o t e l i a n l o g i c , p r o v i n g a l s o t h a t " P r o f e s s o r B o o l e h a s b e e n 

b e t r a y e d i n t o o b s e r v a t i o n s by w h i c h h i s fame a s a p h i l o s o p h i c 

t h i n k e r must be s e r i o u s l y a f f e c t e d " [ 1 8 6 5 , 1 6 6 - 1 7 2 ] . P e r h a p s 

Y oung's o r i g i n a l c r i t i c i s i s m e x p l a i n s t h e l a c k o f a t t e n t i o n - a n d 

t h u s o f a p p r e c i a t i o n - t o B o o l e ' s p h i l o s o p h y by h i s s u c c e s s o r s i n 

l o g i c . Young was s h r e w d t o r i g h t l y p e r c e i v e w h e r e l a y t h e v a l u e 

o f LT when he w r o t e : 

.. .Professor Boole i s e n t i t l e d t o the p r a i s e of having d e v i s e d a 

Method, according t o which, through d e f i n i t e processes, i t can be 

a s c e r t a i n e d what c o n c l u s i o n s , r e g a r d i n g any of the concepts e n t e r 

i n g i n t o a system of premises, admit o f being drawn from these 

premises. T h i s Method depends on a C a l c u l u s , o r i g i n a l , i n g e n i o u s , 

s i n g u l a r l y b e a u t i f u l both i n i t s e l f and i n i t s r e l a t i o n s t o the 

s c i e n c e of Algebra, and capable ( i n hands l i k e those o f i t s 

inventor) of s t r i k i n g and important a p p l i c a t i o n s . In a word, the 

merit of the T r e a t i s e l i e s i n t h a t p a r t of i t which has n o t h i n g t o 

do w i t h the Laws of Thought. but which i s devoted t o showing how 

i nferences, from data however numerous and comp 1 i c a t e d , and 

whatever be the matter of the d i s c o u r s e , can be reached through 

d e f i n i t e mathematical p r o c e s s e s *
0

* . 

F i n a l l y , t w o o t h e r c o m m e n t a r i e s s h o u l d be n o t e d , by A . J . E l l i s 
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[1673] a n d C a y l e y [ 1 8 7 1 ] , d e v o t e d t o two s p e c i f i c a s p e c t s o n l y o f 

B o o l e ' s l o g i c . The f o r m e r a r g u e d t h a t g i v e n t h e t h r e e d i s t i n c t 

p o s s i b i 1 i t i e s a i l , some and none f o r t h e s y m b o l s o f B o o l e ' s l o g i -

c a l a l g e b r a one c a n n o t , as B o o l e h a d c l a i m e d , d raw any a n a l o g y 

b e t w e e n t h a t a l g e b r a a n d one w h i c h a d m i t s o n l y o f t h e two c a s e s 1 

and 0 [ 8 . 4 , t e x t a b o v e ( 6 ) ] . C a y l e y ' s n o t e c o n c e r n e d a m i n o r p o i n t 

o f B o o l e ' s s y l l o g i s t i c t h e o r y i n COL [ 1 8 4 8 b ; s e e 8 . 1 , ( 1 ) ; 8 . 3 ] f o r 

w h i c h C a y l e y o f f e r e d a more c o n c i s e s y m b o l i c p r é s e n t a t i o n . Sum— 

m i n g up o u r a c c o u n t s o f a r , and t a k i n g f u r t h e r u n d e r c o n s i d é r a 

t i o n t h e i n f l u e n t i a ł r o l e o f C . G r a v e s [ 7 . 1 , ( 9 ) ; 7.6. (6 ï ; 8 . 3 , ( 4 ) ] 

a n d C a y l e y [ 7 . 5 ; 8 . 2 ] , we w o u l d l i k e t o n o t e t h a t w i t h few e x c e p 

t i o n s , most o f t h e f i g u r e s m e n t i o n e d s o f a r were i n some way c o n 

n e c t e d w i t h t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . 

D e s p i t e t h e i r s h r e w d c r i t i c a l r e m a r k s on B o o l e ' s work b e f o r e 

and a f t e r h i s d e a t h , t h è s e c o m m e n t a t o r s h a r d l y d e v e l o p e d l o g i c o n 

h i s own o r on o t h e r l i n e s . J e v o n s was t h e f i r s t s u b s t a n t i a l 

c r i t i c o f B o o l e , s u g g e s t i n g c r u c i a l a l t é r a t i o n s i n h i s s y s t e m 

w h i c h were p a r t i a l l y f o l l o w e d by l a t e - 1 9
t n

- c e n t u r y l o g i c i a n s . 

L i k e B r o n w i n a n d C a r m i c h a e l i n c o n n e c t i o n w i t h o p e r a t o r m e t h o d s . 

J e v o n s was l a r g e l y i m p r e s s e d a n d i n f l u e n c e d by B o o l e ' s w o r k , h i s 

own s y s t e m p r e s e n t e d i n P u r e l o g i c [1864] d e v i a t i n g c o n s i d e r a b l y 

t e c h n i c a l i t i e s . On t h e o t h e r b a n d , Venn w a s . l i k e R u s s e l l , a most 

a r d e n t d e f e n d e r i n h i s a t t e m p t t o e x p l a i n , d i f f u s e and e l a b o r a t e 

B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d i n l o g i c , p a r t l y r e j e c t i n g J e v o n s ' s 

c h a r g e s , i n h i s p a p e r [1876] a n d b a s i c a l l y i n h i s Symbol i c l o g i c 

[ 1 8 8 1 ] . We t h u s c o n c l u d e o u r a c c o u n t w i t h r a i s i n g t h e m o s t 

c h a r a c t e r i s t i c p o i n t s o f J e v o n s ' s and Venn's o p p o s e d a p p r o a c h e s 

t o B o o l e ' s c a l c u l u s o f l o g i c . 

W . S . J e v o n s , b o r n i n L i v e r p o o l - i n 1 8 3 5 , s t u d i e d c h e m i s t r y a n d 

m e t a l l u r g y a t U n i v e r s i t y C o l l e g e L o n d o n and a f t e r f i v e y e a r s i n 

A u s t r a l i a he s t u d i e d m a t h e m a t i c s u n d e r De M o r g a n . He became 

P r o f e s s o r o f l o g i c a t Owens C o l l e g e M a n c h e s t e r i n 1866 and i n 

1876 p r o f e s s o r o f p o l i t i c a l economy a t L o n d o n . He w r o t e on i n d u c -

t i v e p r o b a b i l i t y , a t t a c k i n g M i 11 ' s i n d u c t i v e l o g i c , and he was 

t h e f i r s t t o c o n s t r u c t a r e a s o n i n g m a c h i n e . J e v o n s , b e s t remem-

b e r e d as a p i o n e e r i n e c o n o m i c t h e o r y , d e s e r v f i a l s o a p l a c e i n 

t h e h i s t o r y o f l o g i c . J e v o n s i n t r o d u c e d h i m s e l f t o B o o l e i n 

A u g u s t 1 8 6 3 , e n c l o s i n g i n h i s l e t t e r a n e x t r a c t f r o m h i s own w o r k 

i n w h i c h he r e f u t e d B o o l e ' s l a w (95.1) on t h e g r o u n d s t h a t i t i s 

f r o m t h e l i n e s r e e's m a t h e m a t i c a l 
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i n c o m p a t i b l e w i t h t h e l a w (82 .1) 

(95.7) x +• x » x 

w h i c h he i n s i s t e d i n c l u d i n g i n B o o l e ' s s y s t e m [ G r a t t a n - G u i n n e s s 

1 9 9 1 a , 2 4 ] . B o o l e a r g u e d why (95.7) i s i n c o n s i s t e n t w i t h h i s Sys

tem [ 8 . 2 . ( 5 ) ] , a n d when he was s e n t few months l a t e r t h e p r o o f 

s h e e t s o f J e v o n s (1864] he was r e l u c t a n t t o r e a d them w i t h t h e 

e x c u s e t h a t he was p r e p a r i n g a new é d i t i o n o f h i s d i f f e r e n t i a l 

é q u a t i o n s . Though p a r t l y p u b l i s h e d b y J o u r d a i n 1 1 9 1 3 ] , t h e c o r 

r e s p o n d a n c e o f t h e two 1 o g i c i a n s was n e v e r f u l l y n o t e d u n t i 1 

G r a t t a n - G u i n n e s s [ 1 9 9 1 a ] . 

J e v o n s b e l i e v e d 1 i k e B o o l e t h a t t h e f u n d a m e n t a l a i m o f l o g i c 

i s t o f i n d e f f e c t i v e means o f s o l u t i o n o f l o g i c a l p r o b l e m s b a s e d 

on an a c c u m u l a t i o n o f e x h a u s t i v e i n f o r m a t i o n . The System he 

p r o p o s e d was c l o s e l y a n a l o g o u s t o B o o l e ' s , d i s t i n g u i s h e d f r o m t h e 

l a t t e r b y t h e r e j e c t i o n o f t h e c a l c u l u s o f 1 and 0 and i t s r e 

p l a c e m e n t by a method w h i c h he r e g a r d e d a s " e q u a l l y p o w e r f u l , a n d 

a t t h e same t i m e more s i m p l e , i n t e l l i g i b l e , and p u r e l y l o g i c a l " 

[ H a r l e y 1 8 6 6 a , 4 3 ] . J e v o n s o m i t t e d i n v e r s e o p é r a t i o n s l i m i t i n g 

h i m s e l f t o a d d i t i o n , m u l t i p l i c a t i o n a n d n é g a t i o n . I n s t e a d o f 

B o o l e ' s e x c l u s i v e d i s j u n c t i o n [ ( 8 4 . l ) - ( 8 4 . 3 ) ] , he a d m i t t e d o f i n 

c l u s i v e d i s j u n c t i o n , a n d d e n o t i n g ( a f t e r De M o r g a n ) w i t h l o w e r - c a s e 

l e t t e r s t h e o p p o s i t e o f a c o n c e p t , he f o r m u l a t e d as l a w o f c o n 

t r a d i c t i o n a s 

(95.8) Aa = 0. 

F u r t h e r , w h i l e B o o l e d e n o t e d t h e p r o p o s i t i o n " A l 1 h o r s e s [h] a r e 

(some) [v] a n i m a i s [ a ] " by "h=va". J e v o n s , w o r k i n g w i t h q u a l i t i e s 

i n s t e a d o f c l a s s e s , w o u l d d é n o t e t h e same p r o p o s i t i o n by "h=ha" 

( N i d d i t c h 1962,44-48; S t y a z h k i n 1 9 6 9 , 2 0 3 - 5 ] . 

L i k e most o f B o o l e ' s s u c c e s s o r s , J e v o n s t r i e d h a r d t o t a k e 

e r r o r s o u t o f h i s s y s t e m a n d t o s t r e n g t h e n t h e t h e o r y r e n d e r i n g 

i t s i m p l e r and e s p e c i a l l y t o r e d u c e t h e m a t h e m a t i c a l l i n k s . He 

p a r t l y s u c c e e d e d i n s o d o i n g s t r i k i n g o u t t h e most p e c u l i a r 

a s p e c t o f B o o l e ' s s y s t e m , t h e a d m i s s i o n o f u n i n t e r p r e t a b l e 

n u m e r i c a l t e r m s -an i s s u e a l s o a t t a c k e d by C a y l e y i n 1847 

[ 7 . 5 , 8 . 2 ] . I n f a c t , v e r y l i t t l e h a s b e e n r e p r o d u c e d f r o m h i s w o r k 

u n t i l r é c e n t l y
y
 a n d c o m m e n t a t o r s [ s e e (7) b e l o w ] c l a i m t h a t 

d e s p i t e h i s g o o d i n t e n t i o n s he d i d n o t a v o i d m i s c o n c e p t i o n s a n d 

h i s s y s t e m was l e s s g o o d and l e s s c o m p l è t e t h a n B o o l e ' s . B a s i -

c a l l y , two o f J e v o n s ' s i d e a s were t o be i n f l u e n t i a l : t h e c h a n g e o f 

a d d i t i o n a n d t h e e x p a n s i o n o f a c o n c e p t x i n " n o r m a l " f o r m a s i n 
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( 9 5 . 9 ) x - x . ( y + - y ) - ( x . y ) + ( x . - y ) <
7 )

. 

We c o n c l u d e o u r a c c o u n t w i t h h i s f o u r o b j e c t i o n s t o B o o l e ' s 

s y s t e m
< e

> . The f i r s t a m o u n ted t o t h a t " B o o l e ' s s y m b o l s a r e e s s e n 

t i e l l y d i f f é r e n t f r o m t h e names o r s y m b o l s o f common d i s c o u r s e 

- h i s l o g i c i s n o t t h e l o g i c o f common t h o u g h t " . Thus J e v o n s i n -

s i s t e d t h a t a d d i t i o n s h o u l d i n c l u d e n o n - e x c l u s i v e t e r m s ^ s i n c e i n 

t h e common d i s c o u r s e we do n o t n e c e s s a r i l y j o i n l o g i c a l c o n 

t r a r i e s o n l y . Upon t h è s e g r o u n d s B o o l e ' s o p é r a t i o n o f s u b t r a c t i o n 

[ ( 8 4 . l ) - ( 8 4 . 3 ) ] c a n ,not be c a r r i e d o u t . 

A c c o r d i n g t o J e v o n s ' s s e c o n d o b j e c t i o n ^ " t h e r e a r e no s u c h 

o p é r a t i o n s a s a d d i t i o n and s u b t r a c t i o n [ i n t h e m a t h e m a t i c a l 

s e n s é ] i n p u r e l o g i c " . I n o t h e r w o r d s , J e v o n s r e f u t e d i m p l i c i t l y 

B o o l e ' s i n i t i a l d o c t r i n e t h a t t h e l o w s g o v e r n i n g a r i t h m e t i c , a l -

g e b r a and t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s , ( 9 3 . 6 ) , a r e t h e o n l y l a ws 

n o n - r e s t r i c t e d t o q u a n t i t y and w h i c h , a f t e r t h e s u c c e s s o f 

B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d , p r o v e d t o be i n d e e d t h e l a w s o f t h o u g h t 

he h a d b e e n i n v e s t i g a t i n g [ s e e 8 . 2 , ( 6 ) ] . 

The t h i r d o b j e c t i o n c o n c e r n s what we have a l r e a d y m e n t i o n e d , 

t h e f a c t t h a t B o o l e ' s System " i s i n c o n s i s t e n t w i t h t h e s e l f -

e v i d e n t l a w o f t h o u g h t , t h e Law o f U n i t y [ ( 9 5 . 7 ) ] " . T h è s e t h r e e 

o b j e c t i o n s a r e v a r i a t i o n s on t h e same t h è m e , t h e r e j e c t i o n o f 

B o o l e ' s n o t i o n o f a d d i t i o n . A t t h i s p o i n t i t i s w o r t h r e c a l l i n g 

o u r s t u d y o f B o o l e ' s d e f e n c e o f t h e f o u n d a t i o n s o f h i s s y s t e m 

f i f t e e n y e a r s b e f o r e J e v o n s ' s a t t a c k . A p p a r e n t l y m o t i v a t e d by 

C a y l e y ' s o b j e c t i o n s t o w a r d s 

1 1 

( 9 5 . 1 0 ) - x + - x = x 
2 2 

1 
on t h e g r o u n d s t h a t t h e t e r m " — x " i s u n i n t e r p r e t a b l e [ 7 . 5 ; 8 . 2 ] , 

2 

B o o l e e x p o u n d e d i n h i s m a n u s c r i p t n o t e s N?-N 2 -7 t h e two fundamen-

t a l o p é r a t i o n s o f s u c c e s s i o n and a g g r e g a t i o n [ 8 . 2 , t e x t above 

( 1 1 ) ] . S e v e n y e a r s l a t e r , i n 1 8 5 5 , he was c h a l l e n g e d by R.Latham 

t o c l a r i f y why "x+x+.... n t e r m s i s n o t t h e same as " x " " by d r a w -

i n g ( a s J e v o n s was t o do b u t on d i f f é r e n t l i n e s ) on t h e p r i n -

c i p l e s o f common l a n g u a g e [ 8 . 2 , ( 2 ) - ( 5 ) ] . 

As one w o u l d e x p e c t b y r e a l i z i n g J e v o n s ' s a n t i - m a t h e m a t i c a l 

p o s i t i o n , h i s f o u r t h a n d l a s t m a i n a t t a c k c o n c e r n e d B o o l e ' s 

n u m e r i c a l s y m b o l s . I n J e v o n s ' s w o r d s " t h e s y m b o l s 1/î , 0/0, 0/1 j 

a r e " o b s c u r e f o r m s " w h i c h " e s t a b l i s h f o r t h e m s e l v e s no l o g i c a l 
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m e a n i n g , a n d o n l y b e a r a m e a n i n g d e r i v e d f r o m some m e t h o d o f 

r e a s o n i n g n o t c o n t a i n e d i n t h e s y m b o l i c s y s t e m " . I t was i n c o m 

p r e h e n s i b l e f o r J e v o n s \Vxt s t a r t , " f r o m l o g i c a l n o t i o n s a n d 

s e l f - e v i d e n t l a w s o f t h o u g h t " , B o o l e s u d d e n l y t r a n s m u t e d h i s f o r -

m ulae " i n t o o b s c u r e m a t h e m a t i c a l c o u n t e r p a r t s " t o f i n a l l y a r r i v e 

a f t e r " v a r i o u s i n t r i c a t e m a n o e u v r e s " t o " f o r m a a r r i v e d a t 

d i r e c t l y a n d i n t u i t i v e l y by o r d i n a r y [ f o r m s ] o f P u r e L o g i c " 

[ J o u r d a i n 1 9 1 3 , 1 2 1 ] . 

Soon a f t e r c o m p o s i n g LT, B o o l e h a d a t t e m p t e d t o p r é s e n t t h e 

w i d e r a u d i e n c e w i t h a p u r e l y d i s c u r s i v e l o g i c a l w o r k . T h e t a s k 

p r o v e d t o be v e r y d i f f i c u l t , u s e d a s he were t o t h e e f f i c i e n c y o f 

s y m b o l i c a l m e t h o d s and c o n f i d e n t o f h i s n e a r l y " p e r f e c t " g e n e r a l 

method i n l o g i c w h i c h h a d r e l i e d h e a v i l y u p o n s y m b o l i c a l r e a s o n 

i n g . He d e l v e d i n t o a p h i l o s o p h i c a l i n q u i r y i n t o t h e n a t u r e o f 

r e a s o n i n g w i t h s y m b o l s , t r y i n g t o p o i n t o u t t h a t t h e i s s u e s u p o n 

w h i c h i t r e s t s a r e n o t p e c u l i a r s t r i c t l y t o m a t h e m a t i c a l p r i n 

c i p i e s . Among h i s c o n c e r n s was t o d e f i n e t h e a m b i g u o u s c o e f f i 

c i e n t s 0/0 a n d 1/0 i n p u r e l y l o g i c a l t e r m s . A l l t h è s e a t t e m p t s 

f o r c l a r i f i c a t i o n , o n l y p a r t l y s a t i s f a c t o r y , r e m a i n e d unknown due 

t o f a i I u r e t o c o m p l e t e t h i s book a n d t o De M o r g a n ' s a d v i c e o n non 

p u b l i c a t i o n [ 8 . 7 , ( 1 ) , ( 2 ) , ( 8 7 . 1 ) - ( 8 7 . 6 ) ] . As we p o i n t e d o u t i n 

8. 5 , Venn was t h e f i r s t l o g i c i a n t o s h e d l i g h t o n B o o l e ' s 

o b s c u r e p o i n t s , e s p e c i a l l y d i v i s i o n , a n d i n f a c t h i s a t t e m p t 

p a r t l y c o i n c i d e d w i t h B o o l e ' s a c c o u n t i n h i s m a n u s c r i p t s e n t i t l e d 

LR [ 8 . 5 , ( 2 ) ] . 

J . V e n n was d e s c e n d e d f r o m a D e v o n s h i r e f a m i l y o f i n t e l l e c -

t u a l d i s t i n c t i o n and r i g i d t r a d i t i o n . He e n t e r e d C a i u s C o l l e g e , 

C a m b r i d g e i n 1853 a t t h e age o f 1 9 , g r a d u a t e d a s a s i x t h w r a n g l e r 

i n m a t h e m a t i c s i n 1857, and was s o o n e l e c t e d f e l l o w o f h i s c o l 

l e g e . He t o o k h o l y o r d e r s i n 1858 a n d was a p p o i n t e d t o a n e w l y 

c r e a t e d p o s t i n m o r a l s c i e n c e when he d i r e c t e d h i s a t t e n t i o n t o 

p h i ł o s o p h y a n d m e t a p h y s i c s . He d e v o t e d h i m s e l f t o t h e s t u d y a n d 

t e a c h i n g o f l o g i c b e t w e e n 1870 a n d 1 9 0 0 , c o n t r i . b u t i n g t o b o t h 

l o g i c a n d p r o b a b i l i t y . He i s b e s t remerabered nowadays f o r h i s 

d i a g r a m m a t i c m e t h o d o f i l l u s t r a t i n g p r o p o s i t i o n s b y i n c l u s i v e a n d 

e x c l u s i v e c i r e l e s , t h e s o - c a l l e d "Venn d i a g r a m s " ( o f t e n c o n f u s e d 

w i t h E u l e r d i a g r a m s [ K n e a l e 1 9 6 2 , 4 2 0 ] ) . He was a m o u n t a i n 

c l i m b e r , a k e e n b o t a n i s t , and l i k e many o f t h e f i g u r e s d i s c u s s e d 

i n t h e t h e s i s a n e x c e l l e n t l i n g u i s t . 

V e n n ' s f i r s t a t t e m p t t o e x p l a i n t h e p r o c é d u r e s o f t h e e o n -
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t r o v e r s i o l L T was i n h i s b r i e f p a p e r " B o o l e ' s l o g i c a l s y s t e m " 

( 1 8 7 6 ) . We w i l l t o u c h u p o n t h e m a i n i s s u e s d i s c u s s e d i n t h i s 

p a p e r p r o v i d i n g r é f é r e n c e s f r o m t h e c o r r e s p o n d i n g p a s s a g e s f r o m 

h i s b o o k 11881] some o f w h i c h h a d p r o v e d v e r y u s e f u l i n o u r s t u d y 

o f L T i n 8 . 2 - 8 . 6 . We w i l l c o n s e q u e n t l y c o n c l u d e o u r a c c o u n t w i t h 

a n o v e r a i l c ommentary o n t h e m e r i t s and w e a k n e s s e s o f S y m b o l i c 

l o q i c [ 1 8 8 1 ] . 

V e n n f o c u s e d f i r s t on d i s c u s s i n g t h o s e c h a r a c t e r i s t i e s o f 

B o o l e ' s s y s t e m w h i c h c o n t r i b u t e d t o t h e v i e w t h a t he r e g a r d e d 

l o g i c a s a b r a n c h o f m a t h e m a t i c s - i m p l y i n g . a p p a r e n t l y H a n s e l ' s 

a n d J e v o n s ' s c h a r g e s . The f i r s t i s t h e d o c t r i n e o f " e x p a n s i o n " 

w h i c h t r a n s l a t e d i n t o t h e f a m i l i a r l o g i c a l t e r m o f " d i c h o t o m y " 

b ecomes much c l e a r e r t h a n i t a p p e a r s i n LT [ 1 8 7 6 , 4 8 0 - 2 ; 1881,192-

2 0 0 ; 7 . 5 , ( 1 ) ; 8 . 4 ] . Venn p r o c e e d e d n e x t t o B o o l e ' s p r o c e s s o f 

" é l i m i n a t i o n " , once more a r g u i n g a g a i n s t t h e m a t h e m a t i c a l t e r m 

a n d r e n d e r i n g B o o l e ' s p r o c é d u r e c o m p r é h e n s i b l e by p r o v i d i n g 

e l e m e n t a r y e x a m p l e s [ 1 8 7 , 4 8 2 - 4 ] . I n a more a d v a n c e d c o n t e x t e V e n n 

d i s c u s s e d é l i m i n a t i o n i n h i s book [ 8 . 6 , ( 1 ) ] , d r a w i n g e p i s -

t e m o l o g i c a l s i m i l a r i t i e s a n d d i f f é r e n c e s b e t w e e n l o g i c a l a n d 

m a t h e m a t i c a l e i i m i n a t i o n i n i t s " P r é f a c e " [ 1 8 8 1 , x x - x x i v ] . The 

l a s t c h a r a c t e r i s t i c c o n c e r n e d t h e a d m i s s i o n o f u n i n t e r p r e t a b l e 

t e r m s . V e n n c o n f i n e d a t t h a t s t a g e t o s a y i n g t h a t t h e o c c u r r e n c e 

o f a r a t i o n a l f o r m i n B o o l e ' s s y s t e m i s as " d e s t i t u t e o f 

s i g n i f i c a n c e " a s < - l , a n d t h u s i t c a n be o n l y by r e a s o n i n g i n 

a n a l o g y w i t h m a t h e m a t i c s t h a t t h i s e m p l o y a i e n t o f r a t i o n a l f o r m s 

may be p a r t i a l l y j u s t i f i e d [ 1 8 7 6 , 4 8 4 - 5 ] . B u t Venn [1881] f o u n d 

B o o l e ' s e x a m p l e f r o m t r i g o n o m e t r y a s f a r f r o m s a t i s f a c t o r y 

[ 8 . 2 , ( 1 0 ) ] . 

I n t h e r e s t o f h i s p a p e r Venn a r g u e d o n t h e m e r i t s o f 

B o o l e ' s e x p r e s s i o n x - v y o v e r J e v o n s ' s x=xy ( e . g . o f b e t t e r i m 

p l y i n g t h e i n d e f i n i t e n e s s r e q u i r e d ) , s h o w i n g h o w e v e r t h a t t h e y 

e a c h was a c o n s é q u e n c e o f t h e o t h e r [ 1 8 7 6 , 4 8 7 - 9 ] , and a l s o t o u c h -

i n g u p o n d i s j o i n t a d d i t i o n . He c o n c l u d e d by t h e r e m a r k t h a t , f o r 

a i l h i s d e d u c t i v e p o w e r s , B o o l e "does n o t seem t o h a v e p o s s e s s e d 

much o f t h a t , c e r t a i n l y r a r e , m e t a p h y s i c a l f a c u l t y w h i c h d i s t i n -

g u i s h e s a m o n g s t e l e m e n t a r y t r u t h s t h o s e w h i c h a r e r e a l l y 

a x i o m a t i c " [ 1 8 7 6 , 4 9 0 - 1 ] r e f e r r i n g t o t h e p r i n c i p l e o f c o n t r a d i c 

t i o n [ 8 . 4 , ( 8 ) ] . 

V e n n was t h e f i r s t t o i n t r o d u c e t h e t e r m " s y m b o l i c l o g i c ' ^ 

r e g a r d i n g i t t o g e t h e r w i t h m a t h e m a t i c s a s two b r a n c h e s o f one 
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1anguage o f symbo1s " w h i c h p o s s e s s some, t h o u g h v e r y f e w , 1aws o f 

c o m b i n a t i o n i n common" [ 1 8 8 1 , x v i ] . W h i l e t h e c o r e o f h i s S y m b o l i c 

1 o g i c , c h a p t e r s 2-18, i s d e v o t e d t o a g r a d u a l i n i t i a t i o n o f t h e 

r e a d e r t o B o o l e ' s c a l c u l u s o f l o g i c , t h e " P r e f a c e " , c h a p t e r 1 a n d 

t h e l a s t two c h a p t e r s i n c l u d e v e r y u s e f u l h i s t o r i c a l n o t e s o n t h e 

p r o x i m i t i e s and d i f f e r e n c e s b e t w e e n B o o l e ' s s y m b o l i c c a l c u l u s a n d 

t h o s e o f h i s p r e d e c e s s o r s and s u c c e s s o r s . We n a v e a l r e a d y made 

u s e o f t h i s e x t r e m e l y h e l p f u l s o u r c e o f r e f e r e n c e i n o u r s t u d y ^ 

b u t i t i s w o r t h s t r e s s i n g some p o i n t s . 

P e r h a p s t h e most i n t e r e s t i n g f e a t u r e o f t h e " P r e f a c e " i s 

t h a t i n h i s a t t e m p t t o e x p l a i n t h e u t i l i t y o f r e a s o n i n g w i t h sym-

b o l s i n l o g i c , Venn a p p e a l e d t o t h e e p i s t e m o l ó g i c a 1 c o n c e r n s o f 

b o t h De M o r g a n a n d B o o l e , s t r e s s i n g i n p a r t i c u l a r t h e f o r m e r ' s 

T r i g o n o m e t r y a n d d o u b í e a l g e b r a [ 1 8 4 9 c ] . The a b i l i t y o f s y m b o l i c 

r e a s o n i n g t o a f f o r d t h e p r o c e d u r e o f e x t e n s i ó n ( s e e 9.3 o n o u r 

d i s c u s s i o n o f i t s i m p o r t a n c e l was d i s c u s s e d by V e n n w i t h s p e c i a l 

e m p h a s i s on t h e n o t i o n o f t h e i n v e r s e o p e r a t i o n f
- 1

 a n d i t s i m -

p o r t i n De M o r g a n ' s i n v e r s e r e l a t i o n s [ 1 8 8 1 , x x i ; 6 . 9 , ( 1 6 ) ] a n d i n 

B o o l e ' s l o g i c a l d i v i s i ó n [ 1 8 8 1 , 7 0 - 7 2 , 2 0 4 ] . C l a i m i n g t h a t n e i t h e r 

H a m i l t o n ' s , ñ o r J e v o n s ' s w o r k s were s a t i s f a c t o r y , Venn d e v o t e d 

h i s book t o a d e f e n c e o f B o o l e ' s s y s t e m f r o m J e v o n s ' s a t t a c k s a n d 

t o a r e s t o r a t i o n o f t h e "many and s e r i o u s o m i s s i o n s " t r a c e d i n 

B o o l e ' s w o r k . He f u r t h e r h e l d t h a t t r a d i t i o n a l l o g i c d e s e r v e s a t -

t e n t i o n i n e d u c a t i o n as e a s i e r f o r t h e b e g i n n e r t o u n d e r s t a n d , 

b u t i t s h o u l d be r e p l a c e d l a t e r on by i t s e x t e n d e d s y m b o l i c f o r m 

w h i c h i s "as n e a r l y f r e e f r o m a l l s u c h a c c i d e n t s o f s p e e c h a s 

a n y t h i n g d e a l i n g w i t h human t h o u g h t c a n be" [ 1 8 8 1 , x x v - x x v i i i ] . 

Venn r e f e r r e d t o J e v o n s , G r a s s m a n n , C . P e i r c e , M a c C o l 1 a n d 

S c h r o d e r f o r t h e i r u s e o f n o n - e x c l u s i v e a d d i t i o n
A
 a c c e p t i n g t h e 

l a w o f u n i t y ( 9 5 . 7 ) . H o w e v er, he p r o v i d e d f o u r r e a s o n s f o r 

p r e f e r r i n g B o o l e a n a d d i t i o n ; we c o n f i n e t o l ^ e ^ ^ ' o ^ v i v \ J -|-^c 

l a s t " w h i c h seems t o me [Venn] t h e s t r o n g e s t o f a l l " . U n l e s s we 

a d o p t , a r g u e d V e n n , a l l o f B o o l e ' s p r i n c i p i e s o f n o t a t i o n , t h e n 

"none o f t h o s e b e a u t i f u l g e n e r a l i z a t i o n s i n t r o d u c e d by B o o l e , 

- s u c h as t h e f o r m u l a f o r D e v e l o p m e n t a n d t h a t f o r E l i m i n a t i o n , -

c a n ( s o f a r as h a s y e t b e e n shown) be a d m i t t e d " [ 1 8 8 1 , 3 8 5 ] . 

Venn was p e r h a p s t h e o n l y one o f B o o l e ' s f o l l o w e r s t o h i t a t 

t h e h e a r t o f B o o l e ' s e p i s t e m o l o g i c a l c o n c e r n s when d e a l i n g w i t h 

s y m b o l i c a l m e t h o d s ; t h e k e y - m o t t o o f Venn [1881] l i e s i n t h e f o l -

l o w i n g p h r a s e : 
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I hove urged throughout t h a t the p r i n c i p a l merit of the Symbol i c 

System c o n s i s t s i n the spéculative questions t o which i t introduces 

us; the nature and o b j e c t of symbolic 1 anguage as such, being one 

of the most important o f thèse q u e s t i o n s
( e >

. 

A l s o e c h o i n g b o t h De M o r g a n a n d B o o l e
?
h e s t r e s s e d , w h i l e d i s -

c u s s i n g d i v i s i o n i n c h a p t e r 9 o f [ 1 8 8 1 ) : 

The spéculative advantages t o be gained by r e a l l y comprehensive 

l o g i c a l theorems f a r outweigh any mechanical s a v i n g of t r o u b l e 

which they may se c u r e . To understand the nature of an inverse 

opération as such; t o gêneraiize as f a r as p o s s i b l e f a m i l i e r 

processes; t o acquire an i n t e l l i g e n t c o n t r o l of symbolic language, 

as d i s t i n g u i s h e d from a mere mechanical f a c i l i t y i n u s i n g i t , 

-which can only be done by constant l y i n t e r p r e t i n g i t s r e s u l t s , 

e s p e c i a l l y i n l i m i t i n g cases, and checking them by comparison w i t h 

the r e s u l t s of i n t u i t i v e l y évident processes- thèse and such as 

thèse are the great m e r i t s of a proper study of Symbolic L o g i c
< a

-
D >

. 

V e n n d i s c u s s e d i n v e r s e o p é r a t i o n s a t d i f f é r e n t s t a g e s o f h i s 

b o o k , s u p p l y i n g c l a r i f i c a t i o n s m i s s i n g i n L T
( 1 1 >

 and e x p r e s s i n g 

h i s s u r p r i s e why B o o l e d i d n o t d e f i n e t h i s n o t i o n p r o p e r l y i n 

l o g i c g i v e n h i s f u l l k n o w l e d g e o f t h a t d é f i n i t i o n i n t h e t e x t b o o k 

[ 1 8 5 9 , 3 7 7 ; s e e 8.5 b e l o w ( 8 5 . 1 3 ) ; 8 . 7 ; 8 . 8 ] . F o c u s i n g o n t h e o n l y 

n u m e r i c a l m u l t i p l i e r s 1,0,0/0 an d 1/0 w h i c h a p p e a r i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f x / y , Venn t r i e d h a r d t o show how e a c h o f them i s 

é q u i v a l e n t " t o a r e p r é s e n t a t i v e o f a c l a s s , o r a d i r e c t i o n t o 

t a k e o r l e a v e a c l a s s " [ 1 8 8 1 , 2 0 8 ] . He f u r t h e r t o u c h e d u p o n t h e 

n o t i o n o f i n v e r s e r e l a t i o n , i n a l l c a s e s d r a w i n g on t h e mathe-

m a t i c a l b a c k g r o u n d o f B o o l e a n d De Morgan [ s e e 6 . 9 , ( 1 6 ) , ( 1 7 ) ) . 

H o w e v e r , d e s p i t e h i s g ê n e r a i t r a i n i n g a s a m a t h é m a t i c i e n , Venn 

seemed n o t p a r t i c u l a r l y a c q u a i n t e d w i t h t h e c a l c u l ! o f o p é r a t i o n s 

a n d f u n c t i o n s . P e r h a p s , h a d he h a d been b e t t e r a c q u a i n t e d w i t h 

more d é t a i l s on t h e p r i n c i p l e s o f s y m b o l i c m a t h e m a t i c a î m e t h o d s , 

he m i g h t h a v e p r o d u c e d much more s a t i s f a c t o r y a r g u m e n t s i n t h e 

c o u r s e o f e x p l a i n i n g B o o l e ' s p r o c e s s e s and d e f e n d i n g them a g a i n s t 

J e v o n s ' s c h a r g e s . 

Compared w i t h R u s s e l l i n o p e r a t o r m e t h o d s , Venn l a c k e d h i s 

o r i g i n a l i t y i n b u i l d i n g u p o n B o o l e ' s g ê n e r a i m e t h o d i n l o g i c and 

p r o d u c i n g new w o r k . He n e v e r t h e l e s s was endowed by a r i c h h i s -

t o r i c a l a n d i n t u i t i v e s p i r i t and f o r a l l h i s weak p o i n t s h i s 
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p r e s e n t a t i o n i n 11881] s t i l l r e m a i n s t h e b e s t s u p p l e m e n t f o r a 

r e a d e r who w a n t s t o u n d e r s t a n d t h e k e y p r o c e s s e s o f L T . B e s i d e s , 

S y m b o l i e Log i c [1881] i s r a r e i n i t s c o m b i n i n g a t o d d i n s t a n c e s 

B o o l e ' s w i t h De M o r g a n ' s c o n c e r n s i n s y m b o l i c a l r e a s o n i n g . U n f o r 

t u n a t e l y , l i k e R u s s e l l . Venn had h a r d l y any f o l l o w e r s . 

9.6 The d e v e l o p m e n t o f a l g e b r a i c l o g i c a n d t h e l o g i c o f r e l a 

t i o n s i n l a t e 1 9
t h

 c e n t u r y ; P e i r c e a n d S c h r o d e r , t h e new 

p i o n e e r s . 

W h i l e Venn a r d e n t l y s u p p o r t e d B o o l e ' s a l g e b r a i c l o g i c 

- s u p p l y i n g h e l p f u l c l a r i f i c a t i o n s - he d i d n o t d e v e l o p i t . H i s 

S y m b o l i c l o g i c [1881] t o g e t h e r w i t h J e v o n s ' s a l m o s t d i a m e t r i c a l l y 

o p p o s e d P u r e l o g i c [1864] were n o t i g n o r e d by l a t e - 1 9
t h

- c e n t u r y 

l o g i c i a n s , b u t t h e i r i m p a c t was l i m i t e d . The more s u b s t a n t i a l 

- b u t r a t h e r i n d i r e c t - o u t c o m e s o f B o o l e ' s and De M o r g a n ' s l o g i c s 

d e l a y e d and a r e m a i n l y r e c o r d e d i n t h e w o r k s o f P e i r c e , M a c C o l l 

and S c h r o d e r p u b l i s h e d b e t w e e n 1870 a n d 1 9 0 0 . I t i s b e y o n d t h e 

s c o p e o f t h i s s e c t i o n t o d e l v e i n d e t a i l i n t o t h e s e w o r k s . We 

w i s h m e r e l y t o h i n t a t t h e j o i n t i n f l u e n c e upon t h e m o f B o o l e , De 

M o r g a n -and t o some e x t e n t J e v o n s - o p e n i n g o u r a c c o u n t w i t h a 

m i n o r b u t r e p r e s e n t a t i v e i n s t a n c e f r o m J . J . M u r p h y ' s w o r k [ s e e 

8 . 5 , ( 1 ) ] . Once more we w i l l n o t f o l l o w any s t r i c t c h r o n o l o g i c a l 

o r d e r , p r o v i d i n g r e f e r e n c e s m a i n l y f r o m s e c o n d a r y s o u r c e s . 

J . J . M u r p h y , b o r n i n B e l f a s t i n 1 8 2 7 , c o n t r i b u t e d t o p o e t r y , 

p r o s e , s e r m o n s , m e t e o r o l o g y , f a i t h , and l o g i c , h i s c h i e f c o n c e r n 

w i t h t h e l a t t e r b e i n g s y m b o l i c n o t a t i o n . He d i d n o t p r o d u c e any 

c o n s i d e r a b l y o r i g i n a l work t o d e s e r v e a s p e c i a l n o t i c e i n t h e 

h i s t o r y o f l o g i c ; he was a c o m m e n t a t o r upon t h e w o r k s o f h i s 

p r e d e c e s s o r s . A t t r a c t e d by De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s he 

p r o p o s e d a new scheme f o r t h e c l a s s i f i c a t i o n o f r e l a t i o n s [Venn 

1 8 8 1 , 4 0 3 - 4 ] , a n d he was among t h e l a s t g e n e r a t i o n o f l o g i c i a n s t o 

w r i t e "On t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e " [ 1 8 8 3 - 1 8 8 4 ] ^ r a i s 

i n g s u b t l e d i f f e r e n c e s b e t w e e n H a m i l t o n ' s and B o o l e ' s c o n c e p t i o n s 

o f q u a n t i f i c a t i o n . A f t e r t h e s u g g e s t i o n o f G . B . H a l s t e d , an 

A m e r i c a n s c h o l a r who made v a l u a b l e c r i t i c a l r e m a r k s o n • b o t h 

B o o l e ' s a n d De M o r g a n ' s w o r k s on l o g i c
( 1 >

. M u rphy w r o t e "On t h e 

m e a n i n g o f a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n i n l o g i c " [ 1885J w h e r e he e n 

d e a v o u r e d t o show t h a t t h e l a w s o f l o g i c a l a d d i t i o n a n d s u b t r a c -
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t i o n a r e c l o s e l y a n a l o g o u s t o t h o s e o f l o g i c a l m u l t i p l i c a t i o n a n d 

d i v i s i o n . A s s i m i l a t i n g J e v o n s
1

 s a n d B o o l e ' s o p p o s e d s y s t e m s . Mur

phy a r g u e d t h a t t h e r e c a n be a p e r f e c t symmetry b e t w e e n t h e f o l 

l o w i n g p a i r s o f e q u a t i o n s 

0 

( 9 6 . 1 ) x + x = x x - x - — x 
0 

a n d 
x 0 

(96.2) x x = x - = x + - ( 1 - x ) 
x 0 

[Murphy 1 8 8 5 , 1 4 ; J o u r d a i n 1 9 1 3 , 1 2 8 ] . 

A d e l i c a t e p o i n t r a i s e d by Murphy c o n c e r n s t h e i m p o r t a n t 

d i s t i n c t i o n b e t w e e n " a l 1" a n d " e v e r y " , r e c a l l i n g De M o r g a n ' s em

p h a s i s on t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n " c u m u l a r " and " e x e m p l a r " q u a n 

t i f i c a t i o n [ s e e 6.6 t e x t a n d ( 1 2 ) . T h i s d i s t i n c t i o n becomes more 

i n t e r e s t i n g when we s e e t h a t he a p p l i e d i t t o B o o l e ' s s y s t e m i n 

o r d e r t o i n t e r p r e t "x+x" i n t e r m s o f J e v o n s ' s l a w o f u n i t y (95.7) 

o r ( 9 6 . 1 ) . M u r p h y v i e w e d B o o l e ' s s y m b o l o f u n i t y a s i n h i s f i r s t 

f u n d a m e n t a l l a w ( 7 3 . 1 ) , 

( 9 6 . 3 ) x = l x , 

a s a n o p e r a t o r t o mean " a l 1 x " . U n d e r t h i s i n t e r p r e t a t i o n we c a n 

n o t p o s s i b l y add an e n t i r e c l a s s t o i t s e l f , h e n c e "x+x" h a s no 

m e a n i n g . " B u t i f x i s t a k e n t o mean any o r e v e r y s p e c i m e n o f t h e 

c l a s s x , t h e n t h e e q u a t i o n x+x=x a s s e r t s t h a t i f we a d d any s u b 

s t a n c e t o i t s e l f we h a v e s t i l l t h e same s u b s t a n c e . Add w a t e r t o 

w a t e r , f o r i n s t a n c e , a n d we s t i l l h a v e w a t e r . P e r h a p s t h e v e r y 

s i m p l i c i t y o f t h i s i n t e r p r e t a t i o n h a s p r e v e n t e d i t s b e i n g s e e n " 

[Murphy 1 8 8 5 , 1 3 ] . 

M u r p h y a p p l i e d B o o l e ' s o p e r a t o r 1 a s i n MAL i n h i s p a p e r "On 

t h e t r a n s f o r m a t i o n s o f a l o g i c a l p r o p o s i t i o n c o n t a i n i n g a s i n g l e 

r e l a t i v e t e r m " [1889] i n o r d e r t o r e f o r m u l a t e more c o n v e n i e n t l y 

De M o r g a n ' s t h e o r e m s i n t h e p a p e r on r e l a t i o n s S
4
 [ 1 8 6 0 a ; s e e 6.8] 

i n s y m m e t r i c a l s y m b o l i c f o r m . We w i l l c o n f i n e h e r e t o t h e 

p r e l i m i n a r i e s o f M u r p h y ' s n o t a t i o n . L e t R s t a n d f o r t e a c h e r ; t h e n 

"X i s a l l [ t h e o n l y ] t h e t e a c h e r o f Y" i s d e n o t e d by 

(9 6 . 4 ) X = 1RY, 

w h i l e i t s i n v e r s e "Y i s t h e p u p i l o f none b u t X, o r o f X o n l y " b y 

(9 6 . 5 ) Y = 1"
1

R-
1

X. 

T h u s , when 1 s t a n d s b e f o r e a r e l a t i v e t e r m i t means " o n l y " when 

u s e d a s a n a d j e c t i v e , w h e r e a s 1
_ 1

 h a s t h i s m e a n i n g when u s e d a s 
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an a d v e r b . W h i l e 

(96.6) 1 = l -
1 

i s t r u e i n a r i t h m e t i c , i n t h e l o g i c o f r e l a t i o n s , he s t r e s s e d , i t 

h o l d s o n l y i f R i s c o n v e r t i b l e [ 1 8 8 4 , 1 3 3 - 4 ) . F i n a l l y , b e s i d e s 

t r a n s l a t i n g De M o r g a n ' s X..RY i n e q u a t i o n a l f o r m [ s e e a l s o 

( 6 9 . 1 ) ] , M u rphy f u r t h e r u s e d t h e c o p u l a o f i n c l u s i o n "<" a s i n 

(96.7) I X <RX 

t o s t a n d f o r " e v e r y X a t e a c h e r o f Y" [ 1 8 8 4 , 1 7 4 ] . A p p a r e n t l y 

M u r p h y ' s i d e a s h a d no f o l l o w e r s , h i s named t r a c e d s o f a r o n l y i n 

[ J o u r d a i n 1913; Venn 1881] as i n d i c a t e d a b o v e . 

Had B o o l e h a d r e a d M u r p h y ' s i n t e r p r e t a t i o n o f t h e l a w ( 9 6 . 3 ) 

he w o u l d h a v e r e j e c t e d i t on t h e b a s i s t h a t he h a d v i e w e d i t e x 

a c t l y t h e o t h e r way r o u n d [ s e e 7 . 3 , ( 2 ) ] , a s (73.1) 

(96.8) x = x l , 

x b e i n g t h e o p e r a t o r and n o t 1. As he s t r e s s e d i n h i s n o t e s N -7-

N
2 7
 " t h e x l i n x l + x l + r e f e r t o d i f f e r e n t o r m u t u a l l y e x 

c l u s i v e e n t i t i e s s o t h a t we may h a v e t h e p o s s i b i 1 i t y o f 

a g g r e g a t i o n " [ 8 . 2 , ( 1 ) ] . I n o t h e r w o r d s , he v i e w e d a d d i t i o n e x t e n -

s i o n a l l y a n d n o t i n t e n t i o n a l l y a s i s r e v e a l e d i n h i s l e t t e r t o 

L a t h a m [ 8 . 2 , ( 3 ) ] . 

I n a n y c a s e . M urphy i s a r e p r e s e n t a t i v e c a s e o f a l o g i c i a n 

who s l i g h t l y d e v e l o p e d a l g e b r a i c l o g i c u n d e r a j o i n t i n f l u e n c e o f 

B o o l e , De M o r g a n and J e v o n s . I t i s a f a r more c o m p l i c a t e d t a s k t o 

i l l u s t r a t e a s i m i l a r j o i n t i n f l u e n c e o f o u r two p i o n e e r s i n a l 

g e b r a i c l o g i c o n t h e i r o r i g i n a l s u c c e s s o r s M a c C o l l , P e i r c e a n d 

S c h r o d e r . W h i l e t h e work o f t h e s e l o g i c i a n s was c a r r i e d o u t 

l a r g e l y u n d e r t h e g e n e r a l s p i r i t g o v e r n i n g B o o l e ' s a n d De 

M o r g a n ' s w o r k s , i t o s c i l l a t e d i n many ways a n d i n f a c t i t was n o t 

p r o d u c e d i n i t i a l l y u n d e r a d i r e c t i m p a c t o f LT o r F L . The new 

g e n e r a t i o n o f a l g e b r a i c a l l y o r i e n t a t e d l o g i c i a n s r e d i s c o v e r e d i n 

d e p e n d e n t l y i s s u e s o f p r o p o s i t i o n a l l o g i c o r l o g i c o f r e l a t i o n s , 

i n c o r p o r a t i n g on t h e way some a s p e c t s f r o m B o o l e ' s a n d De 

M o r g a n ' s work and r e j e c t i n g o t h e r s . I n g e n e r a l , i t s h o u l d be 

s t r e s s e d t h a t many a s p e c t s o f B o o l e a n a l g e b r a o r modern l o g i c a r e 

n o t i n f a c t due t o B o o l e o r De M o r g a n [ G r a t t a n - G u i n n e s s 1 9 9 1 a , 2 1 ; 

s e e a l s o 6.9 t e x t b e l o w ( 1 ) ; 7 . 1 , ( 2 1 ) ; 9 . 1 ] . 

As shown i n H a i l p e r i n [ 1 9 8 4 ] , B o o l e p r o v i d e d i n MAL t h e 

b a s i s f o r a p r o p o s i t i o n a l l o g i c . H a i l p e r i n d r e w o n B o o l e ' s t h e o r y 

o f s e c o n d a r y p r o p o s i t i o n s f o r m a l l y r e c o n s t r u c t i n g a n a l g e b r a o f 

e l e c t i v e o p e r a t i o n s , v i e w i n g b o t h 1 a n d x a s o p e r a t o r s w h i c h 
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s a t i s f y t h e l a w 

( 9 6 . 9 ) l x = x l = x , 

w h i c h he p r o v e d t o be i s o m o r p h i c t o what t o d a y i s known a s a 

B o o l e a n r i n g , a n o t i o n n o t t h e n i n e x i s t e n c e [ s e e 7 . 3 . ( 2 ) , ( 8 ) ; 

8 . 3 , ( 9 ) ] . H o w e v e r , M a c C o l l d e s e r v e s t o be a c k n o w l e d g e d a s a 

p i o n e e r i n t h e p r o p o s i t i o n a l c a l c u l u s i n 1 8 7 7 . He t o o k t h e 

p r o p o s i t i o n a s a r e a l u n i t i n s y m b o l i c a l r e a s o n i n g , b o r r o w i n g t h e 

s y m b o l s 0, 1 f r o m p r o b a b i l i t y t o d e n o t e t r u t h a n d f a l s e h o o d . A c 

c o r d i n g t o B o c h e n s k i [ 1 9 7 0 , 3 0 9 - 1 0 ] t h e d e v e l o p m e n t t h a t o c c u r r e d 

b e t w e e n 1847 a n d 1877 i n t h i s a r e a o f l o g i c was m a i n l y due t o 

J e v o n s a n d P e i r c e , b u t M a c C o l l ' s a p p r o a c h m a r k e d t h e h i g h e s t 

l e v e l o f m a t h e m a t i c a l l o g i c b e f o r e ^ F r e g e ' s i n d e p e n d e n t and l u c i d 

i n t r o d u c t i o n o f p r o p o s i t i o n a l l o g i c i n 1879. 

H . M a c C o l l c l a i m e d t h a t he r e a d MAL and LT o n l y a f t e r t h e 

d i s c o v e r y o f h i s own s y s t e m i n 1877. H i s work p r e s e n t s many 

s i m i l a r i t i e s w i t h B o o l e ' s work b u t a l s o s u b s t a n t i a l d i f f e r e n c e s . 

We r e c a l l t h a t B o o l e h a d u s e d t h e s y m b o l s x , y , . . . i n LT t o r e p r e 

s e n t n o t p r o p o s i t i o n s b u t t h e t i m e s d u r i n g w h i c h c e r t a i n p r o p o s i 

t i o n s a r e t r u e [ s e e 8 . 3 , ( 9 ) ] . M a c C o l l i n t r o d u c e d a new v o c a b u l a r y 

e x t e n d i n g t h e r e a l m s o f s y m b o l i c l o g i c b u t a l s o o s c i l l a t i n g f r o m 

t h e s t a n d a r d s o f p u r e l o g i c o f h i s t i m e , a f a c t w h i c h e x p l a i n s 

h i s n e g l e c t , t h o u g h he a r r i v e d a t c o n c l u s i o n s now c r e d i t e d t o 

o t h e r l o g i c i a n s . An e s s e n t i a l n o v e l t y was h i s i n t r o d u c t i o n o f 

s t a t e m e n t s c o n t a i n i n g v a r i a b l e s , a n o t i o n ( l i n k e d w i t h P e a n o ) 

u p o n w h i c h l a y t h e e s s e n c e o f m a t h e m a t i c a l l o g i c a t t h e t u r n o f 

t h e c e n t u r y . He f u l l y t r e a t e d " t h e l o g i c o f f u n c t i o n s o r 

r e 1 a t i o n s " , t h e two c o n c e p t s c o n s i d e r e d as s y n o n y m o u s . d i s t i n — 

g u i s h i n g b e t w e e n t h e s y m b o l s cp(x) and cp, t h e l a t t e r s t a n d i n g f o r 

" t h e f o r m a l o n e "
t 2

> . 

Known a s a p i o n e e r o f p r a g m a t i s m , C . S . P e i r c e c o n t r i b u t e d t o 

s y m b o l i c l o g i c i n many a n d v a r i e d w a y s , h i s m a i n p a p e r s p u b l i s h e d 

b e t w e e n 1867 a n d 1 9 0 0
( 3 >

. Among h i s c o n t r i b u t i o n s we w o u l d l i k e 

t o s t r e s s h i s memoir " D e s c r i p t i o n o f a n o t a t i o n f o r t h e 

l o g i c o f r e l a t i v e s " ^ p u b l i s h e d i n 1 8 7 0 . H i s e a r l y p a p e r s i n 1867 

r e v e a l P e i r c e ' s a c q u a i n t a n c e w i t h B o o l e ' s a l g e b r a o f l o g i c and De 

M o r g a n ' s F L . I n f a c t i t i s r e c e n t l y a r g u e d t h a t P e i r c e was a w a r e 

a t l e a s t o f De M o r g a n ' s d o c t r i n e o f t h e a b s t r a c t c o p u l a , a s i n F L 

[ 6 . 5 ] , when he b e g a n s e r i o u s l y w o r k i n g on t h e l o g i c o f r e l a t i o n s 

i n t h e l a t e 1 8 6 0 ' s [ M e r r i l l 1 9 7 8 , 2 7 5 ] . P e i r c e ' s o r i g i n a l i t y i n 

t h e r e a l m s o f o u r s u r v e y l a y i n h i s m o d i f i c a t i o n o f B o o l e a n a l -
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g e b r a s o as t o accommodate De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s . P e i r c e 

h i m s e l f d e c l a r e d t h a t w h i l e c o m p o s i n g h i s c h i e f m emoir i n 1870 he 

was t h i n k i n g o f B o o l e a n d t h i s i s e v i d e n t as t h e e n t i r e a l g e b r a i c 

m o d e l t h e r e i n t r o d u c e d i s t a k e n o v e r f r o m B o o l e . What i s s t i l l , 

h o w e v e r , want i n g o f s t u d y , i s t h e d e g r e e o f De M o r g a n 's i n f l u e n c e 

i n t h e s h a p i n g o f t h a t p a p e r . A c o m p a r i s o n r e v e a l s a s t r o n g 

B o o l e a n i n f l u e n c e w h i c h s h a r p l y d i f f e r e n t i a t e s P e i r c e ' s c o n c e r n s 

a b o u t " r e l a t i o n a l - c l a s s c o m p o s i t i o n " f r o m De M o r g a n ' s " r e l a t i o n a l 

c o m p o s i t i o n " . M o r e o v e r , t h e y d i f f e r e d s u b s t a n t i a l l y i n t h e t r e a t 

ment o f q u a n t i f i e d r e l a t i o n s [ M e r r i l l 1 9 7 8 , 2 7 5 - 7 7 , 2 8 1 ] , A c c o r d i n g 

t o M e r r i l l , s e r i o u s p r o b l e m s i n P e i r c e ' s memoir m i g h t h a v e b e e n 

a v o i d e d h a d P e i r c e h a d t a k e n De M o r g a n ' s work more s e r i o u s l y *
4 5

. 

P e i r c e d e f i n e d r e l a t i o n s a s c l a s s e s o f p a i r s ; l e t 1 d e n o t e 

" l o v e r " , t h e n we may w r i t e 

( 9 6.10) 1 =• ( D u < I : J ) , 

w h e r e ( l ) u e q u a l s 1 o r 0 a c c o r d i n g t o w h e t h e r I i s a l o v e r o f J 

o r not r e s p e c t i v e l y . On B o o l e a n l i n e s , r e l a t i v e t e r m s w e r e a g 

g r e g a t e d o r compounded ( d i s j u n c t i o n t a k e n n o n - e x c l u s i v e l y a s w i t h 

J e v o n s )
( = )

. P e i r c e ' s i d e a s w e r e t a k e n o v e r by S c h r o d e r i n h i s 

V o r l e s u n g e n , p u b l i s h e d i n t h r e e v o l u m e s b e t w e e n 1890 a n d 1 9 0 5 . 

S c h r o d e r e x t e n d e d P e i r c e ' s work i n a v e r y t h o r o u g h a n d s y s t e m a t i c 

way, t h e v o l u m e o f h i s V o r l e s u n g e n d e v o t e d t o t h e l o g i c o f r e l a 

t i o n s b e i n g e x h a u s t i v e i n i t s a c c o u n t , i n d i c a t i n g w i t h i t s w e a l t h 

o f u n s o l v e d p r o b l e m s new d i r e c t i o n s f o r r e s e a r c h [ T a r s k i 1 9 4 1 , 7 3 -

4] . 

S c h r ö d e r was t h e l a s t l o g i c i a n o f t h e B o o l e a n t r a d i t i o n i n 

h i s a t t e m p t t o p r e s e n t a l l a s p e c t s o f l o g i c i n a l g e b r a i c f o r m
< s >

. 

A most p r o m i n e n t f e a t u r e o f h i s s y s t e m was h i s s y s t e m a t i c i n q u i r y 

o f t h e d u a l i t y d o c t r i n e i n a l g e b r a i c l o g i c , f a r more t h o r o u g h l y 

t h a n B o o l e , P e i r c e a n d o t h e r s h a d done e a r l i e r . He b u i l t a n 

a x i o m a t i c a p p r o a c h t o t h e p r o p o s i t i o n a 1 c a l c u l u s a d j o i n i n g i t t o 

h i s c a l c u l u s o f c l a s s e s , l i k e P e i r c e , a n d d e v e l o p e d a f t e r h i m t h e 

t h e o r y o f e x i s t e n t i a l a n d u n i v e r s a l q u a n t i f i c a t i o n f o r e s h a d o w i n g 

t h e work o f P e a n o , F r e g e and R u s s e l l
i 7 >

 . B o t h l o g i c i a n s p r o d u c e d 

a h e a v i l y s y m b o l i c w o r k on l o g i c , t h e i r m e t h o d s r e g a r d e d by 

B o c h e n s k i [1970,380] a s " s o c u m b r o u s a n d d i f f i c u l t t h a t m o s t o f 

t h e a p p l i c a t i o n s w h i c h o u g h t t o be made a r e p r a c t i c a l l y n o t 

f e a s i b l e " . N e v e r t h e l e s s , t h e y n e i t h e r d r e w on m a t h e m a t i c a l 

t h e o r i e s n o r d i d t h e y a p p l y l o g i c s y s t e m a t i c a l l y t o a b r a n c h o f 

m a t h e m a t i c s , w i t h some m i n o r e x c e p t i o n s c o n c e r n i n g p r o b a b i l i t y 
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l o g i c a n d , i n P e i r c e ' s c a s e , a b s t r a c t g e o m e t r y t o o [ G r a t t a n -

G u i n n e s s 1 9 8 8 b , 7 5 ; 1 9 9 1 b ] . 

The w o r k o f P e i r c e and S c h r o d e r , l y i n g i n f a c t on t h e b o r 

d e r l i n e b e t w e e n a l g e b r a i c and m a t h e m a t i c a l l o g i c , d i d n o t h a v e 

many f o l l o w e r s
< e >

 . I n d e p e n d e n t l y o f t h e d i r e c t i o n e n g r a v e d i n 

t h e i r w o r k , i d e a s o f m a t h e m a t i c a l l o g i c d e v e l o p e d on t h e s t r e n g t h 

o f t h e i n t e r n a l demands o f m a t h e m a t i c s i t s e l f , t h e f i r s t p i o n e e r 

o f t h i s new g e n e r a t i o n b e i n g t h e German F r e g e
< 9 )

. C o n c l u d i n g we 

w o u l d l i k e t o h i n t a t a B o o l e a n i n f l u e n c e upon t h e A m e r i c a n m a t h 

e m a t i c i a n E . V . H u n t i n g t o n and W.E.Johnson a t t h e t u r n o f t h e 2 0
t n 

c e n t u r y , a s w e l l a s m e n t i o n t h e U n i v e r s a l a l g e b r a o f W h i t e h e a d i n 

1 8 9 8 , t h e f i r s t book a f t e r LT " t o t a k e s e r i o u s l y t h e a l g e b r a o f 

l o g i c a s a f i e l d o f e v e r y d a y m a t h e m a t i c s and [...] t o make c l e a r 

t h e c o n n e c t i o n s b e t w e e n t h i s b r a n c h and o t h e r b r a n c h e s o f 

A b s t r a c t A l g e b r a "
t l o >

. 

9.7 L i n k s b e t w e e n c h e m i s t r y , s e m i o t i c s , l o g i c and t h e c a l c u l u s 

o f o p e r a t i o n s ; t h e c a s e o f B r o d i e , 1 8 6 6 - 1 8 7 7 . 

B . C . B r o d i e g r a d u a t e d f r o m O x f o r d U n i v e r s i t y i n 1 8 4 2 , where 

he was a p p o i n t e d a s P r o f e s s o r o f C h e m i s t r y d u r i n g t h e p e r i o d 

1 8 5 5 - 1 8 7 3 . H i s most i n t e r e s t i n g r e s e a r c h was on beeswax and 

g r a p h i t e . An a d m i r e r o f l i t e r a t u r e and p o e t r y , B r o d i e l e d a 

r a t h e r c o n v e n t i o n a l l i f e , p u b l i s h i n g work on a v a r i e t y o f t o p i c s 

u n t i l h i s d e a t h i n 1880 a t t h e age o f s i x t y - t h r e e . Nowadays 

B r o d i e ' s name i s l i n k e d w i t h a d e b a t e w h i c h t o o k p l a c e i n t h e 

l a t e 1 8 6 0 ' s i n L o n d o n a b o u t " t h e a t o m i c h y p o t h e s i s " . He was one 

of t h e few c h e m i s t s a n d p h y s i c i s t s t o d e v e l o p an a l t e r n a t i v e a p 

p r o a c h t o c h e m i s t r y i n d e p e n d e n t o f D a l t o n ' s a t o m i c t h e o r y . 

B r o d i e ' s r a d i c a l p r o p o s a l f o r a new s y s t e m was t h e t o p i c o f h i s 

l o n g m e m o i r "On t h e c a l c u l u s o f c h e m i c a l o p e r a t i o n s " [1866] w h i c h 

saw a s e c o n d p a r t a s [ 1 8 7 7 ] , b o t h p a p e r s p u b l i s h e d i n t h e T r a n s 

a c t i o n s o f t h e R o y a l S o c i e t y o f L o n d o n . U n a b l e t o a c h i e v e h i s 

a i m , t h a t i s t o c o n v i n c e c h e m i s t s t o abandon a s s o c i a t i o n w i t h 

a t o m s , B r o d i e s u c c e e d e d i n a r o u s i n g a w i d e r a n g e o f r e a c t i o n s by 

h i s c o n t e m p o r a r y p h y s i c i s t s , l o g i c i a n s , c h e m i s t s and mathe

m a t i c i a n s who t r i e d h a r d t o c o m p r e h e n d h i s i n g e n i o u s , b u t f a r 

f r o m d e f e c t l e s , s y s t e m
c l )

. 
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H a r l e y c o n s i d e r e d B r o d i e [18661 a s an e n d e a v o u r " t o do f o r 

c h e m i s t r y what B o o l e h a s done f o r l o g i c , - t o r e d u c e i t u n d e r t h e 

d o m a i n o f m a t h e m a t i c s " [ 1 8 7 0 , 1 5 ] , u s i n g t h e l a t t e r t e r m i n i t s 

" e n l a r g e d " s e n s e [ s e e 7 . 1 , ( 1 ) ; 7 . 2 , ( 5 ) ] . F u r t h e r q u o t i n g B r o d i e 

[ 1 866,788] a b o u t h i s " p r o j e c t " t o f r e e t h e s c i e n c e o f c h e m i s t r y 

f r o m t h e t r a m m e l s imposed upon i t by a c c u m u l a t e d h y p o t h e s e s . an d 

t o endow i t w i t h t h e most n e c e s s a r y o f a l l t h e i n s t r u m e n t s o f 

p r o g r e s s i v e t h o u g h t , an e x a c t a n d r a t i o n a l l a n g u a g e " , H a r l e y 

c l a i m e d t h a t " S i r B e n j a m i n ' s s y s t e m was e v i d e n t l y s u g g e s t e d by 

B o o l e ' s "Laws o f T h o u g h t " . W h e t h e r t h e s o i l i n t o w h i c h he h a s 

t r a n s p l a n t e d B o o l e ' s i d e a s be c o n g e n i a l o r n o t , r e m a i n s t o be 

s e e n " [ 1 8 7 0 , 1 5 ] . A c c o r d i n g l y M . B o o l e c o n s i d e r e d B r o d i e ' s w o r k a s 

an o u t c o m e o f h e r h u s b a n d ' s LT when s h e w r o t e " t h e n e w e s t Chemi

c a l n o t a t i o n s h a s been f o u n d e d o n t h a t u s e d i n a b ook w r i t t e n by 

a n o n - c h e m i s t and e n t i t l e d "Laws o f T h o u g h t "
< a >

. 

I t i s t r u e t h a t B r o d i e ' s s y s t e m " p r e s e n t s many c u r i o u s a n d 

i n t e r e s t i n g a n a l o g i e s " [1866,787] w i t h LT w h i c h was c i t e d on 

v a r i o u s o c c a s i o n s i n h i s memoir. I n f a c t , t h e e m p h a s i s he p a i d on 

t h e o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r o f h i s s y m b o l s r e c a í l s much more o f MAL 

t h a n o f L T
t 3 >

 . I n any c a s e we c a n r e g a r d i t a s a w o r k p r o d u c e d 

p a r t l y u n d e r t h e i n f l u e n c e o f B o o l e ' s l o g i c a n d i n t h i s r e s p e c t 

i t s s t u d y m i g h t had been s u i t a b l y i n c o r p o r a t e d in s e c t i o n 9 . 5 . 

H o w e v e r , B r o d i e d rew a d d i t i o n a l l y o n t h e r e c e n t d e v e l o p m e n t o f 

s y m b o l i c a l g e b r a and g e o m e t r y , a l l u d i n g t o p e o p l e l i k e G r e g o r y 

and De M o r g a n , as w e l l t o C o n d i l l a c ' s s e m i o t i c s . I n t h i s r e s p e c t 

B r o d i e ' s work c o r n p r i s e s a most i n t e r e s t i n g s t u d y on t h e i n f l u e n c e 

o f s i g n s more g e n e r a l l y and t h e i r i m p o r t on t h e p r o g r e s s o f 

s c i e n c e , t h u s d e s e r v i n g a s e p á r a t e s t u d y . 

I n t h i s s e c t i o n we w i l l d i s c u s s t h e most i m p o r t a n t i s s u e s o f 

B r o d i e ' s w o r k s e t i n i n a w i d e r e p i s t e m o l o g i c a l f r a m e i n o r d e r t o 

i n c o r p ó r a t e some r e m a r k s on t h e p o t e n t i a l l i n k s b e t w e e n 

c h e m i s t r y , a l g e b r a and l o g i c d u r i n g t h e 1 9
t T l

 c e n t u r y . F i r s t we 

w i l l d r a w some a n a l o g i e s b e t w e e n B r o d i e ' s c o n c e r n s a n d t h o s e o f 

h i s p r e d e c e s s o r s , p r o c e e d i n g n e x t t o a c o mmentary u p o n h i s 

m e t h o d o l o g y i n t r o d u c e d i n [ 1 8 6 6 ] . We c o n c l u d e o u r s u r v e y w i t h t h e 

r e a c t i o n s t o h i s m a t h e m a t i c a l i n n o v a t i o n s , t o u c h i n g u p o n h i s 

s e c o n d m e m o i r , and h i n t i n g a t some i n d e p e n d e n t s t u d i e s o f 

B r o d i e ' s c o n t e m p o r a r y a l g e b r a i s t s on a n a l o g i e s b e t w e e n a l g e b r a 

a n d c h e m i s t r y . 

B r o d i e was n o t t h e f i r s t c h e m i s t t o be i n t e r e s t e d i n l o g i c 
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a n d a l g e b r a , n o r t h e f i r s t s c i e n t i s t to p e r c e i v e a n a l o g i e s b e -

t w e e n t b e t h r e e s c i e n c e s . We have a l l u d e d t o L a v o i s i e r ' s e a r l y 

a t t e m p t t o a p p l y C o n d i l l a c ' s s e m i o t i c s t o c h e m i c a l n o t a t i o n [ 1 . 8 , 

( 1 5 ) 1 , a s w e l l a s t o K i r w a n ' s i n t e r e s t in t h e s c i e n t i f i c i m p o r t 

o f l o g i c and i n t h e m u t u a l u t i l i t y b e t w e e n l o g i c and a l g e b r a i n 

1807 [ 6 . 2 , t e x t b e l o w ( 5 ) ) . W h a t e l y was t h e f i r s t l o g i c i a n t o u s e 

h e u r i s t i c a l l y t h e p a r a d i g m o f c h e m i s t r y i n o r d e r t o r e i n f o r c e h i s 

a r g u m e n t s : i n h i s E l e m e n t s [1826,11-12] he c o n c e i v e d l o g i c as an 

a b s t r a c t a n a l y t i c d e v i c e w h i c h " i s l i k e u s i n g c h e m i c a l a n a l y s i s 

t o e x a m i n e t h e é l é m e n t s o f w h i c h a n y Compound body i s composed" 

- ( s e e a l s o h i s R h e t o r i c [ 1 8 3 6 , 7 7 ] ) . W h a t e l y ' s a p p e a l t o c h e m i s t r y 

i s f u r t h e r s p o t t e d i n S o l l y ' s and De M o r g a n ' s w o r k s on l o g i c a s 

we s h a 1 1 s e e . 

S o l l y d r e w o n t h e e x p é r i m e n t a l a n a l y s i s o f H2O i n t o H
2
 and 0 

i n o r d e r t o show t h a t " t h e most r e m a r k a b l e i n s t a n c e o f c o n f u s i o n 

b e t w e e n s y n t h e s i s a n d a n a l y s i s a r i s e s from t h e c i r c u m s t a n c e s t h a t 

w hat i s a n a l y s i s c o n s i d e r e d o b j e c t i v e l y , i s v e r y f r e q u e n t l y a 

s y n t h e s i s i f c o n s i d e r e d s u b j e c t i v e l y " [ 1 8 3 9 , 4 0 - 4 3 ] . I t i s s t r i k -

i n g t o n o t e t h e n e a r l y i d e n t i c a l s t a t e m e n t o f M . B o o l e on t h i s 

d i s t i n c t i o n : " A n a l y s i s i s made by p r o j e c t i n g t h e m i n d o u t w a r d s , 

by t h e o b s e r v a t i o n o f o u t e r f a c t s , b u t t h e s y n t h e s i s w h i c h com

p l è t e s t h e s é q u e n c e t a k e s p l a c e w i t h i n "
( 4 ï

. 

De M o r g a n d r e w h i s f i r s t a n a l o g y b e t w e e n c h e m i s t r y and l o g i c 

i n [ F L , 4 8 - 9 ) b y d i s p l a y i n g t h e d i f f é r e n c e b e t w e e n c o m b i n a t i o n o f 

c h e m i c a l s u b s t a n c e s ( a s i n H
2
+0 = H

2
0) and c u m u l a t i o n o f g a z e s 

w h i c h p r o d u c e a m i x e d g a z , a s a h e u r i s t i c e x a m p l e o f t h e l o g i c a l 

d i s t i n c t i o n b e t w e e n c o m b i n a t i o n o f i d e a s ( a s i n " a n i m a l + r a -

t i o n a 1 = man") a n d mere c u m u l a t i o n o f them. L a t e r on he c o n c e i v e d 

o f t h e "Compound r e l a t i o n LM" a s a new f o r m ( l i k e w a t e r ) i n w h i c h 

t h e " c o m p o n e n t s a r e l o s t i n t h e Compound" [ S * , 2 2 8 - 9 ] . I n S3 

a d o p t i n g a new t e r m i n o l o g y he w r o t e " i f c h e m i s t r y had been known 

a s i t i s n o w . t h a t w h i c h was c a l l e d t h e m e t a p h y s i c a l w h o l e 

[ ( 6 7 . 4 ) - ( 6 7 . 5 ) ] w o u l d h a v e been c a l l e d t h e c h e m i c a l w h o l e " [ S
3
, 

98] . I n f a c t b y 1858 De M o r g a n h a d r e j e c t e d t h e u s e o f t h e s i g n 

"+" i n s y l l o g i s t i c i n f e r e n c e s a p p l y i n g i t o n l y f o r p u r p o s e s o f 

a g g r e g a t i o n a n d n o t o f c o m p o s i t i o n [ s e e 6.6, b e l o w ( 1 7 ) ] . I n S
3 

we r e a d : 

The d i s t i n c t i o n of aggregation and composition i s the most impor

t a n t d i s t i n c t i o n i n the s u b d i v i s i o n of L o g i c . Cur knowledge does 

not s u f f i c e t o d e f i n e i t by füll d e s c r i p t i o n : we can o n l y i l -

656 



l u s t r a t e i t . To the mathematician we may say t h a t i t has the d i s — 

t i n c t i v e c h a r a c t e r of a+b and ab: t o the chemist, of mechanical 

mixture and chemical combination: t o the lawyer i t appears i n the 

d i s t i n c t i o n between "And be i t f u r t h e r enacted" and "provided 

a l w a y s "
( S 1

. 

A p p e n d i n g a f o o t n o t e t o t h i s q u o t a t i o n ^ h e c l a i m e d t h a t "The 

c h e m i s t w i l l some day be aware o f t h e g r e a t m i s t a k e he h a s made 

i n u s i n g t h e s i g n + t o d é n o t e c h e m i c a l c o m b i n a t i o n " [ S
3
. 1 2 0 , f n l l . 

L i k e De M o r g a n , B r o d i e a l s o d i s t i n g u i s h e d b e t w e e n x+y a n d x y 

t o d é n o t e c h e m i c a l a g g r e g a t i o n a n d c o m p o s i t i o n r e s p e c t i v e l y * b u t 

u n l i k e De M o r g a n , he v i e w e d t h e s e two s y m b o l i c a l t e r m s a s é q u i v 

a l e n t i n h i s s y s t e m ^ i n a n a l o g y w i t h t h e é q u i v a l e n c e b e t w e e n H
z
+0 

and H
2
0

ï 6 )

. The l a t t e r n o t a t i o n was due t o B e r z e l i u s i n 1845 whom 

B r o d i e r e g a r d e d a s t h e " o r i g i n a t o r o f o u r p r é s e n t m e t h o d " ; B e r 

z e l i u s had c o n s i d e r e d t h e l e t t e r s he e m p l o y e d a s r e p r e s e n t i n g 

c e r t a i n w e i g h t s o f m a t t e r , a n d t h a t " i n t h e s y m b o l o f a c h e m i c a l 

s u b s t a n c e t h e s i g n + was t o be u n d e r s t o o d a s Connecting e v e r y 

l e t t e r i n t h e s y m b o l , and was s u p p r e s s e d o n l y f r o m m o t i v e s o f 

b r e v i t y a n d c o n v e n i e n c e " [ 1 8 6 6 . 7 8 3 - 4 ] . C i t i n g t h e v i e w s o f a 

F r e n c h c h e m i s t o n t h e u n i m p o r t a n c e o f t h e s p e c i f i c l a n g u a g e u s e d 

t o e x p r e s s t h e i n v e n t i o n s o f s c i e n c e *
- 7

* , B r o d i e a r g u e d p a s -

s i o n a t e l y on t h e r o l e o f s i g n s i n t h e d e v e l o p m e n t o f c h e m i s t r y , 

d i s p l a y i n g , a s we s h a l l s e e , a j o i n t i n f l u e n c e f r o m t h e s e m i o t i c 

d o c t r i n e s o f C o n d i l l a c and D e g e r a n d o , a s w e l l a s , f r o m t h e o p e r a -

t i o n a l c h a r a c t e r o f a l g e b r a i c Symbols a s a p p l i e d i n d i f f é r e n t 

ways by G r e g o r y , De Mo r g a n a n d B o o l e i n m a t h e m a t i c s and l o g i c f e w 

d é c a d e s e a r l i e r . 

B r o d i e o p e n e d h i s p a p e r b y l a m e n t i n g t h e s l o w é v o l u t i o n o f 

s y m b o l s p e c u l i a r t o c h e m i s t r y i n a De M o r g i a n s p i r i t by s a y i n g : 

Even i n the e a r l i e s t times the a t t e n t i o n of chemists seems t o have 

been d i r e c t e d to the symbol ic expression of the f a c t s of t h e i r 

s c i e n c e , a method which had i t s o r i g i n in the mystic s p i r i t of a l -

chemy, and the subject has never ceased to occupy a prominent p o s i 

t i o n in chemical philosophy. However, the development of our sym— 

b o l i c system has by no means kept pace w i t h the général progress o f 

the s c i e n c e
c a >

. 
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j A r g u i n g n e x t a g a i n s t D a l t o n ' s a t o m i c t h e o r y [ 1 8 6 6 . 7 8 2 - 7 8 7 ] . he 

p r o v i d e d a b r i e f and g e n e r a l d e s c r i p t i o n o f h i s m e t h o d o l o g y 

b e f o r e p r o c e e d i n g t o d e f i n e i t s f o u n d a t i o n a l i s s u e s and f o r 

m u l a e . I n t h e s p i r i t o f t h e s e m i o t i c p h i l o s o p h y o f t h e i d e o l o g u e s 

[ 1 . 8 , ( 1 7 ) , ( 1 8 ) ] , and e s p e c i a l l y o f D e g e r a n d o , B r o d i e a s s e r t e d 

t h a t h i s p a p e r c o n t a i n e d "a new method f o r t h e e x p r e s s i o n , by 

means o f s y m b o l s , o f t h e e x a c t f a c t s o f c h e m i s t r y , and f o r 

r e a s o n i n g upon t h e s e f a c t s by t h e i r a i d " , t h e s y m b o l p l a c e d " i n 

i m m e d i a t e r e l a t i o n w i t h t h e f a c t , b e i n g i n d e e d i t s s y m b o l i c 

e q u i v a l e n t o r e x p r e s s i o n " [ 1 8 6 6 , 7 8 7 ] . I n f a c t he d i d a c k n o w l e d g e 

C o n d i 1 l a c ' s v i e w s on t h e synonymous c o n c e p t s o f " l a n g u a g e " a n d 

" a n a l y t i c a l m e t h o d " a s i n f l u e n t i a l i n t h e s h a p i n g o f h i s work 

[ 1 8 6 6 , 7 8 8 ] . 

He f u r t h e r s t r e s s e d t h a t h i s method, " i n d e p e n d e n t o f any 

a t o m i c h y p o t h e s i s a s t o t h e n a t u r e o f t h e m a t e r i a l w o r l d " , "may 

be r e g a r d e d a s a s p e c i a l a p p l i c a t i o n o f t h e s c i e n c e o f a l g e b r a , 

a n d i n i t s c o n s t r u c t i o n I h a v e been g u i d e d b y t h e s i m i l a r a p 

p l i c a t i o n s o f t h a t s c i e n c e t o g e o m e t r y , t o p r o b a b i l i t i e s and t o 

l o g i c " . A p p a r e n t l y a w a r e o f t h e b a s i c p r i n c i p l e s o f s y m b o l i c 

r e a s o n i n g , B r o d i e a d d e d : 

The symbols which I s h a l l have occasion t o employ are of the same 

a b s t r a c t c h a r a c t e r [ . . . . ] . The c o n d i t i o n s t o be s a t i s f i e d by such a 

method are few and s i m p l e . I t i s only necessary t h a t every symbol 

should be a c c u r a t e l y d e f i n e d ; t h a t every arrangement of symbols 

should be l i m i t e d by f i x e d r u l e s of c o n s t r u c t i o n , the p r o p r i e t y of 

which can be demonstrated; and th a t the symbolic processes employed 

should lead t o r e s u l t s which admit of i n t e r p r e t a t i o n
1

*
5

. 

I t i s o f i n t e r e s t t o s e e how B r o d i e i n t r o d u c e d t h e n o t i o n o f 

o p e r a t i o n i n h i s s y m b o l i c c a l c u l u s by d r a w i n g '">n a n a l o g y w i t h 

s y m b o l i c g e o m e t r y (and a l g e b r a ) r a t h e r , t h a n w i t h t h e c a l c u l u s o f 

o p e r a t i o n s
A
w h i c h we h a v e r e a s o n s t o b e l i e v e he was n o t w e l l a c 

q u a i n t e d ; 

The o b j e c t of t h i s method may be considered t o be the i n v e s t i g a t i o n 

of the laws of the d i s t r i b u t i o n of weight i n chemical changes, and 

the symbols here employed represent "weights" i n the same sense as 

the symbols of geometry represent l i n e s o r s u r f a c e s . Now the symbol 

a i n geometry, i n i t s primary sense, may be regarded as the symbol 

o f the o p e r a t i o n performed upon the u n i t of length, by which a l i n e 
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i s generated, that i s , of which the r e s u i t i s a l i n e . In l i k e mari

ner the symbol a, as a chemical symbol, i s t o be regarded as the 

symbol of the opération performed upon a u n i t of space, by which a 

weight i s generated, that i s , of which the r e s u i t i s a weight. Sym

b o l s of opération have not hithertö been adopted i n chemistry, and 

t h e i r i n t r o d u c t i o n forms a d i s t i n c t i v e f e a t u r e of the présent 

method, which I have hence termed "the Caleulus of Chemical 

O p e r a t i o n s " *
1 0 1

. 

T h u s e m p l o y i n g t h e s y m b o l s x , y , ... a s s y m b o l s o f o p é r a t i o n s 

p e r f o r m e d u p o n t h e u n i t o f s p a c e . o f w h i c h t h e r e s u i t i s "a 

w e i g h t " , B r o d i e d e f i n e d " a g g r e g a t i o n " a n d " c o m b i n a t i o n " o f t h è s e 

o p é r a t i o n s , t h e symbol + s i g n i f y i n g " m e c h a n i c a l m i x t u r e " a n d t h e 

symbol . a "Compound" w e i g h t . He c l a i m e d t h a t t h e i n t e r p r é t a t i o n 

a s s i g n e d t o + a n d - " i s s t r i c t l y a n a l o g o u s t o t h a t w h i c h h a s b e e n 

g i v e n t o them i n t h e a r i t h m e t i c a l a n d l o g i c a l Systems" [ 1 8 6 6 , 

7 9 5 ] , r e f e r r i n g i n a f o o t n o t e t o [ L T , 3 2 ] . I n b r i e f , h i s s y m b o l s 

o p e r a t e a c c o r d i n g t o t h e l a w s o f c o m m u t â t i v i t y a n d d i s -

t r i b u t i v i t y , t h e n u m e r i c a l s y m b o l s 0 a n d 1, d e f i n e d a c c o r d i n g l y 

by 

(97.1) 0 + x = x and (97.2) x l - x , 

b e i n g t h e s y m b o l s o f "no w e i g h t " i n a g g r e g a t i o n a n d c o m p o s i t i o n 

r e s p e c t i v e l y . B r o d i e c a l l e d 1 t h e u n i t o f s p a c e , a n d t h e s y m b o l * * 

- w h i c h l i k e 0 s a t i s f i e s é q u a t i o n 

(97.3) y x = y 

f o r a ny o p é r a t i o n x — t h e symbol o f t h e p o n d é r a b l e u n i v e r s e . He 

r e m a r k e d t h a t t h e l i m i t s 0,
 0 0

 o f h i s c a l c u l u s c o r r e s p o n d t o 

B o o l e ' s 0 a n d 1 [ 1 8 6 6 , 8 0 0 , f n ] . 

The " f u n d a m e n t a l é q u a t i o n " of B r o d i e ' s c a l c u l u s was 

(97.4) x y - x + y . 

I t s e x p l a n a t i on i s s i m p l e : s i n c e x y i s t h e symbo1 o f a Compound 

( s i n g l e ) w e i g h t [ l i k e H
2
0] composed o f t h e same w e i g h t s a s t h o s e 

o f t h e g r o u p x+y [ l i k e H
2
+ 0 ] , t h e n x y and x+y a r e s y m b o l i c a l l y 

é q u i v a l e n t a s r e p r e s e n t i n g t h e same w e i g h t s [ 1 8 6 6 , 8 0 1 ; s e e a l s o 

(6) a b o v e ] . B r o d i e r e g a r d e d t h e l a w ( 9 7 . 4 ) a s o c c u p y i n g "a some-

what s i m i l a r p l a c e i n t h e c h e m i c a l c a l c u l u s t o t h a t h e l d i n 

[LT,31] b y [....] x
3

=x" by e x p r e s s i n g "a c h a r a c t e r i s t i c p r o p e r t y 

by w h i c h t h e s y m b o l s a r e d i s t i n g u i s h e d " . He f u r t h e r a d d e d 

The p o s s i b i l i t y of the existence of a c l a s s of symbols. o t h e r than 

the symbols o f the lcgarithms of numbers, which should s a t i s f y the 
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c o n d i t i o n 

f ( x ) + f ( y ) - f ( x y ) , 

was i n d i c a t e d by D.F.Gregory i n h i s paper "On the Real Nature of 

Symbolical A l g e b r a "
C X 1 >

. 

R e p l a c i n g x , y by 0 , 1 , i t e v e n t u a l l y f o l l o w s f r o m (97.4) t h a t 

( 9 7 . 5 ) 0 = 1 = 2 = - n . 

B r o d i e a d m i t t e d t h a t " a t t h e f i r s t g l a n c e " t h e é q u a t i o n 0=1 may 

a p p e a r " p a r a d o x i c a l " . I n t r u t h , h o w e v e r , i t i s n o t "raore s i n g u l a r 

o r p a r a d o x i c a l t h a t i n c h e m i s t r y 0 and 1 s h o u l d be s y m b o l s d e n o t -

i n g t h e same o b j e c t , t h a n t h a t i n g e o m e t r y x ° and 1 s h o u l d h a v e 

t h e same i n t e r p r é t a t i o n " [ 1 8 6 6 , 8 0 2 ] . Thus r e s o l v i n g t h i s p a r a d o x 

t o h i s s a t i s f a c t i o n , B r o d i e p r o c e e d e d t o c o n s t r u c t c h e m i c a l é q u a 

t i o n s f r o m t h e d a t a a f f o r d e d by e x p e r i m e n t . Among t h e most 

r e m a r k a b l e r e s u l t s o f h i s c a l c u l u s was t h e p r o o f t h a t c e r t a i n 

é l é m e n t s a r e i n f a c t Compound b o d i e s c o n t a i n i n g h y d r o g e n . Con-

t r a r y t o h i s b e l i e f t h e r e was no e x p é r i m e n t a l é v i d e n c e t o c o n f i r m 

t h i s [ F a r r a r 1 9 6 4 , 1 7 2 ] . I n what f o l l o w s we p r é s e n t o n l y a s k e t c h 

o f h i s p r o c é d u r e . 

B r o d i e l é t a c h e m i c a l f u n c t i o n (p be t h e s y m b o l o f a Compound 

w e i g h t 

( 9 7 . 6) <p = x
n

X i
n l

 • • • ; 

w h e r e we h a v e n w e i g h t s o f t y p e x , n% o f Xi and so on [ 1 8 6 6 . 7 9 6 ] . 

He f u r t h e r c a l l e d t h e s y m b o l o f a s i m p l e w e i g h t ( i . e . o f one 

w h i c h i s n o t a Compound o f o t h e r s ) a " p r i m e f a c t o r " . B r o d i e
1

 s 

p r i m a r y a s s u m p t i o n was t h a t t h e u n i t o f H
2
, d e n o t e d b y a , i s a 

s i m p l e w e i g h t and t h u s u n d i s t r i b u t e d i n c h e m i c a l r e a c t i o n s . I f (p, 

tpi, (p2 s t a n d f o r a u n i t o f H
2
0 , H

2
 and 0 r e s p e c t i v e l y we ha v e 

t h a t 

( 9 7 . 7 ) 2<p = 2<pi + <p
a
, 

o r , a c c o r d i n g t o (97.6) t h a t 

( 9 7 . 8 ) 2 a
m

Ç
m l

 = 2a + a " 5
n l

• 

T a k i n g f u r t h e r u n d e r c o n s i d é r a t i o n (97.4) we a r e f i n a l l y l e d t o 

t h e é q u a t i o n f o r t h e d é c o m p o s i t i o n o f w a t e r 

( 9 7 . 9 ) 2al - 2 a + S
2

. 

U l t i m a t e l y B r o d i e c o n s t r u c t e d l i s t s o f t h e p o s s i b l e c o m b i n a t i o n s 

o f t h e p r i m e f a c t o r s a a n d £ i n (97.8) p r o c e e d i n g t o r e s u l t s o f 

p r a c t i c a l v a l u e [ B r o d i e 1866,808-814 ; B r o c k 1 9 6 7 , 3 5 - 3 7 ] . 
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t h e e n d o f h i s p a p e r B r o d i e c o m p a r e d t h e a t o m i c t h e o r y t o 

a s o r t o f " a b a c u s " w h i c h s i m p l y f a c i l i t a t e s c a l c u l a t i o n s , w h e r e a s 

h i s new s y m b o l i c c a l c u l u s " a f f o r d s t h e same i n d i s p e n s a b l e a i d 

[...] b u t i n a more t r u t h f u l and. e f f e c t u a l way". By means o f t h i s 

c a l c u l u s "We a r e t h u s e n a b l e d t o c o n s t r u c t a n a c c u r a t e s y m b o l i c 

r e p r e s e n t a t i o n o f t h e phenomena b e f o r e u s , on t h e f i d e l i t y o f 

w h i c h we c a n r e l y " . He p r o c e e d e d , h o w e v e r , t o c l a i m t h a t a s y m b o l 

" s h o u l d be s o m e t h i n g more t h a n a c o n v e n i e n t and c o m p e n d i o u s e x 

p r e s s i o n o f f a c t s . I t i s , i n t h e s t r i c t e s t s e n s e , an i n s t r u m e n t 

f o r t h e d i s c o v e r y o f f a c t s [ . . . ] . Now a s no s y m b o l i c s y s t e m 

s i m i l a r t o t h e p r e s e n t h a s y e t b e e n d e v i s e d , and a s t h i s s y s t e m 

c a n n o t be d e d u c e d f r o m any e x i s t i n g s y s t e m , e v e r y s y m b o l n o t o n l y 

makes an a s s e r t i o n b u t e x p r e s s e s a d i s c o v e r y as t o t h e c h e m i c a l 

p r o p e r t i e s o f t h e s u b s t a n c e s y m b o l i z e d " . B r o d i e ' s e p i s t e m o l o g i c a l 

a n a l y s i s e n d e d w i t h a t o u c h o f m e t a p h y s i c s : f o r h i m t h e " s i m p l e 

w e i g h t s " l i k e a o r £ "may be t r e a t e d p u r e l y a s " i d e a l " e x i s t e n c e s 

c r e a t e d and c a l l e d i n t o b e i n g t o s a t i s f y t h e demands o f t h e i n 

t e l l e c t , t o e n a b l e us t o r e a s o n a n d t o t h i n k i n r e f e r e n c e t o 

c h e m i c a l phenomena, b u t d e s t i n e d t o v a n i s h f r o m t h e s c e n e when 

t h e i r p u r p o s e h a s b e e n s e r v e d ; and t h e e x i s t e n c e o f w h i c h a s e x 

t e r n a l r e a l i t i e s we n e i t h e r assume n o r d e n y " [ 1 8 6 6 , 8 5 5 - 8 5 9 ] . 

p a r i s o n o f t r a d i t i o n a l l o g i c w i t h an a b a c u s [ 6 . 9 , ( 1 ) ] . F u r t h e r ^ 

h i s s t a t e m e n t a b o u t s y m b o l s b e i n g i n s t r u m e n t s f o r t h e d i s c o v e r y 

o f f a c t s r e m i n d s us o f B a b b a g e ' s [2.9] a n d De M o r g a n ' s [ 3 . 6 , ( 9 ) 1 

v i e w s on t h e m e r i t s o f s i g n s i n r e a s o n i n g u n d e r a s e m i o t i c i n 

f l u e n c e . We may f i n a l l y d r a w a d i s t a n t a n a l o g y b e t w e e n B r o d i e ' s 

m e t a p h y s i c a l c o n c e r n s a n d t h o s e p u r s u e d by B o o l e a n d G r a t r y i n 

t h e m i d 1850's [ s e e 8 . 9 ] . A c o m p a r i s o n b e t w e e n B r o d i e , B o o l e a n d 

C o n d i l l a c has b e e n r e c e n t l y a t t e m p t e d i n [ B r o c k 1 9 6 7 , 8 2 - 8 6 , 8 9 -

9 0 ] . B r o d i e ' s s t a t e m e n t a b o u t s y m b o l s i s r e g a r d e d a s t o o s t r o n g j 

a n d he i s a c c u s e d o f m i s u n d e r s t a n d i n g C o n d i l l a c i n t h i s r e s p e c t 

"by c o n f u s i n g t a x o n o m y w i t h d i s c o v e r y " [ B r o c k 1 9 6 7 , 8 4 ] . 

As we s a w
}
 B r o d i e ' s w o r k had many w e a k n e s s e s o n b o t h a 

p h i l o s o p h i c a l a n d s c i e n t i f i c l e v e l . B u t what above a l 1 was w a n t 

i n g o f r e c o n s i d e r a t i o n was i t s l o g i c o - m a t h e m a t i c a l m e t h o d o l o g y ^ 

w h i c h was a t o n c e a t t a c k e d on t h e b a s i s t h a t i t was i n c o n s i s t e n t 

r e s p o n d e d t o B r o d i e ' s p a p e r i n 1867 c h a l l e n g i n g h i m f o r a r e v i 

s i o n o f t h e f i r s t p a r t [ 1 8 6 6 ] . As a r e s u l t t h e p u b l i c a t i o n o f t h e 

B r o d i e ' s a p p e a l t o an " a b a c u s " r e c a l l s De M o r g a n ' s corn-

a d m i t t\
 v

\3 o f p a r a d o x i c a l r e s u l t s . Numerous s c i e n t i s t s 
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s e c o n d p a r t [ 1 8 7 7 )
A
d e l a y e d , p a r t l y meant as an a n s w e r t o t h è s e 

c r i t i c i s m s . I n g e n e r a l , t h e s e q u e l t o B r o d i e {1866) v a s e v e n l e s s 

f o r t ú n a t e , f o l l o w e d by o n l y a shadow o f t h e d e b a t e w h i c h t h e 

f i r s t one h a d s t i r r e d . O m i t t i n g any r e a c t i o n s r e l e v a n t t o t h e a c 

t u a l c h e m i c a l t h e o r y p r o d u c e d by B r o d i e , l e t us comment upon t h e 

m o s t c h a r a c t e r i s t i c c r i t i c i s m s and s u g g e s t i o n s c o n c e r n i n g h i s 

m a t h e m a t i c a l m e t h o d o l o g y ; o u r m a i n s o u r c e o f r é f é r e n c e î > t h e 

p a r t o f B r o d i e ' s c o r r e s p o n d e n c e i n 1867 as p u b l i s h e d i n B r o c k 

[ 1 9 6 7 ] . 

As i n B o o l e ' s c a s e , s i m i l a r l y i n B r o d i e ' s c a s e J e v o n s was 

t h e m ost f i e r c e c r i t i c s t r i k i n g a t t h e r o o t o f t h e m a t h e m a t i c a l 

f o r m u l a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f c h e m i c a l o p é r a t i o n s . As e x p e c t e d , 

J e v o n s o n c e more d e n i e d t h e o p é r a t i o n s o f m u l t i p l i c a t i o n and 

d i v i s i o n , a n d a r r i v i n g a t t h e c o n t r a d i c t i o n 

( 9 7 . 1 0 ) x + x + x - x + x + x + x 

he c l a i m e d t h a t é q u a t i o n s ( 9 7 . 4 ) and 

( 9 7 . 1 1 ) x(x-f-x) - x x + x x h i ^ - >
e l

£ 

a r e i n c o m p a t i b l e . J e v o n s d i d not c o n f i n e t o c o m m u n i c a t i n g t o 

B r o d i e h i s d i s a g r e e m e n t w i t h t h e f u n d a m e n t a l l a w (97.4) b u t c h a i -

l e n g e d h i m t o a p u b l i c d i s p u t e i n J u n e 1867. B r o d i e , h o w e v e r , was 

u n a b l e t o r e p l y due t o i l l n e s s , a f a c t o r t h a t l e d t o an e a r l y 

r e t i r e m e n t a n d t h e i n c o m p l e t e n e s s o f h i s System
( 1 2 >

. 

The f a c t t h a t t h e d i s t r i b u t i v e law was i n c o n s i s t e n t w i t h 

( 9 7 . 4 ) was a l s o n o t i c e d by D o n k i n and De Morgan^whose c o r r e s p o n 

d e n c e w i t h B r o d i e r e v e á i s o n one hand t h e l a t t e r ' s l i m i t e d 

k n o w l e d g e o f t h e . p r i n c i p i e s o f t h e d i f f e r e n t i a l and f i n i t e d i f 

f é r e n c e c a l c u l i , a n d on t h e o t h e r hand some i n t e r e s t i n g i s s u e s 

c o n c e r n i n g t h e u s e a n d a b u s e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s . I n h i s f i r s t 

l e t t e r i n May 1867,De M o r g a n t h a n k e d B r o d i e f o r s e n d i n g a c o p y o f 

h i s p a p e r a d d i n g : " I h a v e l o n g b e e n l o o k i n g o u t f o r an a t t e m p t a t 

a c a l c u l a r d i s t i n c t i o n b e t w e e n a g g r e g a t i o n and c o m b i n a t i o n [ s e e 

t e x t a b o v e ( 5 ) ] " . He c a l l e d B r o d i e "an a l c h e m i s t who i s s t r o n g 

a n d p r a c t i c e d i n t h e c a l c u l a r a n d f u n c t i o n a l n o t i o n s o f a l g e b r a " 

b u t s u r p r i s i n g l y n o t v e r s e d i n t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s [ B r o c k 

1 9 6 7 , 9 9 - 1 0 0 ) . 

B r o d i e a d m i t t e d h i s m o d é r a t e k n o w l e d g e o f " t h e f o r m s o f t h e 

d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s " w h i c h he meant t o a p p l y i n h i s n e x t p a p e r , 

w i l l i n g l y e x p e c t i n g De M o r g a n ' s i l l u m i n a t i n g comments [ B r o c k 

1 9 6 7 , 1 0 0 ) . De M o r g a n r e s p o n d e d i m m e d i a t e l y ^ i n c o r p o r â t i n g i n h i s 

g e n e r o u s r e p l y r e p r é s e n t â t i v e a s p e c t s o f t h e ca1 c u l u s o f o p e r a -
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tions "into which the forms of a i l the d i f f . cale. are packed", 

claiming that the only thing in fact missing from Brodie's cal-

culus was the "symhol of opération" which would change from ag-

gregation Cx+y ) to composition (xy). For the law (97.4) could not 

remain unaltered; following more closely on Brodie's lines of 

reasoning than any of the other commentators, De Morgan was 

shrewd to point out that (97.4) as not even convertible: 

for though Water = Qxygen x Hydrcgen is certainly Oxygen + Hydrogen 

yet Oxygen + Hydrogen is not necessarily W a t e r . 

De Morgan opened his account by communicating to Brodie how 

cpx becomes (p(x+l), denoted by E<p(x) , by means of the opération 

(97.12) <p(x+l) - <p(<p-1((px) + 1). 

furnishing him next with the symbolic form of Taylor's theorem. 

He next pointed out that an aggregate x+y can be converted into 

xy by means of the opération 

(97.13)
 e

«><i*>a >x
; 

For example 2x+4y+6z combines into x
2

y
4

z
e

 by means of the opéra

tion 

(97 14) e
3 1

 1 os?y-*-S 1 og-z 

A propos^he remarked "I dare say i t has never even been laid down 

that E is cp((p~1( ) +1)<
14

>. 

While De Morgan tried to enrich Brodie's knowledge in order 

to persuade him to suitably alter the law (97.4), Donkin tried to 

explain Brodie's foundations, refuting De Morgan's employaient of 

(97.13). Addressing De Morgan^Donkin remarked that what actually 

Brodie employed was not (97.4) but équation 

(97.15) x + y - xy + 1, 

or more gêneraily, 

(97.16) mx + ny = x^y" + m + n -1
 } 

which "never leads to paradoxical resuits 1ike 0=1=2= and 

allows of a i l ordinary algebraical processes". According to 

Donkin
 i
 thèse two équations do not contradict the ordinary laws 

any more than c l o e * 

d 1 d n d 
(97.17) (— + - ) " = (—)« + - ( — ) ^ - i • 

dx x dx x dx 

He added that i t is equally absurd 

(97.15)-(97.16) and d/dx in (97.17) by 

to replace x,y in 

any numéral [Brock 
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1 9 6 7 , 1 0 6 - 1 0 8 ] . 

D o n k i n wcA5 t o r e p e a t e m p h a t i c a l l y t h i s r e s t r i c t i o n t o 

B r o d i e i n o r d e r t o p r e v e n t h i m f r o m c o m m i t i n g b l u n d e r s l i k e com-

p a r i n g "xy-x+y" w i t h "2
2

=2+2", a n d t h u s t o d é f e n d t h e l a t t e r ' s 

System a g a i n s t J e v o n s ' s u n s o u n d c h a r g e s . I t i s i n t e r e s t i n g t o 

f o l l o w D o n k i n ' s a r g u m e n t s i n some d é t a i l s : 

I r e a l l y t h i n k you ought t o persuade Jevons [...] t o d e f e r h i s pub

l i c a t i o n [ . . . ] . The unmathematical world ( i n c l u d i n g chemists) w i l l 

t h i n k he has r e f u t e d your System. Any mathematician w i l l see at a 

g lance t h a t whatever o b j e c t i o n t h e r e may o r may not be t o xy=x+y, 

a t a i l events Mr Jevons has not found i t out [...]. H i s o b j e c t i o n 

t o xy shows t h a t e i t h e r he t o t a l l y misunderstands what you me an by 

i t , o r t h a t he does not know what a c a l eu lus of opérations r e a l l y 

i s , o r more probably b o t h
( l s

> . 

D o n k i n was t h e o n l y one t o d i s t i n g u i s h t h e n u m e r a l s r e p r e -

s e n t e d b y n,m e t c i n (97.16) f r o m t h e o p e r a t i o n a l s y m b o l s x,y 

w h i c h s h o u l d n o t be r e p l a c e d by n u m b e r s . F o r " i t c a n n o t p o s s i b l y 

be m a i n t a i n e d t h a t a i l s y m b o l s i n a c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s o u g h t 

t o be r e p l a c e a b l e by nu m b e r s " . And t h i s d é l i c a t e p o i n t was i g -

n o r e d b y b o t h B r o d i e and J e v o n s a s none o f them was r e a l l y a c -

q u a i n t e d w i t h t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s . D r a w i n g on (97.17) — a 

c a s e of B o o l e ' s t h e o r e m (93.3) w h i c h was r e g a r d e d by h i m as one 

of " t h e most s i n g u l a r r e s u l t s " of t h e c a l c u l u s of o p é r a t i o n s 

[ S m i t h 1 9 8 2 a , 1 5 ; s e e a l s o 4 . 7 ; 5 . 5 ; 5 . 1 0 ; 9 . 3 ] - D o n k i n n o t o n l y 

s t r e s s e d t h e huge g a p . e x i s t i n g b e t w e e n p u r e i o g i c i a n s ( l i k e 

H a m i l t o n , M a n s e l and J e v o n s ) a n d m a t h e m a t i c a l l y t r a i n e d o n e s 

( l i k e B o o l e a n d De Morgan) to w h i c h were due a i l t h e d i s p u t e s 

t r a c e d s o f a r b e t w e e n t h e two g r o u p s , b u t a l s o d e l v e d d e e p l y l i k e 

B o o l e i n t o t h e s u b t l e r i e s i n v o l v e d i n m a t h e m a t i c a l s y m b o l i c a l 

r e a s o n i n g w h i c h c o u l d e a s i l y e v o k e an abu s e of o p e r a t o r m e t h o d s 

a s B r o n w i n ' s c a s e i n d i c a t e d i n 1848 [s e e 5 . 2 , ( 1 5 ) - ( 1 8 ) ] . 

I t cornes, h o w e v e r , a s a s 1 i g h t s u r p r i s e to s e e p e o p l e 1 i k e 

H e r s c h e l , o n c e a p i o n e e r i n t h e c a l c u l u s of o p é r a t i o n s , to be 

r e l u c t a n t i n a c c e p t i n g B r o d i e ' s o n l y p h e n o m e n i c a l l y p a r a d o x i c a l 

s y m b o l i c p r o c e s s . He h e l d t h a t : 

I must confess I t h i n k i t [(97.4)) a f a t a l o b j e c t i o n to any System 

of n o t a t i o n when it runs so cont r a r y to the conventions of a very 

w i d e l y d i f f u s e d and [thoroughly] s t r o n g l y e s t a b l i s h e d System 

[ a 1 gebra ] r e c e i ved on another sub j e c t and whose e 1 ements i t 
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e m p l o y s
( 1 Ä > 

W h ï l e H e r s c h e l was among t h e f i r s t E n g l i s h a n a l y s t s i n t h e m i d 

1810's t o i n i t i a t e a b s t r a c t i o n a n d g é n é r a l i z a t i o n i n t h e r e a l m s 

o f a n a l y s i s , i n t h e l a t e 1 8 60's he d e c l a r e d t h a t " I c a n n o t be a t 

a l l s u r e t h a t I have s e i z e d t h e s p i r i t o f t h e v e r v a b s t r a c t way 

i n w h i c h y o u p r é s e n t t h e System". B r o d i e r e p l i e d s t r e s s i n g t h a t a 

and £ a r e o p é r a t i o n s and ( a p p a r e n t l y a f t e r D o n k i n ' s n o t e s ) 

" c a n n o t be r e p 1 a c e d by n u m b e r s " , t r y i n g t o p e r s u a d e H e r s c h e 1 t h a t 

" I do i n t h e s t r i c t e s t s e n s e . c o n f o r m t o t h e p r i n c i p l e s o f 

a l g e b r a " , b u t n o t h i n g p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t i n g was e f f e c t e d b y 

t h e i r l i m i t e d e x c h a n g e o f l e t t e r s [ s e e (16) a b o v e ] . 

U n f o r t u n a t e l y f o r B r o d i e , h i s m a i n m a t h e m a t i c a l s u p p o r t e r s . 

D o n k i n a n d De M o r g a n
7
d i e d i n 1869 a n d 1871 r e s p e c t i v e l y , d e p r i v -

i n g h i m o f t h e o p p o r t u n i t y f o r f u r t h e r h e l p . T r a c e s , h o w e v e r , o f 

t h e i r i n f l u e n c e e x e r t e d i n t h e i r c o r r e s p o n d e n e e i n 1 8 6 7 , a r e 

s p o t t e d i n t h e s e c o n d p a r t o f h i s " C a l c u l u s o f c h e m i c a l o p é r a 

t i o n s " ( 1 8 7 7 )
J
w h i c h ^ d e l a y e d f o r r e a s o n s a l r e a d y m e n t i o n e d and 

w h i c h was t a k e n s e r i o u s l y o n l y by Naquet^who r a i s e d some q u e s 

t i o n s a n d t r a n s l a t e d b o t h m e m o i r s i n F r e n c h i n 1879 [ F a r r a r 

1 9 6 4 , 1 7 8 1 . L e t us n o t e t h e p r i n c i p a l n o v e l t i e s t h a t f e a t u r e d i n 

B r o d i e [1877] a f t e r t h e d é c i s i v e i n f l u e n c e o f h i s two c o r r e s p o n 

d a n t s a d é c a d e e a r l i e r . 

D r a w i n g a p p a r e n t l y on D o n k i n ' s s u g g e s t i o n ( ( 9 7 . 1 5 ) ] a n d 

B o o l e ' s i n d e x l a w , B r o d i e s e t o f f t o n o r m a l i z e c h e m i c a l é q u a t i o n s 

s o a s t h e y a d m i t o f m u l t i p l i c a t i o n and d i v i s i o n , a i m i n g t o a n s w e r 

h i s c r i t i c s on one b a n d , a n d t o p r o e e e d t o t h e t h e o r y o f c h e m i c a l 

e v e n t s w h e r e f a c t o r i z a t i o n o f c h e m i c a l é q u a t i o n s w o u l d be l a w f u l 

on t h e o t h e r b a n d . L e t t i n g z be t h e s y m b o l o f t h e w e i g h t 

" c o n t a i n e d i n an empty u n i t o f Space", i t f o i l o w s t h a t z 

s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n 

(97.18) z*>=z. 

He t h e n addedr'Now among the s y m b o l s o f number we h a v e one Sym

b o l , a n d one symbol a l o n e , w h i c h s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n 

s a t i s f i e d by t h e s y m b o l z , n a m e l y , t h e s y m b o l l . l f . t h e r e f o r e , we 

p u t 1 a s t h e sy m b o l o f t h e " w e i g h t " c o n t a i n d e d i n an empty u n i t 

o f s p a c e , a n d work w i t h t h i s s y m b o l ( a s a f a c t o r ) i n t h e a l g e b r a 

o f c h e m i s t r y , a e c o r d i n g t o p r e c i s e l y t h e same r u l e s a s i n g é n é r a l 

a l g e b r a [...] we s h a l l n e v e r be l e d i n t o e r r o r " [ 1 8 7 7 , 3 9 ] . 

665 



T h u s t h e r ô l e o f " 1 " i n c h e m i c a l é q u a t i o n s i s a n a l o g o u s t o 

t h a t o f "0" i n a r i t h m e t i c ; o r , a-a+1 i s " s t r i c t l y a n a l o g o u s " t o 

1=1+0. B r o d i e showed c o n s e q u e n t l y t h a t no a l g e b r a i c a l p r o c e s s e s 

a r e i n a d m i s s i b l e i n c h e m i c a l é q u a t i o n s i n w h i c h t h e sum o f t h e 

n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s i n t h e é q u a t i o n i s e q u a l t o z é r o . T h i s i s 

c e r t a i n l y n o t t h e c a s e w i t h t h e s o c a l l e d " a b n o r m a l " é q u a t i o n s 

( 9 7 . 4 ) o r ( 9 7 . 9 ) . To r e n d e r them " n o r m a l " i t s u f f i s e d t o make t h e 

i d e n t i t y i n t h e é q u a t i o n a p p l y n o t o n l y t o w e i g h t , b u t . a l s o t o 

s p a c e ; o r , by a p p l y i n g h i s a d d i t i o n a l t h e o r e t i c a l a n a l y s i s o f 1, 

( 9 7 . 4 ) was n o r m a l i z e d i n t o ( 97.15) and (97.9) i n t o 

( 9 7 . 1 9 ) 2 o Ç + l = 2 a + £
2 

[ B r o d i e 1 8 7 7 , 7 0 - 7 3 ; B r o c k 1 9 6 7 , 4 3 - 4 4 ] . 

F o l l o w i n g n e x t a d i f f é r e n t r e a s o n i n g B r o d i e a r r i v e d a t t h e 

new f u n d a m e n t a l é q u a t i o n (97.15) a s s e r t i n g : "Now t h i s é q u a t i o n , 

r e g a r d e d a s a n u m e r i c a l é q u a t i o n , i s s a t i s f i e d by t h e v a l u e s x - 1 , 

y = l ; a n d s i n c e t h i s p r o p e r t y i s p e r f e c t l y g ê n e r a i , a n d e v e r y sym-

b o l o f a c h e m i c a l o p é r a t i o n s a t i s f i e s t h i s c o n d i t i o n , e v e r y 

c h e m i c a l é q u a t i o n must n e c e s s a r i l y be t r u e when t h e p r i m e f a c t o r s 

by w h i c h i t i s e x p r e s s e d a r e s e v e r a l l y o r c o l l e c t i v e l y p u t e q u a l 

t o 1" [ 1 8 7 7 , 7 3 ] . I f t h i s p r i n c i p l e be a p p l i e d t o an " a b n o r m a l " 

é q u a t i o n we a r e l e d t o t h e " a p p a r e n t " p a r a d o x (97.5) o r 

( 9 7 . 2 0 ) 1 ( 1 ) = 2 ( 1 ) = ... = n ( l ) = 0, 

w h e r e a s i n a " n o r m a l " é q u a t i o n " t h e a n o m a l y d i s a p p e a r s " [ 1 8 7 7 , 7 3 -

74] . 

N o t a l l o f B r o d i e ' s a r g u m e n t s a r e c l e a r , b u t he i s c e r t a i n l y 

much more c o n s c i o u s o f t h e p r i n c i p l e s o f s y m b o l i c a l r e a s o n i n g a n d 

c a r e f u l t o a v o i d i n c o n s i s t e n c i e s . I t m i g h t be i n t e r e s t i n g t o c i t e 

h i s a l l u s i o n t o De M o r g a n as a p p e n d e d l e a f o o t n o t e i n c o n n e c t i o n 

w i t h ( 9 7 . 2 0 ) : 

The apparent paradox i n v o l v e d i n t h i s a s s e r t i o n may be removed by 

a s s i g n i n g a s p e c i a l symbol, e
p

. t o the u n i t of space, p being a 

p o s i t i v e i n t e g e r . But on i n v e s t i g a t i n g the p r o p e r t i e s of t h i s sym

b o l we should soon f i n d t h a t e=e
p

, whatever be the value of p (the 

v a l u e 0 i n c l u d e d ) , and t h a t , as we might always replace a l g e b r a i 

c a l l y the symbol e
p

 by the symbol ( 1 ) , we are r e a l l y d e a l i n g with 

the symbol 1 under another name. Such paradoxes, however, have no 

s i g n i f i c a n c e when the meaning of the expressions employed i s 

p r o p e r l y understood. Thus DE MORGAN, i n h i s "Double Algebra" 

(ed.1849,p.114), speaking of the term a d d i t i o n as there employed by 

him, s a y £ "Nor i s t h e r e , i n one sensé, the s l i q h t e s t o b j e c t i o n t o 
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s a y i n g that 12 and 12 make 10", an a s s e r t i o n q u i t e as p a r a d o x i c a l 

(to say the l e a s t ) as any here made"
( 1 7 )

 . 

B r o d i e f i n a l l y a p p l i e d T a y l o r ' s t h e o r e m i n o r d e r t o d e v e l o p 

c h e m i c a l e q u a t i o n s i n a r a t h e r e c c e n t r i c way o f no ä p p a r e n t 

u t i l i t y
( 1 Q )

. On t h e w h o l e B r o d i e ' s s u s t a i n e d e f f o r t t o f o u n d a 

n o n - a t o m i c c h e m i s t r y was a f a i l u r e . However i t w o u l d be o f i n t e r -

e s t t o n o t e t h a t h i s s p i r i t i s n o t q u i t e d e a d [ F a r r a r 1 9 6 4 , 1 7 8 , f n 

3 6 ] . M o r e o v e r , he o f f e r e d us a r e m a r k a b l e e x a m p l e o f a s c i e n t i s t 

k e e n i n e m p l o y i n g t h e p h i l o s o p h y o f C o n d i l l a c i n c o m b i n a t i o n w i t h 

G r e g o r y ' s a n d B o o l e ' s a l g e b r a o f c o m m u t a t i v e s y m b o l s i n a b o l d De 

M o r g i a n s p i r i t w h i c h a d m i t t e d o f i n a c c u r a c i e s a n d was o p e n t o 

c r i t i c i s m . F o r c o n t r a r y t o B o o l e , B r o d i e l o o k e d f o r w a r d t o s u g -

g e s t i o n s f o r a l t e r a t i o n s t h a t w o u l d r e n d e r h i s System c o n s i s t e n t 

and f r e e f r o m f a l l a c i e s , a t a s k p a r t l y f u l l f i l e d . I n d e p e n d e n t l y 

B r o d i e , l i n k s between. c h e m i s t r y a n d a l g e b r a w e r e e x p l o r e d 

by S y l v e s t e r i n t h e 1 8 7 0 ' s b u t i t i s b e y o n d t h e s c o p e o f o u r w o r k 

t o e n t e r i n t o t h i s s t u d y
4 1 9 5

. 

9.8 E p i l o g u e . 

7 k unitv of the f o r » of thought in a l l the applications of 
reason, nowver reiotely separate! v i l l one day be u t t e r of 
ootoriety and couon vonder; and Boole's naie v i l l be reieibered in 
connectioD witfa one of the n s t iiportant steps tovards the attain-
Kot of that iuiovledgea >. 

De ftorgan. 
Ihat in fact, is Logic tut that pert of universal reasoning; Grei-
» r but that part of universal Speech; tonüoy and Cousterpoint but 
that part of universal wsic [ . . . ]? 

Spottisvoode [1878,14]. 

From Babbage t o S y l v e s t e r a n d f r o m K i r w a n t o B r o d i e . m o s t o f 

th e B r i t i s h s c i e n t i s t s d i s c u s s e d i n t h i s t h e s i s d w e 1 1 e d u p o n 

s i m i l a r i t i e s and a n a l o g i e s s e e k i n g g e n e r a l i t y o f m e t h o d s a n d 

u n i t y o f t h e f o r m s o f t h o u g h t . C o n d i l l a c ' s d i c t u m t h a t a l g e b r a i s 

a w e l l - m a d e l a n g u a g e p a r e x c e l l e n c e [ 1 . 8 , ( 1 0 ) ; 9 . 3 , ( 1 ) ] h a p p e n e d 

t o c h a r a c t e r i z e t h e i r common c o n c e r n f o r a w e 1 1 - e s t a b l i s h e d sym-

b o l i c l a n g u a g e w h i c h s e r v e d n o t o n l y as an e f f i c i e n t t o o l i n c a l -

c u l a t i o n s b u t a l s o f o r m e d a n i n v a l u a b l e s o u r c e o f i n v e n t i o n 
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m a n i f e s t i n g , a c c o r d i n g t o B o o l e , "the i n t i m a t e and v i t a l c o n 

n e x i o n o f l a n g u a g e w i t h t h o u g h t " [ 8 . 8 , ( 2 ) ; 9 . 4 , ( 8 ) ] . R e l y i n g 

h e a v i l y upon L a g r a n g i a n a l g e b r a s , t h e y e f f e c t e d u l t i r a a t e l y a much 

d e e p e r s t u d y o f t h e i n f l u e n c e o f signs in r e a s o n i n g than t h a t 

merely h i n t e d a t by t h e I d é o l o g u e s a t t h e t u r n o f t h e Century 

[ 1 . 8 , ( 1 6 ) - ( 1 8 ) 3 . R a t h e r i n d i f f e r e n t t o C a u c h y ' s i n n o v a t i o n s i n 

r i g o r o u s l y f o u n d i n g a n a l y s i s upon t h e n o t i o n o f l i m i t , t h e y 

f o c u s e d a r d e n t l y on e x p l a i n i n g t h e p r i n c i p l e s o f Operator methods 

( u s e d b u t r e f o u n d e d by C a u c h y [ 1 . 7 , ( 1 3 ) ] ) , " d e l v i n g f u r t h e r i n t o 

t h e i r n a t u r e an d t h u s a t t a i n i n g r e m a r k a b l e r e s u l t s i n a p p l i c a 

t i o n s [ 1 . 1 , ( 5 ) ; 3 . 1 , ( 2 ) ] . 

I t i s w e l l - k n o w n t h a t t h e "deux j u m e l l e s " a b s t r a c t a l g e b r a 

a n d a l g e b r a i c l o g i c ^ w e r e b o r n i n ^ m i d 1 9
t h

 Century [ D u b r e i l 1 9 6 8 ] . 

The i n q u i r i e s i n t o s y m b o l i c a l g e b r a f o c u s e d m a i n l y on t h e r ô l e o f 

n e g a t i v e n u m b e r s a n d P e a c o c k ' s PEF ( 3 . 4 , ( 1 9 ) ] . The h i s t o r y of t h e 

c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s and i t s m u l t i d i m e n s i o n a l r ô l e h a s b e e n 

o n l y p a r t i a l l y i n v e s t i g a t e d [ K o p p e l m a n 1971; L a i t a 1977; M e r r i l 

1 9 9 0 ] . A more t h o r o u g h , u n i f y i n g a p p r o a c h w h i c h w o u l d c o v e r d i s -

t i n c t l y t h e r e a s o n s t h a t l e d t o t h i s s i m u l t a n e o u s g e n e s i s , t h e 

v e r y p r o c é d u r e s a p p l i e d t o t h a t e f f e c t s and l a s t l y a c r i t i c a l 

e v a l u a t i o n o f t h e s y m b o 1 i c a 1 m e t h o d s emp1oyed, t o g e t h e r w i t h a 

s t u d y o f t h e d e g r e e and q u a l i t y o f t h e i r i m p a c t t o o u r d a y s was 

m i s s i n g . T h i s t h e s i s p a r t l y f i l l s t h è s e g a p s , o u r c o n c l u d i n g 

r e m a r k s n o t i n g t o p i c s w o r t h y of f u r t h e r a t t e n t i o n . 

O p e r a t o r a n d f u n c t i o n a l m e t h o d s were d e v e l o p e d i n E n g l a n d i n 

t h e 1 8 1 0 ' s , a n d c o n s e q u e n t l y f.rom t h e m i d 1830's up t o t h e 

1 8 5 0 ' s , m a i n l y a s a r e s u i t o f an u r g e : 

1. To a s s i m i l a t e and d i f f u s e L a g r a n g i a n a l g e b r a s , 

2. To c o m p r e h e n d L a p l a c e ' s M é c a n i q u e C e l e s t e and i n t e g r a t e t h e 

EFE a n d t h e L E i n f i n i t e f o r m , 

3. To u p d a t e t h e c u r r i c u l u m a t C a m b r i d g e U n i v e r s i t y i n t h e l a t e 

1 8 1 0's and l a t e 1 8 3 0 ' s , 

4 . To e x p l a i n t h e p r i n c i p l e s o f t h è s e s y m b o l i c a l m e t h o d s , s y s -

t e m a t i z e t h e i r t h e o r y a n d p o s e r e s t r i c t i o n s t o an a b u s e o f t h e i r 

a p p 1 i c a t i o n , 

5. To c o n s t r u c t new g ê n e r a i and d i r e c t methods f o r t h e s o l u t i o n 

o f a w i d e c l a s s o f o r d i n a r y a n d p a r t i a l d i f f e r e n t i a l , f i n i t e -

d i f f e r e n c e a n d f u n c t i o n a l é q u a t i o n s , and f i n a l l y , 

6. To f i n d f a u l t w i t h one a n o t h e r ' s w o r k , e x t e n d and e l a b o r a t e 

p a r t i a l r e s u l t s , s i m p l i f y i t , o r i m p r o v e on i t by e n c o m p a s s i n g i t 
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u n d e r a more e f f e c t i v e and c o m p r e h e n s i v e s c h e m e
i Z >

 . 

S y m b o l i c a l methods o f f e r e d a r e m a r k a b l e a b i l i t y f o r t h e s y s -

t e m a t i z a t i o n and e x t e n s i o n o f f o r m s and p r o c e d u r e s , a s w e l l a s 

f o r t h e s u g g e s t i o n o f new o n e s . T h i s was due t o t h e i r p r o p e r t y o f 

a b s t r a c t i o n a s t h e y p e r m i t t e d s e p a r a t i o n o f f o r m f r o m m a t t e r , o f 

t h e i n v a r i a b l e f r o m t h e v a r i a b l e e l e m e n t , o f t h e l a w s t h a t g o v e r n 

t h e s y m b o l s o f a l g e b r a f r o m t h e n a t u r e o f t h e s y m b o l s . The s o 

c a l l e d f o r m - m a t t e r i s s u e ( c i t e d h e r e a f t e r FM) d i d n o t h a v e i t s 

r o o t s i n P e a c o c k ' s PEF; i t o r i g i n a t e d a l m o s t s i m u l t a n e o u s l y - a n d 

p e r h a p s i n d e p e n d e n t l y - i n C a r n o t ' s [1797] p r i n c i p l e o f i n d e t e r -

m i n a t e n e s s o f a l g e b r a i c s y m b o l s and i n A r b o g a s t ' s [ 1 8 0 0 ] m e t h o d 

o f s e p a r a t i o n o f s y m b o l s o f o p e r a t i o n f r o m t h o s e o f q u a n t i t y , 

b o t h w o r k s h e a v i l y i n f l u e n c e d L a g r a n g e ' s a l g e b r a i c c a l c u l u s 

[ s e e 1 . 8 ] . Babbage [1827] and De M o r g a n [1836] t o o k o v e r C a r n o t ' s 

l i n e [ 2 . 9 = 3 . 4 - 3 . 6 ] , w h e r e a s H e r s c h e l [ 1 8 1 4 ] , M u r p h y [ 1 8 3 7 ] , 

G r e g o r y [1841] and B o o l e [ 1 8 4 4 1 , t o m e n t i o n o u r m a i n p i o n e e r s , 

d e p l o y e d A r b o g a s t ' s method [ 2 . 3 , 2 . 7 - 2 . 8 : 3 . 3 : 4 . 4 - 4 . 5 ] . Of i n t e r e s t 

t o n o t e i s t h e c a s e o f S y l v e s t e r [ 1 8 6 7 ] ^ w h e r e we s e e t h e b l e n d o f 

t h e two f o r m s o f t h i s i s s u e i n a way s t r o n g l y f o r e s h a d o w i n g 2 0
t h

-

c e n t u r y s t u d i e s i n t h e m e t a l a n g u a g e o f s y m b o l i c l o g i c [ s e e 

5 . 1 0 , ( 1 2 ) ] . 

P e a c o c k was a member o f t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y a n d c o n 

t r i b u t e d s u b s t a n t i a l l y -(o t h e e d u c a t i o n a l r e f o r m s a t C a m b r i d g e i n 

t h e l a t e 1 8 1 0 ' s [ 3 . 2 , ( 2 ) ] . H o w e v e r , he was n o t i n v o l v e d i n 

B a b b a g e ' s and H e r s c h e l ' s work ( 2 . 8 , ( 8 ) ] , a n d as De M o r g a n p o i n t e d 

o u t , he o m i t t e d f r o m h i s A l g e b r a [1830] any r e f e r e n c e f t o . t h e c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s o r t h e FM i s s u e [ 3 . 9 , t e x t b e l o w (6) a n d 

( 1 6 ) ] . P e a c o c k ' s most i n f l u e n t i a l n o v e l t y was t h e n o t i o n o f e x 

t e n s i o n , i n t r o d u c e d v i a t h e P E F ^ w h i c h a l l o w e d t h e p a s s a g e f r o m 

a r i t h m e t i c t o t h e more c o m p r e h e n s i v e a n d a b s t r a c t s t r u c t u r e o f 

a l g e b r a . M a t h e m a t i c i a n s were t h u s e q u i p p e d w i t h a new t o o l f o r 

g e n e r a l i z a t i o n o t h e r t h a n o r d i n a r y m a t h e m a t i c a l i n d u c t i o n
4 3

* . Un

d e r h i s i n f l u e n c e G r e g o r y c o m b i n e d A r b o g a s t ' s a n d S e r v o i s ' s w o r k , 

e s t a b l i s h i n g o p e r a t o r methods and p r e p a r i n g t h e g r o u n d s f o r 

B o o l e ' s n o n - c o m m u t a t i v e a l g e b r a s [ 4 . 4 ; 9 . 3 ] . 0 n t h e o t h e r h a n d , De 

M organ a p p l i e d P e a c o c k ' s . C a r n o t ' s a n d . t o some e x t e n t , 

A r b o g a s t ' s p r i n c i p l e s i n o r d e r t o f o u n d t h e c a l c u l u s o f f u n c t i o n s 

and d e v e l o p s y m b o l i c a l a l g e b r a [ 3 . 5 - 3 . 9 ] . 
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We b e l i e v e t h a t t h e s e two d i s t i n c t , t h o u g h f a i r l y c l o s e , 

l i n e s o f a b s t r a c t r e a s o n i n g have n o t b e e n s t r e s s e d b e f o r e as two 

d i f f e r e n t m e t h o d o l o g i c a l t o o l s ( i n f a c t t h e r o l e o f C a r n o t ' s 

p r i n c i p l e i s m i s s i n g f r o m r e l e v a n t h i s t o r i c a l s t u d i e s ) . To t r a c e 

t h e i r o r i g i n , t o s t r e s s t h e e d u c a t i o n a l , f o u n d a t i o n a l and e p i s -

t e m o l o g i c a l c o n c e r n s o f t h e i r m a i n c u l t i v a t o r s , t a k i n g f u r t h e r 

u n d e r c o n s i d e r a t i o n t h e w i d e r s t a t e o f m a t h e m a t i c s and l o g i c 

d u r i n g t h e f i r s t d e c a d e s o f t h e 1 9
t h

 c e n t u r y , means t o c l a r i f y 

t h e g e n e s i s o f t h e "deux j u m e l l e s " a t m i d c e n t u r y . F o r i t was 

t h e s e two l i n e s o f r e a s o n i n g , as b a s e d on A r b o g a s t ' s and C a r n o t ' s 

p r i n c i p l e s r e s p e c t i v e l y ( e n r i c h e d on t h e way w i t h S e r v o i s ' s l a w s 

and P e a c o c k ' s PE F ) t h a t s e r v e d as b a c k g r o u n d t o B o o l e ' s a l g e b r a i c 

l o g i c a n d De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s . 

The FM i s s u e , o r t h e a b i l i t y t o i s o l a t e f o r m s and t o e x t e n d 

p r o c e d u r e s , d i d o r i g i n a t e i n m a t h e m a t i c s ; b u t , a s b o t h De Morgan 

and B o o l e i n d e p e n d e n t l y r e a l i s e d , i t i s n o t an i s s u e p e c u l i a r t o 

m a t h e m a t i c s . I t f o r m s p a r t o f u n i v e r s a l r e a s o n i n g r e g a r d l e s s o f 

s y m b o l s whose f u n c t i o n s i m p l y s e r v e t o f a c i l i t a t e and m a n i f e s t 

i t s p ower i n a p p l i c a t i o n s . Upon t h e s e g r o u n d s B o o l e a p p e a l e d t o 

t h e l a w s ( 9 3 . 6 ) i n h i s l o g i c , s o l v e d e l e c t i v e e q u a t i o n s i n a n a l 

ogy t o d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , a p p l i e d M a c l a u r i n ' s t h e o r e m f o r 

t h e e x p a n s i o n o f e l e c t i v e f u n c t i o n s , a d m i t t i n g m o r e o v e r o f u n i n -

t e r p r e t a b l e t e r m s i n i n t e r m e d i a t e s t e p s o f h i s s y m b o l i c p r o c e 

d u r e s . On s i m i l a r l i n e s , De M organ d i d n o t h e s i t a t e t o draw o n 

h i s c a l c u l u s o f f u n c t i o n s when h a n d l i n g a b s t r a c t c o p u l a , c o n v e r s e 

r e l a t i o n a n d c o m p o s i t i o n o f r e l a t i o n s . I n c o m b i n a t i o n w i t h t h e FM 

d i s t i n c t i o n . P e a c o c k ' s PEF a c t u a l l y r e i n f o r c e d o u r p i o n e e r s ' c o n 

f i d e n c e i n e m p l o y i n g s y m b o l i c a l g e b r a a s a s c i e n c e o f s u g g e s t i o n 

[ s e e 9 . 3 ] . 

To a g r e a t e x t e n t t h i s t h e s i s s t u d i e d t h e r e a s o n s t h a t l e d 

t o t h e h i g h l i g h t s o f s y m b o l i c a l m e t h o d s a t m i d - 1 9
t h

- c e n t u r y 

E n g l a n d a n d t h e l i n k s b e t w e e n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e s e methods 

and d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , a l g e b r a and l o g i c . S e v e r a l r e l e v a n t 

q u e s t i o n s a r i s e c o n c e r n i n g t h e p e c u l i a r f e a t u r e s o f t h i s d e v e l o p 

m e n t , e . g . i t s n o n - l i n e a r i t y , t h e f a c t t h a t i t i n v o l v e d many 

h e t e r o g e n e o u s f i g u r e s a n d t h e o b s t a c l e s e n c o u n t e r e d on i t s way. 

And f i n a l l y t h e i m p a c t o f B o o l e ' s and De M o r g a n ' s s y m b o l i c a l 

r e a s o n i n g o n s c i e n c e a n d l o g i c i n l a t e 1 9
t h

 c e n t u r y c o m p r i s e s an 

i n t e r e s t i n g t o p i c f o r f u r t h e r s t u d y , r e f l e c t i n g b e s t t h e e v a l u a 

t i o n o f t h e L a g r a n g i a n a l g e b r a s movement i n t h e f i r s t h a l f o f 
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the Century. 

T h e s e q u e s t i o n s h a v e b e e n p a r t i a l l y d e a l t s o f a r ; i n w h a t 

f o l l o w s we s u g g e s t new r e s e a r c h e s t o f i l l i n any g a p s a n d t o 

c l a r i f y any a m b i g u i t i e s . To s t a r t w i t h , t h e a t t e m p t »fc a R e n a i s 

s a n c e o f E n g l i s h m a t h e m a t i c s by t h e A n a l y t i c a l S o c i e t y , a n d m o s t 

p a r t i c u l a r l y by Babbage and H e r s c h e l , f o u n d a i m p e d i m e n t i n 
A 

t h e p o o r State o f p r o f e s s i o n a l i s a t i o n i n C a m b r i d g e i n t h e f i r s t 

d é c a d e s o f t h e Century { E n r o s 1979,208 ;see 2 . 8 , ( 1 0 ) ; 9.21 . T h i s 

o b s t a c l e d i d n o t c e a s e t o e x i s t i n t h e f o l l o w i n g d é c a d e s ; o n t h e 

c o n t r a r y
 >
 i t was f u r t h e r e n l a r g e d b y Whewel1's c o n s e r v a t i v e 

p r o g r a m [3.2] a n d f i n a n c i a l p r o b l e m s t h a t p u t r e s t r i c t i o n s i n 

p u b l i c a t i o n s [9.2 t e x t a n d ( 3 ) ] . Due t o t h e s e p r o b l e m s t h e 

d e v e l o p m e n t o f E n g l i s h m a t h e m a t i c s was f a r f r o m l i n e a r a n d r a p i d 

up t o t h e m i d 1 8 3 0 ' s . Due t o t h e r e a s o n s 2-4 l i s t e d a b o v e , i n t e r -

e s t i n f u n c t i o n a l and Operator a l g e b r a s r e v i v e d , a n d t h e p i o n e e r -

i n g w ork o f G a s k i n , R . L . E l l i s , De M o r g a n , Murphy a n d G r e g o r y 

[ T a b l e 3] h a d as a r e s u i t B o o l e [1844] w h i c h m a r k e d a new e r a i n 

th e h i s t o r y o f s y m b o l i c a l m e t h o d s [ T a b l e 4 ] . 

t h e 1840's t h e c e n t r e o f r e s e a r c h was C a m b r i d g e 

U n i v e r s i t y b u t s o o n t h e s i t u a t i o n was a l t e r e d a n d new f i g u r e s 

e m e r ged, many o f whom w o r k e d f o r a l i v i n g i n o t h e r a r e a s t h a n 

m a t h e m a t i c s . I n 9.3 we r e c o r d e d t h e r e a s o n s ̂ t h e s e d i v e r s e i n t e l -

l e c t u a l s w e r e a t t r a c t e d t o D - o p e r a t o r m e t h o d s e l a b o r a t i n g B o o l e ' s 

g ê n e r a i method i n a n a l y s i s u n d e r a more o r l e s s c o m p é t i t i v e 

s p i r i t [ s e e (2) a b o v e ] . Can we s a y t h a t t h e g r o u p o f m u t u a l l y i n 

f l u e n c e d a n a l y s t s o f t h e 1 8 5 0 ' s , B o o l e , B r o n w i n, H a r g r e a v e , 

C . C r a v e s , D o n k i n and C a r m i c h a e l - t o m e n t i o n t h e most o u t s t a n d i n g 

c o n t r i b u t o r s i n D - o p e r a t o r m e t h o d s - f o r m e d a r e a l s c h o o l ? T a k i n g 

u n d e r c o n s i d é r a t i o n t h e i r common a r d e n t p u r s u i t o f s y m b o l i c a l 

methods we m i g h t s a y y e s , i n a 1oose s e n s e . H o w e v e r , i f we c o n — 

s i d e r t h e m a r g i n a l c h a r a c t e r o f t h e i r r e s u l t s , t h e l a c k o f t h e i r 

f u n c t i o n i n g a s a g r o u p . t h e i r l a c k o f c o l l a b o r a t i o n i n t h e s e n s e 

o f Babbage and H e r s c h e l , a n d , i f we f u r t h e r compare them w i t h t h e 

new a l g e b r a i s t s C a y l e y , S y l v e s t e r a n d S p o t t i s w o o d e , t h e n t h e 

answer t e n d s t o be no. 

The i n f l u e n c e o f t h i s " g r o u p " a n d t h e w i d e r i m p a c t o f sym

b o l i c a l m e t hods was r a t h e r l i m i t e d f r o m 1860 o n w a r d s ; t h e m a i n 

r e a s o n s f o r t h e g r a d u a i d é c l i n e o f B o o l e ' s g é n é r a l m e t h o d a n d i t s 

b y - p r o d u c t s w e r e t h e f o l l o w i n g : 

1) The s e a r c h f o r g ê n e r a i m e t h o d s was p r o v e d u t o p i e by 1851 a n d 
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a t t e n t i o n f o c u s e d on p a r t i c u l a r m e t h o d s . 

2) B o o l e ' s p e c u l i a r t e c h n i q u e s were r e g a r d e d a s a r t i f i c i a l and 

c o m p l i c a t e d a n d G r e g o r y ' s more d i r e c t a n d s i m p l e p r o c e d u r e s 

r e v i v e d , 

3) D e s p i t e M u r p h y ' s , G r e g o r y ' s and B o o l e ' s [ a n d C a r m i c h a e 1 ' s ] 

a t t e m p t s t o e s t a b l i s h s y m b o l i c a l m e t h o d s , t h e r e was s t i 1 1 a 

m i s t r u s t i n them due t o W h e w e l l ' s c o n s e r v a t i v e a t t i t u d e , 

4) F o r n o n - s p e c i f i e d r e a s o n s , most l a t e - 1 9
t h

- c e n t u r y m athe

m a t i c i a n s seem t o be i g n o r a n t o f C a r m i c h a e l ' s and B o o l e ' s work on 

n o n - c o m m u t a t i v e o p e r a t o r s [ t h e l a t t e r t e x t b o o k s , e v e n when 

r e f e r r e d t o , w e r e f a r f r o m t h o r o u g h l y r e a d ] , 

5) M a t h e m a t i c i a n s a n d t e x t b o o k w r i t e r s on p h y s i c a l a s t r o n o m y 

p o i n t e d o u t t h e l i t t l e v a l u e o f s y m b o l i c a l s o l u t i o n s o f d i f f e r e n 

t i a l e q u a t i o n s r e l a t e d t o p h y s i c s , 

6) The most e m i n e n t p u r e m a t h e m a t i c i a n s t o be i n v o l v e d w i t h d i f 

f e r e n t i a l e q u a t i o n s ( l i k e C a y l e y and G l a i s h e r ) e m p l o y e d m a i n l y 

t h e m e t h o d o f s o l u t i o n by s e r i e s , f o c u s i n g on p a r t i c u l a r , r a t h e r , 

t h a n g e n e r a l s o l u t i o n s , 

7) I t was t h e new a l g e b r a o f f o r m s ( g r o u p t h e o r y , d e t e r m i n a n t s , 

i n v a r i a n t s e t c ) w h i c h m o n o p o l i z e d t h e i n t e r e s t o f t h e new g e n e r 

a t i o n o f a l g e b r a i s t s f r o m m i d - c e n t u r y o n w a r d s , 

and f i n a l l y , 

8) Many i m p o r t a n t c o n t r i b u t o r s i n s y m b o l i c a l m e t h o d s d i e d s o o n 

a f t e r t h e most i m p o r t a n t p u b l i c a t i o n o f t h e i r w o r k s : C a r m i c h a e l 

( 1 8 6 1 ) , B o o l e ( 1 8 6 4 ) , H a r g r e a v e ( 1 8 6 6 ) , D o n k i n (1869) a n d De Mor

g a n ( 1 8 7 1 ) . 

B o o l e ' s i n f l u e n c e , t h o u g h , was n o t a 1 t o g e t h e r t o v a n i s h as 

s y m b o l i c a l m e t h o d s c e a s e d t o be a t t h e f o r e f r o n t o f r e s e a r c h , , 

r e a c h i n g a t t h e t u r n o f t h e c e n t u r y a c\&^&osr^> u t i l i t y c o n 

f i n e d t o l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s 

[ 9 . 1 , ( 2 ) ; 9 . 4 , ( 1 7 ) ] . The l a s t r e p r e s e n t a t i v e t r a c e s o f h i s work on 

n o n - c o m m u t a t i v e o p e r a t o r s a r e f o u n d i n R u s s e l l ' s e n c y c l o p e d i a a r 

t i c l e [1873] an d G l a i s h e r ' s i n v a l u a b l e a r t i c l e [ 1 8 8 1 ] , b o t h 

unknown t o h i s t o r i a n s s o f a r . B o o l e ' s t e x t b o o k [1859] f o r m e d a 

m o d e l f o r F o r s y t h [1885] on d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , a n d h i s name 

s u r v i v e d i n a f e w 2 0
t

'
h

- c e n t u r y t e x t b o o k s as a p i o n e e r i n s y m b o l i 

c a l m e t h o d s [ 9 . 1 , ( 2 ) ; 9 . 9 , ( 1 7 ) ] . B u t h i s method f o r t h e s o l u t i o n 

o f e q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s was n o t t o be e m p l o y e d i n 

t h e r e a l m s o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s f r o m t h e 1880's o n w a r d s . The 

c a s e o f f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s , h o w e v e r , was l e s s d i s -
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s a p o i n t i n g , a s B o o l e ' s g e n e r a l m e t h o d was t o s u r v i v e u n d e r 

m o d i f i c a t i o n s uwhl * m i d 2 0
t h

 c e n t u r y [ s e e 9 . 4 , ( 1 8 ) ] . 

As f a r as t h e u t i l i t y o f o p e r a t o r m e t h o d s i n p h y s i c s i s c o n 

c e r n e d , we w o u l d l i k e t o n o t e t h e f o l l o w i n g . O n l y P r a t t a n d T o d -

h u ^ t e r m e n t i o n e d en p a s s a n t B o o l e ' s , H a r g r e a v e ' s a n d D o n k i n ' s 

f i n i t e s o l u t i o n o f t h e L E [ 9 . 4 , ( 1 5 ) , ( 1 6 ) ]
y
m a k i n g i t c l e a r t h a t 

s y m b o l i c s o l u t i o n s w ere n o t o f any p r a c t i c a l u t i l i t y i n p h y s i c a l 

a s t r o n o m y , o m i t t i n g a l t o g e t h e r any m e n t i o n ^-f t h e i r v o l u m i n o u s 

r e s e a r c h e s on t h e EFE w h i c h h a d b e e n a m o t i v a t i o n 

i n t h e s t u d y o f s y m b o l i c a l methods i n t h e 1840's [ 4 . 6 ; T a b l e s 3-

4 ] . I t was t h e s e r i e s m e t h o d t o be a p p l i e d t o t h e L e g e n d r e , B e -

s s e l a n d o t h e r e q u a t i o n s ^ p r o m i n e n t f o r t h e i r r o l e i n p h y s i c s f r o m 

t h e 1870's onwards [ 9 . 4 ] ; iU p a r t i c u l a r , t h e LE was t o be 

t r e a t e d by an improvement and é l a b o r a t i o n o f P o i s s o n ' s t e c h n i q u e s 

( a f t e r L a p l a c e [ 1 . 3 ] ) f o r m i n g i n o u r c e n t u r y one o f t h e m o s t 

o b s c u r e b r a n c h e s o f a n a l y s i s [ W h i t t a k e r 1 9 0 2 , 1 9 5 2 ; 

3 . 2 ] . R e l a t e d t o t h e more r e c e n t h i s t o r y o f s y m b o l i c a l m e t h o d s a s 

l i n k e d w i t h p h y s i c s ^ i s H e a v i s i d e ' s w o r k on o p e r a t o r a n d o p e r a 

t i o n a l m e t hods i n t h e 1 8 9 0 ' s . P r o d u c e d l a r g e l y u n d e r B o o l e ' s i n 

f l u e n c e , H e a v i s i d e ' s w o r k was r e j e c t e d due t o l a c k o f r i g o u r . H i s 

m a i n c o n t r i b u t i o n was t h a t he i n i t i a t e d a new f i e l d f o r t h e a p 

p l i c a t i o n o f s y m b o l i c a l m e t h o d s , t h a t o f e l e c t r i c a l e n g i n e e r i n g . 

Up t i l l t h e 1950's t h e l e g e n d i n o u r c e n t u r y was t h a t o p e r a t o r 

m e t hods w e r e i n v e n t e d by H e a v i s i d e ^ a n d t h e t h e o r e m o f e x p a n s i o n 

( 1 7 . 5 1 ) , known t o C a u c h y , G r e g o r y , L o b a t t o a n d B o o l e , was w r o n g l y 

a t t r i b u t e d t o h i m
< s

> . 

C o n c e r n i n g l o g i c , B o o l e ' s a n d De M o r g a n ' s m a i n s u c c e s s o r s 

were P e i r c e and S c h r o d e r . They d e v e l o p e d De M o r g a n ' s l o g i c o f 

r e l a t i o n s w i t h i n t h e f r a m e w o r k o f a m o d i f i e d B o o l e a n s y s t e m , f u r 

t h e r p i o n e e r i n g t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e p r e d i c a t e c a l c u l u s a n d 

t h e u s e o f q u a n t i f i e r s . S c h r o d e r i n f l u e n c e d S k o l e m a n d L o w e n h e i m 

i n o u r c e n t u r y , b u t a more t h o r o u g h s u r v e y on B o o l e ' s a n d De 

M o r g a n ' s i m p a c t on t h e evo l u t i o n o f a I g e b r a i c ( a n d t o some e x t e n t 

m a t h e m a t i c a l ) l o g i c o p e n s up a f r u i t f u l a r e a f o r r e s e a r c h . An i n 

t e r e s t i n g q u e s t i o n , n o t y e t r a i s e d a n d r e l e v a n t t o t h e p e r i o d u n 

d e r s t u d y , i s how l a t e 1 9
t h

- c e n t u r y E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s v i e w e d 

B o o l e ' s a n d De M o r g a n ' s m a t h e m a t i c a l l y i n f l u e n c e d l o g i c s . D i d 

t h e y pay any a t t e n t i o n t o t h i s b r a n c h o f r e a s o n ? D i d t h e y i n c o r 

p o r a t e i t u n d e r t h e w i d e r r e a l m s o f t h e s t u d y o f f o r m s v i a t h e i r 

e p i s t e m o l ó g i c a 1 t o o l o f m o r p h o l o g y [5 . 9-5 .10,-9.4]? 
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We saw i n 9.5 t h a t among t h e f i r s t c o m m e n t a t o r s on B o o l e ' s 

c a l c u l u s o f l o g i c i n c l u d e d m a t h e m a t i c i a n s w i t h an i n t e r e s t i n t h e 

c a l c u l i o f o p e r a t i o n s and f u n c t i o n s , R . L . E l l i s b e i n g t h e most 

r e p r e s e n t a t i v e c a s e . T h e r e f o l l o w e d J e v o n s who was a t t r a c t e d by 

B o o l e ' s c a l c u l u s a s a d e v i c e o f r e a s o n i n g , b u t who s t r i p p e d 

B o o l e ' s l o g i c n o t o n l y o f i t s most p e c u l i a r m a t h e m a t i c a l e l e m e n t s 

b u t a l s o o f i t s w i d e r m e t a p h y s i c a l b a c k g r o u n d . I n a way J e v o n s ' s 

a t t i t u d e f o r e s h a d o w e d 2 0
t h

- c e n t u r y h i s t o r i a n s ' t e n d e n c y t o i s o 

l a t e a n d e m p h a s i z e B o o l e ' s a p p a r e n t d u a l a l g e b r a o f 0 and 1 a n d 

c o n n e c t h i s work w i t h t h e r i s e o f c o m p u t e r s c i e n c e
1 6 1

. From t h e 

more p h i l o s o p h i c a l l y a n d l i t e r a r y o r i e n t a t e d new a l g e b r a i s t s s u c h 

as S y l v e s t e r a n d S p o t t i s w o o d e , one m i g h t e x p e c t a deep a p p r e c i a 

t i o n o f B o o l e ' s i n v e s t i g a t i o n o f t h e f o r m s o f t h o u g h t . N e v e r t h e 

l e s s , t h i s was n o t t h e c a s e . S y l v e s t e r d i d make some i n t e r e s t i n g , 

t h o u g h m a r g i n a l , comments on t h e l i n k s b e t w e e n common l a n g u a g e 

a n d i t s grammar, l o g i c and t h e l a n g u a g e o f o p e r a t o r s w h i c h w e r e 

o f no f u r t h e r n o t i c e [ 9 . 4 , ( 5 ) ] . S p o t t i s w o o d e , e m p h a s i z i n g t h e 

1 i m i t e d m e c h a n i c a l u t i 1 i t y o f t h e p r e v a i 1 i n g l o g i c a l s y s t e m s 

w r o t e i n h i s R e p o r t [ 1 8 7 8 ] : 

And, coming t o recent times, although we may admire the ingenuity 

d i s p l a y e d i n the l o g i c a l machines of E a r l Stanhop and of Stanley 

Jevons, i n the "Formal L o g i c " of De Morgan, and i n the "Calculus" 

o f Boole; although as mathematicians we may f e e l s a t i s f a c t i o n t h a t 

these f e a t s (the p o s s i b i l i t y of which was c l e a r à p r i o r i ) have been 

a c t u a l l y accomplished; yet we must bear i n mind th a t t h e i r a p p l i c a 

t i o n i s r e a l l y c o n f i n e d t o cases where the subject-matter i s per

f e c t l y uniform i n c h a r a c t e r , and t h a t beyond t h i s range they are 

l i a b l e t o encumber r a t h e r than t o a s s i s t t h o u g h t
c 7 i

. 

Maybe l a t e - 1 9
t h

- c e n t u r y E n g l i s h m a t h e m a t i c i a n s l a c k e d t h e 

n e c e s s a r y i n s i g h t t o f u l l y a p p r e c i a t e De M o r g a n ' s and B o o l e ' s a t 

t e m p t s t o e x t e n d a n d r e f o r m u l a t e t h e f o r m s o f common l o g i c i n t o 

u n i t y , s u r p r i s i n g l y r e g a r d i n g t h e i r s u c c e s s a s g i v e n "a p r i o r i " . 

M o r e o v e r , t h e r e i s n o t a s i n g l e w o r d on De M o r g a n ' s l o g i c o f 

r e l a t i o n s , a n d i n g e n e r a l n o t a s i n g l e h i n t on t h e p o t e n t i a l 

u t i l i t y o f t h e i r l o g i c a l c o n t r i b u t i o n s w i t h i n p u r e m a t h e m a t i c s . 

We s u g g e s t t h a t a more t h o r o u g h c o n s u l t a t i o n o f t h e r e p o r t s and 

t e x t b o o k s o f p u r e m a t h e m a t i c i a n s and p h y s i c i s t s o f t h e l a s t 

d e c a d e s o f t h e 1 9
t n

 c e n t u r y may p r o v e u s e f u l i n f u r n i s h i n g a more 
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c o m p r e h e n s i v e v i e w on t h e i n t e l l e c t u a l b e n e f i t s o f t h e r i s e o f 

o p e r a t o r methods and t h e r e a s o n s o f t h e i r d e c l i n e . I n p a r t i c u l a r ^ 

t h e r o l e o f t h e n o t i o n o f o p e r a t i o n i n s y m b o l i c g e o m e t r y , 

m e c h a n i c s , t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s a n d q u a t e r n i o n s , a s w e l l a s 

i n C a y l e y ' s g r o u p t h e o r y , n e eds f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n . A n o t h e r 

p e r t i n e n t t o p i c o f r e s e a r c h c o n c e r n s t h e w o r k p r o d u c e d u n d e r t h e 

i n f l u e n c e o f A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f d e r i v a t i o n s a n d B r i n k l e y ' s 

ßnQm numbers on C a y l e y , S y l v e s t e r a n d a d o z e n m i n o r f i g u r e s who 

c o n t r i b u t e d p a p e r s i n t h e J o u r n a l o f P u r e and A p p l i e d M a t h e m a t i c s 

i n t h e 1 8 6 0 ' s
< e )

. F i n a l l y , i t w o u l d be i n t e r e s t i n g t o c a r r y a 

c o m p a r a t i v e s t u d y b e t w e e n E n g l i s h s y m b o l i c a l g e b r a a n d l o g i c a n d 

t h e f o r m a l s t r u c t u r e s i n t r o d u c e d i n Germany by M.Ohm, G r a s s m a n n 

and o t h e r s . 

We c o n c l u d e w i t h a b r i e f c ommentary on an i n t e r e s t i ng b u t 

n e g l e c t e d f i g u r e G l a i s h e r . I n h i s " A d d r e s s on m a t h e m a t i c a l a n d 

p h y s i c a l s c i e n c e " [1890] he r e v e a l e d a r o m a n t i c s u p p o r t o f " t h e 

a b s t r a c t s c i e n c e s " when " t r e a t e d by means o f a p o w e r f u l s y m b o l i c 

l a n g u a g e " ( 1 8 9 0 , 7 2 5 1 . R e c a l l i n g De M o r g a n ' s h i s t o r i c a l s p i r i t and 

t e n d e n c y f o r o p t i m i s t i c p r o p h e t i c r e m a r k s , G l a i s h e r c o n v e y s i n 

t h e p a s s a g e b e l o w an a p p e a l t o B o o l e ' s s e a r c h f o r g e n e r a l m e t h o d s 

as an a l t e r n a t i v e t o t h e c l u m s y m e t h o d o f s e r i e s : 

I b e l i e v e t h a t every mathematician must c h e r i s h i n h i s h e a r t 

the c o n v i c t i o n t h a t a t any moment some s p e c i a l a n a l y s i s , d e v i s e d i n 

connection with a branch of pure mathematies, may bear wonderful 

f r u i t i n one of the a p p l i e d s c i e n c e s , g i v e s h o r t and complete s o l u 

t i o n s of problems which could h i t h e r t o be t r e a t e d o n l y by p r o l i x 

and cumbrous methods. For example, i t i s d i f f i c u l t t o b e l i e v e t h a t 

the present u n w i e l d l y and imperfect treatment of the Lunar theor y 

i s the most s a t i s f a c t o r y that can be d e v i s e d . We cannot but hope 

that some happy d i s c o v e r y i n pure mathematics may r e p l a c e the 

clumsy and d i r e c t a n a l y t i c a l methods e x a c t l y s u i t e d t o the problem 

i n q u e s t i o n *
9 1

. 

As an o v e r a l l summary o f o u r i n v e s t i g a t i o n we a p p e n d a t a b l e 

w h i c h r e c o r d s t h e m a i n l i n e o f t h e d e v e l o p m e n t o f L a g r a n g i a n a l 

g e b r a s by B r i t i s h m a t h e m a t i c i a n s d u r i n g t h e p e r i o d 1 8 0 0 - 1 8 6 0 . The 

r e a d e r c a n a d d i t i o n a l l y r e f e r t o T a b l e s 1-5 ( 9 . 2 -9.31 f o r more 

d e t a i l s and f o r any a b b r e v i a t i o n s u s e d i n T a b l e 6 w h i c h f o l l o w s 

on t h e n e x t p a g e . 
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T a b l e 6 

The r i s e o f s y m b o l i c a l m e t h o d s i n E n g l a n d and t h e i r e f f e c t on t h e 
g e n e s i s a n d d e v e l o p m e n t o f a l g e b r a i c l o g i c i n t h e 1 9

t h

 c e n t u r y . 

L a p l a c e 

Mécanique Céleste 
(1799-1825) 
LE,EFE 

Whewell 
A i r y [1826] 

B r i s s o n 
français 
S e r v o i s 
Laws o f COO 
(1800's+) 

Lagrange 
A l g e b r a i c c a l c u l u s 
Me chan i que Analytique 

(1788-1811/15) 
Arbogast (1800) 
Separation of symbols 
A=e*̂  <±/<±K _2 

Monge 
Laplace 
on FE 
(1770's) 

Camot's p r i n c i p l e 
C o n d i l l a c ' s s e m i o t i c s 
L a c r o i x T r a i t e ' 

A . J . E l l i s 
G a s k i n 
(1836-1839) 
on EFE 

B r i n k l e y (1807) 
Herschel 000 
(1813-1818) 

(1790's+) 

1 
L a c r o i x [1816] 
Examples [1820] 

Murphy [1837] 
Non-com. oper 
Foundations 

ł 
Gregory (1839-1841 
Found. 000 
IDE const.coe 
Examples [1841] 

R . L . E l l i s 
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E n d n o t e s 

C h a p t e r 1. 

S e c t i o n 1.1 

(1) T h i s q u o t a t i o n forms p a r t of V a l e r y s marginal notes, w r i t t e n i n 1929-

1930, o f h i s essay e n t i t l e d " I n t r o d u c t i o n t o the method of Leonardo da V i n c i " 

[Valery 1977, 6 2 ] . See a l s o [ 7 . 1 , ( 2 ) ] . 

(2) As Laplace's e a r l y work lacks any r e f e r e n c e s i t i s very d i f f i c u l t t o 

judge the degree o f i n f l u e n c e e f f e c t e d on him by Lagrange and o t h e r s . P a r 

t i c u l a r l y on Lagrange's i n f l u e n c e on Laplace see [Grattan- Guinness 1990, a r t . 

5.4.4]. 

(3) Greenberg's t h e s i s [1979] on the l i n k between the i n t e g r a l c a l c u l u s and 

the e a r t h ' s shape in
A
1740's i n France i s an e x c e l l e n t i l l u s t r a t i o n of the 

mutual f e r t i l i z a t i o n of these two domains. See a l s o comments i n the 

i n t r o d u c t i o n of [Todhunter 1873a]. 

(4) Under t h i s t i t l e the book appeared i n the f i r s t e d i t i o n i n 1788. I n the 

second e d i t i o n , i n 1811-15 the t i t l e was s p e l t Mecanique A n a l y t i q u e . 

(5) On the c o n t r a s t between Lagrange's and Cauchy's c a l c u l u s see (Grabiner 

1978,1981a,b] . On Cauchy see a l s o [Grattan-Guinness 1990, chap.11; K l i n e 

1972,948-980]. On i t s slow d i f f u s i o n i n England see [Grattan-Guinness 1986; 

G u i c c i a r d i n i 1983; Smith 1984b]. 

S e c t i o n 1.2 

(1) Both Lagrange and Laplace were i n f l u e n c e d from the d i s c o v e r i e s o f e a r 

l i e r geometers such as I.Newton (1642-1727), A. C l a i r a u t (1713-1765), Mac-

t a u r i n (1698-1746), D'Alembert (1717-1783), Jacques B e r n o u l l i (1655-1705), 

Jean B e r n o u l l i (1667-1748), L.Euler (1707-1783) and A.M.Legendre (1752-1833). 

In h i s Mechanique Lagrange acknowledges most of h i s predecessors and contem-

p o r i e s both i n connection w i t h the p r i n c i p l e s of dynamics and with v a r i a t i o n a l 

methods. On the o r i g i n s of h i s work see [Fraser 1985; G r a t t a n - Guinness 1990, 

a r t . 5.2.1- 5.2.4, 5.3.1]. 

(2) f l o t a t i o n s i n t e x t are from [ J e l l e t t 1850, x i x ] . J e l l e t t ' s i n t r o d u c t i o n 

provides a b r i e f o u t l i n e o f the h i s t o r y o f the c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s . See 

a l s o [Fraser 1985; Grattan-Guinness 1990, a r t . 4.5.1; K l i n e 1972 , 513-582; 

Mach 1902, 422^136]. 

(3) See r e f e r e n c e s i n (2) above. P a r t i c u l a r l y see [ J e l l e t t 1850, 1; Mach 

1902,436]. 

(4) On a b r i e f o u t l i n e of the e a r l y h i s t o r y of the c a l c u l u s of operations 

see [Koppelman 1971, 157-158]. 
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(5) " F o r d e t a i l s on the d e r i v a t i o n o f equations (12.4)-(12.6) see [Joos 1934, 

chaps 4, 6 ] , Joos's approach i s f a i r l y c l o s e t o t h a t of Lagrange. On the 

Euler-Lagrange communication see [Fraser 1985J. For comments on Lagrange's 

equations (12.5)-(12.6) and on E u l e r ' s approach t o dynamics see [ G r a t t a n -

Guinness 1990, a r t . 5.2.4-5.2.5]. 

(6) On these two p r i n c i p l e s see [Fraser 1985, 172-6; Grattan- Guinness 1990, 

a r t . 5.2.3, 5.3.1]. 

(7) Macn regards J e l i e t t [1850] as the best t r e a t i s e w r i t t e n on the sub

j e c t on l i n e s v e ry c l o s e t o those f o l l o w e d by Lagrange (Mach 1902, 437] . On 

J e l i e t t ' s i n f l u e n c e on Carmichael see [Koppelman 1971, 213] and 5.7. 

S e c t i o n 1.3 

(1) I n the f i r s t volumes Laplace omits any r e f e r e n c e t o h i s predecessors and 

contemporaries mentioned i n [1.2, ( 1 ) ] . In the l a s t volume the case i s d i f 

f e r e n t . Among others^he acknowledges the work o f Lagrange, Legendre and 

F o u r i e r . As Laplace's work i s more l u c i d compared t o that of Lagrange's, and 

as h i s s t y l e was f o l l o w e d by B r i t i s h a n a l y s t s , we w i l l c i t e i t d i r e c t l y by 

g i v i n g the date o f the volume, the number of the Book and f i n a l l y the number 

of the r e s p e c t i v e a r t i c l e . When ex p l a n a t i o n s o r proofs are m i s s i n g , E n g l i s h 

textbooks w i l l be c i t e d . The reader can a l s o c o n s u l t Bowditch's t r a n s l a t i o n o f 

the f i r s t 4 volumes which appeared i n Boston i n 1829-1839. On t h i s t r a n s l a t i o n 

see [Grattan- Guinness 1990, a r t . 5.4.3; K l i n e 1972, 495-6]. 

(2) At the t u r n of the century " L a p l a c i a n p h y s i c s " was followed by mathe

m a t i c a l p h y s i c s t o which Laplace h i m s e l f c o n t r i b u t e d from the l a t e 1810's on

wards. See [Grattan-Guinness 1981, 97-99; H e r i v e l 1966, 120-129]. 

(3) See Poisson's p e n e t r a t i n g remarks on the d i f f e r e n c e between Lagrange's 

and Laplace's s t y l e i n [Grattan-Guinness 1990, a r t . 5.4.4]. B r i e f b i o g r a p h i e s 

and i n t e r e s t i n g comments on these two a n a l y s t s are a l s o included i n [ K l i n e 

1972, 493-496]. 

(4) Equation (13.2) f i r s t appeared i n a memoir of Laplace w r i t t e n before h i s 

Mécanique. The f u n c t i o n V, named " P o t e n t i a l " by Green i n 1828, was a t t r i b u t e d 

by Legendre t o L a p l a c e . See [Todhunter 1873b, 25-26,56,46,176; K l i n e 1972, 

683]. F o r d e t a i l s on the f o r m u l a t i o n of equations (13.2) and (13.4), known 

e a r l i e r t o E u l e r , see [ P r a t t 1836, 154-159]. P r a t t ' s textbook g i v e s a s l i g h t l y 

s i m p l i f i e d v e r s i o n of Laplace's approach enriched with c e r t a i n theorems 

provided by P o i s s o n . 

(5) The name "Laplace c o e f f i c i e n t s " was g i v e n t o Q<
1J

 by Whewell i n h i s 

[1830, 146]. The d i s t i n c t i o n between c o e f f i c i e n t s and f u n c t i o n s was provided 

by P r a t t i n the second chapter of h i s [1860]. U s u a l l y by "Legendre 

polynomials" denoted by P
n
( x ) , we mean the c o e f f i c i e n t s of a

n

 i n the develop-
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ment of (1- 2 a x + a
3

)
_ 1 / a

, nX). Hence P
n
( x ) s a t i s f y the r e s p e c t i v e equation 

(13.6) i n one v a r i a b l e , namely 

d d P
n 

(1) — ((l-x») ) + n( n + l ) P
n
 - 0 

dx dx 

For d e t a i l s on Legendre's p r i o r i t y over I a p l a c e see [Todhunter 1873b, 23, 57, 

138-143, 189-190]. I n the t e x t we w i l l use the term "Laplace c o e f f i c i e n t s " . 

(6) Lagrange regarded Laplace's demonstration of theorem (13.8) as erroneous 

and provided a r i g o r o u s p r o o f . Laplace r e f e r s t o Lagrange's demonstration i n 

h i s [1825, Book 11, a r t . 3] c l a i m i n g though t h a t h i s own proof had appeared as 

erroneous o n l y because he had wanted t o present i t i n a simple manner. For 

f u r t h e r comments on (13.8), i n c l u d i n g a proof of t h i s theorem, see [Todhunter 

1873b, 57-59]. 

(7) For d e t a i l s on Laplace's procedure as b r i e f l y presented i n t e x t see 

[Todhunter 1873b, 190-1] . On another process f o l l o w e d by him e a r l i e r i n a 

memoir see [ i b i d , page 59] . On Poisson's proof of the general property quoted 

i n t e x t - g i v e n i n the 8
t h

 chapter of h i s [1835] -see [Pr a t t 1836, 164-9] . The 

r e l a t i o n between U
cli

 and Y
(1>

 was e a s i l y deduced by Laplace i n a r t 12 t o be 

4an 

n<i> =
 a

i * 3 Y
fl

> . 
2 i + l 

(8) L e t Y
(1)

 , Z
iJ)

 be Laplace c o e f f i c i e n t s of d i f f e r e n t i n d i c e s . Accord-

in g t o the o r t h o g o n a l i t y p r o p e r t y we have 

Y
(1>

2
(

3
 >

dpdxj=0 and when i = j we have II 
I 

ip2n 4n 

Y")Z
{ i ï

d|jdw - Z i *
1 1 

- J o 2i+ l 

where Z i
( l ï

 i s the same as Z
t l }

 when 8 and w are changed i n t o S% and a>i [ P r a t t 

1836. 169-170; Todhunter 1873b, 61, 125]. 

(9) By means of the t r a n s f o r m a t i o n 

JMdr Rr2 

p = e and t - u + • C l a i r a u t reduced (13.13) 
- jRradr > 

t o the form 

d t r
a

 dR 6 
— + t

2

 = -p + — which i s a p a r t i c u l a r case of (13.14). 
d r j R r

2

^ d r r
2 

C l a i r a u t acknowledged R i c c a t i as the f i r s t t o introduce such equations, as 
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(13.14), i n the process of r e d u c i n g second order d i f f e r e n t i a l équations t o 

f i r s t order ones { C l a i r a u t 1743, 276; Greenberg 1979, 568-570]. C l a i r a u t was 

the f i r s t , not o n l y t o formulate the e a r t h f i g u r e équation, but a l s o t o p e r -

c e i v e i t s l i n k w i t h the R i c c a t i équation. On the R i c c a t i équation see ( 1 . 4 ] . 

(10) Daring h i s procédures Laplace concluded t h a t Y
< 0 >

 can be a r b i t r a r y and 

f o r s i m p l i c i t y he o f t e n c o n s i d e r e d i t as equal to 0. Among other p r o p e r t i e s 

r e g a r d i n g Z
( l î

 he proved t h a t 

ftin 
— = V + a r

2

[ Z
t 0 )

 + Z
( 2 >

 + rZ<
3

> + r
2

Z<*> + ...] and 

3(2i+l) 
y<i>= a

1

"
2

 Z<
1 J

 , 
8 ( i - l ) n 

but of most importance was h i s proof of the independence of Z
( 1 )

 from a [ a r t . 

23-24] . 

(11) For a d e t a i l e d d i s c u s s i o n of Legendre's and Laplace's procédures on t h i s 

matter see Todhunter's paper [18791 devoted to a study o f (13.16) (where 

Z<
l ï

 i s taken t o be 0 ) . I n t h i s paper Todhunter proves i n d e t a i l the réduction 

of (13,16) t o (13.17) and comments upon the l a t e r reproductions o f L a p l a c e ' s 

procédure i n B r i t i s h textbooks o f p h y s i c a l astronomy. 

(12) We have avoided t o provide a i l the détails of Laplace's long and c o m p l i -

cated procédures. A s i m p l i f i e d s h o r t v e r s i o n o f Laplace's intermediate s t e p s 

from (13.15) up t o (13.31) i s g i v e n i n [ P r a t t 1836 , 541-558]. However, no 

proof of (13.31) was provided t h e r e e i t h e r . 

(13) Laplace assumed the s o l u t i o n of (13.34) to be of the form 

p<e> F i
< o l ) 

s i n ( z + 8) + cos(z + 8) 

He then d e r i v e d by s u b s t i t u t i o n of q i n (13.34) r e c u r s i v e r e l a t i o n * b e t w e e n 

F<*>, Fi.
Co

> and F * —
1 3

 [1825, Book 11, a r t 9 ) . 

(14) See (2) above and [Grattan-Guinness 1990, chapters 6-7; Todhunter 1873b]. 

(15) On theorem (13.35) -whose proof by Poisson i n 1813 was not r i g o r o u s - see 

[ K l i n e 1972, 530, 682; P r a t t 1836, 156; Todhunter 1873b, 357]. On P o i s s o n ' s 

proof on the expansion of a f u n c t i o n of u and (J see (7) above. 

S e c t i o n 1.4 

(1) The most e x t e n s i v e account of C l a i r a u t ' s and Fontaine's c o n t r i b u t i o n s i n 

v a r i o u s domains o f the intégral c a l c u l u s and mechanics i s Geenberg's e x c e l l e n t 

t h e s i s [1979]. 1 

(2) For the most important résulta i n 18*
-

**!. century work on d i f f e r e n t i a l 
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equations see chapters 21, 22 i n ( K l i n e 1972]. Another i n t e r e s t i n g source of 

i n f o r m a t i o n i s [Vessiot 1910]. 

(3) See ( K l i n e 1972,500]. The s w i t c h t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l equations i s 

a l s o s t r e s s e d by Grattan-Guinness i n h i s r e c e n t extensive work [1990] on 

French mathematics and p h y s i c s i n l a t e 1 8
t h

 and e a r l y 1 9
t h

 century; see par

t i c u l a r l y a r t . 3.3,1. 

(4) The importance of the l i n k between these two equations was r a i s e d by 

G l a i s h e r [1872, 137] . The most extensive account a v a i l a b l e on the transforma

t i o n s o f the R i c c a t i equation and on some d e f i n i t e i n t e g r a l s which s a t i s f y 

them i s [ G l a i s h e r 1881] . On the points r a i s e d i n the b r i e f sketch g i v e n i n 

t e x t see p a r t i c u l a r l y h i s [1881, 759-763, 779-782, 807 and 823-628). 

(5) On Lagrange's innovations see [Engelsman 1980; Grat tan-Guinness 1990, 

a r t . 3.3.5-3.3.7; K l i n e 1972, 478, 534]. On the h i s t o r y of the development of 

s i n g u l a r s o l u t i o n s see a l s o (Boole 1877. 174-177]. 

(6) On the c o n t r i b u t i o n s of these a n a l y s t s see r e f e r e n c e s on Lagrange i n (5) 

above. I n a d d i t i o n see [ K l i n e 1972, 532-540; V e s s i o t 1910, 113). 

(7) On the equation (14.13) and the debate over the appl i c a t i o n of 

t r i g o n o m e t r i c s e r i e s f o r the r e p r e s e n t a t i o n o f y and f see (Dhombres 1986, 

127-133; Engelsman 1984; G r a t t a n - Guinness 1990, a r t . 3.3.2-3.3.3; K l i n e 1972. 

454-59, 502-505, 513]. 

(8) On Poisson's equation tp(x + y) + (p(x - y) = 2<p(x)(p(y) see [Dhombres 

1986, 150]. On i t s s o l u t i o n by d i f f e r e n t i a t i o n see [Boole 1860, 227-28]. 

(9) The equation s o l v e d by Lagrange i s the f o l l o w i n g : 

a<p[t + a(h + k t ) ] + B<p[t + b(h + kt) + ... - T , 

cp the unknown f u n c t i o n [1766, 201-205], 

(10) I t i s e x a c t l y f o r t h i s reason t h a t we gave Boole's a p p l i c a t i o n of 

Laplace's method at t h i s p o i n t . In f a c t , we w i l l not deal w i t h t h i s method ex

t e n s i v e l y i n l a t e r c h a p t e r s . 

(11) Monge's f i r s t two memoirs are included i n [Koppelman 1971, 171, f n 33] 

o n l y as b i b l i o g r a p h i c a l r e f e r e n c e . The only account of h i s process, as i n 

(14.20), i s g i v e n by [Dubbey 1978 , 88 ] . In [Dhombres 1986] the o n l y account 

g i v e n c\ Laplace i s concern with h i s a p p l i c a t i o n of D' Aleobert's method 
A w 

f o r the s o l u t i o n of (14.18) [see t e x t above]. 

S e c t i o n 1.5 

(1) T h i s tendency i s p a r t i c u l a r l y s t r i k i n g i n e a r l y and mid-19
t h

-century 

B i g l a n d . I t forms the b a s i s of the c a l c u l u s of operations^and i s n o t i c e d 

w i t h B r i n k l e y and Herpchel i n the 1800's and 1810's up t o De Morgan, Gregory 

and Boole in
A
1830's

 A
 1840's [see chapters 2-5]. 

(2) Laplace was indeed very proud of h i s i n v e n t i o n . See the i n t r o d u c t i o n t o 
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h i s [18111 summarised i n 1.7. Though i t i s t r u e t h a t i n c e r t a i n aspects t h e i r 

methods o v e r l a p , an a c t u a l comparison i s f a r from easy t o be drawn. A f u r t h e r 

study of Laplace's generating f u n c t i o n s -only touched upon i n recent works-

may b r i n g t o l i g h t i n t e r e s t i n g s i m i l a r i t i e s and c o n t r a s t s . Nevertheless, i t s 

b a s i c c o n t r a s t w i t h Arbogast's method i s that i t i s d e v o i d of e x p l i c i t sym

b o l i c a l p r i n c i p l e s . 

(3) I f o l l o w Lagrange's o r i g i n a l n o t a t i o n w i t h minor a b b r e v i a t i o n s such as 

w r i t i n g n! f o r 1.2....n. 

(4) A s k e t c h of Lagrange's proof of (15,10) i s i n c l u d e d i n (Goldstine 1977, 

167; Koppelman 1971, 158-91. However, both accounts miss e s s e n t i a l aspects of 

Lagrange's reasoning and a r e l i e n c e upon them can be v e r y m i s l e a d i n g . For a 

b r i e f commentary upon Lagrange's and Laplace's r e s u l t s i n the c a l c u l u s of 

o p e r a t i o n s see [Grattan-Guinness 1990, a r t . 3.4.1-3.4.3; 3.5,2], 

(5) On the s p e c i a l case X=-l see a l s o [Goldstine 1977, 170]. Lagrange 

developed f u r t h e r h i s a l g e b r a i c c a l c u l u s i n l a t e r works, such as [1797] and 

[1806], See (Fraser 1987; Grattan-Guinness 1990, a r t . 4.3.1^1.3.3]. 

(6) I f o l l o w Laplace's n o t a t i o n w i t h minor changes. I put u
x
 i n s t e a d of u' 

and i n formulae (15.25)-(15.26) below I use d i n s t e a d o f ^ . 

(7) T h i s assumption was expressed by Herschel i n h i s [1816,25],- see 2.3, 

(8) Laplace's treatment f o r n=-l was reproduced i n [ L a c r o i x 1819, 106-109; 

see a l s o 2.2-2.3]. 

(9) By [1812] I w i l l c i t e below the f i r s t e d i t i o n o f t h i s book. By [OC ] 

I w i l l c i t e i t s t h i r d e d i t i o n i ncluded i n Laplace's CUevres Completes [for 

d e t a i l s see the b i b l i o g r a p h y ] . 

(10) T h i s symbol
A
was used by many E n g l i s h a n a l y s t s ̂  who a p p l i e d Laplace's 

method, such as H e r s c h e l , Hymers, Pearson and Boole. The l a t t e r avoided an ex

t e n s i v e use o f l a p l a c e ' s generating f u n c t i o n s viewing i t as an i n v e r s e method 

whose a p p l i c a t i o n i m p l i e d c e r t a i n l i m i t a t i o n s and thus he r e f e r r e d t o i t 

mainly f o r h i s t o r i c a l reasons [Boole 1860, 14-16]. The l i m i t a t i o n s i n v o l v e d i n 

the c o n s i d e r a t i o n o f i n v e r s e operations would be acknowledged by Sarrus i n 

1822 [see 1.6]. For example, the step from (15.36) t o (15.37) below i n t e x t 

i s based i m p l i c i t l y on the d i s t r i b u t i v i t y of the o p e r a t i o n G. But t h i s 

property can not a p p l y t o Laplace's own procedure s i n c e the concept of d i s -

t r i b u t i v i t y was not known a t t h a t time and h i s process was not symbolic 

e i t h e r . 

(11) We w i l l p r ovide r e f e r e n c e information i n the course of chapters 2-5. For 

the reason mentioned i n (2) above we w i l l not d e a l e x t e n s i v e l y w i t h t h i s 

method i n the t h e s i s . 

(12) For r e c e n t r e s e a r c h on Arbogast's e a r l i e r work, i n c l u d i n g i n t e r e s t i n g 

comments on h i s [1800], see [Grabiner 1981a", 316,323; Grattan-Guinness 1990, 
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a r t . 4.3.6; Koppelman 1971, 161-162). 

S e c t i o n 1.6 

(1) B * i e f comments on B r i s s o n are i n c l u d e d i n [Cooper 1952, 8; Ince 1927, 

114; P i n c h e r l e 1912, 10; V e s s i o t 1910. 108]. A p a r t i a l study of h i s (1808] i s 

c a r r i e d out by [Grattan-Guinness 1990, a r t . 4.3.7; Koppelman 1971, 162-163]. 

For références on Petrova's extended work on Bvisson see her (1987, 22-23] . 

(2) By B r i s s o n denoted expressions such as 

d
a

 d d d
2 

+ — . — + . In h i s [1776a, 74] Laplace used t h i s symbol i n o r d e r t o de-
d x

2

 dx dy d y
2 

note the prcduct Hi.H
a
.,. .H* of the terms of a séries. F o r Sarrus 

[1822] i t stood f o r an a r b i t r a r y f u n c t i o n o r opération. Cauchy and Carmichael 

used i t a l s o i n 1843 and 1851 r e s p e c t i v e l y f o r the symbolic représentation of 

p a r t i a l d i f f e r e n t i a l équations. On Carmichael see 5.7. 

(3) On Français's werk see [Grattan-Guinness 1990, a r t . 4.3.5 ; Koppelman 

1971, 163-4, 173-4]. 

(4) On S e r v o i s see [Cooper 1952, 8; Grattan-Guinness 1990, a r t . 4.3.7 ; Kop

pelman 1971, 174-5; P i n c h e r l e 1912, 5 ] . In none of thèse références do we see 

any comments on S e r v o i s ' s définition (16.17). 

(5) The reader can draw a comparison between Sarrus [1822] belôw i n t e x t 

and Murphy [1837] i n 3.3 . 

(6) I n t e r e s t i n g comments on Gergonne's jo u r n a l are i n c l u d e d i n [Grattan-

Guinness 1990, a r t . 4.2.6). On Gergonne see a l s o 1.8 . 

(7) I n the context of d i f f e r e n t i a l équations L i o u v i l l e introduced the con

cept of complementary fu n c t i o n s i n 1832. See (Koppelman 1971, 169]. 

(8) Murphy's formula has as f o l l o w s 

(8-3i)-
l

==8-
1

+(9-
:L

8
1
)&-

1

+.. . + ( 9 -
1

8
1
)

r

^
1

8 -
1

+ ( 8 -
1

3 i ) " ( 8 - 8
1
) " ( 9 - 8 i ) -

1

 [see 3.3]. 

(9) Other a n a l y s t s outside France, such as Lorgna and T o r t o l i n i i n I t a l y and 

Gruson and Kramp i n Germany, c o n t r i b u t e d i n the development o f the c a l c u l a s of 

opérations a t t h a t time. T h e i r work had no impact, however, on Erçflish 

a n a l y s t s . See [ L a c r o i x 1819, 731; Koppelman 1971, 160-1; 172-3; P i n c h e r l e 

1899, 14; 1912, 4] . In none of thèse références do we f i n d any comments on 

e i t h e r S arrus o r Schmidten. We would l i k e t o r e f e r , though t o a r e l e v a n t f o o t -

note i n [Grattan-Guinness 1990, a r t . 11.5.6], 

S e c t i o n 1.7 

(1) I t took. i n f a c t , over a Century f o r what we now c a l l the "Laplace 

t r a n s form" t o f e a t u r e prominently as a method i n a n a l y s i s . See [Deakin 1981, 

352-360; Grattan-Guinness 1990, a r t . 9.3.4]. On the s o l u t i o n of (17.1) on 
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u n e s s i m i l a r t o Laplace's see {Boole 1877 , 461-463], 

(2) On Laplace's f u n c t i o n a l s o l u t i o n (17,12) see a l s o [Grattan- Guinness 

1972, 446-7; 1990, a r t . 9,3.2]. 

(3) On ( 17.13) see a 1 so [Deakin 1981,358 ; G r a t t an-Guinness 1990, a r t . 

9.3.4].-

(4) Despite h i s e a r l i e r acknowledgements t o Lagrange [1,5], Laplace does not 

mention him i n t h i s memoir [1811] i n the course of h i s h i s t o r i c a l r e view. 

(5) F o u r i e r had suhmitted a paper i n 1807 which aroused c o n t r o v e r s y . A 

r e v i s e d v e r s i o n of i t i n 1811 won the award proposed f o r research on the d i f 

f u s i o n of heat. For détails on F o u r i e r ' s e a r l y work see [Grattan-Guinness 

1972; 1990, chapter 9 ] , 

(6) On F o u r i e r ' s s o l u t i o n of the heat d i f f u s i o n équation and on h i s repré

s e n t a t i o n of an a r b i t r a r y f u n c t i o n i n trigonométrie séries see [Grattan-

Guinness 1972, 447-450; 1990, a r t . 9.2.5-9.2.7; 9.3.2; K l i n e 1972, 675-681]. 

(7) At page 518 o f a r t i c l e 401 F o u r i e r omitted cp(t) i n the r i g h t - h a n d s i d e 

of (17.30). 

(8) See (Boole 1877 , 478-80]. See a l s o R . L . E l l i s [1845] and Gregory [1865, 

57; 184, 504]. 

(9) On Poisson's Operator method f o r the s o l u t i o n o f (17.32) see a r t . 10,4.2 

i n [Grattan-Guinness 1990], On h i s e a r l i e r work on the intégration o f the 

h e a t - d i f f u s i o n équation (17.16), (17.26) see [ i b i d , a r t . 9.3.2]. 

(10) F o r h i s t o r i c a l r e c o r d I would l i k e t o r e f e r here t o another paper which 

d e a l t w i t h the e a r t h f i g u r e équation i n a transformed form by [Lebesgue 1846] . 

Lebesgue was based on [ L i o u v i l l e 1841]. He worked on l i n e s f a i r l y c l o s e t o 

those fo l l o w e d by Q i g l i s h and I r i s h a n a l y s t s of t h a t time, but h i s approach 

was independepent from them. Lebesgue was mentioned only by G l a i s h e r [see 

références i n 1.4, (4) and i n 4 . 8 ] . 

(11) O l Brisson's unpublished work see [Cauchy 1827, 199; Grattan-Guinness 

1990, a r t . 11.5.6; Koppelman 1971, 166-7). 

(12) On the i m p o r t a n c e of Cauchy's transform (17.43) see a l s o [Deakin 1981, 

364-6; Grattan-Guinness 1990, a r t . 10.3.6, 11.5.6]. 

(13) On Cauchy's r e s i d u a l c a l eu l u s see comments i n [Cooper 1952, 9-10; 

G r a t t a n - G u i n n e s s 1990, a r t . 11.5.8; Koppelman 1971, 172]. 

(14) See [Cooper 1952, 8-10; Deakin 1981, 369-371; F o u r i e r 1822, 561; Koppel

man 1971, 167-170, 182-3; P i n c h e r l e 1899. 15-16; 1912, 11-12]. 

S e c t i o n 1.8 

(1) The educational programs of Laplace and Lagrange corne i n c o n t r a s t w i t h 

t h a t of Monge. A comparative study of thèse programs i s included i n (Glas 

1986, 253-261]. On the éducation at French i n s t i t u t i o n s i n the 1800's see 
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[Grattan-Guinness 1990, chap. 2 ] . On the r o l e of Lagrange and Laplace see 

[ i b i d , a r t . 2.5.1-2.5.2]. 

(2) In what f o l l o w s below i n t e x t , fragments of i n f o r m a t i o n on the work of 

these people are taken from the Encyclopedia of philosophy, but no s p e c i f i c 

r e f e r e n c e s w i l l be g i v e n . A most u s e f u l a r t i c l e consulted i s the one on the 

h i s t o r y of "Semantics" i n the 4
t h

 volume. At c e r t a i n i n s t a n c e s the D i c t i o n a r y 

o f S c i e n t i f i c Biography i s a l s o used. 

(3) An i n t e r e s t i n g d i s c u s s i o n of the " h o l l y h o r r o r of the i n f i n i t e " and the 

foundations • of the c a l c u l u s i s included i n Gr a t r y ' s Logique [1855] s t u d i e d i n 

8.9 as [1944] . See 8.9 and [1944, 424-26]. For an account o f the d i f f e r e n t 

methods i n the c a l c u l u s p r e v a i l i n g i n l a t e 18
fc

* century and the debates over 

i t s foundations see [Grabiner 1981b, 23-37]. 

(4) On Lagrange's work i n the 1790's and on the p r i z e c ontest o f 1786 see 

[Grabiner 1981b, 37-46; Grat tan-Guinness 1990, a r t . 3.2.1-3.2.6]. 

(5) An extensive account of Carnot's paper of 1786 and the two e d i t i o n s of 

i t as a book i n 1797 and 1813 i s presented i n [Youschkevitch 1971] . On the 

p r i z e contest see [ i b i d , 155-9]. 

(6) Host of the i n f o r m a t i o n on Condi 1 l a c provided i n t h i s paragraph was com

municated t o me i n a l e t t e r by professor Dhombres. See a l s o h i s [1983, 197, 

212] . On the d i s t r i b u t i o n o f Logique t o students of the Ecole Normale see 

[Glas 1986 , 250; Grattan-Guinness 1988b, 73] . 

(7) On Condi 1 l a c ' s s o c i a l background, h i s i n f l u e n c e from Locke and h i s e a r l y 

work see [Albury 1980, 7-29; Dan Badareu 1968, 337-345; Knight 1968]. 

(8) See [Dan Badareu 1968, 350-1] . I have r e c e n t l y come across a t r a n s l a t i o n 

of Logique i n Greek p u b l i s h e d i n Vienna i n 1801. I t i s of i n t e r e s t t o n o t i c e 

an appendix on s y l l o g i s t i c l o g i c added by the t r a n s l a t o r a t the end o f the 

book a f t e r a f r i e n d ' s s u g g e s t i o n . In what f o l l o w s i n t e x t 1 w i l l c i t e from 

Albury's t r a n s l a t i o n o f Logique dated as [1980] . 

(9) References on the l i n g u i s t i c t r a d i t i o n of the Port-Royal l o g i c w i l l be 

g i v e n i n 6.2. 

(10) F o r f u r t h e r d i s c u s s i o n on C o n d i l l a c ' s method of a n a l y s i s as i n h i s 

l i x r i q u e see [Albury 1980, 16-23; Baker 1975, 110-12; Dan Badareu 1968, 340-4. 

350-1]. 

(11) See (6) above. I n Dhombres [1983] a comparison i s drawn between 

C o n d i l l a c ' s La langue de c a l c u l s and the work of C l a i r a u t and E u l e r i n a l 

gebra. 

(12) O i C o n d i l l a c ' s inadequate mathematical background and on the f a i l u r e of 

h i s method i n higher a l g e b r a see (6) and (11) above. I n what f o l l o w s i n t e x t , 

La langue w i l l be c i t e d as [1948], the date of the e d i t i o n of C o n d i l l a c ' s c o l 

l e c t e d works. 
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(13) F u r t h e r on the i s s u e s of analogy, c l a r i t y o f s i g n s , a b s t r a c t i o n and 

n a t u r a l généralisation (induction) i n C o n d i l l a c ' s work see ÍDan Badareu 1968, 

348-355; Dhombres 1983 - p a r t i c u l a r l y page 217]. 

(14) T h i s i s p a r t i c u l a r l y évident i n the i n t r c d u c t o r y chapter of La langue 

[1948, 421-469). 

(15) On C o n d i l l a c ' s i n f l u e n c e on chemistry - p a r t i c u l a r l y on L a v o i s i e r - see 

(Albury 1980, 26; Dan Badareu 1968, 356; Dagognet 1969 , 41-6, 217-9]; i n l o g i c 

- p a r t i c u l a r l y on Lambert- see [Dan Badareu 1968, 354; D u m i t r i u 1977, 332-3] ; 

i n ana tomy, physiology and zoology see [Albury 1980 , 28; Babbage 1827, 374] ; 

i n c r y s t a l lography [ L a c r o i x 1828, 23] and on p o l i t i c a l s c i e n c e s [Baker 1975, 

116; Dahan 1986, 104]. 

(16) The o n l y E h g l i s h s c i e n t i s t t o f o l l o w c l o s e l y the Idéologues and par

t i c u l a r l y Tracy's u n i v e r s a l grammar, was J . Bentham (1748-1832), the uncle of 

G. Bentham [see (2) above] . 

(17) On the Idéologues see (2) above and [Albury 1980, 25-8; Baker 1975, 112, 

116; Dan Badareu 1968, 338, 355-8; Dahan 1986, 103-41. 

(18) See Degerando [1800, Tom I I , 196] . F u r t h e r on h i s d i s c u s s i o n on the 

b r e v i t y of a l g e b r a i c language see [ i b i d , 214]. 

(19) The p r o j e c t of a u n i v e r s a l language dates i n f a c t e a r l i e r than L e i b n i z . 

See [Bocheński 1961; N i d d i t c h 1962; Rider 1980, chap. 9; St y a z h k i n 1969, 56-

80]. On Condorcet's comparison with L e i b n i z see [Baker 1975, 127; Granger 

1954, 198-9; R i d e r 1980, 194-5]. 

(20) A l i n k between p r o b a b i l i t y and l o g i c i s p e r c e i v e d i n De Morgan and Boole 

independent o f any s e m i o t i c i n f l u e n c e . T h i s s u b j e c t w i l l not be pursued i n 

t h i s t h e s i s . P e r t i n e n t références w i l l be provided where necessary. 

(21) On L a c r o i x ' s T r a i t e see (Grattan-Guinness 1990, a r t . 3.2.7; Hodgkin 

1981,65-8]. 

(22) On the réception o f L a c r o i x ' s textbooks on the c a l c u l u s hy the E n g l i s h 

see [2.1, (2); 2.3, ( 9 ) 1 . 

(23) On the o r i g i n s and impact of L a c r o i x ' s E s s a i see [Grattan-Guinness 

1990, a r t . 3.2.5; Bcdgkin 1981, 64]. 

(24) On the p r o x i m i t y between C o n d i l l a c and C l a i r a u t see référence i n (11) 

above. 

(25) On Annales see [Dahan 1986. 98-9; 113-4; 1.6, (6) j . 

(26) E u l e r ' s mathematical work i s regarded as o u t s t a n d i n g f o r i t s c l a r i t y , 

r i g o r and b r e v i t y i n Gergonne [1817] ."fer iM<?rç on Gergonne's papers on the 

philosophy of mathematics and on the E u l e r diagrams see [Dahan 1986, 106-110; 

Grattan-Guinness 1988, 73; 1990, a r t . 3.2.5; S t y a z h k i n 1969, 138-140]. 

(27) On the s t a t u s o f algebra as a language i n the p e r i o d s h o r t l y before 

Cauchy's reform see some f u r t h e r comments i n [Dahan 1986, 125-6; Glas 1986, 
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266-268]. According t o Dhombres [1983, 212] there i s a probable, though am-

biguous p o s s i b i l i t y that C o n d i l l a c was an i n s p i r e of the work of Cauchy, 

Abel and Bolzano on the etyroology of mathematics. Some i n t e r e s t i n g remarks on 

the conséquent i n s p i r a t i o n o f Abel's and Cauchy's e n q u i r i e s i n the paradoxes 

of a n a l y s i s f o r the development of the philosophy o f s c i e n c e by G r a t r y i n 1855 

w i l l be i n c l u d e d i n 8.9. 

C h a p t e r 2 

S e c t i o n 2.1 

(1) The t i t l e of t h i s j o u r n a l i s Memoirs of the A n a l y t i c a l S o c i e t y , f o r the 

year 1813, h e r e a f t e r c i t e d as Memoirs [1813]. On the o r i g i n s and a c t i v i t i e s of 

the s h o r t l i v e d s o c i e t y see [Enros 1979, chap. 4; 1983]. F u r t h e r i n f o r m a t i o n 

w i l l be g i v e n i n 2.3. 

(2) On the i n t r o d u c t i o n of " A n a l y t i c s " i n Cambridge U n i v e r s i t y i n the mid 

1810's see [Bêcher 1980b, 8-14; Ehros 1979, chap. 6; 1981; G u i c c i a r d i n i 1989, 

a r t . 9.5; Koppelman 1971, 178-183]. 

S e c t i o n 2.2 

(1) G u i c c i a r d i n i ' s t h e s i s [1987] - p u b l i s h e d as a book [1989]- i s an e x c e l 

l e n t study of 1Q*-*~L century f l u x i o n a l c a l c u l u s i n Ehgland. The reforms i n thèse 

l i t t l e - k n o w n m i l i t a r y académies are e x t e n s i v e l y s t u d i e d i n h i s [1989, chap.8] . 

(2) On Woodhouse [1803] see [Bêcher 1980b, 8-11; Dubbey 1963; G u i c c i a r d i n i 

1989, a r t . 9.2; Koppelman 1971, 176-9]. 

(3) According t o P y c i o r [1984,431-5] Woodhouse's f o r m a l i s t approach, as i n 

h i s [1803], i n f l u e n c e d c o n s i d e r a b l y Babbage's and Peacock's a l g e b r a i c s t y l e . 

However, Bêcher claims t h a t [1803] "was an elementary textbook which was 

n e i t h e r l u c i d nor a s a t i s f a c t o r y i n t r o d u c t i o n t o h i g h e r a n a l y s i s o r c u r r e n t 

r e s e a r c h " [1980a,398]. In any case, i t was v i a Woodhouse [1803] t h a t Bahbage 

came a c r o s s d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n i n the e a r l y 1810's [Koppelman 1971, 178]. 

(4) I ^ p l a c e ' s procédure i s presented f o r example i n h i s [1818, 210-11]. 

Références t o h i s Mécanique are t r a c e d i n [1818 , 93 , 95 , 98, 140 , 208 , 261, 

271, 400 , 406]. Woodhouse [1821] however, présents no références t o Laplace's 

procédures. 

(5) On the Repository and on Wallace's c o n t r i b u t i o n s t o i t and t o en-

c y c l o p e d i a s see [ G u i c c i a r d i n i 1989, 103-4, 115-6; Pant e k i 1987, 125, 128 f n 

26 ] , P a r t i c u l a r l y on Wallace's l e t t e r t o Peacock, i n which he complained f o r 

being ignored by the l a t t e r , see [Panteki 1987]. 

(6) T h i s q u o t a t i o n i s from [Spence 1820, 269], Herschel's édition of 
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Spence's essays. 

(7) Formula (22.7) was proposed f o r s o l u t i o n by Ivory i n the R e p o s i t o r y i n 

1806. F u r t h e r on the i n t r o d u c t i o n of the d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n fay Wallace and 

Ivory i n t h a t j o u r n a l see [Panteki 1987, 121, 128, f n 183. 

(8) On the reform a t D u b l i n U h i v e r s i t y see [Grattan-Guinness 1988a; G u i c -

c i a r d i n i 1989, 131-135] . 

(9) B r i n k l e y ' s and Spence's [see (6) above] ambivalence between f l u x i o n a l 

and d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n réfutes somewkotthe m i d - 2 0 ^ — century b e l i e f t h a t 

B r i t i s h a n a l y s t s were d i v i d e d i n two catégories, e i t h e r f o r o r a g a i n s t 

Newton's n o t a t i o n . The i n t r o d u c t i o n of a n a l y t i c s i n e a r l y 19**
1

 century B r i t a i n 

was not s i m p l y a t r a n s i t i o n from " Newton i an dot n o t a t i o n and s y n t h e t i c methods 

t o the C o n t i n e n t a l d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n and a n a l y t i c methods" [Ehros 1981, 

135]. Dubbey [1963, 37-42] expresses the standard view of that time by s t r e s s -

i n g the m e r i t s o f the d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n and o v e r l o o k i n g other f a c t o r s . 

With [Grattan-Guinness 1979, 82-3] a new approach appeared on that s u b j e c t . 

(10) '"Ihis démonstration", wrote H e r s c h e l , " i s i n substance the same w i t h 

t h a t g i v e n by Dr. B r i n k l e y " [1816,488], I n f a c t the only différences l a y i n 

the s u b s t i t u t i o n of 1 f o r h i n (22.11) and the a b i l i t y t o use the method o f 

séparation o f symbols -which was not p o s s i b l e i n B r i n k l e y ' s f l u x i o n a l n o t a 

t i o n . The l a t t e r ' s procédure i n [1807, 117-8] has as f o l l o w s : T a y l o r ' s theorem 

was w r i t t e n i n the form 

u 
u u n

2

 »at) 
( i ) = u + -nh + h

2

 + ... - u + e -1 
X X

2 

u du(x) n
2

 n
2 

where - = >, — = — e t c and
 n
\i « u(x+nh). 

k dx 2\ 

P u t t i n g m=n-l, .... 1 i n ( i ) B r i n k l e y obtained the values of
 m

u and sub

s t i t u t e d them i n the formula 

n n ( n - l ) 
( i i ) A'Xl »

 n
U n-lU n-2U - .. . 

1 1.2 

Then, by simple c o n s i d e r a t i o n s , Lagrange's theorem was obtained i n the form 

( i i i ) A"u 

(11) The q u o t a t i o n i s from the l e t t e r [H.S, 20: 5, 8 February 1813]. On the 

c i t a t i o n from the Herschel-Bahbage correspondence see [2.3, ( 7 ) ] . 

(12) Formula (22.18) here stands f o r n<0. L e t nX). Then Herschel proved p r i o r 

t o (22.18) i n h i s (1820, 70, 82] t h a t 
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1 r l o g U + û ï j " 1 
• I 1 0"*** A

-

*©**. Thus the Û'XF
1

 numbers are d e f i n e d f o r 
l...(x+n) L û J l . - . x 

n<0. For f u r t h e r improvements on &~inkley's work see 2.3. 

(13) P l e n t y of a p p l i c a t i o n s o f the A"0™ numbers are t o be found i n Hers che 1 

[1820] -see 2.3- and De Morgan [1842c]. In f a c t , these numbers were used up t o 

the 1860's -see Boole [1860, 19-25]. For l a t e r r e s e a r c h i n the c a l c u l u s of 

operations -as based on these numbers- see the Ouater 1 y J o u r n a l of Pure and 

A 

A p p l i e d Mathematics f o r the years 1860-1866. 

S e c t i o n 2.3 

(1) On the poor r e c e p t i o n of the Memoirs see [Enros 1983 , 37] . On Babbage's 

disappointment on the l a c k of a review of t h i s j o u r n a l see h i s l e t t e r t o 

Herschel [H.S, 2: 25, 1 August 1814]. On the Bahhage-Hersche 1 correspondence 

see (7) below. 

(2) O i the avoidance t o r e f e r t o t h e i r papers i n the Memoirs i n l a t e r p u b l i 

c a t i o n s see p a r t i c u l a r l y Babbage's l e t t e r [H.S, 2: 46. 22(?) Nov. 1815]. 

(3) Few instances o n l y from the s i n g l e copy of t h i s j o u r n a l are recorded i n 

[Enros 1979. chap 4; 1983, 34-39; Koppelman 1971, 181-184]. 

(4) T h i s i n s c r i p t i o n , i n De Morgan's handwriting, i s from the copy of 

Memoirs w i t h code number Lo [Anal. Soc.) kept i n the London U n i v e r s i t y 

L i b r a r y . Another copy of the Memoirs i s kept i n the B r i t i s h Museum L i b r a r y . De 

Morgan r e f e r r e d t o the Memoirs i n h i s [1836] [see p a r t i c u l a r l y 2.4] . 

(5) Babbage was employed about the preface according t o Herschel's l e t t e r 

[H.S, 20 : 9 , 27 June 1813]. See d e t a i l s i n (10) below. 

(6) On the most important i s s u e s s t r e s s e d i n t h i s "Preface" see [1813, v, 

x i , x v i ] . For f u r t h e r comments see references i n (3) above. 

(7) The Her s c h e l - Babbage correspondence i s kept i n the L i t r a r y of the Royal 

S o c i e t y i n London. Reference t o these l e t t e r s w i l l be g i v e n as [H.S, A:B 

Date], where A stands f o r the number of the volume and B f o r the number o f the 

l e t t e r . Volume 2 con t a i n s the o r i g i n a l l e t t e r s of both men. whereas volume 20 

i n c l u d e s o n l y copies of Herschel's l e t t e r s i n l e g i b l e form. Herschel was 

^
e r

^ systematic i n keeping records of h i s correspondence which he valued 

h i g h l y . The most r e v e a l i n g l e t t e r on t h i s issue i s h i s [H.S, 20:41, 3 A p r i l 

1817] e x t r a c t s of which are quoted i n [2.4, (13)]. 

(8) Herschel was p a r t i c u l a r l y e n t h u s i a s t i c about the r o l e o f Memoirs and h i s 

[1813b] on f i n i t e d i f f e r e n c e s . I n h i s [H.S, 20:13, [Oct. 13 1813)] he wrote: 

" I never yet i n the course of my Math.
1

 reading, saw a n y t h i n g so b e a u t i f u l l y 

executed as the complicated formulae i n my paper on f i n i t e d i f f . c e s . Upon my 

word t h i s work w i l l do the S o c g r e a t c r e d i t - I shewed Peacock's copy of your 
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Mem, t o I v o r y , Wal lace and Leyboum a t the M i l i t a r y C o l l . Sandhurst. They a i l 

d e c l a r e d t h a t they never saw i t s equal i n typography". F u r t h e r on Bahbage's 

and Herschel's memoirs w r i t t e n f o r t h i s j o u r n a l see 2.4. 

(9) On Herschel's suggestion t o r e v i v e the S o c i e t y by asking Ivory and Wal-

lace t o présent papers see h i s l e t t e r [H.S, 20:38, 30 J a n . 1817]. A p p a r e n t l y 

the r e v i v a l never too p l a c e . On the importance of the L a c r o i x t r a n s l a t i o n see 

Herschel's l e t t e r [H.S, 20:35, 14 J u l y 1816] e x t r a c t s of which w i l l be quoted 

i n 2.7. Herschel was keen i n o b t a i n i n g the t h i r d volume o f ' L a c r o i x ' s T r a i t e 

[see 1.8] f o r h i s personal s t u d i e s [H.S, 20:10, 25 J u l y 1813]. 

(10) Herschel wrote i n h i s [H.S, 20:7, 25 Febr. 1813]: "Perhaps i t would on 

the whole c a r r y a b e t t e r appearance i n the f i r s t number o r two, t o conceal o u r 

names. We may thus (a weighty considération) be enabled t o g i v e a g r e a t e r num

ber of Memoirs than we otherwise c o u l d " . But i n h i s [H.S, 20:9, 27 June 1813) 

he i n s i s t e d that something should be w r i t t e n i n the "Préface" about t h e 

A n a l y t i c a l S o c i e t y and i t s aims: " I s i t candid, nay i s i t p o l i t i c s t o keep t h e 

p u b l i c q u i t e i n the dark as t o t h i s p o i n t ? P l a c e y o u r s e l f i n the s i t u a t i o n o f 

one of our readers (....) would you not n a t u r a l l y say who are thèse people ? 

[...] what are t h e i r r e s o u r c e s , t h e i r views, t h e i r e xpectations ? I f we pass 

over a l l n o t i c e of t h i s , c o n s i d e r how open we are t o r i d i c u l e i n the charac-

t e r of a few unknown Q u i x o t i c i n d i v i d u a l s who take upon themselves t o e n l i g h -

ten the world... ". And Herschel went on t o t e l l Babbage what he should w r i t e 

cdfc^t the o b j e c t ^ ^ o f the A n a l y t i c a l S o c i e t y . 

(11) For example,by means of the second method, i t was proved t h a t u
I
-
1
=A

ri

"*"
1

u
0 

n+1 (n+l)n (n+l)n(n-l) 

and f u r t h e r t h a t i W i = Ur»(l + ) Un-i + u n - a - . . . . 
1 1.2 1.2.3 

Since by définition Uo=e, (23.5) f o l l o w s r e a d i l y from the above [1813a, 61] . 

Ä
* e e

2

* 
(12) In détails: e =1 + — + + ... -

1 1.2 

1 x x
2

 1 2x 2
2

x
2

 1 3x 3
2

x
a 

= 1+ -[1+ - + +...]+ [1+ — + +...] + [1+ — + +...] + ...= 
I 1 1.2 1.2 1 1.2 1.2.3 1 1.2 

I I x l
1

 2
l

 3
1

 x
2

 l
2

 2
2

 3
2 

»[1+ - + +...]+ - [ — + + +...]+ [ — + + +...] + ..., 
1 1.2 1 1 1.2 1.2.3 1.2 1 ' 1.2 1.2.3 

hence (23.6). 

2" 3" 
(13) He wrote: "The sum o f the séries Un-l'H-—•* K . • may be found a l s o by 

1 1.2
 e

± 
con s i d e r i n g t h a t the ge n e r a t i n g f u n c t i o n of iW(1.2.. .n) i s e f o r we have 
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fc e* e
at

 1 1 t 1 1 t
a

 2
2

 3
a 

e - H H H +...)+ -[1+- H +...]+ [1=+— H +...J + ... 
1 1.2 1 1.2 1 1 1.2 1.2 1 1.2 

h 

thus Ur,=1.2.3. . .n x the c o e f f i c i e n t of t
n

 i n the deveîopment of e ", hence 

(23.8). The e r r o r l i e s i n t h a t the c o e f f i c i e n t of t
2

/ ( 1 . 2 ) equals U i and not 

u
a
 as Herschel i m p l i e d i n h i s [1813a, 6 2 ] . But i n h i s [H.S, 20:36, 10 Ûct. 

1816] ne wrote "Did you ever t r y to expand e
e

 , the c o e f f i c i e n t of t
x

, i s e v i -

1 1* 2~ 3* 
d e n t l y enough ( — + + + .. . ) " which i s the r i g h t r e s u i t . In 

1.2...x 1 1.2 1.2.3
 > 

o t h e r words, the c o e f f i c i e n t of t
n

/ n ! i s U n - i , hence (23.6). 

(14) In h i s [H.S, 20:8, 4 May 1813] he wrote t o Babbage: "At length I have 

s e t t o work i n good earnest on the Mécanique C e l e s t e w i t h which I am more 

charmed every day, tho' of course my progress i s very slow as I wish t o be as 

s y s t e m a t i c as p o s s i b l e i n my r e a d i n g " . In h i s next l e t t e r [H.S, 20:9, 27 June 

1813] he wrote t o Babbage t h a t he drew on volume 4 (page 254) of t h a t work f o r 

h i s paper on f i n i t e différences [1813b] and advised Babbage t o go through i t . 

One more l e t t e r f o l l o w e d [H.S, 20:10, 25 J u l y 1813) i n which he posed s e v e r a l 

q u e s t i o n s t o Babbage on French mathematical papers, ̂  p a r t i c u l a r l as t o where 

t o f i n d the s o l u t i o n of the équation 

( i ) u
x + 1

u
x
 - a d Wi+u*) + b = 0. 

(15) Bahbage's answer -a füll length d i r e c t response t o Herschel's [20:10, 25 

J u l y 1813), i n c l u d i n g référence f o r équation ( i ) , quoted i n (14) above— has 

code number [H.S, 2:15, 30 June 1813], The date i s i n Bahbage's hand-writing 

but according t o (14) above, the proper date must be "30 J u l y 1813". 

(16) "Why not put "Divers p o i n t s d'Analyse"? " wrote Babbage adding "What the 

D e v i l d i d you choose such a t i t l e " . The undated l e t t e r has code number [2:32]^ 

and i s a d i r e c t answer t o Herschel's [2:31 o r 20:20, 25 Oct. 1814]. I t s 

most probable date i s i n November 1814. In f a c t Bahbage's next l e t t e r i s [H.S, 

2:34, 12 Dec. 1814]. 

(17) Herschel's obscure n o t a t i o n was c r i t i ; ized by Babbage as inconvénient^ 

and a "commitee of n o t a t i o n " was proposed try him i n h i s [H.S, 2:80, 12 May 

1817] . I n f a c t , Herschel drew considerably on Arbogast's n o t a t i o n and r u l e s . 

He became acquainted w i t h the l a t t e r ' s [1800] i n 1813. See h i s l e t t e r [H.S, 

20:10. 25 J u l y 1813] . On the c a l c u l u s of dérivations see a l s o 2.8 . 

(18) See Laplace's définition (15.29). In f a c t , Herschel regarded x as rang

i n g from -
 0 0

 t o + oo i n s t e ad from 0 t o as Laplace d i d . 

(19) We omit t h i s theorem here as i t i s r a t h e r complicated and of no f u r t h e r 

use i n Herschel's work. However, we r e f e r t o i t i n 3.3 as i t s form bears a 

c l o s e p r o x i m i t y t o that o f Murphy's theorem (33.3). Among other r e s u l t s 
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deduced was Laplace's i n t e r p o l a t i o n formula (15.37). However, i t i s of i n t e r 

es t t o note t h a t Herschel's procedures and symbolism i n [1814] d i f f e r e d con

s i d e r a b l y from those followed by L a p l a c e . I n L a c r o i x [1816 , 472-477] Herschel 

e x h i b i t e d the main r e s u l t s of the c a l c u l u s o f generating f u n c t i o n s on l i n e s 

c l o s e t o those of Laplace [1.5]. The theorems demonstrated were r a t h e r elemen

t a r y i n comparison w i t h h i s [1814] and served above a l l . t o i l l u s t r a t e 

the analogy between the process o f s u b s t i t u t i o n and the e l e v a t i o n of a b i n o 

mial t o i t s powers [ i b i d , 477]. 

(20) L a c r o i x o n l y mentioned i n an a d d i t i o n a t the end of the t h i r d volume o f 

h i s t r e a t i s e on the c a l c u l u s that B r i n k l e y and Herschel had provided formulae 

f o r the development of (23.17) [1819, 732]. 

(21) On the p r e s e n t a t i o n of Herschel's theorem and i t s a p p l i c a t i o n s see 

(Boole 1860, 14-25; De Morgan 1842c, 307-311; Hymers 1858, 10-26; Pearson 

1850, 8-30]. I n these references elements and few a p p l i c a t i o n s of the theory 

of g e nerating f u n c t i o n s are i n c l u d e d . The r o l e of Lagrange's and Herschel's 

theorems w i l l be i l l u s t r a t e d i n our study o f the development o f s y m b o l i c a l 

methods i n England i n chapters 3-5. 

S e c t i o n 2.4 

(1) Babbage and Herschel very o f t e n omitted parenthes'S, such as i n the case 

of the continued product i n t e x t above. In what f o l l o w s i n t e x t , the only 

change i n t h e i r n o t a t i o n w i l l be the a d d i t i o n of parentheses, e.g, we w i l l 

w r i t e Y(X) i n s t e a d o f ipc. However, f o r convenience, t h i s change w i l l be only 

temporary [2.4-2.5] and the existence o f parentheses w i l l be obvious from the 

context i n l a t e r s e c t i o n s [2.6-2.7]. 

(2) As w i l l be evident throughout the chapter, Herschel used p r i n c i p a l l y 

Laplace's method f o r the treatment of f u n c t i o n a l equations. He became ac

quainted w i t h Monge's work i n the summer of 1813. Having had access t o volumes 

1,3,4 and 5 o f the Melanges de T u r i n he wrote to Babbage: "As f o r the Monge's 

paper i n Vol 5 i t contained nothing worth l o o k i n g a t (except the c o n s t r u c 

t i o n s ) on the d e t e r m i n a t i o n of f u n c t i o n s and I confess myself much d i s a p 

pointed i n f i n d i n g nothing of any use t o me t h e r e . The c h i e f i n f o r m a t i o n I 

have obtained i s from one of h i s i n the Sav. Et ran: 1773 [Most probably Monge 

1776 c i t e d i n 1.4 where Monge reduced f u n c t i o n a l equations t o f i n i t e 

d i f f e r e n c e ones,- H.S, 20:11, 16 Aug. 1813]. Tn h i s (H.R, 20:28, (6 Nov. 1815]] 

h« wxute to ßohhag«-: "Vou Say fBabbaye l£l5, 393] xk is to Monge that VwLa*-e 

indebted f o r the most general view of the s u b j e c t , and I t h i n k w i t h great 

p r o p r i e t y , f o r Laplace o n l y overcame the d i f f i c u l t y which bounded Monge's 

progress, tut not h i s view. For although he could not surmount the o b s t a c l e , 

he must be allowed t o have seen very d i s t i n c t l y and g e n e r a l l y , what l a y beyond 
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i t " . Thus, both a n a l y s t s acknowledged. Monge as the f i r s t French a n a l y s t t o o f 

f e r a general view of f u n c t i o n a l equations, a po i n t missed a l t o g e t h e r i n 

[Dhombres 1966; see 1.41. 

(3) L e t , f o r example, n=2 and r e p l a c e x by A 3
_ 1

( x ) . Then 

<pAiAa(x)=B(x) — > ̂ A a C A a - M x D - B U a - M x ) ) > ̂ ( x l H L H A s T M x ) ) . S u b s t i t u t 

i n g next A i
_ 1

( x ) f o r x i t f o l l o w s t h a t <p(x) » B A a - ^ A i -
1

( x ) . By i n d u c t i o n we 

have (24.17). On Herschel's n o t a t i o n f o r the inverse f u n c t i o n see a l s o h i s 

l e t t e r [H.S, 20:42, 16 A p r i l 1817). 

(4) I n h i s (H.S, 20:9, 27 June 1813] he wrote t o Babbage: "My paper on D i f 

ferences improves d a i l y under my hands i n sweeping g e n e r a l i t y and h o r r i b l e 

c o m p l i c a t i o n " . See a l s o [2.3, ( 8 ) ] . 

(5) The procedure sketched above was included i n d e t a i l s i n h i s l e t t e r [H.S, 

20:10, 25 J u l y 1813]. He c a l l e d h i s method "unexceptionable" and such t h a t a f 

fo r d s t h e i n t e g r a t i o n of (24.15) t o be "performed i n a l l i t s g e n e r a l i t y , 

g r a n t i n g the p e r f e c t i o n of the o r d i n a r y a n a l y s i s , and tha t of f i n i t e , p a r t i a l 

d i f f e r e n c e s . " 

(6) Herschel went on i n t h a t l e t t e r : "Conceive what a bore! Thank god, 

however, the Mem. A n a l . Soc. has had but l i t t l e s a l e . Do you not t h i n k I ought 

t o buy up a l l the remaining copies ?". Thus, the poor c i r c u l a t i o n of the 

Memoirs was t o some extent an advantage, p a r t i c u l a r l y f o r H e r s c h e l . Neverthe

l e s s , as we s h a l l see i n the end of t h i s s e c t i o n { ( 1 3 ) ] , he was t o complain 

f o r not being acknowledged i n Babbage's work f o r h i s [1813b]. In f a c t -see 

(26.14)- h i s general method was s t i l l v a l i d f o r c e r t a i n cases, as he was happy 

t o d i s c o v e r i n 1817 [H.S, 20:47]. 

(7) De Morgan d e a l t e x t e n s i v e l y w i t h Herschel's method -as i n [1813b]- i n 

h i s [1836, a r t . 252-259]. Amending what was overlooked by H e r s c h e l , he i l 

l u s t r a t e d the new approach by s o l v i n g the equation "(px + <p2x = tp3x". However, 

De Morgan's account i s not much more l u c i d than t h a t by H e r s c h e l a n d i t w i l l 

not be d i s c u s s e d any f u r t h e r . On the c i t a t i o n from De Morgan's t r e a t i s e [1836] 

see 3.5 . 

(8) Herschel was extremely proud and confident of h i s "unexceptional" method 

a t t h a t time. He wrote a t the end of tha t l e t t e r : " I s h a l l work hard a t the 

s u b j e c t , f o r I f e e l confident t h a t I can s o l v e even f u n c t i o n a l equations i n 

v o l v i n g F, F
8

, . . . , ^ and the r e s u l t i n g equation of d i f f e r e n c e s w i l l be par

t i a l , and of the n
t h

 order, i n v o l v i n g as many v a r i a b l e s as the o r i g i n a l equa

t i o n has terms o f the form fF^cpfx) i n which tp(x) i s d i f f e r e n t , - 1 . And I s h a l l 

endeavour t o a p p l y the same theory t o many d i f f e r e n t f u n c t i o n s o f many 

v a r i a b l e s " .Judging from our study i n 2.3, 2.4 and the above quotation^we see 

that i t was Herschel who f i r s t showed a remarkable tendency f o r a b s t r a c t i o n 

and g e n e r a l i z a t i o n . See a l s o (4) and (5) above, as w e l l as, h i s work i n 2.8. 
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(9) Herschel f i r s t got i n v o l v e d w i t h f u n c t i o n s r e l a t i v e t o more than one 

v a r i a b l e i n h i s [H.S, 20.11, 16 Aug. 1813]. I n t h i s l e t t e r he wrote; "To t a k e 

a simple insta n c e , suppose 

<p(x,y) + A^.y-cpCx^y*
1

) + B*.>,.<p<x+a,y
a

+y) + Cx,
v
 = 0 

[... ] I have some idea of a c a l c u l u s of p a r t i a l f u n c t i o n s which I mean t o be

stow some thought upon.". He added t h a t , c o n t r a r y t o h i s b e l i e f i n [20:10] 

-see ( 8 ) - , " I was mistaken however i n supposing I could i n t e g r a t e f u n c t i o n a l 

equations of s u p e r i o r o r d e r t o the f i r s t " . 

(10) Herschel's o b s e r v a t i o n gave r i s e t o the c o n s i d e r a t i o n of f r a c t i o n a l d i f 

f e r e n t i a t i o n b r i e f l y r e f e r r e d t o i n [1.7, ( 1 4 ) ] . Babbage f u r t h e r c o n s i d e r e d 

f r a c t i o n a l i n d i c e s i n h i s (1816, 249]. See f u r t h e r [Koppelman 1971, 182-3]. On 

h i s a p p l i c a t i o n of the method of s e p a r a t i o n see a l s o 2.7. 

(11) On Bahhage's paper on mixed d i f f e r e n c e s see [Enros 1979. 168; 1983 , 33] . 

The reasoning mentioned i n t e x t was in c l u d e d i n Babbage's l e t t e r [H.S, 2:41, 

25 Sept. 1815] and was f u r t h e r i l l u s t r a t e d i n h i s (1816. 253-6]. See a l s o (13) 

below and (25.49)-(25.50). 

(12) Bahbage's t r e a t i s e e x i s t s i n the Buxton MSS.13 i n the H i s t o r y o f S c i e n c e 

Museum. Oxford [
r

ee Dubbey 1978, 51-2; Enros 1979, 187]. On Babbage's l e t t e r s 

t o Herschel on t h i s t o p i c see [H.S, 2:75, 7 6 ] . 

(13) But e a r l i e r than t h a t . Herschel complained t o Babbage f o r not being a c 

knowledged i n the l a t t e r ' s [1815] f o r h i s own work as i n h i s [1813b] . I n h i s 

[H.S, 20:28, [Nov. 6 1815]] he wrote: "2™»-" Eq™* of the 2«* and h i g h e r o r d e r s 

have never been even mentioned [Babbage 1815, 391]". Now j u s t look i n t o t h e 

f o l l o w i n g p u b l i c a t i o n s Mem. A n a l y t , Soc. 1813 page 111, 112, 113, ( a work 

pu b l i s h e d by a S o c i e t y of anonymous authors a t Cambridge) where these Eq"*" a r e 

e x p r e s s l y t r e a t e d o f , your n o t a t i o n tp»°-
n o t c

( x , y , . . .etc) e x p l a i n e d and t h e 

reasoning about the a r b i t r a r y constants and t h e i r numbers g i v e n [.. . ] . A l s o 

i n t o a paper p u b l ^ by J.F.W.H. i n Piiii . Trans. 1Ü14. i i . where the complete 

s o l
n

. of (^(x) = x (w^. I am proud t o acknowledge was suggested by your method 

of s o l v i n g the problem about the normal) and p a r t i c u l a r s o l
r u B

 o f 

.. . .(p
ri

(x)=f ( x ) . . . are g i v e n , and the f a l l a c y of the reasoning of the a f o r e s a i d 

anonymous w r i t e r about the Number o f a r b i t r a r y constants n o t i c e d . Now i n t h i s 

s t a t e of t h i n g s you c o u l d h a r d l y say t h a t f u n c t i o n . E q ^ of S u p e r i o r o r d e r s 

had never been mentioned". With h i s [H.S, 20:41, 3 A p r i l 1817] Herschel s e n t 

a l l Babbage's l e t t e r s back begging him not to lose them "as I p r i z e them 

g r e a t l y . Should you have m i s l a i d any of mine on mathematical s u b j e c t s and want 

t o r e f e r t o them I can f u r n i s h you w i t h copies of them as I keep a g r e a t MS. 

of my mathematical correspondence. [ ] . I am not s o r r y t o hear t h a t you 

are busy about s e t t l i n g the e a r l y h i s t o r y of the theory of f u n c t i o n a l Equa

t i o n s . I t i s good t o prevent the p o s s i b i l i t y of fu t u r e misconceptions". T h i s 
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l e t t e r ended w i t h a p o s t s c r i p t saying: " ( I wish y ou would date your l e t t e r s ) " . 

S e c t i o n 2.5 

(1) Both techniques were i l l u s t r a t e d w ith équations from Bahbage's Examples 

[18201 i n Gergonne [1822, 73-83]. Bahbage's name i n l a t e 1 9
t h

 and e a r l y 2 0 ^ 

c e n t u r i e s i s mostly l i n k e d w i t h the t r a n s form (25.1). See f o r example [Laurent 

1890 , 243; P i n c h e r l e 1912, 51-2]. In récent researches Bahbage's work on func-

t i o n a l équations i s omitted i n Ehombres [1986] and Koppelman [1971]. A study 

of Bahbage's mathematical work i s c a r r i e d out by Dubbey [1978); t h i s work 

s h o u l d be read with care due t o m i s p r i n t s , omissions o r other e r r o r s t r a n s -

f e r r e d unnoticed from Bahbage's papers. On (25.1) see a l s o (3) below. 

(2) The l e t t e r has code number [H.S, 20:6]. I t i s dated as "1814" i n the 

Royal S o c i e t y catalogue but i t s most probable date i s "Febr. 1813". T h i s l e t 

t e r does not belong t o the volume 2 of a i l the s u r v i v i n g manuscript l e t t e r s by 

Herschel and Babbage [see a l s o 2.3, ( 7 ) J . 

(3) Maule's l e t t e r dates 12 May 1814 [see Ehros 1979, 170]. W.H Maule (1788-

1858) was a c l o s e f r i e n d of Babbage^acknowledged f o r h i s h e l p i n the l a t t e r ' s 

[1864 , 435]. See a l s o [Enros 1983 , 33-34]. On Bahbage's référence t o Maule's 

s o l u t i o n (25.4) see [2.6, (5)1. , 

(4) T h i s l e t t e r has code number [H.S, 2:27]. I t bearsoi,'..
 +

' as t o 

the month i t was wr i t t e n ^ b u t a ccording t o some f u r t h e r research i t s d e f i n i t e 

date must be around 22 September 1814 [see a l s o Ehros 1979, 170 f n 5] . 

(5) For Herschel's approval of Bahbage's statement see [2.4, ( 2 ) ] . 

(6) The g e n e r a l i t y of the s o l u t i o n of a f u n c t i o n a l équation was p r i m a r i l y 

d i s c u s s e d i n [Herschel 1814, 460-11. He f u r t h e r d e l v e d i n t o t h i s matter i n h i s 

l e t t e r s t o Babbage, whereas the l a t t e r s t u d i e d i t i n h i s [1815, 408-9; 1816, 

229-30; 1817, 210]. For f u r t h e r comments on t h i s matter see [De Morgan 1836, 

a r t . 259; Dubbey 1978, 59-60]. 

(7) Babbage introduced h i s method f o r the problem (25.5), the concept of a 

symmetrical f u n c t i o n as w e l l as the above example ( f o r a = 1) i n h i s [H.S, 

2:27. 22 Sept. 1814 - see (4) above]. 

(8) I t i s s u r p r i s i n g t h a t s c a r c e l y any example corresponding t o the theory 

sketched i n t e x t f o r the Problems (25.5) up t o (25.33) was included i n h i s Ex-

amples [1820]. As the c o n s t r u c t e d examples i n h i s [1815] présent very l i t t l e 

i n t e r e s t ^ w e have included i n our study as few as p o s s i b l e . The reader can f u r 

t h e r c o n s u l t Dubbey [1978, 55-58]. 

(9) The i s s u e of analogy from algebra o r from the i n t e g r a l c a l cujus i s ap

parent i n Bahbage's e a r l y paper. See a l s o the réduction of (25.25) t o the form 

(25.26) i n t e x t below. T h i s i s s u e w i l l be f u r t h e r d i s c u s s e d i n 2.6-2.7. 

(10) Babbage was proud t o s t r e s s t h a t (25.24) was not a constructed example 
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but one proposed by H e r s c h e l . I n f a c t , equation (p(e>
r

)-(p(e-^)=A(y) was s o l v e d 

on p a r a l l e l l i n e s g i v i n g y(y)=f (y)-Kp( ( l o g y )
2

" ) . Herschel had suggested t o Bab

bage t h i s equation f o r s o l u t i o n i n h i s (H.S, 20:17, 4 Aug. 1814]. However, he 

was not s a t i s f i e d w i t h Bahbage's procedure and wrote "the t h i n g i s r e a l l y 

h a r d l y worth the t r o u b l e " [H.S, 20:28, 6 Nov. 1815] . Herschel c o r r e c t e d a 

p r i n t i n g mistake - s t i l l e x i s t i n g - i n [1815 , 400] where a V i s missing i n 

(25.24), 

(11) Equation (25.32) i s given i n 'Babbage's n o t a t i o n which i s s l i g h t l y 

changed i n the r e s t o f t h i s s e c t i o n o n l y so f a r as a d d i t i o n o f p a r e n t h e s i s i s 

concerned. See a l s o [2.4, ( 1 ) ] . As i t i s f a i r l y obvious from the context I 

omit t o repeat i n t e x t t h a t any f u n c t i o n s denoted by F, a , (3 , v o r o t h e r 

Greek l e t t e r s stand f o r known f u n c t i o n s . 

(12) For a d e t a i l e d d i s c u s s i o n of h i s procedure see [Duhbey 1978, 57-60]. 

(13) See [Boole 1860, 223-4; Gergonne 1821; De Morgan 1836, a r t . 134-9,192-

7] . While De Morgan undertook a s c h o l a s t i c study o f the general case (25.36), 

Boole confined t o the case (25.38) and t o the example (25.41). 

(14) F o r 4j(x) c a n j i o t be p o s s i b l y determined from (25.45) . And i f we assume 

tha t i t can be a r b i t r a r y , then i t f o l l o w s t h a t l = ( a - a ( x ) ) . ( a - a
2

( x ) ) which i s 

not n e c e s s a r i l y t r u e . 

(15) As f o r example v ( l / x ) = di^ix/dx o r t^(a-x) =dijjix/dx. A l l these examples are 

reproduced i n d e t a i l i n [Duhbey 1978, 70-72]. Example (25.46)is i n c l u d e d a l s o 

i n [De Morgan 1836. a r t . 216]. 

(16) The general problem o f the normal has as f o l l o w s : I t i s r e q u i r e d the na

tu r e of a curve so t h a t the square of any normal exceeds the square of the o r 

d i n a t e drawn from i t s f o o t by a c e r t a i n q u a n t i t y a. T h i s " c e l e b r a t e d " problem 

was proposed by E u l e r i n the Petersburg^ memoirs [Babbage 1815 , 252; E l l i s 

1843b, 137]. According t o E l l i s a s o l u t i o n of i t by P o i s s o n was presented i n 

volume 3 of L a c r o i x ' s Traite^. Babbage, i n f a c t , c o n f i n e d t o the case of a * 0 

[1815, 392; 1816, 253-6]. There i s a m i s p r i n t i n [1816, 253] a t the r i g h t - h a n d 

s i d e of (25.49) where 'V i s missing i n "dtyx". 

(17) The d i f f e r e n t i a l equation to which (25.49) was reduced i s 

y
2

 = xydy/dx + <p(ydy/dx), where y = UJ(X) . 

According to De Morgan ̂ " The connection between d i f f e r e n t i a l and f u n c t i o n a l 

equations might be advantageously examined by means o f such e q u a t i o n s , but we 

have already gone beyond the l i m i t s which we had p r e s c r i b e d t o o u r s e l v e s i n 
a 

s e t t i n g out" [1836, a r t . 328]. E l l i s wroteJev b r i e f papers on f u n c t i o n a l 

equations ^ i n t e r e s t e d p a r t i c u l a r l y i n the analogy which De Morgan mentioned 

above but most probably independentlyof him . I n h i s [1843b] E l l i s focused 

on equation (25.49) commenting upon Babbage's procedure a t page 137 by s a y i n g 

"This procedure appears t o have been suggested by an i n c o r r e c t analogy w i t h 
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the way i n which a r b i t r a r y f u n c t i o n s are introduced i n t o p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

équations". But f o r reasons mentioned i n t e x t and i n (6) above^we w i l l not 

delv e any f u r t h e r i n t h i s matter. 

(18) The author of the review was probably P. Barlow (1776-1862). For détails 

see [Qiroe 1979, 172-174). 

S e c t i o n 2.6 

(1) As Babbage's manuscript l e t t e r s are f a r from l e g i b l e , at c e r t a i n i n 

stances I am based p r i m a r i l y on Herschel's l e t t e r s . The most important i s s u e s 

of t h e i r correspondance are poin t e d out i n the course o f t h i s c h a p t e r
;
 but a 

f u r t h e r study of t h e i r l e t t e r s can form the b a s i s of a more d e t a i l e d work i n 

the f u t u r e . I would l i k e t o add t h a t a t many instances Babbage would o f t e n 

d i s c o v e r h i s f a l l a c i e s before the a r r i v a i of Herschel's answer. Thus i t i s 

hard t o j u s t l y estimate the degree o f Herschel's i n f l u e n c e i n t h i s sense. 

(2) See Babbage's l e t t e r (H.S, 2:15, 30 J u l y 1813). On the date of t h i s l e t -

t e r see (2.3. ( 1 5 ) ] . 

(3) I t has t o be s t r e s s e d t h a t both a n a l y s t s ignored S e r v o i s ' s définition of 

commutative and d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n s . The study o f commutative f u n c t i o n s was 

f i r s t t a c k l e d by De Morgan i n h i s [1836] -see 3.5-3.8 . 

(4) See [(24.23)-(24.29); 2.4. (13) ] . Equation (26.4) was c a l l e d a f t e r Bab

bage by Gergonne [1822, 80). See a l s o [ P i n c h e r l e 1912, 5 2 ] . 

(5) Babbage mentioned t h a t the l a t t e r two methods were based upon a 

" f r i e n d ' s " [Maule] suggestion [1815, 412], See a l s o [2.5,(3)] and (9) below. 

(6) According t o Ehras [1979, 176] Bromhead was the f i r s t E n g l i s h a n a l y s t t o 

s t a t e around 1815 tha t an inverse of a f u n c t i o n admits of many va l u e s [on 

(26.7) see a l s o 1.6; (16.17), (16.25)]. There i s a m i s p r i n t i n [1816, 191] a t 

l i n e 14 from the top where i t i s w r i t t e n "tp(p
-1

x" i n s t e ad of "tp
-1

<pc". Babbage 

s t u d i e d a b i t f u r t h e r the définition of (p-Mx) i n h i s [1822]-see 2.9. 

(7) Apart from h i s [1813], Babbage a p p l i e d Laplace's method only i n h i s l e t 

t e r r e f e r r e d t o i n (2) above. But he f r e q u e n t l y r e f e r r e d t o Laplace's method, 

as f o r example i n h i s [1815, 413,417] o r i n h i s [H.S, 2:27, 22 Sept. 1814]. 

However, i t i s stränge t h a t he avoided t o giv e any h i n t whatsoever on the 

technique i n v o l v e d i n t h i s method i n h i s published essays, p a r t i c u l a r l y as he 

had omitted t o g i v e any référence as t o where t o f i n d t h i s method. 

(8) N o t i c e , t h a t " f " i n (25.14) stands now f o r the f u n c t i o n f ( x ) - x accord

i n g t o the c o n d i t i o n s t h a t f o l l o w e d the formulae (25.10)-(25.14) i n 2.5. T y p i -

c a l o f Babbage i s the f a c t t h a t such c l a r i f i c a t i o n s are missing i n h i s paper. 

(9) N o t i c e t h a t i n the f i r s t a p p l i c a t i o n of (26.5) f o r the s o l u t i o n of 

(26.4) the f u n c t i o n f - i n i t i a l l y regarded as a r b i t r a r y - i s f i n a l l y taken t o be 

a p a r t i c u l a r of (26.4), while i n t h i s case i t i s f
2

 which i s a p a r t i c u l a r 
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s o l u t i o n of (26.4) i n (26.10). The i n c o n s i s t e n c y o f the a r b i t r a r i n e s s of f , 

which i s among the weak p o i n t s of h i s t h e o r y , i n f a c t puzzled him a l o t . See 

[1815, 417-9]. He went on t o apply t h i s method a l s o t o the "compound" équa

t i o n uxi(y,i4jy)-y, a case o f (26.17) and (26.21). A i l the démonstrations d i s -

cussed so f a r , i n c l u d i n g équation (26.12), were incorporated almost i d e n t i -

c a l l y i n h i s [H.S, 2:27, 22 Sept. 1814). Among the examples i n t h i s l e t t e r i s 

the case of f x - -x, as a p a r t i eu l a r o f (26.4) . Hence, i+iy - cp
_ 1

 (-<py) i s a 

gênerai s o l u t i o n of (26.4). T h i s s o l u t i o n i s i n f a c t Maule's (25.4) where n=2. 

N o t i c e a p r i n t i n g e r r o r i n [1815, 412) where i n s t e a d of ( - l )
2 / n

 he wrote 

(10) T h i s point was j u s t l y r a i s e d by Dubbey [1978, 6 1 ] . However, Babbage's 

procédure was followed by De Morgan i n (1836, a r t . 174] f o r the s o l u t i o n o f 

(26.12). I t i s strange t h a t n e i t h e r Herschel nor De Morgan were t o comment 

upon Babbage's s l i p , a n d t h i s f a c t g i v e s us an o p p o r t u n i t y t o see what seemed 

r i g o r o u s o r not t o e a r l y - 1 9
t H

- century E n g l i s h a n a l y s t s . I t should be n o t i c e d 

t h a t a t page 417 Babbage wrote i n (26.16) "<pf*x" i n s t e a d of "(p-'-f'V. 

(11) Equation (26.17) was the main o b j e c t of d i s c u s s i o n i n many l e t t e r s be-

tween Babbage and H e r s c h e l . I n h i s [H.S, 20:47, 1 Aug. 1817] Herschel p o i n t e d 

out a. few p r i n t i n g mistakes -such as t h a t a t page 420 i n (26.17) where i n s t e a d 

of 4X3(x,i4£<) Babbage wrote ipaïx.i^Bx)- and r e g a r d i n g (16.17) [where y i s 

r e p l a c e d by <p] he wrote: " I do not however a l t o g e t h e r l i k e t h a t p l a n : i t leads 

t o e x c e s s i v e l y d i f f i c u l t équations: here i s one which (at l e a s t i n the case o f 

a + bx + opx + (p(a + Bx + y<px) = 0) g i v e s an e a s i e r s o l u t i o n . Put a ( x , cpx)*
3

^ 

then cfix=a
1

'-
1

(x, i+ix) and ipx(x. <px) = (pyx - a
1

- -
1

^ , ip
2

x) .-. 

0 - F ( x , a>-
_ 1

(x, ipx), a
1

'
- 1

^ , v
2

x ) ) . Now i n the case i n q u e s t i o n the équa

t i o n takes the form i ^ x + Aipc +Bx + C = 0 which i s e a s i l y r e s o l v e d . " 

(12) F o r a f u r t h e r q u o t a t i o n from Babbage's l a s t l e t t e r see [2.4 t e x t and 

(13) ] . Since Babbage's erroneous procédure ( s ) , as based upon the s u b s t i t u t i o n 

i|j(x) » u, d i d not a f f e c t the r e s t o f h i s work --as p u b l i s h e d i n h i s two papers-

we w i l l not delve any f u r t h e r i n t o i t . The reader can c o n s u l t the l e t t e r s 

r e f e r r e d t o above f o r f u r t h e r i n f o r m a t i o n . See a l s o (1) and (11) above. F a l -

l a c i e s were an everyday r o u t i n e f o r both of them. When Herschel t o l d Babbage 

i n h i s (H.S, 20:28, 6 Nov. 1815] t h a t he had been a t the point o f sending him 

a f a l s e theory i n a l e t t e r he f i n a l l y b u rnt, the l a t t e r wrote: "Pray send me 

your f a l s e theory of f o n c t i o n s o r a t l e a s t the ground of i t . The e r r o r s of 

genius are sometimes more c o n s t r u c t i v e than i t s b r i g h t e s t t r o p h i e s . I have 

f i v e théories f o r the s o l u t i o n of a i l f u n c t i o n a l équations each more p l a u s i b l e 

than the former and a i l e q u a l l y f a l s e " [H.S, 2:46, 13 (22?) Nov. 1815]. 

(13) Another case of a s i m i l a r nature was pointed out i n h i s [1817] ~5ee 

(27.40). 
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(14) On the case (26.54) and the issue of f r a c t i o n a l d i f f e r e n t i a t i o n see a l s o 

[Duhbey 1978 . 74-75; 1.7, ( 1 4 ) ) . One of the examples w i t h which he i l 

l u s t r a t e d the case (26.55) was f o r ax=a-x and ßx=b-y which he sent t o Hers che 1 

i n h i s [H.S. 2:45, 9 Nov. 1815). Reducing (26.55) t o a p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n which had f o r i n t e g r a l \t}(x,y)-<p{x+y)-Hf>i(x^y), he went on t o f i n d tp 

and (pi so as (26.55) i s s a t i s f i e d [1816, 250-1; 1820, 32-34]. 

(15) On De Morgan's treatment o f Babbage's most r e p r e s e n t a t i v e c ases, such 

(26.7), (26.17), (26.23) and (26.44) see r e s p e c t i v e l y [1836, a r t . 156, 173, 

308 , 320]. De Morgan's a r t i c l e w i l l be s t u d i e d i n chapter 3 but we w i l l not 

comment upon Babbage's work any f u r t h e r there. 

S e c t i o n 2.7 

(1) My explanations are i n s e r t e d i n square brackets u n l e s s otherwise i n d i 

c a t e d . 

(2) We remind the reader t h a t , as we showed i n [1.5-1.6; 1.8], the observa

t i o n of the analogy between i n d i c e s , of d i f f e r e n t i a t i o n and exponentation had 

l e d i n f a c t t o the method of s e p a r a t i o n of symbols advocated by Arbogast and 

f u r t h e r extended by H e r s c h e l . I t i s f o r t h i s reason t h a t we i n c l u d e a b r i e f 

commentary upon the views of Babbage and Herschel on t h i s l a t t e r i s s u e . 

(3) $rGVv\Vi^<K cl communicated t h i s information -/o BetCtetg« . See h i s [H.S, 

2:65, 20 J u l y 19816] and [Duhbey 1978, 62- 63] . In the l a t t e r r e f e r e n c e we see 

q u o t a t i o n s from Ivory's l e t t e r dated 21 February 1816^ where he commented upon 

the s o l u t i o n of the equations (27.1) f o r n - 2 and (27.15). 

(4) However, i n some of the l e t t e r s he wrote around 1815-1816 we see him 

w r i t i n g " f
a

 - 1" a f t e r " f
a

x = x". But such are the only i n s t a n c e s where Bab

bage separated f from the v a r i a b l e x. 

(5) Babbage's reasoning i s not very c l e a r l y presented i n h i s [1817]. The 

same equation i s t r e a t e d i n h i s [1820, 21], A d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f (27.17) 

i s c a r r i e d out i n [Duhbey 1978, 77-79] . Duhbey p o i n t s out Babbage's erroneous 

procedure i n the case where ax - -x and f x - fa.x = 1. Though the f i n a l s o l u 

t i o n i s c o r r e c t , t h e r e i s an " e x t r a o r d i n a r y c a n c e l l a t i o n of e r r o r s " [ i b i d , 79]. 

(6) F o r comments on the e v a l u a t i o n of the d o u b l e - l i m i t of the right-hand 

s i d e o f (27.24) see [Dubbey 1978. 84-86]. 

(7) A f u l l account of Babbage's s o l u t i o n o f (27.25) i s i n c l u d e d i n the 

r e f e r e n c e g i v e n above i n ( 6 ) . 

(8) This q u o t a t i o n i s from Herschel's l e t t e r [H.S, 20:43. May ? 15 1817]. 

The word "very" i n square b r a c k e t s was w r i t t e n but c r o s s e d . Many l e t t e r s have 

"?" as f a r as the c o r r e c t date i s concerned. I have provided d e t a i l e d informa

t i o n i n cases where the accurate date i s c r u c i a l f o r the r e a d e r . However, i n 

cases such as the one i n t e x t , o f importance i s the code number which w i l l a l -
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ways lead the reader t o the exact l e t t e r under d i s c u s s i o n . 

(9) On the equations quoted by Herschel see [Bahbage 1817, 202]. We w i l l not 

delve i n t o a d e t a i l e d d i s c u s s i o n of the g e n e r a l i t y o f Bahbage's s o l u t i o n s . See 

comments and u s e f u l r e f e r e n c e s i n (2.5, ( 6 ) ] . 

(10) Another analogy from p a r t i a l d i f f e r e n t i a l equations i s i m p l i c i t l y " ap— 

parent i n the case of the s o l u t i o n of (26.31). See a l s o (Enros 1979, 178] . 

(11) Babbage's p r e s e n t a t i o n of example (27.34) i s very concise and poor i n 

e x p l a n a t i o n s . Ihe valué o f (px g i v e n by (27.39) can be e a s i l y proved t o s a t i s f y 

(27.36) by mere s u b s t i t u t i o n . I nave however provided my own hypothesis as t o 

how t h i s p a r t i c u l a r valué might had been deduced by Bahbage. On the d e t e r -

mination of the f i n a l s o l u t i o n of (27.34) o r (27.17) see (5) above. 

(12) V i a two examples
;
Graves showed that Bahbage's paradox i s a " s u b t l e 

instance" of the f o l l o w i n g general p r o p o s i t i o n "which i s not a p r i o r i 

improbable". In h i s [1836 , 446-7] he wrote: "Though we may prove i t t o be im-

p o s s i b l e to f i n d one f i x e d form y, such t h a t the equation tpx = rtyax (...) 

s h a l l h o l d good sim u l t a n e o u s l y i n d i f f e r e n t cases where p a r t i c u l a r valúes of x 

are assumed (....), we are not t h e r e f o r e t o d e s p a i r o f f i n d i n g d i r e c t forms o f 

I+J, absolute o r a l t e r n a t i v e , which f o r c e r t a i n valúes o f x, w i t h i n a p p r o p r i a t e 

l i m i t s , s h a l l s e v e r a l l y s a t i s f y the equation UJX = Ftyax. Such a p a r t i a l form 

of 14DC and the correspondíng form of ftyax taken w i t h i t way be l i k e n e d t o two 

curves which c o i n c i d e f o r a c e r t a i n continuous space and d i v a r i c a t e i n the 

r e s t of t h e i r course". Graves went on t o mention the n e c e s s i t y of the i n t r o — 

d u c t i o n of " i n f i n i t e s i m a l s " o r " l i m i t s " i n the course o f h i s paper ending by 

s a y i n g , " i t i s , I b e l i e v e , a n o v e l t y i n a l g e b r a , t o present an instance of a 

given i n d i v i d u a l f u n c t i o n o f a p o s i t i v e o r negative q u a n t i t y , which v a r i e s ac-

c o r d i n g l y as the f u n c t i o n a l s u b j e c t i s regarded as the l i m i t of t h i s o r t h a t 

k i n d of imaginary q u a n t i t y " . 

S e c t i o n 2.8 

(1) On Herschel 's u n f i n i s h e d book on algebra and on the Encyclopedia a r -

t i c l e s he composed around 1817 see [Oíros 1979, 188-190]. According t o [Becher 

1980a,390] i t was Peacock who asked Herschel t o compose a textbook on a l g e b r a 

i n 1816. 

(2) T h i s q u o t a t i o n together with the "theorem" (28.2) are g i v e n from 

Herschel's l e t t e r [H.S, 20:38, [Jan. 30 1817]]. 

(3) Herschel d i d not provide any explanations about the proof o f (28.2) i n 

h i s l e t t e r . I remind the reader t h a t 4 « - x(x, a(x)) i s the s o l u t i o n of equa

t i o n inx - ipax when a
3

( x ) » x (see (25.14)]. For f u r t h e r d e t a i l s on (28.2)-

(28.6) see [De Morgan 1836, a r t . 219]. Equation (28.6) appears i n Hersche 1's 

l e t t e r [H.S, 20:40 , 31 March 1817]. 
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(4) See Hörschel's l e t t e r [H.S, 20:40, 31 March .1817]. In t h i s l e t t e r he 

asked Bahbage t o send him the exact référence of a paper on f a c t o r i a l s by 

N i c o l s o n t l have found no information on the l a t t e r ] . 

(5) I n 1818 he had sent t o Bahbage h i s Notes f o r approval^saying: "In the 

Note y ou w i l l f i n d some very général and I th i n k v ery p r e t t y theorems, and as 

you are made honorable mention of sev e r a l times i n the course of i t , I t h i n k 

you ought t o see i t previous t o p u b l i c a t i o n " [H.S, 20:53, 10 March 1818]. In 

the Notes t o Spence's édition Herschel introduced the term " p e r i o d i c " f u n c t i o n 

f o r one which f o l l o w s the law f
n

( x ) = x f o r some nX). By t h i s term Herschel 

d i s t i n g u i s h e d thèse f u n c t i o n s " f o r t h e i r great u t i l i t y and extremely remark-

a b l e p r o p e r t i e s " [1820,153]. T h i s term consequently appeared i n the f i r s t page 

of Babbage's Examples [1820]. 

(6) Ne i t h e r Bahbage nor Herschel provided any démonstrations of Bromhead's 

theorem (28.11) I n the l a t t e r ' s [1824 , 571-572) - r e f f e r e d t o i n t e x t below- we 

are provided with a d e t a i l e d proof of Tay l o r ' s expansion theorem f o r a func

t i o n f (x) i n terms of the symbol D=d/dx. As a c o r o l l a r y we have a sketch of 

the proof of (28.11) which reads as f o l l o w s : "There i s nothing i n the nature 

of a n a l y s i s which n e c e s s a r i l y l i m i t s expansion t o d i f f e r e n t i a l form. The 

séries may be conceived t o proceed by other f u n c t i o n s of x and h; i t even may 

not c o n s i s t of a s u c c e s s i o n of sums, but may ascend by products, o r according 

t o any o t h e r r e l a t i o n " . Thus Bromhead regarded f ( x e
h

) t o be developed i n the 

form f (x) . f i ( x )
h

. f
2
( x )

n

 .... He c a l l e d f i ( x ) the f a c t o r i a l f u n c t i o n of f ( x ) 

denoting i t by P f ( x ) and then suggested that by expanding f(xe
1

*
1

*')=f(xe^.e
1

) 

and by equating the l i k e powers of i and h (as he had done i n the case of 

f(x+(i+h)) ) one would o b t a i n (28.11). 

(7) Enros [1979, 194] holds that t h i s was due t o H e r s c h e r s c r i t i c a l 

remarks. He quotes a passage from Herschel's l e t t e r t o Bromhead dated 4 A p r i l 

1817^ which i s almost i d e n t i c a l w ith the passage c i t e d i n t e x t [see (6) above]. 

N e v e r t h e l e s s , Herschel seemed t o approve of Bromhead's work. In the end of the 

l e t t e r c i t e d i n t e x t dated 3 A p r i l 1817 he wrote: "But h i s [Bromhead's] 

gênerai views of a n a l y s i s are very qood, nay, grand". In any case the reason 

- o r a t l e a s t one of the reasons- why h i s paper was not published i s evident i n 

the e x t r a c t from h i s a r t i c l e [1824] c i t e d i n t e x t above. 

(8) T h i s q u o t a t i o n i s from [Enros 1979, 191]. For f u r t h e r i n f o r m a t i o n on 

Barlow and h i s unfavourable reviews of Herschel's and Babbage's work see 

[ i b i d , 172^4, 178-9, 182-3) . I t might be of i n t e r e s t t o mention here t h a t 

Herschel was di s a p p o i n t e d w i t h Peacock. In h i s [H.S, 20:47, 1 Aug. 1817] he 

wrote t o Babbage: "Have you heard anything about Peacock ? he r e a l l y t r e a t s 

us r a t h e r s c u r v i l y " . 

(9) On c i r c u l a t i n g f u n c t i o n s as we l l as on (28.25) see r e s p e c t i v e l y a r t i c l e s 
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66 and 277 i n De Morgan 11836] . 

(10) Enros's Phd t h e s i s [1979] i s an e x c e l l e n t study of the aims o f the 

A n a l y t i c a l S o c i e t y and the o b s t a c l e s confronted by i t s members i n the course 

of t h e i r ambitious work. P a r t i c u l a r l y on t h e i r l a c k o f i n t e r e s t i n mathematics 

around 1820 see [1979, 208-264]. 

S e c t i o n 2.9 

(1) The f i r s t s t e p i n the d i r e c t i o n of an automatic language f o r r e a s o n i n g 

was taken by R. L u l l (1235-1315) i n 1270 as i n h i s book Ars Magna. The next 

important step was taken by G. Dal garno (1626-1687) and J . W i l k i n s (1614-

1672). On the l a t t e r ' s Essay towards a r e a l c h a r a c t e r and a p h i l o s o p h i c a l 

language i n the 1660's see [ N i d d i t c h 1962, 14-18]. F o r f u r t h e r références on 

the i s s u e of a u n i v e r s a l language see [1.8, ( 1 9 ) ] . 

(2) See Herschel's l e t t e r [H.S, 20:42, 16 A p r i l 1817] mentioned i n 2.8. Com

ment i ng upon the extension of Babbage's t r a n s form (pr
Ł

fcp i n the form (p-^-D^ip 

(where D = d/dx, a symbol of dérivation), Herschel wrote: "Thus you see, t h i s 

c a l c u l a s of dérivâtiors expanded w i l l i n c l u d e your c a l c u l u s of f u n c t i o n s as a 

p a r t i c u l a r case. Think of t h i s " . [See a l s o (28.13); 2.8, (6), ( 7 ) ] . 

(3) The q u o t a t i o n i s from Herschel's l e t t e r [H.S, 20:7, 25 Febr. 1813]. I n 

f a c t , a t t h i s e a r l y stage i t was mainly Babbage who suggested w r i t i n g s by Con

t i n e n t a l mathematicians t o Her s c h e l , t h e r e f o r e he must had read E u l e r ' s book 

tha t Herschel r e f e r r e d t o [see a l s o 2.4] . F u r t h e r on C o n d i l l a c ' s i n f l u e n c e on 

E u l e r see [1.8, ( 6 ) , ( 1 1 ) ] . 

(4) I n the c o n c l u d i n g pages of h i s [1864, 485-6], Babbage des c r i b e d b r i e f l y 

h i s mental and p h y s i c a l e f f o r t s d u r i n g h i s a c t i v e years of study. He ended by 

sa y i n g : "Probably a s t i l l more important element was the intimate c o n v i c t i o n I 

possessed t h a t the highest object a reasonable being could pursue was t o en-

deavour t o d i s c o v e r those laws of mind by which man's i n t e l l e c t passes from 

the known t o the d i s c o v e r y of the unknown. T h i s f e e l i n g was ever présent t o my 

own mind, and I endeavoured t o t r a c e i t s p r i n c i p e i n the minds of a l l around 

me, as we l l , as i n the works of my predecessors". I h i s passage c l e a r l y r e v e a l s 

the psychology of Babbage which foreshadows t h a t of G r a t r y and Boole. The con

n e c t i o n between Boole's and Babbage's reasoning was n o t i c e d by M.Boole i n her 

[1972 , 49-50] . The p r o x i m i t y between the p h i l o s o p h i c a l views of these two men 

w i l l not be pursued i n t h i s t h e s i s . For f u r t h e r commenta see a l s o ( L a i t a 1980, 

55-56]. 

(5) Babbage's définition of 4j°*°(x, y) i s a r a t h e r vague one and the absence 

of any examples o f i l l u s t r a t i o n i s s t r i k i n g . F o r f u r t h e r study o f t h i s d e f i n i -
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t i o n see [De Morgan 1836. a r t . 267-270; 3.8]. 

(6) I n h i s [1816, 249], w h i l e confronted with the p o s s i b i l i t y of a f u n c t i o n 

whose index i s f r a c t i o n a l , he r e f e r r e d i n a footnote t o negative i n d i c e s i n 

t r o d u c i n g without e x p l a n a t i o n s the d e f i n i t i o n s (29.5)-(25.6) and (29.9) f o r 

the f i r s t time i n h i s work. 

(7) I n h i s e a r l i e r papers - p a r t i c u l a r l y i n h i s [1816]- Babbage had i n t r o 

duced more complicated n o t a t i o n f o r cases of simultaneous s u b s t i t u t i o n s f o r 

f u n c t i o n s w i t h more than two v a r i a b l e s . We have omitted a l l the i n 

stances o f the novel n o t a t i o n he o f f e r e d as they were not w i d e l y a p p l i c a b l e . 

However, we can mention at t h i s p o i n t De Morgan's m i l d i m p l i c i t c r i t i c i s m on 

Babbage's condensed forms: " I t i s much more easy t o invent n o t a t i o n f o r cases 

which i t may be conceived w i l l h e r e a f t e r a r i s e , than t o e n t e r i n t o the general 

s o l u t i o n of any one i n s t a n c e " (1836, a r t . 265]. We imply by t h i s , t h a t i n many 

cases the symbolism o r the examples presented was so c o n s t r u c t e d as t o apply 

r a t h e r t o cases t h a t were not p r e v i o u s l y conceived than t o problems which a l 

ready e x i s t e d [' ee 2.5-2.6]. 

(8) Babbage, a c c o r d i n g t o P y c i o r , was mainly i n f l u e n c e d by D.Stewart's 

n o m i n a l i s t p o s i t i o n . A book, apparently by Stewart, was c i t e d i n a footnote 

[1827, 327] i n connection w i t h the r o l e of d e f i n i t i o n i n geometry. But no 

f u r t h e r d i r e c t o r i n d i r e c t reference t o Stewart i s evident i n Babbage's pub

l i s h e d work. On the o r i g i n s o f [1827], as well as on Babbage's unpublished es

says on the philosophy of s i g n s , the reader can c o n s u l t [Enros 1979, 202-207; 

Dubbey 1978. chapt. 5 ] . On Stewart's i n f l u e n c e on Babbage see [ P y c i o r 1984, 

435-436] . The work o f Stewart w i l l not be discussed i n our t h e s i s . 

(9) On Laplace's procedure as i n h i s Mecanique see [Dhombres 1986, 148-

150]. F u r t h e r on equation (27.25) see 1.4 [(14.18), (14.30) ] . I n a footnote 

at [1827 , 357] Babbage r e f e r r e d t o h i s own general s o l u t i o n i n the form 

(27.30) as w e l l as t o another form not included i n h i s [1817] or [1820] . 

(10) See an i n t r o d u c t i o n t o De Morgan [1836] i n [3.5 t e x t and ( 1 ) ] . 

C h a p t e r 3 

S e c t i o n 3.1 

(1) De Morgan's t r e a t i s e [1836] i s touched upon i n [Koppelman 1971, 233-4, 

241] i n connection w i t h the r i s e of a b s t r a c t a l g e b r a i n mid-19
t h

-century 

B r i t a i n . Dr.I.Grattan-Guinness i s the f i r s t h i s t o r i a n t o perceive a founda

t i o n a l l i n k between De Morgan [1836] and the l a t t e r ' s work on the l o g i c of 

r e l a t i o n s [1860a]. A f t e r h i s suggestion, M e r r i l l [1990] h i n t e d a t t h i s l i n k i n 

h i s study of De Morgan's l o g i c of r e l a t i o n s , c a r r i e d out l a r g e l y i n a 
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p h i l o s o p h i c a l frame. As both a study of [1836] as such, and t h a t o f the impact 

t h a t [1836] had on De Morgan's l o g i c are m i s s i n g , we w i l l deal w i t h the former 

i n t h i s chapter postponing the l a t t e r f o r chapter 6. 

(2) Both [1836] and the textbook on The d i f f e r e n t i a l and intégral c a l c u l us 

[1842cJ are o f t e n c i t e d i n the course of t h i s t h e s i s . However, the d o c t r i n e o f 

Cauchy's l i m i t s and i t s slow d i f f u s i o n i n B r i t i s h textbooks i s not d i s c u s s e d 

[see 1.1, (5); 3.9]. 

(3) Whilè the p e r i o d 1839-1860 w i l l be discussed i n the next two c h a p t e r s . 

De Morgan's^work d u r i n g t h i s time w i l l be e x c e p t i o n a l l y s t u d i e d i n t h i s chap

t e r as on the whole i t developed independently from the c a l c u l u s o f opérations 

which f l o u r i s h e d by Boole and h i s f o l l o w e r s from 1844 onwards. 

S e c t i o n 3.2 

(1) On the T r i p e s exams see [Becher 1980b, 4-6, 42-3; F o r s y t h 1930, x - x i ; 

Roth 1971, 225-7, 230-236] . A moderator was an examiner who posed o r i g i n a l 

questions i n the T r i pce exams [see E l l i s 1863, x i x ] . Information on the rôle 

of a moderator i s g i v e n a l s o by De Morgan i n h i s [1832, 276; 3.4, (11)] . 

(2) On Peacock's rôle as a moderator i n the 1810's and as a i e c t u r e r and 

t u t o r up to 1839 see [Becher 1980b, 13-14; De Morgan 1832,276; Garland 1980, 

29-39; Koppelman 1971,179-180,187; P y c i o r 1981,25-27; and (21) below]. 

(3) On the issue o f d i f f e r e n t i a l n o t a t i o n see [2.1, (2); 2.2, ( 9 ) ] . 

(4) By "pure" mathematics we r e f e r t o algebra and a n a l y s i s i n the sensé o f 

the manipulation of a b s t r a c t symbols independent from géométrie o r p h y s i c a l 

concepts o r l i m i t s . "Mixed" o r " a p p l i e d " mathematics in v o l v e Newtonian c a l 

c u lus (but not i t s notation) as based upon géométrie and p h y s i c a l c o n s i d e r a -

(X-

t i o n s [Becher 1980b; Garland 1980, chap.3]. Cayley i s ^ s t r i k i n g example o f a 

Cambridge mathematician who c o n t r i b u t e d pure mathematics [see (1) above] . 

(5) On Whewell's " l i b e r a l éducation" see [Becher 1980b;Garland 1980,chap.3] . 

( 6 ) F o r a gênera 1 survey o f mathemat i c s and mathemat i ca 1 phys i c s i n 

Cambridge during the p e r i o d 1815-1845 see [Grattan-Guinness 1985a] . 

(7) Since the name of an author o r e d i t o r i s o f t e n m i s s i n g , we c i t e the books 

devoted t o c o l l e c t i o n s o f Cambridge Problems as "Cambridge" f o l l o w e d by t h e 

date of t h e i r p u b l i c a t i o n . For détails see the b i b l i o g r a p h y under "Cambridge". 

(8) T h i s passage, f o l l o w i n g formula (27.14), i s an e x t r a c t from H e r s c h e l ' s 

l e t t e r [H.S, 20: 35, 14 J u l y 1816]. 

(9) However, Whewell's memoirs on the t i d e s are regarded as e x c e p t i o n a l . 

(10) Whewell r e f e r r e d t o the main 1 8 ^ Century E n g l i s h a n a l y s t s who developed 

Newtonian mechanics. On M a c l a u r i n ' s , Simpson's and o t h e r s ' work on the t h e o r y 

of the earth's shape at t h a t time see [ G u i c c i a r d i n i 1989, chap. 5 ] . 

(11) Whewell [1837] i n c l u d e d a chapter on common algebra (as based on Wood's 
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textbook [see De Morgan 1832; 3.4] ) and one on i n d u c t i v e l o g i e . On Whewell's 

p h i l o s o p h i c a l and educational views i n generał see (Garland 1980 , 32-36; 

P y c i o r 1982a, 408; 1983, 224-5; Richards 1980, 350-353; 1987, 19]. On 

Whewell's endorsement o f E u c l i d ' s geometry see [Becher 1980b, 2 4 ] . 

(12) See références i n (5) and (11) above, as w e l l as (3.4, ( 7 ) ] . 

(13) For b i b l i e g r a p h i c a l information on the a r t i c l e s c o n t r i b u t e d t o t h i s en-

c y c l o p e d i a i n the 1830's and e a r l y 1840's see [Grattan-Guinness 1985a.87-88]. 

Among the authors we mention A i r y , Whewell, H e r s c h e l , De Morgan and Barlow. 

(14) From 1831 onwards the Tracts included an i n t r o d u c t i o n t o F r e s n e l ' s op-

t i c s . P u r t h e r on A i r y ' s T r a c t s and on Whewell's r e a c t i o n see [Becher 1980b, 26; 

Gar land 1980 , 45: Grattan-Guinness 1985a, 103-4]. 

(15) See a l s o [2.2 t e x t and ( 4 ) ] . P a r t i c u l a r l y on équation (32.5) see (14.9), 

(22.1) and [Herschel 1845,677; Whewell 1823, 30-43, 198-204]. In f a c t , Whewell 

i n c o r p o r a t e d more éléments from Woodhouse's study of (32.5) than A i r y d i d . 

(16) A i r y presented (13.12) under a différent n o t a t i o n and form. As the es

sence i s a c t u a l l y the same we omit A i r y ' s v e r s i o n as t h i s would demand 

c l a r i f i c a t i o n s i r r e l e v a n t t o our study. For the équivalent of (13.12) i n 

A i r y ' s T r a c t s see the l a s t équation a t page 99 i n [1826] and équation (I) i n 

[ i b i d , 1 0 7 ] . The same équation i s t r a c e d i n [ A i r y 1845,187 ; 0' B r i e n 1840 , 5 3 ] . 

(17) I n f a c t "c" i n (32.7) r e l a t e s t o "a" i n Laplace's formula (13.19) on the 

r a d i u s o f the e a r t h . However, formula (13.19) i s not mentioned by A i r y . 

(18) On Laplace's reasoning from (32.7) up t o (33.11) see (13.21)-(13.28). 

For a s i m p l i f i e d r e p r o d u c t i o n of i t see [Pratt 1836,556-7; 1.3, (4 ) , (12)] . 

(19) F o r a c r i t i c a l commentary on O' B r i e n ' s i n s u f f i c i e n t account see [ P r a t t 

1860, "Préface"; 1871, 29; Todhunter 1879, 313, 315; 1.3, ( 1 1 ) ] . 

(20) Becher's paper on "William Whewell and Cambridge mathematics" [1980b] 

has been of great h e l p i n t h i s s e c t i o n . Moreover, h i s l e c t u r e on Cambridge 

mathematics and p h y s i c s i n the l a t e 1830's - g i v e n a t Chelsea C o l l e g e , London 

i n 1987- was Y6"^ i n f o r m a t i v e . Becher s t r e s s e d the r o l e of the theory of the 

e a r t h ' s shape i n the development of f l u i d mechanics a t Cambridge. In the course 

of t h i s l e c t u r e he mentioned that W.Thomson found A i r y ' s présentation as t o 

t a l l y unconvincing^ and a l s o that A i r y was not happy w i t h h i s own treatment. 

(21) On the c o n t r i b u t i o n s of Babbage, Herschel and Peacock on the Cambridge 

c u r r i c u l u m i n the 1810's and 1820's see a l s o [Wilkes 1990]. 

S e c t i o n 3.3 

(1) On Murphy's l i f e see [Smith 1984a. 1-7]. 

(2) An o u t l i n e of Murphy [1837] i s included i n [Koppelman 1971, 195-6; Smith 

1984a, 23-25]. The f i r s t t o acknowledge Murphy f o r h i s theory of transforms 

and d i s t r i b u t i v e Operations was P i n c h e r l e [1899, 14; 1912, 1-9]. See a l s o 
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[Cooper 1952, 11] . However, h a r d l y any r e p r o d u c t i o n o f h i s methodology i s 

n o t i c e d , with an e x c e p t i o n [ Staiith 1984a, 24 ] . 

(3) As i t i s beyond the scope of our study we have omitted Murphy's work on 

d e f i n i t e i n t e g r a l s . For a summary o f h i s e a r l y papers see [Staith 1984a,7-22]. 

On Murphy's i n v e r s i o n formula, as i n [1833b,362-3] see (Smith 1984a,14; Deakin 

1981, 372-3]. 

(4) (33.2) i s e q u i v a l e n t t o (14.3) i f A=B=1. Murphy reduced (33.2) t o 

d
2

y 1 
( i ) = — y x i /° -= v i a ( i i ) m + 2 = 1/a, t = ox , a

1 / a

 AB = 1/a
2 

d x
2

 a
2 

where m,a,A,B and a c o n s t a n t s . I f A=B=1 then ( i ) i s e q u i v a l e n t t o (14.4). Form 

( i ) was claimed t o be the "form best adapted f o r r e s o l u t i o n " [Murphy 1830, 

440]. Indeed the R i c c a t i equation was u s u a l l y s t u d i e d i n t h a t form [ 1 . 4 , ( 4 ) ] . 

(5) The constant a i n (33.3) stands f o r the a i n ( i i ) g i v e n i n (4) above. S 

and $(h) are g i v e n by 

j^n/o - * - l J-jn 

( i i i ) S = 2n and ( i v ) $(h) = 2^ 
n!(a+1)...(a+n) (a+1)...(a+n) 

r e s p e c t i v e l y . The constant a i n ( i i i ) and ( i v ) stands f o r the same a as i n the 

f i r s t formula i n ( i i ) above [1837, 440-441]. 

(6) We omitted theorem (33.4) i n 2.3. I t s proof i s based upon (23.15). See 

[Herschel 1814, 448-449], On Herschel's n o t a t i o n see (23.9)-(23.14). 

(7) For an o u t l i n e of Murphy [1833a] see [Smith 1984a, 8-10] . Murphy was t o 

draw f r e q u e n t l y on t h i s paper i n l a t e r works [see (33.61) and h i s 1838, 9 9 ] . 

Among Murphy's i l l u s t r a t i o n s were Lagrange's theorem f o r the expansion of 

f ( z ) , where z=a+hF(z) and Burmann's theorem of expansion [1833a,139-141]. On 

the l a t t e r theorem see [Grattan- Guinness 1990, art.3.4.3; De Morgan 1842c, 

303] f o r i t s o r i g i n a l appearance i n 1798 and a d e t a i l e d proof r e s p e c t i v e l y . 

Apparently independently of Murphy, De Morgan incorporated a systematic c o l 

l e c t i o n of a l l such known theorems of expansion, i n c l u d i n g Herschel's (23.18), 

i n h i s [1842c,74,168-174,303-311] . Most of these theorems were re p e a t e d l y r e -

demonstrated by s y m b o l i c a l methods i n the 1840's and 1850's [5.2, 5.4]. 

(8) For m = 0 equation (33.5) o b t a i n s the form 

d
2

u du 
( i ) t ( l - t ) + ( l - 2 t ) — + n(n+l)u = 0. 

d t
2

 d t 

P u t t i n g p = l - 2 t equation ( i ) i s reduced t o 

d p du -i 
( i i ) — (1-u

2

) — + n(n+l)u - 0, 
dp L dp J 
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Murphy's form f o r the "Legendre équation" [1833c, 14; 1.3, ( 5 ) , équation ( 1 ) ) . 

(9) Murphy's account, as i n h i s Notes t o [1833b], i s g i v e n i n f u l l . F o r a 

d e t a i l e d computation of the appendage of û
_ 1

, [03A-
1

 - o r û
_ 1

( 0 ) - see [1837, 

189-190]. As we w i l l not présent t h i s computation l a t e r on, I would i i k e t o 

mention t h a t A
_ 1

( 0 ) i s of the form (33.13) where nu are ± i r W - l / h . 

(10) P i n c h e r l e [1912,l,fn 1] a t t r i b u t e s t o Murphy t h i s d i s t i n c t i o n which, 

however, goes back to Sarrus i n 1822 [see 1.6. t e x t before (16.23)]. 

(11) The r u l e (33.19) i n i t s generał form was g i v e n o n l y v e r b a l l y . I t 

r e s u l t e d from h i s deducing [ x
2

] ^ by w r i t i n g ip
3

 as UJUJUJ. However no parenthes s 

are s p o t t e d [1837,180). Followed a p p l i c a t i o n s of the r u l e (33.19) t o examples. 

(12) As we s h a l l see i n t e x t below, (33.22) was a r e s u i t of theorem (33.27) 

and the définition of e
e

 (33.35). Theorem (33.20) was s t r e s s e d f o r i t s impor

tance by [Koppelman 1971. 196; P i n c h e r l e 1912, 9 ] , but i t s démonstration i s 

m i s s i n g . S u r p r i s i n g l y , i t i s absent i n [Smith 1984a] . 

(13) The transform (33.51) i s of wide use w i t h i n mathematics ( f u n c t i o n a l 

c a l c u l u s , d e f i n i t e intégrais, matrices e t c . ) . See [ P i n c h e r l e 1899,14:1912,8, 

35] on Murphy's and Laplace's i n t r o d u c t i o n of (33.51). For f u r t h e r références 

on Bahbage's transform (28.11) o r (25.1), see [2.5, ( 1 ) ] . 

(14) Formula (33.57) w i l l appear i n our study i n the form : 

( i ) [ (n-1) ] . .. F i l y" f — ] , ( i i ) x = l o g y, 

1 dx J L d x - I d x L-dy-l 

h i n (33.57) taken equal t o 1. Notice the p e c u l i a r i t y of Murphy's n o t a t i o n 

(33.19)-(33.20). On ( i ) see (45.20). 

(15) Formula (33.58) -apparently of no u s e f u l a p p l i c a t i o n - i s recorded here 

as a f i r s t instance of nonsensical s y m b o l i c a l expressions which r e s u l t e d from 

an o b s e s s i o n f o r outmost generałity and a b s t r a c t i o n . Relevant i n s t a n c e s are 

recorded i n chapter 5. 

(16) See C a r m i c h a e l s book [1855] s t u d i e d i n 5.7. 

(17) See a l s o [4.4, ( 2 ) , ( 3 ) , (4) ] . 

(18) Smith [1984a,4]. De Morgan was the f i r s t t o a p p r e c i a t e Murphy's work. A 

référence t o [1837] i s g i v e n i n De Morgan's a r t i c l e on opérations [1840,445]. 

S e c t i o n 3.4 

(1) On the r i s e of the problem of négative and imâginary numbers i n e a r l y -

1 9 ^ - century England and on the e a r l y development of a b s t r a c t a l g e b r a see 

[Nagel 1935; P y c i o r 1987; 1981, 27 , 3 4 ] . 

(2) Peacock's p r i n c i p l e i s d i s c u s s e d i n t e x t below (see ( 3 ) , ( 1 7 ) - ( 2 1 ) ] . 

(3) On the e a r l y c r i t i c a l réception o f symbol i c a l algebra see [ P y c i o r 

1982a]. On Whewell's o b j e c t i o n s towards Peacock's p r i n c i p l e and h i s o b s t r u c t -
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i n g r o l e i n the adoption o f s y m b o l i c a l a l g e b r a see [ P y c i o r 1982a, 408; 1983, 

224-5; Richards 1980 , 362-3J. I t i s , however, of i n t e r e s t t o note t h a t Whewell 

embraced Peacock's p r i n c i p l e i n h i s philosophy [Richards 1980 , 352-3]. 

(4) See [Clock 1964; Nagel 1935; Novy 1968; 1973, 189-199; P y c i o r 1983]. 

(5) See p a r t i c u l a r l y [Clock 1964, 17-107; P y c i o r 1983]. Koppelman [1971, 

215-220] takes a s l i g h t l y d i f f e r e n t p o s i t i o n p a r t l y o b j e c t i n g t o C l o c k ' s argu

ments. On a b r i e f review o f these researches see [Richards 1980 , 344-5]. 

(6) De Morgan d i d not pursue a c a r e e r a t Cambridge,objecting t o pass a 

t h e o l o g i c a l t e s t . On h i s l i f e see [Mac F a r lane 1916,19-33; Howson 1982,75-96]. 

(7) On Whewell's i n f l u e n c e on De Morgan see [Richards 1987, 15-20] . 

(8) As t h i s matter i s beyond the scope o f t h i s t h e s i s we omit a d i s c u s s i o n 

o f De Morgan's views. On h i s [1831] see a l s o [ P y c i o r 1983, 212-216] . 

(9) [1831, 62] . The q u o t a t i o n i n t e x t was g i v e n i n E n g l i s h but De Morgan d i d 

not provide any r e f e r e n c e . Probably he drew from the Seances of the E c o l e Nor

male i n 1795 [see 1.8, t e x t above ( 6 ) ] . 

(10) We remind the reader t h a t Whewell had shown p a r t i c u l a r p r e f e r e n c e t o 

Wood's algebra endorsing elements of i t i n h i s [1837; see 3.2, (11) ] . 

(11) [De Morgan 1632, 276; see a l s o 3.2, (1) ] . 

(12) On De Morgan's defence of Whewell's " l i b e r a l education" and on the 

l a t t e r ' s o b s t r u c t i v e r o l e towards the development of a b s t r a c t a l g e b r a see 

[3.2, ( 5 ) ; 3.4, (3), ( 7 ) ] . 

(13) K r a r a t h e r unusual paper on the s t u d e n t s ' r e a c t i o n t o De Morgan [1835b] 

see [ P y c i o r 1982b]. I n the preface t o the book De Morgan d i s t i n g u i s h e d between 

the " a r t " and "science" of a l g e b r a [1835b,3; see a l s o Richards 1980,354-5]. 

(14) [1835b,198] . As we s h a l l see i n chapter 6, De Morgan would c l a i m i n the 

same s p i r i t t h a t "Logic c o n s i d e r s not thought but the form of thought"
 J
 adding 

t h a t the forms of thought are "more v i s i b l e i n algebra than i n o t h e r thought" 

[1858,82]. 

(15) For a f u r t h e r d i s c u s s i o n on t h i s q u o t a t i o n see [ P y c i o r 1983, 217]. 

(16) T h i s passage i s d i s c u s s e d i n [ P y c i o r 1983, 218]. P y c i o r d e s c r i b e s i t as 

" c r u c i a l " ^ h o l d i n g that "De Morgan ranked a l g e b r a as a s c i e n c e , a s t a t u s he 

l a t e r denied i t s symbolical component". She holds that by d e f i n i n g a l g e b r a "as 

a s c i e n c e of i n v e s t i g a t i o n r a t h e r than q u a n t i t y " , he accused Peacock o f 

" a l g e b r a i c conservatism" [ i b i d , 217]. I r e g a r d her arguments as s l i g h t l y exag

g e r a t i n g as i t i s d i f f i c u l t t o d e s c r i b e as "Abstract stage" the p e r i o d d u r i n g 

which De Morgan reviewed i n a f a r from l u c i d way Peacock's work, a p e r i o d 

which apparently i n her paper h a r d l y covers one year. As Richards s t r e s s e d 

[1987,14] De Morgan's review took a long time t o be c o n s t r u c t e d , f o r as the 

l a t t e r admits [1835a, 311] i t was "of very g r e a t d i f f i c u l t y of forming f i x e d 

o p i n i o n s upon views so new and so e x t e n s i v e " . Both w r i t e r s express i n t e r e s t i n g 
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views on t h i s review; however an i s o l a t e d study of i t can not lead t o d e f i n i t e 

c o n c l u s i o n s on De Morgan's views at th a t time. For example, h i s [1836], w r i t 

t e n s h o r t l y a f t e r the review, does not show evidence of any a c c u s a t i o n towards 

Peacock's conservatism; i t i s r e p r e s e n t a t i v e of De Morgan's ambiguous and am

b i v a l e n t s t y l e , and of h i s tendency towards meaningful, r a t h e r , than symboli

c a l a l g ebra [3.5-3.9]. On the whole h i s tendency f o r conceptual understanding 

i s s t r o n g e r than the instances which imply a f o r m a l i s t i c one. 

(17) Most probably t h i s example was drawn from Peacock's work. On Peacock's 

treatment of (34.3) see [Richards 1987, 14-15]. 

(18) F u r t h e r on Peacock's a l g e b r a , h i s d i s t i n c t i o n between " a r i t h m e t i c a l " and 

" s y m b o l i c a l " algebra and h i s emphasis on a r i t h m e t i c as "science of suggestion" 

of the l a t t e r a l g e b r a , see P y c i o r ' s extensive d i s c u s s i o n i n [1981, 33-38]. I 

c a l l the reader's a t t e n t i o n t o a recent paper by Durand [1990] where Locke's 

i n f l u e n c e on Peacock i s d i s c u s s e d . 

(19) [Peacock 1830, 104). On e a r l i e r formulations of what we c a l l as 

Peacock's PEF, by Woodhouse and Poncelet i n 1801 and 1822 r e s p e c t i v e l y , see 

[ P y c i o r 1984, 431-2; Novy 1968, 215]. On Peacock's p r i n c i p l e see [Nagel 1935. 

179-182; Novy 1973, 190-4; P y c i o r 1981, 38-40; Richards 1980, 346-350; 1987, 

14-15] . On Babbage's i n f l u e n c e on Peacock's work see [Dubbey 1977 , 301]. 

(20) [De Morgan 1835a,308]. See a l s o [Pycior 1983,219-220; Richards 1980,354-

5; 1987,14-15]. 

(21) [1835a,310]. On De Morgan's c r i t i c a l acceptance of PEF see [P y c i o r 

1983,219-221; Richards 1987,15-17]. 

(22) [1835a, 310-311]. 

S e c t i o n 3.5 

(1) The volume i s dated 1845^ but an o f f p r i n t of the t r e a t i s e i n the L i b r a r y 

of the Royal S o c i e t y bears the date 1836 [see a l s o Grattan-Guinness 1985a, 

100]. The 328 a r t i c l e s cover 75 quarto double column pages i n small t y p e . 

(2) P r i o r t o t h i s passage. De Morgan commented b r i e f l y on the work done so 

f a r on the c a l c u l u s of f u n c t i o n s [see c i t a t i o n i n 2.9, ( 1 0 ) ] . 

(3) De Morgan's emphasis on the u t i l i t y of mathematical t h e o r i e s i s probably 

due t o Whewell's i n f l u e n c e (see 3.4 t e x t and (7)1. 

(4) T h i s l a s t statement, i n a s l i g h t l y modified way, w i l l be found i n the 

"Preface" of Boole [1847a; see 7.1, (15)-(16)]. 

(5) De Morgan's d i f f i c u l t y t o f o l l o w a c o n s i s t e n t method o f arrangement of 

the t o p i c s under study w i l l be evident i n our study i n 3.6-3.8. 

(6) At t h i s instance we would agree with Herschel's p e r t i n e n t remark on 

E u l e r ' s p r e s e n t a t i o n of C a l c u l I n t e g r a l [2.9, ( 3 ) ] . A s i m i l a r remark was 

t r a c e d i n 1.8 by Gergonne L a c r o i x . Both E u l e r and L a c r o i x were i n f l u e n c e d 
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by C o n d i l l a c ' s epistemology [see 1.8, ( 6 ) , (11)J. 

(7) I t i s impossible t o g i v e a complete'^ accurate l i s t of p o i n t s not 

disc u s s e d : the reader may c o n s u l t the index of contents a t [1836, 390-392]. As 

f a r as Laplace's, Bahbage's, Herschel's and Spence's work i s concerned, De 

Morgan's p e r t i n e n t remarks are t o be found i n chapter 2, p a r t i c u l a r l y i n 

[2.3,(4); 2.4» (7); 2.5, (13),(17); 2.6, (15); 2.8, ( 3 ) , (9); 2.9, ( 5 ) , ( 1 0 ) ] . 

(8) Apart from (2) and ( 5 ) , a l l the other issues l i s t e d , above i n (35.1) were 

di s c u s s e d i n 1.8 i n connection with French s e m i o t i c s , as w e l l as i n 2.9 i n 

connection with Babbage's and Herschel's work. Probably De Morgan was i n 

fluenced by both French and E n g l i s h mathematicians. A d e t a i l e d account of De 

Morgan's p e c u l i a r adoption of these issues w i l l be g i v e n i n 3.6. 

(9) A f i r s t study of. the f u n c t i o n s l i s t e d i n (35.2) below was c a r r i e d out by 

Babbage and H e r s c h e l . We s t r e s s t h a t De Morgan was not y e t acquainted with the 

work of Servoi s and F r a n c o i s on inverse o r commutative f u n c t i o n s . 

(10) T h i s concept, a t t r i b u t e d p a r t l y t o W.H.Maule (2.5,(3)] and p a r t l y t o 

Babbage [1836,art.49] was probably so c a l l e d a f t e r Arbogast's c a l c u l u s of 

d e r i v a t i o n s . The name " d e r i v a t i v e " might a l s o had been borrowed from 

Bromhead's and Herschel's use of t h a t term i n 1817 [see (28.11)-(2S.16), t e x t 

and ( 6 ) , ( 7 ) ] . 

(11) The reader can draw a comparison between Murphy's study [3.3] and tha t 

of De Morgan's [3.6] . The l a t t e r l a c k s the r i g o u r and depth of Murphy's r e 

search as we l l as the g e n e r a l i t y of h i s r e s u l t s . 

S e c t i o n 3.6 

(1) The p e c u l i a r i t i e s and consequences of De Morgan's approach are discussed 

i n Richards [1987] i n connection w i t h algebra and a n a l y s i s [see 3.4 t e x t and 

(7)] . A l l the elements o f De Morgan's reasoning p o i n t e d out i n t h i s recent 

study are t o be perc e i v e d r e p e a t e d l y i n our d i s c u s s i o n of h i s [1836] , a work 

which was s u r p r i s i n g l y o m itted i n Richards [1987]. The reader can c o n s u l t t h i s 

paper on l i n e s p a r a l l e l t o the present i n q u i r y . 

(2) I n a r t . 4 De Morgan wrote t h a t a-x
2

 i s the same f u n c t i o n of x as a-y
2

 i s 

of y. T h i s evident remark was o f t e n used i n h i s t r e a t i s e . For an a p p l i c a t i o n 

see t e x t below (36.9) and (36.21). 

(3) (1836, a r t . 8 ] . As we s h a l l see i n many ins t a n c e s , De Morgan regarded a l 

gebra as a k i n d of s c i e n c e o f suggestion f o r the c a l c u l u s of f u n c t i o n s . 

(4) (1836,art.73,fn] . T h i s i s an example of De Morgan's nonsensical remarks. 

(5) T h i s l a s t c i t a t i o n , g i v e n by.De Morgan i n " ", echoes of e m p i r i c a l 

philosophers and p a r t i c u l a r l y of C o n d i l l a c [1798; see a l s o 1.8;3.4;3.5, (8) ] . 

(6) I n a r t . 19 De Morgan draws an analogy between Lagrange's theorem 

710 



(iï ( l + A ) ^ = u»< + nAUx + 
rr-1 

2 
•A»Ub« + - • - and ( i i ) (l+a)"b=b+nab+r> 

n-1 

2 
a=b+ 

where a,b q u a n t i t i e s , but (1+a) i s viewed as an opération. In a r t . 2 0 ne 

claimed that " I t would not be d i f f i c u l t so t o ge n e r a l i z e the n o t i o n of succes

s i v e counting, t h a t Algehra should become a Science of opérations, even i n the 

hi g h e r sensé i n which û, an opération, i s d i s t i n g u i s h e d from u«, a q u a n t i t y " . 

I hus, ( i i ) can become a p a r t i c u l a r case o f ( i ) " i n which LU i s d e r i v e d from 

the équation Aux=bu><. And Laplace's theory of generating f u n c t i o n s might 

e a s i i y be connected with such a System". See a l s o 3.9. 

(7) Indeed, l e t <p
x
, tpa stand f o r (36.16) f o r i = l , 2 . Then. by (36.17), both 

s i d e s of (36.15) are equal t o : tpi
a

x+2tfb.cp2X-Kp2
2

x+äii. See [1836, a r t . 2 2 ] . 

(8) De Morgan wrote i n a r t . 2 2 a f t e r the computations mentioned i n (7) above: 

"Hence i t appears t h a t the séparation of the symbols of opération and q u a n t i t y 

can ( f o r thèse f u n c t i o n s [(36.16)]) be c a r r i e d out to the same extent a t l e a s t 

as i n t h e C a l c u l u s of Différences, w i t h t h i s extension of meaninq of the s i g n 

+ ; t h a t + placed between two i s o l a t e d s i q n s of opération, each taken once. 

r e q u i r e s the a d d i t i o n of m when the symbols of opération are reconnected w i t h 

t h e i r symbols of q u a n t i t y " . T h i s exaggerated Statement was f o l l o w e d by 

(36.18). 

(9) P r i o r t o t h i s statement. De Morgan wrote i n a footnote [1836, a r t . 2 5 , 

313]: "To the student of mathematical symbols we should decidebly recommend 

a t t e n t i o n t o the methods by which the deaf and dumb are taught t o rea d and 

w r i t e " . Art.25 i s the main philôsophical s e c t i o n i n the t r e a t i s e . Once more we 

see an i n f l u e n c e from fVench s e m i o t i c s , i n t h i s case of Diderot's l e t t e r t o 

the deaf and dumb which i s probably i m p l i e d i n the above q u o t a t i o n . 

(10) T h i s emphasis on symmetry s t r o n g l y echoes Babbage's remarks i n [1827; 

2.9] . I t a l s o foreshadows a new mathematical trend which s t r e s s e d the impor

tance of symmetrical forms put forward by Carmichael. Spottiswoode and others 

few décades l a t e r [see 5.7-5.10]. 

(11) Apparently by mistake De Morgan wrote f° instead of f i n (36.20) . The 

symbol x stands f o r m u l t i p l i c a t i o n . H i s remark at t h i s point about the s o l u 

t i o n o f (36.19) i s unusual f o r an elementary account; i t f a r from persuades 

the reader why a f u r t h e r study of inverse f u n c t i o n s i s r e q u i r e d . 

(12) The only e x p l a n a t i o n provided was by means of the example (36.21). 

(13) T y p i c a l of De Morgan, i n c o n v e r t i b l e i n v e r s e s , were not excluded from h i s 

study. He admitted i n [1836, a r t . 3 4 , 316,fn] that the démonstration of t h i s 

l a t t e r theorem i s "incomplète i n s e v e r a l p o i n t s : it i s worth f u r t h e r 

considération". I n c o n v e r t i b l e i n v e r s e s w i l l not be di s c u s s e d . 

(14) The démonstration of (36.28) i s perhaps the most r i g o r o u s i n the 
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t r e a t i s e . However, i t was not i l l u s t r a t e d w i t h i n the f u n c t i o n a l c a l c u l u s . De 

Morgan's paper [1838] was devoted t o h i s s o - c a l l e d "discontinuous c o n s t a n t s " . 

H i s r e s e a r c h , connected w i t h some "anomalies" he had ohserved i n " c e r t a i n 

s e r i e s " , arose out of h i s [1836; see 1838, 185-6, 193]. 

(15) At [1836,art.49,fn] he wrote: "We do not l i k e t o suggest any othe r than 

a g e n e r i c name. Any person may s p e c i f y t o h i m s e l f what d e r i v a t i v e he w i l l c a l l 

i t " . On the probable reason why he introduced t h i s terminology see [3.5, (10)] . 

S e c t i o n 3.7 

(1) [1842c,737]. T h i s method, a p p l i c a b l e t o non-periodic f u n c t i o n s , i s ex

p l a i n e d i n (37.55) below. On p e r i o d i c f u n c t i o n s see the passage quoted below 

i n (12). 

(2) The assumption t h a t a"x=c i s an ad hoc one which f a c i l i t a t e s the 

e l i m i n a t i o n of n. For f u r t h e r i l l u s t r a t i o n see (37.32) and (37.66). As i t i s 

i m p l i e d from h i s remark i n a r t . 126, when De Morgan speaks of e l i m i n a t i o n of 

n, he i m p l i e s the e l i m i n a t i o n of any n i n v o l v e d i n the formulae under con

s i d e r a t i o n , but where i t stands as a f u n c t i o n a l index. 

(3) [1836, a r t . 144] . In seeking f o r a connection between cjxpx and i^tpx. De 

Morgan i s c l o s e t o Murphy's concerns i n [1837] . 

(4) De Morgan's s p e c u l a t i o n s are c l o s e t o those communicated between 

Herschel and Babbage on the analogy between i/*x=x and z°=l [see (27.1)-

(27.2)]. An outcome o f t h i s communication was i n c l u d e d , as we saw i n 2.7, i n 

Babbage [1817], a work f a m i l i a r t o De Morgan [see 1836, a r t . 7 2 , f n ] . But, con

t r a r y t o these a n a l y s t s . De Morgan was not s a t i s f i e d by a mere o b s e r v a t i o n of 

an analogy but wished t o d e l v e i n t o i t s nature. He probably f e l t t h a t i t was 

through h i s c r i t i c a l statements and h i n t s f o r f u r t h e r research t h a t he con

t r i b u t e d i n the development of f u n c t i o n a l equations and r e l e v a n t t o p i c s , than 

by e s t a b l i s h i n g new r e s u l t s . However, d e s p i t e the apparent f a i l u r e of h i s 

method, he d i d c o n t r i b u t e i n h i s own way i n e s t a b l i s h i n g c e r t a i n p r i n c i p l e s o f 

symbolic reasoning -as s t u d i e d i n 3.6. 

(5) [1836, a r t . 121]. As i n the passage quoted i n (4) above, we have here 

again evidence o f De Morgan's tendency t o r e g a r d algebra as science o f sug

g e s t i o n [see 3 . 6 , ( 3 ) ] . I t might be i m p l i e d from t h i s q u o t a t i o n t h a t he seeked 

f o r a theorem i n the c a l c u l u s of f u n c t i o n s analogous t o Maclaurin's theorem i n 

a l g e b r a . I n t h i s case s u c c e s s i v e f u n c t i o n s would be analogous i n r o l e w i t h the 

d i f f e r e n t i a l c o e f f i c i e n t s i n the l a t t e r theorem. See a l s o (7) below. 

(6) On the d i s o r d e r of h i s e x p o s i t i o n see [3.5, (5)] . Other cases d i s c u s s e d 

i n a fragmentary way concern i n v e r s e , c o n v e r t i b l e and p e r i o d i c f u n c t i o n s . 

(7) C o l l i n s ' s method i s but an a p p l i c a t i o n o f Lagrange's [1.4,(9); (26.1)]. 

De Morgan was acquainted w i t h the l a t t e r ' s [see 1836, a r t . 2 4 6 ] - motivated by 
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i t t o h i s statement i n (5) above. 

(8) My own explanatory remarks -as implied by De Morgan- are i n s e r t e d i n 

square b r a c k e t s . P a r t i c u l a r l y on the élimination process see a l s o (2) above. 

(9) I t i s assumed t h a t t ^ l , b ' ^ l . For an a d d i t i o n a l i l l u s t r a t i o n of the ad 

hoc assumption (37.2) o r (37.34) > we w i l l deduce the "exponential i n v e r s e " Ax 

of ax. This amounts t o the élimination of n between (37.33) and (37.34). By 

means of thèse two formulae we have th a t 

logC - log x 
a L 

( i ) b»(x + ) = C hence ( i i ) n = Ax = 
b-1 logb 

De Morgan omitted at t h i s stage t o mention the "exponential i n v e r s e " ; however, 

formula ( i i ) was o b t a i n e d i n a r t . 53 i n a différent context [see (10) below) . 

(10) Equation (37.38) i s not mentioned by De Morgan. In a r t . 52 he commented 

upon the évaluation of the indeterminate form produced when b'=l. F i n a l l y , i n 

a r t . 5 3 , he determined (p i n the case of b'=l. We now have (37.33)-(37.34) f o r 

ax, and ( i i i ) B°y = na'+y = C . Based now upon ( i i ) g i v e n i n ( 9 ) , n i s 

e l i m i n a t e d and y, o r cpx, i s deduced from ( i i i ) . Hence, Bx i s once more a 

dérivâtive of ax. 

(11) On différent occasions he suggested différent c l a s s i f i c a t i o n s of fmic

t i o n s , mainly based upon the p r o p e r t i e s of t h e i r s u c c e s s i v e f u n c t i o n s . The 

e a r l i e s t c l a s s i f i c a t i o n i s introduced i n art.45: Case 1: a i l the successive 

f u n c t i o n s are différent i n form (f(x)=l+x
2

 or l o g x ) . Case 2: the successive 

f u n c t i o n s assume o n l y a f i n i t e number of r e c c u r i n g d i f f e r e n t forms 

(cpx=(l-r+rx
2

)
X / , £

, r the c u b i c r o o t of 1 [art.361) and Case 3: a i l are cognate 

forms [(37.46)], e i t h e r w i t h o r without récurrence. On another type of c l a s s 

i f i c a t i o n see [ a r t . 191] . I n art.61-63 he gave three d i s t i n c t methods f o r the 

détermination of içnx where tpx i s the second of the forms i n (37.46). Among 

them Horner's method as i n Babbage [1820 , 5; see a r t . 61, fn] . 

(12) [1842c, 737]. De Morgan's study of symmetrical f u n c t i o n s i s only a 

s l i g h t gêneralization o'-f Babbage's study [see 2.5-2.6]. 

(13) Equations such as (37.52) o f t e n occur i n "various branches o f Mathe-

matics " [art.94]
t
 but no références were provided. On the h i s t o r y of such 

équations see [(14.14), (14.16); 1.4, (7). (8); Dhombres 1986, 157-164; Dubbey 

1978, 89-91; P i n c h e r l e 1912, 47-51]. 

(14) In [ a r t . 104,fn] De Morgan wrote: "The reader may, as i n the case of the 

dérivât iv e [see 3.6, ( 1 5 ) ] , supply any name he l i k e s b e t t e r . I t i s important 

t o observe t h a t , i n f i n d i n q £x,Ax may stand f o r the s o l u t i o n of Aax=Ax±p. 

where p i s any whole number". T h i s l a t t e r équation, i s a gêneraiization of ( i ) 

i n (37.65) and can be deduced by the same reasoning. T h i s o b s e r v a t i o n gave 
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r i s e t o another mode of s o l u t i o n of (37 . 1 ) as based on a p a r t i c u l a r s o l u t i o n 

of an équation o f the form ujfx=fax, where f , a are known (see a r t . 109] . I n 

art. 1 1 3 he deduced from ( i ) i n ( 3 7 . 6 5 ) the value of ax=A
- 1

(Ax-l) from which i t 

f o l l o w s a"x=A
- 1

(Ax-n). Thus, g i v e n Ax we can f i n d ax [see a l s o (15) below]. 

(15) I f ax=bx, i t was found that Ax=(Xc-Xx)/Xb. Now gi v e n Ax, A
_ 1

x=e
- x l 3 0 e _ l

"
X c

, 

and Ax-l=(Xc-Xx-Xb)Ab. Hence ax=A
_ 1

 (Ax-l)=e-
Xto<A>

<-
1,

-
,

-
Xc

=e
xl3,><

=xb as r e g u i r e d . 

Such t r i v i a l i l l u s t r a t i o n s were omitted i n the t r e a t i s e . 

(16) Ax i n ( 3 7 . 3 7 ) i s the exponential inverse o f ax, 41AX the s o l u t i o n 

r e g u i r e d and l u equals mx. 

S e c t i o n 3 . 8 . 

(1) De Morgan d i d not c i t e Bahbage [18223-or [1827] . His s o l e b a s i s f o r the 

theory of f u n c t i o n s of two v a r i a b l e s i s Bahbage [1816] . Only i n a r t . 2 7 7 d i d he 

r e f e r t o Herschel [1822; see 2 . 8 , ( 9 ) ] . 

(2) I n a r t . 2 6 7 , a bar i s m i s s i n g i n the l e f t - h a n d s i d e of ( 3 8 . 5 ) . De Morgan 

s l i g h t l y diverges here from Babbage's définition of simultaneous s u b s t i t u t i o n 

by a unique formula ( 2 9 . 4 ) . 

(3) Bars are m i s s i n g from *+^*° i n ( 3 8 . 8 ) i n the t e x t . 

(4) I n a r t . 2 6 4 De Morgan introduced the n o t a t i o n a x,y. Thus, a f u n c t i o n a 

of two v a r i a b l e s i s denoted as a ( x , y ) , a x,y o r simply as a. 

(5) As i n the case of (p-^x and t p ^ x [see ( 3 6 . 2 3 ) - ( 3 6 . 2 4 ) î he d i s t i n g u i s h e d 

between ip°-° and HJSTÔ as those f u n c t i o n s which s a t i s f y ( 3 8 . 7 ) - ( 3 8 . 8 ) and o n l y 

( 3 8 . 7 ) r e s p e c t i v e l y . We focus on the f i r s t concept 14J 0 - 0 . 

(6) Let xfx,y) be a z e r o - f u n c t i o n . Then, from ( 3 8 . 7 ) formula ( 3 8 . 1 4 ) i s im-

mediately i m p l i e d , 

(7) I n [art.2 8 1 , fn] he wrote:"Such ternis as modulus, d e r i v a t i v e [exponential 

inverse...] have been purposely used, because, from the v a r i o u s sensés i n 

which they have been used, they are movable terms. They must not be considered 

as of permanent a p p l i c a t i o n " . See a l s o [ 3 . 7 , ( 1 4 ) ] . De Morgan d i d not prove 

( 3 8 . 2 0 ) but argued on i t s évidence by p r o v i d i n g examples. 

(8) The exponent 3 i s m i s s i n g from a(x,y) i n t e x t [ a r t . 2 8 1 ] . 

(9) P r o p e r t i e s ( 3 8 . 2 6 ) , ( 3 8 . 2 7 ) , ( 3 8 . 2 9 ) and ( 3 8 . 3 2 ) correspond t o ( 3 6 . 3 2 ) , 

( 3 6 . 3 3 ) , ( 3 6 . 3 5 ) and ( 3 6 . 3 6 ) r e s p e c t i v e l y f o r f u n c t i o n s i n one v a r i a b l e . 

(10) In the search o f non-permanent p e r i o d i c f u n c t i o n s De Morgan i s more 

l u c i d i n the theory he proposed than i n h i s example ( 3 8 . 3 4 ) . I n t e x t I have 

combined h i s theory w i t h the example under considération; explanatory remarks c* 

i n s e r t e d i n square b r a c k e t s . 

(11) The process a p p l i e d t o the example ( 3 8 . 4 5 ) i s the same as t h a t a p p l i e d 

t o ( 3 7 . 2 3 ) i n a r t . 5 0 . 

(12) De Morgan assumed i n theory t h a t f o r any two z e r o - f u n c t i o n s a ( x , y ) . 
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8 ( x , y ) , we have ( i ) a(x,y)=c, B(x',y')«=c' i n analogy with (37.56). E v i d e n t l y 

zéro—funetions remain unchanged by simultaneous s u b s t i t u t i o n . From ( i ) he 

deduced ( i i ) y'=Bx', y=Ax i n analogy with (37.58). He f u r t h e r assumed t h a t 

( i i i ) y'=yy. I t was shown th a t 8 i s a d e r i v a t i v e of a i f ( i v ) Bx^vAy-^-x. I n 

the course of d i s c u s s i n g example (38.52) he a r r i v e d a t the c o n c l u s i o n t h a t i n 

gênerai the problem of making any one z e r o - f u n c t i o n a d e r i v a t i v e of another 

"remains u n s e t t l e d " ( a r t . 2 8 5 ] . 

(13) I n art.291 a coma was missing between the i n d i c e s a,B i n (38.60) . Nota-
A 

t i o n was r e s t o r e d i n a r t . 2 9 2 . "As i n the cases pointed out i n (3) and (8) above^ 

thèse omissions were apparently due t o typographical e r r o r s . 

(14) The procédure i n t h i s case i s s i m i l a r t o t h a t introduced i n a r t . 5 0 [see 

(37.25)-(37.31)l and f u r t h e r developed i n art.102 [see (37.56)-(37.65) ] . From 

(38.61) i t f o l l o w s t h a t 

( i ) V(x,y,n)= V(a,B,n-l) and W(x,y,n)= W(a,B,n-l) 

[see (37.26),(37.29),(37.56),(37.59)]. Then, from ( i ) and (38.63) i t f o l l o w s 

t h a t (38.64) h o l d s t r u e . 

(15) See a l s o example (37.66). He added i n art.292 t h a t we can f i n d "a more 

gênerai s o l u t i o n " of (38.67) i n 

( i ) s j s i t x - y ) , 8
2
cos2n (8

2
(x-y) - ) j where 8 , 8 i , 3

a
 a r b i t r a r y f u n c t i o n s . 

(16) See (15) above and r e l a t e d arguments i n 3.6. 

(17) I n art.272 he claimed that "the most obvious form of a i l z ero-

f u n c t i o n s " i s ( i ) x+6(x-y)ip(x,y) where 8(0) = 0 and "ip(x,x) i s not infinité". 

I f ip(x,x) = constant then we consider the corresponding zéro-functions as 

"infinité". Such f u n c t i o n s "présent analogies i n some respect with the con

s t a n t o f the d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s , and a l s o w i t h the absolute zéro of 

A l g e b r a " . D i s p l a y i n g examples t o j u s t i f y h i s argument ^he wrote t h a t such ob

s e r v a t i o n s convey " c e r t a i n ideas of c l a s s i f i c a t i o n among f u n c t i o n s of two o r 

more v a r i a b l e s , and by means of which the everyday a l g e b r a i c a l p r o p e r t i e s of 

simple f u n c t i o n s may be made the guides t o gêneraiization" [art.274] . On 

c l a s s i f i c a t i o n see t e x t below (38.71) and (38.72). 

(18) I n the second case we détermine n from 
"HT** 

( i ) « ( x - y ) * , ^ " F(n,x,y) = Mcos2nn 

i n the form n=A(x,y) arid hence the s o l u t i o n of (38.71) i s g i v e n e x a c t l y as i n 

(37.65) i n the form ( i i ) tp(x,y)
£

=8cos2nA(x,y). T h i s analogy between f u n c t i o n a l 

équations i n one and i n two v a r i a b l e s was n o t i c e d i n _ X a r t . 297]. 

(19) The i n v e r s e of 8(x,y) was denoted as Qfx-yïoL^ft, • 1° order t o f u r t h e r 

j u s t i f y h i s n o t a t i o n De Morgan wrote 9(x,y) i n the form 8(x.y) °' ^ [art.298] . 

(20) T h i s assumption of the zéro - f u n c t i o n ( x y )
3

-
/ 2

 seems a r b i t r a r y . N o t i c e , 
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however, th a t both 2 x y - l and 4xy-3 have ( x y )
1 / 2

 as t h e i r z e r o - f u n c t i o n . Indeed
 t 

(38.73) holds t r u e . We have 

cp(z) = 2 z
2

- ! and V f z ) = z ( 4 z
2

- 3 ) . Now 

Imß = w = 2 [ H x y )
2

( 4 x y - 3 )
2

 ] - l = 2.16x
3

y
a

-3.16x
2

y
2

 + 18xy-l and 

üxpcp
5

 = 4*p = (2xy - 1) ( 4 ( 4 x
2

y
2

 - 4xy + 1) - 3) = 

=2.16x
3

y
3

 - 16x
2

y
2

 - 2.16x
2

y
2

 + 16xy + 2xy - 1. 

De Morgan t y p i c a l l y omits such computations. 

S e c t i o n 3.9 

(1) I n the l a t e 1830's. éléments from [1836] appeared f i r s t i n the second 

édition o f h i s [1835b], [1837, 203] and then i n h i s [1838]. On thèse two works 

see [3.4, (13), and 3.6,(14)] r e s p e c t i v e l y . 

(2) See [1842c, 168-174; 303-315; 337-340, 746-750; 751-758; 703-706] on 

Arbogast's c a l c u l u s , Berschel's theorem and r e l a t e d t o p i c s , g enerating Func

t i o n s , Gregory's s y m b o l i c a l methods and the R i c c a t i and e a r t h - f i g u r e équations 

r e s p e c t i v e l y . De Morgan was not t o develop s u b s t a n t i a l l y any aspects of the 
Vi» 

c a l c u l u s of Operations, b u t ^ c e r t a i n l y c o n t r i b u t e d i n i t s d i f f u s i o n . Besides 

h i s [1842c]see h i s [1840] on "Operations" c i t e d below and h i s manuscripts on 

the c a l c u l u s of opérations c i t e d in (6) and (13) below. On the t o p i c s r e f e r r e d 

to above see a l s o [3.3, (7); 4.4] . I would l i k e t o add t h a t he produced some 

work on Laplace's generating f u n c t i o n s and on Arbogast's dérivations [see h i s 

manuscripts w i t h code number MS775/35-36, 131-133 i n the L i b r a r y of the 

U n i v e r s i t y of London and De Morgan 1846]. 

(3) I n the Watson L i b r a r y of U n i v e r s i t y C o l l e g e . London, there e x i s t t h r e e 

l e t t e r s by Higman t o De Morgan with code number [MS Add 97/5 1847] . These l e t 

t e r s date r e s p e c t i v e l y 5.5.1847, 27.11.1847 and 4.3.1848. In the f i r s t l e t t e r 

he reminded De Morgan of having been h i s f a v o u r i t e p u p i l and went on t o d i s — 

cuss aspects of the c a l c u l u s of v a r i a t i o n s remarking "The FVench w r i t e r s seem 

here a l l t o copy one from another". I n the second l e t t e r he wrote t h a t there 

i s no sub j e c t I am fonder of than the H i s t o r y of s c i e n c e " , mentioning Montucla 

as h i s " f a v o u r i t e w r i t e r " . 

(4) T h i s Quotation, i n c l u d i n g f u r t h e r comments on Wal lace's " F l u x i o n s " , i s 

from Higman's l e t t e r dated 4.3. 1848 [see (3) above]. 

(5) [1836, a r t . 5 2 ] . T h i s comment concerned the study of Problem (37.4) when 

a p p l i e d t o the f u n c t i o n s a+bx and a'+b'x when b'=l [see 3,7,(10)]. 

(6) T h i s Quotation i s from h i s manuscripts, code MS 775/208, w r i t t e n 

i n October 1854 probably f o r teaching purposes. Instances from h i s Pennv 

Cyclopedia a r t i c l e [1840] are i n c l u d e d . These manuscripts belong t o the De 

Morgan C o l l e c t i o n i n the L i b r a r y o f the U n i v e r s i t y of London. The concept of 

" j o i n i n g " foreshadows the concept o f l o g i c a l r e l a t i o n [6.5-6.9], Onphasis on 
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r e l a t i o n s i s noted i n h i s [1836; 3.6,(9); 3.7; 1865; (15) below]. 

(7) These s t u d i e s deal s t r i c t l y w i t h the p u r e l y a l g e b r a i c character of h i s 

i n q u i r i e s . On the laws which d e f i n e +, and exponentation see [De Morgan 1842b, 

287-9; Clock 1964, 81-3; Novy 1973, 197; Richards 1980, 354-5]. For f u r t h e r 

r e f e r e n c e s on De Morgan's a l g e b r a i c work see [0.2; 3.4. ( 4 ) . ( 5 ) ] . Ihe laws 

l a i d down by De Morgan n e a r l y d e f i n e the modem n o t i o n of a f i e l d . 

(8) I n [1836,art.21] he introduced the symbol V i n U X ^ I H I K V ' U X . I f Ox=Xu><, 

where Xx=logx, we have t h a t Vû =e
ńux

. In [1842a, 181] he l e t , f o r example, 

V^tpx andV
=s

a°(px+ai(p(x+h)+a
2
<p(x+2h) + . .. [see t e x t above]. We omit h i s f u r 

t h e r comments as they are f a r from e l u c i d a t i n g the purpose of t h i s l a s t ex

ample. 

(9) [1849a, 142]. In the beginning of t h i s passage we have an instance of 

Carnot's issue of the v a r i o u s degrees of indeterminateness as used by De Mor

gan i n h i s [1836. art.14,18; see a l s o 3.6.(3), t e x t below (36.12)]. T h i s i s s u e 

g r a d u a l l y developed i n t h a t of the form-matter d i s t i n c t i o n w i t h i n l o g i c a l con

t e x t . See f u r t h e r 1(16) below and 6.7]. 

(10) On the subject of d i v e r g e n t s e r i e s see [Richards 1987, 26-28]. 

(11) [1849c, 8 9 ] . C o n d i l l a c ' s apparent i n f l u e n c e on De Morgan i s . h i n t e d a t 

only i n [Novy 1973, 198] i n connection with t h i s passage. For other instances 

recorded i n our study see [3.4; 3.6, (5); 3.5, ( 6 ) ] . 

(12) See [Novy 1973, 198-9; Clock 1964, 95-106; P y c i o r 1983, 221-2; Richards 

1980, 355-6]. 

(13) T h i s passage i s drawn from the manuscripts c i t e d i n (6) above. F u r t h e r 

on the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s see those with code number 775/48-51,60,209-210. 

(14) See [De Morgan 1865, 168, 170-172] . For a comparison w i t h Boole see 

[(84.14); 8.9]. 

(15) I n the l a s t paragraph of t h i s passage we have an instance of De 

Morgan's p e c u l i a r emphasis on the n o t i o n of r e l a t i o n . 

(16) T h i s q u o t a t i o n encapsulates De Morgan's mature r e c o n s i d e r a t i o n of 

Peacock's Algebra reviewed i n 1835 [see 3.4 t e x t and ( 1 9 ) - ( 2 1 ) ] . Now he h e l d 

t h a t i t i s the "form-matter" d i s t i n c t i o n which was missing from Peacock 

[1830] . Besides Carnot's i n f l u e n c e , the study of the method of s e p a r a t i o n of 

symbols and the comparison between the c a l c u l u s of operations and f u n c t i o n s 

had l e d De Morgan t o emphasize the o p e r a t i o n a l c h a r a c t e r of a l g e b r a i c symbols. 

He had e a r l i e r remarked t h a t Peacock had omitted such c o n s i d e r a t i o n s i n h i s 

a l g e b r a [see 1840 , 443; t e x t below ( 6 ) ] . 
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C h a p t e r 4 

S e e t i o n 4 . 1 

Cl) On an acknowledgment of Boole's c o n t r i b u t i o n s i n connection w i t h sym— 

b o l i c a l s o l u t i o n of d i f f e r e n t i a l équations see ÎCooper 1952, 10-11; Koppelman 

1971, 197-200; L a i t a 1977; Petrova 1987; P i n c h e r l e 1912, 5; Rota 1975, 621. 

(2) As i s w e l l known, operator methods are o f t e n mentioned as a l t e r n a t i v e
 c 

ones i n current textbooks on d i f f e r e n t i a l équations. However, the i n s t a n c e s 

provided concern p r i n c i p a l l y the s o l u t i o n of l i n e a r d i f f e r e n t i a l équations 

w i t h constant c o e f f i c i e n t s ; the formulae now i n use were invented, i n f a c t , 

p r i o r t o Boole 11844] by Murphy and Gregory. See [Rota 1975,62; R a i n v i l l e 

1974, chapters 6,9]. Thus Boole's p e c u l i a r techniques are out o f f a s h i o n . 

though Boole i s widely acknowledged by h i s t o r i a n s as the mathematician who 

promoted operator methods i n gênerai. Moreover, h i s [1844] i s h a r d l y touched 

upon i n récent papers on the h i s t o r y o f the c a l c u l u s of operators as c i t e d i n 

(1) above. 

(3) The d i s t i n c t i o n between what we may c a l 1 the " t h e o r e t i c a l " and 

" p r a c t i c a l " aspect of the e a r l y development o f the c a l c u l u s of opérations i n 

the 1830's and 1840's has not be p o i n t e d out i n any h i s t o r i c a l survey on t h i s 

s u b j e c t so f a r . We r e c a l l t h a t A i r y d i d not encourage the method of v a r i a t i o n 

o f constants and, a f t e r Whewell, he favoured approximate techniques [see 3.2, 

( 1 5 ) ] . I t i s s u r p r i s i n g that Koppelman missed a l t o g e t h e r the rôle of the 

e a r t h — f i g u r e équation i n her e x t e n s i v e account on the h i s t o r y of the c a l c u l u s 

of opérations [1971]. 

S e c t i o n 4.2 

(1) There i s , however, one e x c e p t i o n : Herschel's unique a p p l i c a t i o n o f 

séparation of symbols i n h i s [1814; see (23.11)]. Apparently the f i r s t t o 

d i s c o v e r Herschel's a p p l i c a t i o n was Gregory [1839c, 122]. There i s a mistake 

i n Gregory's référence: read [1814] i n s t e a d of 1816 f o r Herschel's r e l e v a n t 

paper. On the whole Herschel [1814] must had been h a r d l y read. 

(2) F r a c t i o n a l d i f f e r e n t i a t i o n i s not pursued i n our t h e s i s [1.7, (14)]-. 

However, a casual look at Greatheed [1839] shows h i s st r o n g background i n the 

récent researches i n analysas and h i n t s at the p o s s i b i l i t y t h a t e a r l i e r than 

1839 he had been i n f l u e n c e d by F o u r i e r ' s operator method f o r p a r t i a l d i f f e r e n 

t i a l équations [see 1.7; Greatheed 1839, 11], 

(3) [1837. 239]. 

(4) The s o l u t i o n of (42.2) i s p a r t l y reproduced i n [Koppelman 1971, 188-9]. 

We have thus omitted i t , f o c u s i n g on other aspects of Greatheed's paper which 
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will be of importance later on in cur study. 

(5) There is a slight possibility that Gaskin was aware of Greatheed's werk. 

However. as their methods differ substantial ly as well as the orientation of 

their attempts, we might hold that Gaskin worked independently from Greatheed. 

(6) [Routh 1889, i i - i i i ] . 

(7) Prom now on, by ''standard'' form we will ref er to the EFE in the form 

d
2

y 6y 
(i) + n

2

y = — 
dx

2

 x
2 

cited as (13.32), (32.11) or (42.20). Its solution will be cited in the form 

(42.24) [équivalent to (13.31) or (32.12)]. By "generał" form we will refer to 

the EFE (i) where instead of 6 we have m(m+l), that is to (13.33) conseguently 

cited as (14.8) and (42.13). 

(8) I have copied Gaskin's exam question from [Gambridge 1849, 62; see 3.2. 

(7) ] . The référence for the first appearance of that problem in January 1839 

is provided in Glaisher [1881, 810]. The only altération I have made is that 

I put "p" instead of "a" in Gaskin's formulae [0] and [3] so as not to con-

found this constant with the différent constant a as introduced in the solu

tions [1] and [2]. Notice that if p=6 in [0] then m
2

+m-6=0, thus [0] gives 

m=-l, 2. According to Glaisher's assumption we take m=2 and thus [3] is 

reduced accordingly to [6]. 

(9) The symbolical solution [1] or (42.28) was also included in [Hymers 

1839, 84] without any explanation as the solution of the "gênerai" EPE (42.13) 

[see further dęta: ls in text and (7) above]. 

(10) Information about Glaisher's life and work is drawn from his biography 

written by Forsyth in [1930]. Glaisher's favourite topics of research were 

differential équations, combinations of observations and elliptic functions. 

Like Gaskin^he exam med for the mathematical Tripos with fair frequency. 

(11) I came across Glaisher [1881] via Forsyth [1914,200] in an attempt to 

see the effect of operator methods -as flourished in mid* 19*̂ - Century England-

at the turn of the Century. It was a happy surprise to see that Glaisher's 

interest in collecting the différent forms of solution given for the EFE 

partly coincided with my own inquiries. A study of his paper facilitated me in 

presenting a more complète image of my inquiries, parti cul arly t±irough his 

proofs of équivalence between différent symbolic forms. Glaisher [1881] was 

published in the Philosophical Transactions of the Royal Society. 

Section 4.3 

(1) On EUis's référence to Gaskin and Laplace see his [1841a.169] . Notice a 

printing error in his référence from Hymers [1839] ;read page 83 instead of 53. 
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(2) [ E l l i s 1841a, 170] . E l l i s based h i s arguments by t a k i n g odd and even 

values of m i n (43.7}. Formula (43.8) i s o n l y i m p l i e d i n h i s paper but i s ex-

p l i c i t l y r e f e r r e d t o i n other cases. Minor changes i n h i s n o t a t i o n are made i n 

t e x t , such as p u t t i n g n i n (43.2) i n s t e a d o f q, so as t o keep t o a c o n s i s t e n t 

n o t a t i o n as f a r as p o s s i b l e . Such changes do not a f f e c t the l e a s t our own ac-

count and w i l l not be mentioned i n every s i n g l e case. 

(3) De Morgan remarked that (43.22) can be reduced t o the same équation 

wher. x i n (d/dx. 1/x)
m

 i s changea i n t o n.x. T h i s reduced form can be put i n 

the form (43.23) i f we make n the v a r i a b l e of d i f f e r e n t i a t i o n and regard x as 

constant [1842c, 703]. E l l i s t a c k l e d the gênerai équation (43.14). Applying 

the s o l u t i o n f o r the s p e c i f i c case (43.15), he obtained Gaskin's form 

(43.23) (1841 b, 193-5] t o whom he r e f e r r e d . Notice the s i m i l a r i t y between the 

symbolic s o l u t i o n s (43.22) and (42.34). 

(4) E l l i s and De Morgan were b r i e f l y mentioned i n [ G l a i s h e r 1881, 808, 811] 

i n connection w i t h t h e i r c o n t r i b u t i o n s i n the EFE and the R i c c a t i équation 

r e s p e c t i v e l y . R e s u l t s o f E l l i s ' s researches were incorporated i n the form o f 

Problems i n Forsyth [1814, 201, 204]. 

(5) ( E l l i s 1841b, 201], On F o u r i e r ' s i n t e g r a l theorem see (17.22). 

(6) Walton and Goodwin were Cambridge wranglers i n 1836 and 1840 respec-

t i v e l y . Together w i t h O'Brien they c o n t r i b u t e d papers on a n a l y t i c a l geometry, 

where they a p p l i e d instances of symbolical methods. Moreover, Walton should be 

mentioned f o r h i s papers on the c a l c u l u s of opérations as pu b l i s h e d i n volumes 

3 and 9 of the Quaterly Journal of Pure and Appl i e d Mathematics i n 1860 and 

1868 r e s p e c t i v e l y . 

(7) F i v e l e t t e r s of the Lubbock-Bronwin correspondence are kept i n the 

L i b r a r y o f the Royal S o c i e t y of London with code number B 473-477. The f i r s t 

i s dated May 1831, the second December 1848, the next two A p r i l and February 

1849 w h i l e the l a s t A p r i l 1850. Unfortunately no r e l e v a n t i n f o r m a t i o n i s 

provided apart from what mentioned i n t e x t . 

S e c t i o n 4.4 

(1) Walton's édition of Gregory [1865] i n c l u d e s a biography o f Gregory w r i t -

t e n by E l l i s [see 1865, x i - x x i v ] . 

(2) A c a r e f u l study of Gregory's work g i v e s évidence of h i s t o t a l ignorance 

of Murphy [1837] i n the périod when he wrote h i s e a r l y papers p u b l i s h e d i n the 

Cambridge Mathematical J o u r n a l i n 1839 which incl u d e the core of h i s theory. 

Even i n h i s [1841] there are only two i n s t a n c e s where he drew on Murphy's work^ 

and thèse instances were not of a major importance i n h i s own r e s u l t s [see 

commenta on Murphy's theorem (33.61) and on h i s formula (33.60) i n 1841, 242 

and 29 r e s p e c t i v e l y ] . There f o r e Koppelman misleads the reader by w r i t i n g t h a t 
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Gregory "gave as h i s major sources both S e r v o i s and Robert Murphy" [1971, 

194]. On the con t r a r y , w h i l e t h i s statement i s t r u e about S e r v o i s , i t i s not 

t r u e about Murphy. What Gregory meant by the c i t a t i o n g i v e n i n t e x t i s t h a t 

having read Murphy's paper he d i s c o v e r e d the c l o s e proximity of t h e i r work on 

o p e r a t o r s as w e l l as an a d d i t i o n a l study which i s worth r e f e r r i n g t o [see a l s o 

(3) below]. 

(3) I n o t h e r words, Gregory passed over Murphy's d e t a i l e d study of T a y l o r ' s 

theorem, as based upon the establishment of e** as an operator, as we claimed 

i n t e x t before ( 2 ) . 

(4) T h i s i s a c r u c i a l omission j i n Gregory's foundational study of the c a l 

c u l u s o f o p e r a t i o n s . S u r p r i s i n g l y he d i d not r e f e r s p e c i f i c a l l y t o Murphy 

[1837] i n h i s Examples [1841] i n connection w i t h these p r o p e r t i e s [see a l s o 

(2) above]. 

(5) The method of s p l i t t i n g d/dx i n two operators as i n (44.12) was i n i 

t i a l l y introduced by Arbogast i n 1800 [see (15.47)-(15.49) ] . So, i t i s q u i t e 

probable that Gregory was i n f l u e n c e d by Arbogast [1800], a work con s u l t e d by 

B r i n k l e y [2.2], Herschel [2.3] and De Morgan i n 1836 [3.5]. 

(6) See [1841, 237-239; 1846, 287-290]. Gregory r e f e r r e d t o Boole [1841c] a t 

page 239 i n connection w i t h a theorem which put (44.21) i n a more convenient 

form [see (44.47) and (45.3)]. 

(7) T h i s method was f u r t h e r a p p l i e d i n Gregory's Examples [1846, 290-296] 

and remained standard w e l l up t o Boole [1859] . For example see Boole [1877, 

394] . Example (44.27) was reproduced i n [Petrova 1987, 13]. 

(8) S u r p r i s i n g l y Boole omitted t o mention Gregory.lt has t o be s t r e s s e d t h a t 

the s y m b o l i c a l procedure (44.41)-(44.47) d i d not render Laplace's method i n 

d i s p e n s a b l e . On the c o n t r a r y the inverse binomial operations i n (44.47) de

pended upon the s o l u t i o n of simple f u n c t i o n a l equations by r e d u c t i o n of the 

l a t t e r t o f i n i t e d i f f e r e n c e ones. As t h i s matter does not concern our t h e s i s 

we have omitted f u r t h e r d e t a i l s [see 2.4]. 

(9) [ R u s s e l l 1857b, 180] . 

S e c t i o n 4.5 

(1) On Boole's l i f e and work see 7.1. On the instances mentioned above see 

p a r t i c u l a r l y [7.1, t e x t and ( 5 ) - ( 8 ) ; Mac Hale 1985, 44-9]. 

(2) Boole's procedure so f a r i s discussed a l s o i n [Koppelman 1971, 197; 

L a i t a 1977, 168-9]. 

(3) O i a d e t a i l e d proof of the theorem f o r the expansion of U/V, where V, . U 

polynomials of x, i n p a r t i a l f r a c t i o n s see [Hymers 1831, 32-5]. On the 

p r o x i m i t y between Boole's expansion theorem and t h a t provided by Cauchy ( f o r 

d i s t i n c t and equal roots) and Gregory see [Petrova 1987, 8-11J. Lobatto had 
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independently invented t h i s theorem i n 1837 [Ince 1927, 1381. Boole r e f e r r e d 

t o t h i s d i s c o v e r y i n [1860, 108, f n ; 1877, 391, f n ] . 

(4) [Boole 1841c, 119; see a l s o (2) above 1. Drawing on Gregory and Nfcjrphy_, 

Boole expanded h i s theory f o r equations w i t h constant c o e f f i c i e n t s , i n c l u d i n g 

s e v e r a l examples, i n h i s [1877,381-398; f o r f u r t h e r d e t a i l s see (5) below]. 

(5) Boole omitted t o g i v e any s p e c i f i c r e f e r e n c e s from the work of Gregory, 

Murphy and De Morgan. Moreover, h i s omission of Murphy on the p r o p e r t i e s o f 

in v e r s e operations i s s t r i k i n g both i n t h i s paper and i n h i s textbook o'i d i f 

f e r e n t i a l equations [1859] h e r e a f t e r c i t e d as [1877; 8.8 t e x t and ( 1 ) ] . F o r 

the reader's convenience we wi11 provide i n our study corresponding 

r e f e r e n c e s from h i s [1877]. I would l i k e t o po i n t out the f o l l o w i n g : 

i ) The order of e x p o s i t i o n i n [1877] i s r e v e r s e j ^ t h a t i s i t s t a r t s with t h e 

. p a r t i c u l a r cases and proceeds g r a d u a l l y t o more general ones [see a l s o 8.8]. 

i i ) Only part of [1844] i s reproduced i n [1877]. 

i i i ) Most of the examples repeated i n [1877] are s u r p r i s i n g l y g i v e n i n a l e s s 

d e t a i l e d and l u c i d way than i n [1844]. 

(6) See [Koppelman 1971, 198-9; L a i t a 1977, 171-3; Mac Hale 1985, 64-5]. See 

a l s o comments i n [4.1, ( 2 ) ] . 

(7) Boole's paper i s a l r e a d y d i v i d e d i n s e c t i o n s and s u b s e c t i o n s . Our own 

d i v i s i o n i s s i m i l a r t o h i s but probably more convenient f o r the reader. 

(8) Theorem (45.12) i s mentioned nowadays only i n [Koppelman 1971, 198]. As 

the instances t o be used from i t i n our study are al r e a d y known independently 

from (45.12) [such as (45.19) and (45.20)] we have omitted i t s complicated 

p r o o f . A l s o , instances o n l y from (45.12) r e l a t e d t o the operator A were ap

p l i e d by Boole i n h i s textbook on f i n i t e d i f f e r e n c e equations [1860] c i t e d 

h e r e a f t e r as [1880; see chap. 13, 236-263). 

(9) We might perhaps draw a p a r a l l e l between Boole's FTD (45.26) and 

Lagrange's theorem (15.3). The l a t t e r shows the r e l a t i o n between d/dx and A 

wh i l e the former connects d i f f e r e n t i a l w i t h f i n i t e d i f f e r e n c e equations [see 

stage 8 below]. See a l s o [1877 , 413-4] . 

(10) Since the r u l e i s obscurely demonstrated and o n l y b r i e f l y s t a t e d i n 

[1877, 437-41] we have omitted i t . However, we should mention t h a t i n the 

course of i t s demonstration Boole provided the f o l l o w i n g formula * 

1 

( i ) fnCDJe^AP = ^ ( D J e ^ A j d
3

 + f
,

„ ( D ) e
n S

A ^ P + f"
n
(D)e^

B

Ax D
2

P + ... 
1.2 

where f i as i n (45.27), A, P f u n c t i o n s of x, D=d/d8 and x the symbol of m u l t i 

p l i c a t i o n [1844, 235]. Formula ( i ) i s e v i d e n t l y a g e n e r a l i z a t i o n of L e i b n i z ' s 

theorem (33.48). u s e f u l i n the development o f the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s , ( i ) 

was g i v e n by Hargreave i n 1848 independently from Boole [see 5.3]. 
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(11) T h i s example was not g i v e n i n [1844] . However, we provided i t here i n -

stead o f the more complicated cases g i v e n i n [1844] s i n c e the procédure i s the 

same. The reader may n o t i c e t h a t Boole's method of s e r i e s i s an élaboration of 

those used by Bronwin and E l l i s [see (43.2), (43.24)]. The main différence 

l i e s i n t h a t p r i o r t o o b t a i n i n g the " s c a l e " of the équation (45.31), Boole 

transformed the g i v e n équation (45.29) t o a simpler one of the s y m b o l i c a l form 

(45.30). 

(12) Instances from stage 5 were reproduced i n [1877,446^350]. See [ R u s s e l l 

1857b.181] against the i n c l u s i o n of so a b s t r a c t m a t e r i a l i n a textbook. 

(13) The s o l u t i o n of équation (45.52) was given by Boole i n the course of 

stage 4 [1844, 255] as 

( i ) u = Ca.cos(n s i n - ^ x ) + c
2
 s i n ( n s i n

_ 1

x ) 

[notice a m i s p r i n t i n s i r r ^ - x ] . The only explanation provided f o r ( i ) was t h a t 

i t i s deduced by h i s method i l l u s t r a t e d v i a the EFE and o t h e r équations of 

t h i s category [ f o r détails on the l a t t e r see 4.6]. Equation (45.52) was i n -

tegrated by Bronwin i n h i s [1843a. 32-34; 1843b, 178). For another example 

from the summation of s e r i e s see [1844, 264-265; 1877 , 445] reproduced i n [Mac-

Haie 1985, 64-65] without any comments, ñor even a s p e c i f i c référence. 

(14) On the gamma f u n c t i o n T(n) and i t s p r o p e r t i e s see [Greatheed 1839, 16-

18; R a i n v i l l e 1974, 170-171]. We omit détails as we regard the theory of 

d e f i n i t e intégrais as o n l y p a r t l y r e l a t e d t o our t h e s i s . 

(15) [1844, 279, fn] . For s i m i l a r remarks by Boole on Gregory see a l s o [1877, 

391, fn] . P a r t of stage 8 i s reproduced i n connection w i t h f i n i t a différence 

équations i n référence g i v e n i n (8) above. 

S e c t i o n 4.6 

(1) Boole expressed the r i g h t ^ i a n d s i d e of (46.10) as P
r
 <p(D)Ai(D) " i n a es

condan ce w i t h S i r John Herschel's n o t a t i o n f o r the intégrais of équations of 

f i n i t e différences o f the f i r s t order"^ c l a i m i n g t h a t (46.13) below i n t e x t i s 

such an équation [1844 , 248]. In f a c t , (46.10) resembles Babbage's continued 

product [see (24.1)-(24.2) ; 2.4, ( 1 ) J . Theorems 1 and 2 stand f o r Boole's 

P r o p o s i t i o n s 2 and 3 r e s p e c t i v e l y [1844,247]. 

(2) We have omitted Boole's r u l e s on the a r b i t r a r y constants
/
 as i n the ex-

amples which f o l l o w below i n t e x t the cases are s t r a i g h t forward. These r u l e s 

are best explained i n [1877, 421] -

(3) At [1844,250], a f t e r Boole's formula (33) [(46.19)), there i s a mistake: 

read ip(D) f o r <p(D), and v i c e v e r s a . T h i s e r r o r i s c o r r e c t e d i n h i s l a t e r ex

p o s i t i o n i n [1877 , 424], On <p(D), y(D) see a l s o (4) below. 

(4) Boole i s very conc i s e i n h i s présentation^ and c e r t a i n c l a r i f i c a t i o n s are 

o c c a s i o n a l l y t o be added. F i r s t e n o t i c e an e r r o r i n h i s w r i t i n g D±ir - j u s t 
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below the sentence d i s c u s s e d i n (3) above- i n s t e a d o f D±in. To make (46.20) 

compréhensible l e t n i n the i n i t i a l équation (46.14) equal 2. Now, cp(D) and 

qj (D) correspond t o 

q
2

 q
2 

( i j and ( i i ) r e s p e c t i v e l y . By (46.10) we have t h a t 

D(D+a
a
-ai) D(D-l) 

cp(D) D-l (D-l) (D-3) (D-5) .... 
( i i i ) p., = p

2
 = ; 

4i(D) D +a
2
-âi (D+a

2
-ai) (D+a

2
-ai-2) 

hence, we want the f a c t o r s i n the denumerator of ( i i i ) t o d i s a p p e a r , o r , i f i , 

j p o s i t i v e ïntegers, a
2
- a - 2 i = - 2 j - l , j > i , hence 

a
2
-ai+l 

= -k. k p o s i t i v e i n t e g e r . 
2 

(5) Boole provided the c o n d i t i o n (46.20) -as g i v e n i n t e x t above— and then 

s t a t e d simply the formulae (46.21)-(46.23) without any f u r t h e r c l a r i f i c a t i o n . 

According t o (46.10) a i l consécutive f a c t o r s d i f f e r by ±n. 

(6) Equation (46.25) stands f o r the EFE c i t e d before as (13.32), (32.11) o r 

(42.20). The s o l u t i o n (46.30) was provided i n e x a c t l y the same form as 

(13.31), (32.12) o r (42.24). E v i d e n t l y the e q u a l i t y of the form (46.30) w i t h 

those c i t e d r e q u i r e s a change i n n o t a t i o n ; put y f o r u, n f o r q and C, a f o r 

c. Ci r e s p e c t i v e l y [see a l s o (42.24); 4.2, ( 7 ) ] . In h i s textbook Boole f i r s t 

s o l v e d équation (46.25) and then i n q u i r e d i n t o the problem (46.14). Neverthe— 

l e s s , the s o l u t i o n g i v e n i n t e x t (46.28)-(46.30), was s t i l l p r ovided i n a more 

d e t a i l e d way v i a the theorems 1-2 used above f o r (46.14) (1877 , 422-3] . 

(7) At [1844 , 251] read v i n s t e a d of u i n the formula (46.27) g i v e n by Boole 

p r i o r t o (46.31). H i s c l a i m f o r V, as followed from (46.32), was based on 

the r u l e s given e a r l i e r f o r the a r b i t r a r y constants [see a l s o (2) above]. Our 

computations p r i o r t o (46.31) were missing i n Boole [1844, 1877]. The 

r e p r o d u c t i o n of t h i s treatment i n h i s textbook h a r d l y covers 4 u n e s . 

(8) See [4.2, ( 7 ) ] . Boole mentioned i n [1844 , 251] t h a t under a s l i g h t l y 

différent form, équation (46.33) was discussed by M o s s o t t i i n h i s memoir on 

molecular a c t i o n , a d d i t i o n a l l y t r e a t e d by P a o l i and P l a n a . In [1877 , 424] he 

added th a t (46.33) f e a t u r e d i n Poisson [1835, 158]. See a l s o 4.8. 

(9) A study of équation (46.33), i n c l u d i n g a d i s c u s s i o n of the équivalence 

between i t s s o l u t i o n by Boole and E l l i s was f i r s t g i v e n by G l a i s h e r i n [1872] . 

In t h i s paper e n t i t l e d "On a d i f f e r e n t i a l équation a l l i e d t o R i c c a t i ' s" 

G l a i s h e r made use of Boole's symbolical method. Besides h i s p r o o f s of the 

équivalence of the différent forms of the s o l u t i o n o f the R i c c a t i équation on 

the EFE, he showed t h a t équation (46.33) i s a d d i t i o n a l l y s a t i s f i e d by the 

d e f i n i t e i n t e g r a l 
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cosh£d£ 

( i ) U = X , as a p a r t i c u l a r s o l u t i o n . 

V i a the gamma-function H i ) , ( i ) was reduced t o the form (46.40) and (46.46) 

[1872, 130]. 

(10) [1844, 182]. The r e p r o d u c t i o n o f the m a t e r i a l of [1844] exposed i n 4.6 

i n h i s textbook [1859 o r 1877] i s i n general the same, o n l y given i n d i f f e r e n t 

order [see 4.5, (5)] . For Boole's s y m b o l i c a l research i n the realms of b i n o 

m i a l equations the reader can a l s o r e f e r t o the supplementary volume t o h i s 

[1859) as e d i t e d by Todhunter from Boole's manuscripts i n [1865].In connection 

w i t h stage 4 see p a r t i c u l a r l y [Boole 1865, 175-199]. 

(11) F o r s y t h included a s e c t i o n e n t i t l e d "symbolical s o l u t i o n " [1914, 197-

2061. The only example i l l u s t r a t e d i n d e t a i l was the EFE i n the form (46.33) 

i n the negative case. T h i s equation was s o l v e d by means of the transform 

y^ux
1

^*-
1

 [(42.25)] and by successive d i f f e r e n t i a t i o n on l i n e s s i m i l a r t o those 

f o l l o w e d by Gaskin. The s o l u t i o n was g i v e n i n the form (46.46) [1914, 197-9]. 

Followed references t o Gaskin, G l a i s h e r , E l l i s and t h a t t o Boole g i v e n i n 

t e x t . F u r t h e r on Forsyth's textbook see [4.2, (11); 4.3, (4); 7.1/ ( 2 5 ) ] . In 

case o f misapprehension, we have t r a c e d at l e a s t two more textbooks which i n 

v o l v e s y m b o l i c a l methods by A i r y [1866] and Earnshaw [1871] . But both w r i t e r s 

d e a l w i t h p a r t i a l d i f f e r e n t i a l equations and^though Boole's name i s mentioned, 

s t i l l h i s methods are not usedC
i e t

 ^ " i • 

S e c t i o n 4.7 

(1) T h i s paper d i d not see a second p a r t . I would l i k e t o add t h a t instances 

from (45.12), such as formulae (45.19)-(45.20) were used by Boole i n h i s paper 

"On the t r a n s f o r m a t i o n of d e f i n i t e i n t e g r a l s " [1843a] drawing on Gregory's Ex

amples [1841). See [1843a, 216-219). 

(2) Boole's manuscripts of h i s [1845d] e x i s t i n the Royal S o c i e t y c o l l e c t i o n 

w i t h code number Wax. Boole provided there formulae concerning the expansions 

o f f (d/dx+cosx) and (x
2

+d/dx)". H i s notes ended w i t h some questions which ap

p a r e n t l y were not answered and thus not included i n h i s published work; f o r 

example "Can Lagrange's theorem be obtained by t h i s method?". F o r p e r t i n e n t 

remarks, l i k e those below (47.14), made by Donkin and Graves see [5.5]. 

(3) Boole included instances from h i s [1845d] i n l a t e r w r i t i n g s - P a r t i c u l a r l y 

formula (47.13) was mentioned i n h i s [1877,455] and theorem (47.1) i n the form 

( i ) 
d i 

(x + <p' ( — ) -
1

X = e 
dx 

x "
1

 e 
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in [1880,281-2]. For (i) Boole included a separate proof simpler than that 

employed initially in [1845d]. On Boole's two textbooks see [4.5,(5) and (8) 

respect ively]. 

Section 4.8 

(1) Evidently our review of thèse four topics is done througb the point of 

view of Operator methods. We take for grauted our study up to this point, 

reminding the reader of the most important issues without reproducing the for— 

mulae cited. In few instances we cite for convenience textbooks published 

later on, as we did in previous sections. Books concerning new théories will 

be accordingly studied in chapter 5 and 9. 

(2) As we mentioned in 3.2, J.Pearson was a Cambridge wrangler in 1848. Un-

fortunately, we have not traced any information on his life and work. In 1850 

we have the second édition of his calculus of finite différences cited below. 

Pearson stressed the method of séparation of symbols in a subtitle. The first 

édition must have been published few years earlier. On Herschel's theorem and 

related topics see [1850. chaps. 1-2]. Pearson's présentation is very com-

prehensive and well organized. 

(3) Gregory enriched his account in [1841, 240-1] with formulae concerning 

the forward-difference Operator E including Francais's related example 

(16.10). A propos, in connection with Arbogast's calculus of dérivations I 

would like to refer to J.West's Mathemat i ca1 treat i ses [1838] edited by 

J.Leslie 22 years after the author's death. This référence is unique in chap— 

ters 3-5 in connection with Scottish mathematics. Though not so populär among 

the figures under study, Arbogast's work is nevertheless occasionally referred 

to in the course of our study of mid 19*̂  Century mathematics. 

(4) On the theory related to problem (48.2) see [Hymers 1839, 14-18 . 36-42]. 

(5) For références to Hymers's textbooks see [Becher 1980b, 21, fn] . 

(6) Equations such as (48.4) were studied by Poisson, Cauchy, D'Alembert and 

others. See also (37.52) and [3.7,(13)]. On Wallace see [2.2, (5)]. 

(7) Equation (48.5) is solved by Laplace's method of substituting u
z
 for 

tp(x) and u^+i for cp(x-Kp(x)) [see Pearson 1850,64-66]. Equation (48.6) is solv-

able by Babbage's method. Notice that 1/1-x is periodic of the third order, 

thus solved as example (25.38) [see also Hymers 1858, 93-5] . 

(8) None of these problems demanded the solution of the LE. As a charac-

teristic question we cite the following. Given LE in the form (13.3) it was 

demanded to prove that a solution of it is (13.2), in other words that the ex

pression for V satisfies (13.2) cited also as (33.25) [Cambridge 1849, 64-for 

the year 1844]. 
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C h a p t e r 5 

Section 5.2 

(1) Notice that Bronwin had tackled the EFE in the form (43.24) and (43.33) by 

the séries method and by réduction through the transform (43.34) respectively; 

the latter method foreshadowing his work in 1846-1847. Equation (52.2) differs 

from those cited above only in the sign of the third term. Such différences 

as with équation (46.33) do not affect the procédures applied. 

(2) Bronwin's procédure bears obvious similarities with those followed by Gas-

kin and himself for the solution of (42.13) and (43.33) respectively. 

(3) Prom A.J.Ellis's first attempt to solve the EFE in the standard form 

(32.11) in 1836 up to Boole [1844] and Bronwin [1846a), the form (ii) in 

(52.7) was the basic équation to which the EFE was reduced in various ways in 

order to be integrated [see (32.5), (32.15), 4.2-4.3, (46.14)). 

(4) The resuit (52.8) is an immédiate outcome of the successive application of 

(52.3) to (52.2) if no factors are discarded. Hargreave showed that (52.8) can 

also be put in the form 

as i nkx+bcoskx 

(i) y = (D̂ +k̂ -̂M ], a and b constants. 
x 

This form (i) was to be an outcome of Hargreave's more gênerai method in 

[1848; see (53.24)-(53.25)]. 

(5) Boole's procédure is straight-forward. From (52.10) it follows that 

nttpv^rwjV for any function v, hence if pv=u, we have n
m
u=pn

in
_ip-

1

u; by 

itération the latter gives n
m
=p

IB

nop-
m

, hence (52.11) is deduced from (52.9) 

and (52.10). Evidently rw and p defined in (52.12) obey the law (52.10). Boole 

claimed that this method is in accordance with his theory in [1844] in con

nection with (45.10)-(45.11) [Boole 1847d, 6-8]. 

(6) Equation (52.13) has been discussed so far in the form (17.35), (46.42) 

and (48.7). Bronwin's réduction of partial to ordinary différentiel équations 

is similar to Greatheed's and Gregory's procédures [see (42.9) and (44.36)]. 

(7) Equation (52.18), a case of Legendre's équation [3.3, (8), (ii)], had 

occupied Bronwin's study since [1843a, 29]. His early mode of solution by 

séries is illustrated in our study through the EFE (43.24). Notice a 

similarity between Boole's transform (46.37) and Bronwin's (52.20), the former 

being a resuit of a more gênerai but also complicated method. On Bronwin's 

préférence for partieular methods see remarks in [5.4,(6), (11)]. 

(8) In (52.28) "cpD" stands for "<p(x).D"; the same holds true up to (52.32). 

In (52.33) "(p(D)" stands clearly for the function (p of D. Under this 

clarification I follow strictly Bronwin's notation. However, often "<pD" in 
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papers of tha t time stands i n d i f f e n t l y f e r "(p(x) .D" o r "(p(D)", a f a c t t h a t 

renders d i f f i c u l t i t s c o r r e c t interprétation. 

(9) Theorems of the form (52.36) were prominent i n the c a l c u l u s o f opéra

t i o n s s i n c e Murphy's (33.56) [see 4.7). Hargreave would form an o u t s t a n d i n g 

exception i n r e f u s i n g t o make use of such " a r t i f i c i a l " theorems, c o n t r a r y t o 

Bronwin who made extensive use of them i n h i s l a t e r work [5.4, (1)] . 

(10) Our source of infor m a t i o n i s Smith's édition o f "The Boo 1 e-Thomson 

l e t t e r s " [1984c). The l e t t e r by Boole c i t e d i n t e x t has code number Bi
6
«s and 

belongs t o the Cambridge U n i v e r s i t y L i b r a r y [see Smith 1984c, 4-5, 23, 28-29] . 

On Thomson see [3.2 t e x t and (20); 7.1, ( 1 0 ) ] . 

(11) [Boole 1847f.293;see a l s o 5.8,(17)]. 

(12) Quotation from Boole's l e t t e r dated A p r i l 1847, B i
ö e
 as i n [Smith 1984c, 

23; see (10) above]. 

(13) [Smith 1984c, 23; see (10) above]. 

(14) We omit détails of procédure as i r r e l e v a n t t o the scope of o u r présent 

study. Boole [1847c] w i l l be mentioned i n 5.8 i n connection with the LE [see 

a l s o (15) below]. 

(15) Bronwin's gênera l i z a t i o n of Boole's procédure i s i l l u s t r a t e d i n 

[5. 4 , ( 9 ) ] . Bronwin based h i s f a l l a c i o u s arguments through the intégration of 

(52.18) [1848c,258;(7) above] r e f u t e d by Boole [1848a, 414-5]. 

(16) Boole [1848a, 418] . Further on Boole's arguments on the "laws o f c o r r e c t 

reasoning" i n connection w i t h mathematics and l o g i c see [7.2, ( 7 ) ] . 

(17) Bronwin was e n t i r e l y omitted i n [Cooper 1952; F o r s y t h 1914; G l a i s h e r 

1881]. The only références t o him so f a r are found i n [Koppelman 1971, 201 and 

Smith 1984c] i n connection w i t h b i b l i o g r a p h i c a l références and Boole's com-

ments r e s p e c t i v e l y [see a l s o (10) above]. I n P i n c h e r l e [1912,5,fn 22] Bronwin 

[1851a] i s b r i e f l y mentioned. On the l a t t e r paper see [5.4]. 

(18) Boole mentioned the problem of i n t e r p r e t a b i l i t y of symbolic forms f i r s t 

i n h i s [1847c] i n connection w i t h the LE [see 5 . 8 , ( 5 ) ] . H i s remarks i n 

[1848a; (16) above] concerned the matter of r i g o r o u s reasoning through the use 

of such forms. As we s h a l l see i n 5.3, Hargreave was the f i r s t to c a l l a t t e n 

t i o n t o the l e g i t i m a c y of u s i n g u n i n t e r p r e t a b l e forms i n the in t e r m e d i a t e 

course of a procédure and t o the n e c e s s i t y of the i n t e r p r e t a b i l i t y of the 

f i n a l r e s u i t i n 1848. Around 1847-1848 Boole was deeply concerned w i t h t h i s 

matter i n connection with l o g i c [see 8 . 2 , ( 1 ) , ( 6 ) ] ; probably independently from 

Hargreave's remarks. In any case, Bronwin's f a l l a c i e s were a s t i m u l u s f o r the 

a t t e n t i o n of both Hargreave and Boole i n t h i s d i r e c t i o n [see a l s o 7.2, ( 7 ) ] . 

S e c t i o n 5.3 

(1) See [Anon. 1 8 6 8 , x v i i - x v i i i ] . 
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(2) In (53.4) "cpx" stands for "<p(x)
M

. In what follows in text after (53.4) I 

use Hargreave's notation. 

(3) Theorems (53.3) and (53.4) are attributed to Hargreave in [Carmichael 

1855, 18-20; Koppelman 1971, 202; Pincherle 1912,10]. Boole had provided a 

form of (53.3) in [1844.235; 4.5,(10), equation (i)]. 

(4) [1848, 31]. See also [5.2,(18); (7) below and 5.4] . 

(5) Hargreave used "x" instead of "g" in (55.10); "gD" stands for "g(D)'\ 

Notice the inconsistency of has notation in (53.ll)-(53.12). There is a 

misprint at page 32 where a "D" is missing from the second exponent in 

(53.12) . 

(6) In his textbook BooJe wrote that the solution (53.15) of equation 

(53.13) -given by him in [1847e]- flows easi)y by means of Hargreave's theorem 

of conversión [1877, 455] . Surprisingly, apart from a brief reference to his 

theorems (53.3)-(53.4) in recent papers [see (3) above] no more is known 

nowadays from Hargreave's work as published in 1848-1850. 

(7) [1848,33; on interpretabality see also (4) above]. 

(8) Formula (43.1) stands for Bronwin's (ii) in (52.7); [see 5.2,(3)]. 

(9) Formula (53.26) was obtained by Hargreave in 1847 through a different 

procedure [see (52.8) and 5.2, (4)]. 

(10) Computational details, such as those inserted between (53.32) and 

(53.33) were omitted by Hargreave. The same remark holds for his asserting 

(53.40)-(53.41) below given without clarification. 

(11) On the Riccati equation see [1.4,(4);3.3,(4);4.3 above (4)1. 

(12) By the interchange of D and x, Hargreave reduced (53.36) to a form which 

is integrable if (i) x(
n

)u = [ip'(D)-tp"(D) ]u. The solution of the transformed 

equation is then given by means of (53.15) where Xo stands for x~xP [1848, 
41 ].Hargreave was acknowledged for this study by Vessiot [1910,125,fn 209], 

Section 5.4 

(1) [1850, 261]. By "artificial" methods Hargreave apparently referred to 

Boole's theorem (45.12) and its corrolaries, among them (45.19), (45.20) and 

(47.1)-(47.2). On the two latter see further remarks in [5.2, (9)]. Moreover, 

all the methods studied so far, with the exception of Boole's own as based 

upon the FlD (45.26), are "partial". 

(2) Contrary to his initial research [1848;5.3] , here Hargreave confined 

-after Boole [see 4.5;(3) below]- to solutions in series form (54.6). 

(3) For a simple relevant example from Boole [1844] see equation (45.29). 

Hargreave chose, in fact, more general examples from Boole's paper than 

(45.29), omitted in our study as being far too complicated. Apart from these 

two figures, no one dealt with such a general research with the partial excep-
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t i o n of R u s s e l l [see 5.9-5.10]. 

(4) [1850,284], T h i s j u s t i f i e s our c l a i m i n t e x t above t h a t Hargreave was 

very c l o s e t o Boole's s p i r i t of i n v e s t i g a t i o n [see a l s o 5.2,(12)]. 

(5) Hargreave showed a deep i n t e r e s t i n sound reasoning and i n t e r p r e t a b i l i t y 

a p p a r e n t l y out o f a combination o f h i s experience i n c o u r t and h i s passion f o r 

order and mathematics [see 5.3,(1) and t e x t ; 5.2,(18)]. De Morgan's l e c t u r e s 

and the study of Boole's work might had added t o t h a t [on De Morgan's p e r 

t i n e n t educational b e l i e f s see 3.4, p a r t i c u l a r l y ( 1 5 ) ] . 

(6) [1851a, 461] . Notice Bronwin's s t r e s s on the n e c e s s i t y of p a r t i c u l a r 

methods and our c l a i m s i n the beginning of t h i s s e c t i o n . 

(7) Formula (54.15) -given without proof- was apparently deduced on the same 

l i n e s as (52.28). The obvious steps from (54.15) up t o (54.16) were given- by 

Bronwin i n d e t a i l . Whenever we r e f e r t o a "polynomial f u n c t i o n " f ( x ) we mean 

one o f p o s i t i v e o r negative powers of the v a r i a b l e x. 

(8) N o t i c e , as i n the case of (54.20), the n e c e s s i t y of Boole's theorems 

(47.1)-(47.2). See a l s o [5.2, ( 9 ) ] . 

(9) Formula (54.28) was i n i t i a l l y g i v e n by Boole [1847c, 8] as a necessary 

c o n d i t i o n f o r the i n t e g r a t i o n of equation (52.53) which i s (54.29) f o r X=0. We 

had omitted Boole's procedure i n 5.2 as Bronwin's own covers i t . 

(10) I n f a c t , Bronwin took the theorem (53.4) as an evident r e s u l t without 

acknowledging Hargreave f o r i t . Equation (54.33) i s a case of Hargreave's 

(53.36). For f u r t h e r d e t a i l s on the l a t t e r ' s procedure see [5.3,(12)]. 

(11) [1851a, 477; see a l s o (6) above and 5.2, ( 7 ) ] . 

(12) Hargreave drew on De Morgan [1842c; see 3.9,(2)] f o r h i s i l l u s t r a t i o n s . 

On the two former theorems see r e f e r e n c e s i n [3.3, (7)] and on the l a t t e r t h r e e 

the l i s t (48.1). 

(13) [1853,363]. T h i s c i t a t i o n p a r t l y j u s t i f i e s are arguments i n 5.1. 

S e c t i o n 5.5 

(1) With the exception of a paper [1849] p u b l i s h e d i n the P h i l o s o p h i c a l 

Magazine, a l l the oth e r papers discussed are p a r t i a l l y p u b l i s h e d i n the source 

c i t e d i n t e x t . Graves's work i s a l s o known from instances mentioned by 

Carmichael ; p a r t i c u l a r l y the l a t t e r made use i n h i s t r e a t i s e [1855] of Graves's 

F e l l o w s h i p Lectures t o which I had no access. See a l s o t e x t below and (5) . 

(2) On s i m i l a r deductions, such as (55.3) X 5 5 . 4 ) , see numerous i n s t a n c e s 

i n 4.7, 5.2, 5.4 and 5.5. P a r t i c u l a r l y on polynomial f u n c t i o n s see [5.4, ( 7 ) ] . 

N o t i c e a l s o t h a t (55.4) was i n i t i a l l y g i v e n by Bronwin as (52.49). 

(3) Donkin [1850, 16] . On s i m i l a r i nstances on analogy of expansions o f non-

commutative o p e r a t i o n s w i t h Taylor's theorem see [4.7, (2); (52.51)]. 

(4) While Carmichael reproduced Donkin's b a s i c theorems, Boole confined t o a 
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b r i e f statement. In Boole [1877 . 456) Donkin i s acknowledged, together w i t h 

Bronwin, f o r h i s expansions of f u n c t i o n s of non-commutative symbols but 

without any s p e c i f i c r e f e r e n c e . Koppelman f u r t h e r included (55.7). S u r p r i s 

i n g l y he i s omitted i n [Cooper 1952; P i n c h e r l e 1912]. 

(5) B i o g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n on C.Graves i s taken from the D i c t i o n a r y o f Na

t i o n a l Biography. S u r p r i s i n g l y ^ C.Graves i s omitted i n P i n c h e r l e [1912,5,fn 22] 

while h i s brot h e r J.T.Graves i s b r i e f l y acknowledged. The l a t t e r ' s r i c h 

l i b r a r y now belongs t o U n i v e r s i t y College London. 

(6) Graves [1853, 285]. 

(7) I t i s of i n t e r e s t t o n o t i c e t h a t apart from Gregory one more a n a l y s t 

cared t o combine f u n c t i o n a l w i t h operator methods. Equation (55.36) i s i n f a c t 

an instance of (26.14). Moreover we r e c a l l i n (55.35) Babbage's transform 

(25.1). As w i t h Gregory, Graves's s o l u t i o n of f u n c t i o n a l equations depends 

upon t h a t of a f i n i t e d i f f e r e n c e one [see 4.4, ( 8 ) ] . 

(8) Graves omitted parentheses; i t f o l l o w s e v i d e n t l y from the general con

t e x t t h a t 14/n, 4 © e t c . stand f o r ip(n), ip(D).. . i n h i s formulae. He f o l l o w e d a 

c o n s i s t e n t n o t a t i o n , not s u s c e p t i b l e t o misconception as i n the case o f Bron

win [5.2, (8)] and Hargreave [5.3, ( 2 ) , ( 5 ) ] . 

(9) For a sample of c o r r e l a t i v e theorems proved independently so f a r see 

Boole's (47.1)-(47.2), Bronwin's (52.51)-(52.55), Hargreave's (53.3)-(53.4), 

Bronwin's (54.16)-(54.20) and Donkin's (55.5)-(55.11). Now, i n v i r t u e of 

Graves's sound establishment of Hargreave's theorem (53.8), the second s e t of 

the above formulae can immediately be obtained from the f i r s t . 

S e c t i o n 5.6 

(1) Gregory's Examples were not o f t e n c i t e d i n t h i s chapter so f a r . The book 

featured prominently, however, from the e a r l y 1850's, i n the work of C u r t i s . 

Carmichael and other a n a l y s t s [see f u r t h e r 5.7, 5.9, 5.10]. 

(2) The s o l u t i o n of (56.1) [(53.31)] i s thus u=e-°,z, z given by (56.7). 

Indeed C u r t i s ' s s o l u t i o n i s l e s s complicated than Hargreave's own (53.33). 

Boole n o t i c e d C u r t i s ' s i n t e r e s t i n g study i n c o r p o r a t i n g equation (56.1) as 

an e x e r c i s e t o be s o l v e d i n h i s [1877, 459]. 

(3) See [ J o l y 1917]. 

(4) The reader can see the s i m i l a r i t y between Williamson's procedure v i a 

<56.8)-(56.11) and Bronwin's own i n (52.18)-(52.20). On the i n t e r p r e t a t i o n of 

the s o l u t i o n (56.12) v i a theorem (45.19) see Boole's process (46.37)-(46.39) 

and (46.43)-(46.44). On the change of the independent v a r i a b l e (56.12)-(56.13) 

see [4.3, (3)] and [4.6, t e x t from (46.44) up t i l l ( 9 ) ] . I have f o l l o w e d 

s t r i c t l y Williamson's n o t a t i o n apart from p u t t i n g " z " i n (56.10)-(56.11) i n 

stead of h i s "y
1

" so as not to confound the l a t t e r w i t h dy/dx. 
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(5) In Graves's paper "g" i n (56.31) stands f o r h i s "x". Notice a t [1857a, 

36] a mistake i n (56.36) where i n s t e a d of "g" [xl he puts "8". Most probably 

t h i s i s a typographical e r r o r . 

(6) Hargreave i n t e g r a t e d the LE i n [1848;5.8] by a method d i f f e r e n t from 

t h a t introduced i n the corpus of t h a t paper [see 5.3]. However, Graves's 

g e n e r a l i z a t i o n of Hargreave's procedure c o u l d i n theory apply not o n l y t o the 

EFE but t o the LE too [see a note i n 5.8 t e x t below (58.31)] . 

S e c t i o n 5.7 

(1) Unfortunately no biography o f Carmichael e x i s t s . 0 ^ h i s work we are 

p r i n c i p a l l y informed through h i s textbook [1855] d i s c u s s e d below. Besides 

mathematics, Carmichael was occupied a l s o w i t h e c c l e s i a s t i c a l w r i t i n g s . He was 

i n c l o s e contact with a l l the eminent I r i s h mathematicians of h i s time. 

[Dowel 1 and Webb 1982, 227-8] inform us t h a t as soon as he became a F e l l o w o f 

T r i n i t y College D u b l i n he showed an ardent concern with e d u c a t i o n a l matters 

"upholding the claims of the non—tutor F e l l o w s " . In our century Carmichael i s 

mainly known f o r h i s textbook n o t i c e d b r i e f l y i n [Cooper 1952,19; Koppelman 

1971,213; P i n c h e r l e 1899,14; 1912,5]. 

(2) The only commentary on Carmichael 's work i n our days i s g i v e n by Koppel

man [1971,205-6]. She r i g h t l y observed t h a t Carmichael's work "was based on 

the mistaken b e l i e f t h a t d / d x i _ d/dx
2
, d/dx„ were always p a i r w i s e 

commutative". She confined^to r e p r e s e n t a t i v e instances of h i s work, such as to 

E u l e r ' s theorem f o r homogeneous f u n c t i o n s (57.4) and the formula (57.11). 

However a p r i n t i n g mistake i s spotted : she w r i t e s . Let n=2. Then, 

by Carmichael's c l a i m ^s. - V C V - 0 - V - \ 7 . Both t h i s theorem and (57.11) 

are taken by Carmichael f o r granted. The f i r s t - t hat i s (57.11) f o r n=2- i s 

indeed r e a d i l y proved a f t e r e f f e c t i n g the m u l t i p l i c a t i o n V/CV- 0 ; i t should 

be noted t h a t 

d d d
2

 d d d d
2 

( x — ) ( x — ) = x
2

 + x — and ( x — ) ( y — ) = xy . 
dx dx d x

2

 dx dx dy dxdy 

(3) Carmichael proved i n d e t a i l both Hargreave's theorems (53.3)-(53.4) i n 

h i s t r e a t i s e [1855, 18-22]. 

(4) Indeed, as i n the case of the theorem (57.8), once more formula (57.20) 

depends upon the d i s t r i b u t i v i t y o f the f a c t o r [ F ( x D ) ]
_ 1

. Gregory t o t a l l y 

o m i t ted Murphy's study of i n v e r s e d i s t r i b u t i v e operations i n h i s work [see 

4.4, ( 2 ) - ( 4 ) ] . I t should be n o t i c e d t h a t the theorems (45.19)-(45.20) used by 

Carmichael were known to Murphy and Gregory and thus do not form p e c u l i a r f e a 

t u r e s o f Boole's method [3.3,4.4-4.5]. 

(5) We have omitted the long and complicated computations i n v o l v e d . T h i s 
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remark holds for all the equations susceptible to this method. 

(6) 11855, 58]. See also (5) above. 

(7) The evaluation of (57.48) in the case of one variable was effected in 

Graves [1853; 5.5, (6)]. The proof of (57.50) was based upon Graves's theorem 

(i) e^Ftu) = F(enj), 

F any polynomial function, and MJ a distributive function such that 

ip(uu)=uunj-*-ui+(u holds true. For details see [Carmichael 1855, 96-8; 5.5, (1)1. 

(8) Carmichael's critical overview of the current operator methods was 

repeated in his textbook [1855,3-4]; Boole is not mentioned but implied since 

he was the main advocator of "artificial" methods (after Gaskin). Carmichael's 

avoidance of the latter methods coincides with Hargreave's own [5.4,(1)]. In 

fact, Hargreave, though be avoided to use even the theorems (57.6), (57.13) 

-wrongly called by Carmichael "Boole's fundamental theorems"- was much closer 

in spirit of method to Boole than Carmichael was. 

(9) The reader had an opportunity to discern Carmichael's peculiar applica

tion of symmetry in both method and notation. It should also be stressed that 

symmetry coexisted throughout with analogy, elements that characterized par

ticularly Babbage's and De Morgan's work. Together with symmetry Carmichael 

stressed in his textbook homogeneity; quoting Wood:". , . if the proposed equa

tion be homogeneous, the final result must be so. A proper attention to this 

observation will frequently detect an error in the process of solution" 

[1855.5; on Wood see 3.2,(11); 3.4,(10)]. 

(10) Dr.Crilly pointed out to me that symmetry of expression was a feature 

found in French analytical geometers of the 1800's too. Probably this was due 

to Condillac
 ;
as according to Richards [1986,301-2] French geometers of that 

time were influenced by him. The element of symmetry in Gregory's work in 

geometry is an issue, not touched upon, which might explain Carmichael's in

terest in i t . 

(11) The definition (57.53) is fairly similar to (57.3). The symbols i,j,k 

stand for Hamilton's quaternions, introduced in 5.8 in connection with the LE. 

On (57.53) see Hamilton [1846.291] further discussed in 5.8. The symbol^was 

initially used by Brisson and Laplace [1.6,(2)]. It was further spotted in 

Gregory [1839e,116] in connection with generating functions. 

(12) Boole was the first to apply partial differential operators in his study 

of invariants of homogeneous polynomials [1842a,9-20] . He was followed by 

Cayley in 1845. and by the 1850's Cayley, Sylvester and Salmon -the so-called 

"Invariant Trinity"- contributed, an abundance of work on this subject [Crilly 

1986,241-246,248; Kline 1972,927; Richards 1986,308,317). Further on Cayley's 

and Sylvester's application of partial differential operators see 5.10. 

(13) J.H.Jellett graduated from Trinity College Dublin in 1838. Admitted into 
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h o l y orders i n 1846, ne was e l e c t e d two years l a t e r t o the c h a i r of n a t u r a l 

philosophy. In our century a b r i e f référence t o h i s t r e a t i s e on v a r i a t i o n s 

[1850] i s in c l u d e d i n [Koppelman 1971,213; P i n c h e r l e 1912,5,fn 2 2 ] . I n h i s 

Notes [1850,355] J e l l e t t proved t h a t i f F a d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n then 

( i ) F i y = iFV " f o r a i l r a t i o n a i values of i , and may be extended t o i r r a -

t i o n a l values by the method of exhaustions". F u r t h e r , a t [1850,358-360] he 

made considérable use of the method of séparation of symbols i n a way r e m i n i s -

cent of Gregory's proof of L e i b n i z ' s theorem [see (44.12)]. The o n l y one t o 

acknowledge J e l l e t t ' s o p e r a t o r study was Gréer i n h i s paper on f r a c t i o n a l d i f 

férent i a t i o n [1860b]. F u r t h e r on Gréer see 5.9. 

(14) I n f a c t , a f t e r Salmon and Graves, Carmichael devoted h i s l a t e r paper 

"Methods i n the intégral c a l c u l u s " [1857c] t o i l l u s t r a t i o n s of the m e r i t s o f 

the " r e c i p r o c a l a i d " between geometry and a n a l y s i s [1857c,507]. 

S e c t i o n 5.8 

(1) When no f u r t h e r i n d i c a t i o n i s provided t h i s stands f o r the P h i l o s o p h i c a l 

Transactions of the Royal S o c i e t y London. 

(2) On Laplace's study of équation (58.1) i n p h y s i c a l context see [1.3; par— 

t i c u l a r l y (13.1) up t o (13.11)]. 

(3) T h i s note e n t i t l e d "On the équation o f Laplace's f u n c t i o n s " was pub-

l i s h e d i n the Report t o the B r i t i s h A s s o c i a t i o n f o r the Advancement of Science 

1845. I t contained o n l y the équations (58.1),(58.8),(58.9),(58.10) and 

(58.11) without any détails of dérivations (Boole 1845e.2]. 

(4) S i m i l a r techniques of réduction had been used a l s o by Greatheed, 

Gregory and Bronwin [see (52.14);5.2,(16)]. 

(5) The s o l u t i o n of équation (58.1) v i a (58.7) and (58.5) i n i t i a l l y y i e l d e d 

the intégral 

d 1 

du M 

Boole wrote t h a t " i t remains t o i n t e r p r e t t h i s remarkable e x p r e s s i o n " , i n 

other words t o get r i d of the f a c t o r s w i t h exportent a=(d/dcp)^f-l. The r e s u i t , 

a f t e r a c a r e f u l a p p l i c a t i o n of T a y l o r ' s theorem, was the expression o f the i n 

tégral of (58.1) v i a the two équations (58.8)-(58.9).The symbol [ ( d / d u ) ( 1 / u ) ] " 

i n v o l v e d i n (58.9) has al r e a d y been d i s c u s s e d i n connection w i t h the s o l u t i o n 

of the EFE (46.33) [see Boole 1846,17-18;4.6]. 

(6) In h i s note [1845e,2; see (3) above] Boole c a l l e d (58.10) the " r e a l form 

of s o l u t i o n " of (58.1) commenting f u r t h e r as f o l l o w s : "The summation i s q u i t e 

u n l i m i t e d w i t h respect t o r , t h a t i s . r may be p o s i t i v e o r négative, intégral 

or f r a c t i o n a l . In a i l cases the c o e f f i c i e n t of cosrtp i s a f i n i t e f u n c t i o n of 
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[ j , which i s an unexpected r e s u l t " . 

(7) [Boole 1846,22; see a l s o 4 . 6 , ( 1 0 ) ] . 

(8) We have omitted Boole's f o r m u l a t i o n of (58.16) as a s i m i l a r process was 

sketched i n [4.5, stage 7 ] . 

(9) T h i s i s an i n t e r e s t i n g sample of the mutual i n t e r a c t i o n between the 

theo r y o f the earth and d i f f e r e n t i a l equations which f i r s t took place around 

mid-ie^^-century France [see 1.1,(3)]. As we saw i n [3.2, 4.6, 5.2, 5.8] t h i s 

i n t e r a c t i o n was repeatedly evident among mid-19
t M

-century E r g l i s h a n a l y s t s . 

(10) Formula (58.18) was g i v e n i n Boole [1846,8-9]. Equation (58.17) -when 

cr=B=0 and where the right-hand s i d e equals X ( x ) - was studied by Bronwin as 

(54.29). For f u r t h e r d e t a i l s see [5.2, (14)-(16);5.4,(9)]. 

(11) Eb-x>nwin [1850a;5.4] followed on Boole's steps and twelve years l a t e r 

R u s s e l l resumed Boole's a b s t r a c t i n q u i r i e s [see 5.9,(8)}-

(12) See Boole [4.6], Donkin on (56.19), Graves on (56.29)-(56.38) (on 

Hargreave's l i n e s ) and Bronwin on (54.45)- on Boole's l i n e s . 

(13) I n i t i a l l y the m a t e r i a l of Carmichael [1853c] was =xW<; p u b l i s h e d 

i n the Cambridge and Dublin Mathematical J o u r n a l i n 1852 [see r e f e r e n c e s i n 

Carmichael 1853c,273; 1857a,216]. 

(14) I n a s i m i l a r manner Carmichael t r e a t e d equation (58.50) i n f o u r v a r i 

a b l e s v i a (58.58), and Poisson's wave equation (17.32) [1853c,278-284]. 

(15) [1857a,216-17] . T h i s statement i s c i t e d from Carmichael's paper "On 

L a p l a c e ' s equation and the c a l c u l u s of quaternions" published i n the Proceed

ings of the I r i s h Academy i n 1855, h e r e a f t e r c i t e d as [1857a]. The same paper 

was consequently published i n the Q u a r t e r l y J o u r n a l as [1857b] . A l l the papers 

c i t e d i n the r e s t of t h i s s e c t i o n e i t h e r bear the same t i t l e as Carmichael 

[1857a] o r are u n t i t l e d [see a l s o (17) below]. 

(16) A l l the papers c i t e d h e r e a f t e r were pu b l i s h e d between 1854 and 1856 but 

we r e f e r t o them by the date of p u b l i c a t i o n of the volume, 1857. 

(17) I n 1846 Hamilton suggested the t r a n s f o r m a t i o n 
x a x. 

( i ) + IV + Dt = -(iCw + JIV + k D ^ )
2

, 

where i , j , k d e f i n e d by (58.60) [see 1846,291]. In h i s present note [1857,62] 

he r e c a l l e d of (i)
t
 saying t h a t i t was " o b v i o u s l y connected with the c e l e b r a t e d 

e q u a t i o n o f Lap lace'padding t h a t i t had escaped h i s n o t i c e that the LE c o u l d 

a l s o be w r i t t e n i n the form (58.50). Hamilton [1846] -covering twenty pages-

as w e l l as Boole [1847f;see 5.2,(11)1, do not belong t o the Catalogue of 

S e i e n t i f i c Papers. This f a c t was p o i n t e d out t o me by A.Clark o f the Royal 

S o c i e t y L i b r a r y , London, . who r e i n f o r c e d my vague impression that "there i s 

l o t s o f u n l i s t e d I r i s h t r e a s u r e " [ h i s words] i n the Proceedings of the I r i s h 

Academy. 

(18) Graves [1857c,167]. See a l s o Graves's p e r t i n e n t study of o p e r a t o r s 
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devoid of imaginarles i n the l a t e 1840's up t o the e a r l y 1850's i n 5.5. 

(19) Boole [1857,376]. 

(20) Boole [1857,384-5]. Boole's s o l u t i o n of the LE i n a quatemion form i s 

omi t t e d on the grounds of i t s complexity and i m p r a c t i c a b i 1 i t y . 

S e c t i o n 5.9 

(1) The quotations are drawn from (Kempe 1885, x x v - x x v i ; R i x 1898, 826], 

(2) On " morpho 1 ogy' \ as i ntroduced by Goethe (1749-1832) and f u r t her 

developed by C u v i e r [see 2.9], formina by mid-19
t J

"
l

-century the "very s o u l " o f 

n a t u r a l h i s t o r y w i t h Darwin (1809-1882), see [Ospovat 1981,278-280]. F u r t h e r 

on Huxley's endosement o f Darwin's " e v o l u t i o n a r y morphology" see [Bowler 

1989,384-4]. On Darwin's own use of t h i s term - i t s d e f i n i t i o n appended i n the 

g l o s s a r y of h i s [1859]- see [Darwin 1985.415-17,471: a r e p r i n t of h i s 1859]. 

S y l v e s t e r a l l u d e d t o Goethe, Huxley. Cuvier and Darwin i n h i s [1869a,2-4,fn 

5 ] . S y l v e s t e r wrote [1869a,2,fn] "... metamorphosis run l i k e a golden thread 

through the most d i v e r s e branches of modem i n t e l l e c t u a l c u l t u r e , and forms a 

n a t u r a l k i n d of connexion". On s i m i l a r l i n e s , Darwin p i c k e d out s i m i l a r i t i e s 

between d i f f e r e n t s p e c i e s of animáis r e f e r r i n g t o , ten years ago, t o the 

" u n i t y of type" and t o "successive s l i g h t m o d i f i c a t i o n s " [1985,415-163. T h i s 

e p i s t e m o l o g i c a l u n i f y i n g approach can be compared w i t h Boole's and Grat r y ' s 

view t h a t the t r u e method i n science c o n s i s t s " i n the u n i t y of a l l sources of 

knowledge" [8.9,(11)]. 

(3) These are the words o f Spottiswoode's master B . P r i c e of Pembroke C o l l e g e 

Oxford. F u r t h e r on P r i c e (1818-1898) see [ C l i f t o n 1905]. 

(4) I have employed Spottiswoode 's i n i t i a l n o t a t i o n (59.3) i n (59.8), 

(59.10) i n s t e a d of S y l v e s t e r ' s (59.7) as we have a more d i r e c t analogy with 

Carmichael's own n o t a t i o n . The symbol d e f i n e d i n analogy w i t h 

(59.3). The or d i n a r y form of the equation (59.8) i s omitted but the d i s c u s s i o n 

t h a t f o l l o w s i n t e x t c l a r i f i e s Spottiswoode's extensión o f Carmichael's work. 

(5) Formula (59.15) -a case of (57.33)- f o l l o w s from Carmichael's theorem 

(57.26). S u h e t i t u t i n g i n (59.15) x
1

' * . y
1 / b

. . . f o r x,y,... r e s p e c t i v e l y we 

have i n v i r t u e of (59.13) formula (59.16). 

(6) Carmichael acknowledged and a p p l i e d C u r t i s ' s u s e f u l method i n h i s 

t r e a t i s e [1855,41-44] . A very h r i e f r e f e r e n c e was a l s o made on Spottiswoode 

[1853] but any r e p r o d u c t i o n of i t was omitted [1855,7]. 

(7) The externa! m u l t i p l i c a t i o n (p-n) (p+n) was denoted by R u s s e l l by 

p+n 
p-n 

pa+pn 
- p ( n + l ) - n

a 
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On similar lines he denoted division [1861,70-72]. 

(8) Spottiswoode and Russell were briefly acknowledged for their contribu

tions in [Pincherle 1912,5,fn 22; 9,fn30]. Recently Koppelman [1971,203-5] 

included a survey on Russell [1854a; 1861] mentioning Spottiswoode [1862] and 

Russell's two sequels to [1861] . It is nowhere mentioned, though, that Russell 

generalized Boole's theorem (47.13) [Boole 1845d,-see 4.7] in the Proceed

ings of the Royal Society for 1865. This information was afforded by comming 

across an unknown survey by Russell, his article "Calculus of symbols" pub

lished in the English Cyclopedia as [1873]. In this article Russell mentioned 

the most important results of his papers, including aspects from Spottiswoode 

[1862] and Boole [1845d;1847c).Upon Boole's work [1847c;5.8,(11)] Russell fur-

ther C c v ^ > W T ^ i n the Philosophical Magazine for 1862 [Russell 1873,2023-26] . 

(9) Greer [1860a,148). The verification of (59.33) consisted of the observa

tion that by operating on both sides of (4) with y, the right-hand side will 

reduce to u -since from (2) and (3) it follows that 4J.M
nk

=mM
ai

-
1

. There followed 

applications of (59.33) for uf= and 0, M functions of x,y,z; 0 the wanted 

function. There is a printing error in text: read Greer [1860a] instead of 

[18601 above and below (59.33). 

(10) Between 1861 and 1870 several papers appeared in the Quarter 1 y Jouma 1 

on topics closely related to the calculus of operations, such as to fractional 

differentiation. Brinkley's A^Q™ numbers, definite integrals, Arbogast's 

derivations and others. Besides Greer and Roberts, other names that feature at 

that time are Scott, Blissard, Horner, Cockle, Harley and Walton. 

Section 5.10 

(1) Kelland [1858,85]. The speech was delivered for the award of the Keith 

Medal to Boole for his memoir on probabilities [Mac Hale 1985,62; 7.1,text 

below (18)1. A Cambridge senior wrangler in 1834, Kelland succeeded Wallace in 

Edinburgh University in 1838 where he was unrivalled for his teaching 

abilities. Remembered for his enthusiastic reproduction of Hamilton's quater

nions in class, he was also keen on acoustics, violin playing and natural 

phi losophy. 

(2) Boole did work on differential equations up t i l l his death in 1864 

[8.8] but the part of his researches pertinent to his general method were left 

in manuscript form, edited by Todhunter as [1865; see 4.6,(10); Mac Hale 

1985,222-3]. Boole's concept of a universal calculus of symbols -his genera1 

method being a by product of i t - was from 1847 onwards examined in the realms 

of logic [7.1
;
8.2,8.7-8.9]. 

(3) We have seen many instances in which beautiful or complicated theorems 
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e i t h e r remained without any u t i l i t y o r were i l l u s t r a t e d by a r t i f i c i a l l y con

s t r u c t e d d i f f e r e n t i a l equations, much as Babbage had constructed f u n c t i o n a l 

equations on purpose [(52.45),(52.48),5.9,5.2,5.5,4.7]. Of course t h e r e were 

except i ons, such as use fu1 app1i c a t ions on def i n i t e i ntegra1s, ana1yt i c 

geometry and the c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s [(52.46); 5.2,(11); 5.7]. 

(4) O'Brien [1852,161]. 

(5) O'Brien denoted by x.y a d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n o f x and y. T h i s symbolic 

form was "completely d e f i n e d " by the equations 

x.y+x'.y = (x+x')y and x.y+x.y' = x(y+y') 

" j u s t as the symbolic form a
m

 i s completely d e f i n e d by the equation a^^a™"*"
0

" 

[1852,165
;
see a l s o Smith 1982c]. 

(6) I t i s impossible t o l i s t a l l the instances where terms such as 

"symbolic geometry", "symbolic mechanics" o r "symbolic equation" appeared i n 

the sense j u s t d e s c r i b e d . Two examples are Goodwin [4.3,(6)] and Hamilton. 

A f t e r h i s study of Herschel's theorem i n 1837 [see 2.3; (48.1); (52.44)] 

Hamilton a p p l i e d the method of s e p a r a t i o n of symbols i n connection w i t h h i s 

c a l c u l u s of q u a t e r n i o n s . As h i s work i s not f u r t h e r d i s c u s s e d i n our t h e s i s 

see references i n (5.7,(11); 5.8.(17)] and Koppelman [1971, 207-8]; the l a t t e r 

touches upon h i s work on d e f i n i t e i n t e g r a l s v i a operators and h i s correspon

dence on t h i s matter w i t h De Morgan. 

(7) On the s i m i l a r i t y between E l l i s ' s statements and De Morgan's own i n 

[1836] see [3.6 t e x t and ( 3 ) ] . The sense i n which E l l i s a p p l i e d the n o t i o n 

of o peration t o 1 ink a d i v e r s i t y of branches o f mathematics c o u l d be 

methodologically p a r a l l e l i z e d with G r a t r y ' s "comparative s c i e n c e " adopted by 

Boole on d i f f e r e n t l i n e s [8.9]. For a proof on the not s a t i s f a c t o r y l e v e l of 

E l l i s ' s a n a l y s i s see S y l v e s t e r ' s advanced a n a l y s i s c i t e d i n (12) below. Of 

course i t i s r i s k y and s u p e r f i c i a l t o compare two mathematicians of so d i f 

f e r ent l e v e l , but E l l i s c o u l d have gone at l e a s t f u r t h e r than De Morgan 

[1836]. The a s s o c i a t i v e law was o n l y h i n t e d at by Gregory i n [1843a,238; see 

4.4 t e x t below (8); 7 . 3 , ( 8 ) ] . 

(8) Cayley's work on i n v a r i a n t s i s best summarized i n C r i l l y [1986; 1988]. 

Further on Cayley -.see [3.2, t e x t and (4); 5.7,(12)]. 

(9) S y l v e s t e r ' s work and correspondence w i t h Cayley i s d i s c u s s e d b r i e f l y i n 

[ C r i l l y 1986; 1988] . A correspondence with C r i l l y enriched my knowledge on 

aspects of S y l v e s t e r ' s methodology h i n t e d at i n t h i s s e c t i o n . On my c o n j e c t u r e 

on the l i n k between b i o l o g y , morphology and the c a l c u l u s of forms see [5.9. 

( 2 ) , ( 3 ) ] . 

(10) On the theory of forms [(510.3)], see K l i n e [1972,925-6] and (9) above. 

(11) Cayley i s mentioned i n [ P i n c h e r l e 1912,5,fn 22] i n h i s h i s t o r i c a l 

review of the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s only f o r the papers [1861] on Arbogast's 
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d e r i v a t i o n s . S u r p r i s i n g l y S y l v e s t e r j s omitted. On Arbogast and h i s impact i n 

the 1840's up t o the 1860's see [3.9.(2);4.8,(3);5.9,(10)] and (12) below. 

(12) S y l v e s t e r [1867,49,fn] . On r e l e v a n t s p e c u l a t i o n s on n o t a t i o n of the 

d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s and on the form-matter d i s t i n c t i o n as a t o o l o f mathe-

m a t i c a l and p h i l o s o p h i c a l i n v e s t i g a t i o n
;
s e e [ B r i n k l e y i n 2.2,(9); Herschel i n 

2.7; De Morgan i n 3.6; 3.9 t e x t and (9 ) , ( 1 3 ) , ( 1 6 )
;
 Boole i n 8.8 t e x t above 

(3) ; 8.9,(8)1. 

C h a p t e r 6 

S e c t i o n 6.2 

(1) On the i n f l u e n c e of Condil lac,Degerando,D.Stewart and Locke upon the 

methcdoiogy of Hersch e l , Babbage, Peacock and De Morgan see comments and 

re f e r e n c e s i n [1.8; 2.7; 2.9, (3 ) , (8); 3.4, (18); 3.5, ( 6 ) , (8); 3.6. ( 9 ) ] . 

(2) Van Evra [1984,9-10,fn 21) i s the only h i s t o r i a n t o my knowledge who men-

t i o n s Kirwan and h i s apparent i n f l u e n c e upon Whately. He p o i n t s out i n a 

footnote those h i s t o r i a n s who omitted Whately a l t o g e t h e r ^ i n c l u d i n g i n t e x t 

most o f the attempts t o save Whately from o b l i v i o n i n works published between 

1967-1984 [1984,15-18,fn 26) . The importance of Whately's work i s r e c e n t l y 

s t r e s s e d i n [Dessi 1988,xi-xiv;Grattan-<3uinness 1988b,74;Merrill 1990,art. 

1.11. Ay\ i n t e r e s t i n g but neglected c o n t r i b u t i o n i n t h i s d i r e c t i o n i s 

[Whately 1975], a rep r o d u c t i o n of the second e d i t i o n of Whately's Elements 

e d i t e d by McKerrow; the i n t r o d u c t i o n w r i t t e n by the e d i t o r provides valuable 

i n f o r m a t i o n on the m e r r i t s of Whately's work i n c l u d i n g commentaries by the 

l a t t e r ' s contemporaries as w e l l as by recent h i s t o r i a n s . 

(3) Information provided i n t e x t on Kirwan i s obtained from the e x c e l l e n t 

f u l l - l e n g t h biography by Donovan [1850]. This biography con t a i n s i n t e r e s t i n g 

i n f o r m a t i o n on Kirwan's c l a s s i f i c a t i o n of manuscript work by I t a l i a n and 

E n g l i s h music composers, and draws an analogy between L a v o i s i e r and Kirwan 

- h i n t i n g a t the neglected r o l e of L a v o i s i e r ' s w i f e i n the development of 

ch e m i s t r y . U n f o r t u n a t e l y j o n Kirwan [1807] jfche only remark i n c l u d e d \ i s that i t 

"appeared i n two volumes octavo; i t was intended f o r the use of students of 

the law, and was dedicated t o the Chief J u s t i c e of the Common P l e a s " [1850, 

x c v i i — x c v i i i ; on L a v o i s i e r and music see xcv and c i r e s p e c t i v e l y ] . 

(4) J.Horne Tcoke (1788-1856), a f o l l o w e r of Locke, was known f o r h i s 

p i o n e e r i n g work on u n i v e r s a l grammar [Donovan 1850,xc-xci;see a l s o 1.8,(2) un-

der J.Bentham] . Smart composed h i s essay [1851;see 6.4 t e x t and (4)] p a r t l y 

"toward completing what Locke and Home Tooke l e f t imperfect" [1851, 10]. 

(5) F o r d e t a i l e d b i b l i o g r a p h i c a l references and inf o r m a t i o n see [1.8,(2), 

739 



(7),(19),(20)] on Condi 1lac and Condorcet, and [Dessi 1988,xvii; Merrill 1990, 

art.l.l;Van Evra 1984,3-7] on Watt, Duncan, Locke and Aldrich; the latter's 

Compendium 1691 was the only English work on formal logic I Whately 

(1826] . De Morgan was to refer occasionally to these English logicians in his 

work [see 1858, 93; 1860b, 148,177, fn l,180,fn 2]. The "doctrines of the Port-

Royal logic are extensively treated in [Auroux 1982,1̂ 18; Kneale 1962,315-20; 

1.8, (2)]. Auroux [1982] viewed Arnauld's Logique as foreshadowing De Morgan's 

and Boole's logic of classes. De Morgan would draw . the Port-Royal logic 

calling it a work on language "which dares to differ, or to revive, at 

pleasure" [1850, 52, fn; see also 1858. 92-94]. 

(6) On Whately's life and work see [Dessi 198S.xiv-xxv
;
Merri 11 1990, art.1.1; 

Whately 1975, Introduction; Van Evra 1984, 7-14]. 

(7) This distinction is similar with De Morgan's own between the "art" and 

"science" of algebra in 1835, later giving rise to "technical" and "logical" 

algebra respectively [see 3.4, text and (13); 3.9, text below (7)]. 

(8) Whately [1826, 14], This passage illustrates the author's belief that for

mal logic investigates -as a science- the abstract patterns of argument which 

are common to all reasoning. Among the fierce opponents to the use of al

gebraic symbols in logic was D.Stewart [Whately 1826, 140; Van Evra 1984, 11] . 

(9) Whately [1826, 88]. Whately's nominalistic position raised objections 

among his contemporaries (see (10) below and 6.3,(11)]. On recent interpreta

tions of this passage see [Dessi 1988, xxvii; Merrill 1990,art.1.1; Van Evra 

1984,12,fn 24] p 
<

>̂~These interpretations include speculations on whether "the mere force.. . " 

stands for ". .. form", here omitted as irrelevant to the scope of this intro

ductory study. It is, nevertheless, quite probable that Whately did mean 

"force" as implied from a discussion on the distinction of "extent" and 

"intent" by De Morgan [1860b, 201] interpreted by "scope" and "force" respec

tively with an example. | 

(10) Bentham (1827; see 6.3] was large devoted to a mild critical review of 
A 

Whately [1826]. Among the books designed for students which followed Whately's 

Elements we note S.Hints Introduction to logic 1827 and B.Reynolds An abstract 

.of Whately's logic with examination papers for the use of students 1874, pub

lished in Oxford and Cambridge respectively. On similar publications and on 

the critical reviews and new editions of Whately's book see [Dessi 1988, xxii-

xxix; Whately 1975, Introduction; Van Evra 1984, 14-15; 6.3]. 

(11) Van Evra [1984,15; (10) above]. Mill is not studied in this thesis. 

Section 6.3 

(1) On J.Bentham and H.Tooke see [1.8, (2), (16) ;6.2, (4) ]. On Condi 1 lac's in-
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fluence on Lavoisier see [1.8,(15)]. Further on the links between chemistry, 

logic and mathematics see chapter 9. 

(2) Bentham [1827, viii-ix]. On the Ideologues see [1.8, (17)]. 

(3) The idea of the quantification of the predicate dates from Leibniz. On the 

pertinent work of Continental logicians during the period 1673-1803 see [Lewis 

1918, 33-6; Venn 1881, 8, fn 1; De Morgan 1847b, 323-33]. Bentham was acknow

ledged for priority over Hamilton in [De Morgan 1858.140, fn 1; Diagne 1989, 

98-105; Lewis 1918, 36; Passmore 1968, 550; Styazhkin 1969,148-150; Venn 1881, 

8-9, fn 1] . Jevorfis paper "Who discovered the quantification of the predicate 1 

[1873] particularly stresses Bentham's role; see also (12) below. 

(4) For reference on Hamilton's review of works on logic in 1833 see (Van Evra 

1984,15,18]. On Hamilton's omission to acknowledge Bentham on this issue see 

Heath's introductory remarks in [De Morgan 1966, xvi] and Passmore [1968; 

550]. See also (12) below. 

(5) In 20th century historical works on logic by English logicians, Solly's 

name is Moted only in [Lewis 1918, 36] by the statement "Hamilton's rather 

cumbersome notation [see (12) below] is not made the basis of operations, but 

is essentially only an abbreviation of language . Solly's scheme of repre

senting syllogisms [see (9) below] was superior as a calculus". 

(6) The only information we have on Solly's communication with his contem

poraries are two letters he sent to De Morgan from Berlin. Dated 21.10.1847 

and 11.11.47, these letters belong to the De Morgan manuscript collection in 

the University College Library with code number MS Add 97/5. Solly was able to 

keep in touch with activities on logic in England via the journal Athenaeum. 

Thus informed about De Morgan's engagement "in throwing the laws of syllogism 

into a mathematical form", he contacted him [see passage in text]. De Morgan 

replied immediately after receiving Solly's first letter, mentioning an in

stance from the latter's symbolical approach in the end of his Formal 

logic [1847b; see (9) below]. 

(7) It was "A friend [who] once suggested to the author that there was a great 

analogy between an abstract conception and an enveloping curve" [Solly 1839, 

26] . Had Boole had been around Cambridge then, he would have been probably 

that "friend" since Solly's statement is very close to Boole's work on sin

gular solutions of differential equations several years later [8.8, (6)-(7)]. 

Solly might had been in contact with any of the Cambridge graduates: Murphy, 

Hymers, Gaskin .Kelland, Sylvester, Gregory and A.J.Ellis [see 3.2 before 

3.31. Ellis was at the Middle Temple at the same time as Solly and he was 

equally interested in logic and language [5.10,(7);8.4,(6)]. Other probable 

candidates for this "friend" might be Hymers, Gregory or Kelland [see 4.2,4.4 

and 5.10,(1) respectively]. 
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(8) S o l l y [1839,112] . As S o l l y was the f i r s t E n g l i s h s c i e n t i s t t o use s y m b o l i 

c a l mathematical procedures i n l o g i c , we w i l l i n c o r p o r a t e a more s u b s t a n t i a l 

and extensive account of h i s work i n a separate paper. 

(9) De Morgan [1847b, 335-336]. 

(10) According t o Manse 1, Boole, De Morgan, S o l l y and Drobish were a l l f o u r 

" g u i l t y of one fundamental e r r o r . They represent thought as a s p e c i e s of a l 

gebra, i n s t e a d of r e g a r d i n g algebra as a s p e c i e s of thought" [Mansel 1851, 97, 

f n ; f u r t h e r on Mansel see 6.4, 6.7]. On Drobisch see [Styazhkin 1969, 156-9]. 

(11) Hamilton, l i k e S o l l y , p a r t l y misunderstood Whately's n o m i n a l i s t i c approach; 

see [Dessi 1988, x x v - x x v i i Van Evra 1984, 15]. 

(12) The most d e t a i l e d account of Hamilton's innovations and n o t a t i o n i s g i v e n 

by Styazhkin [1969,150-56]. See a l s o [Kneale 1962. 352-4; L a i t a 1979, 55-6; 

Passmore 1968, 120-22]. Bentham's and Hamilton's schemes of q u a n t i f i c a t i o n are 

a l s o amply d e s c r i b e d i n [Diagne 1989, 147-150; L i a r d 1878, chap.3]. 

(13) See [ L a i t a 1979,60-1; N i d d i t c h 1962,34-6; Passmore 1968,128, f n ; 

Stya z h k i n 1969, 156]. We have omitted a re p r o d u c t i o n of Hamilton's n o t a t i o n 

[see comments and r e f e r e n c e s i n (5) and (12) above]. S p e c i f i c a l l y on De 

Morgan's comments see [1860c,258, t e x t and fn2; 1850, 32-34;6.6]. 

(14) On the e a r l y stage of the d i s p u t e i n 1847 see [De Morgan 1847b, 295-323; 

1966, x v i - x v i i i ; L a i t a 1979, 51-60]. 

S e c t i o n 6.4 

(1) P a g i n a t i o n from De Morgan's papers on l o g i c w i l l be provided from Heath's 

e d i t i o n (with I n t r o d u c t i o n ) [De Morgan 1966]. For comments on the S y l l a b u s , 

c i t e d as S, see [De Morgan 1966, x x - x x i ; H a l s t e d 1884 , 2; Lewis 1918, 38, fn] . 

(2) De Morgan's work on the l o g i c of r e l a t i o n s has been d i s c u s s e d so f a r i n 

[Halsted 1884; Hawkins 1979; Lewis 1918, 37-51; L i a r d 1878, 71-97; M e r r i l l 

1978; Kneale 1962, 427-428; P r i o r 1962, 141-156; Sty a z h k i n 1969, 161-169]. But 

a f i r s t s u s t a i n e d study of the e v o l u t i o n of De Morgan's l o g i c of r e l a t i o n s has 

r e c e n t l y been p u b l i s h e d by M e r r i l l [1990]. M e r r i l l delves deeply i n t o 

p h i l o s o p h i c a l and l o g i c a l i s s u e s and - i n c o n t r a s t with the r e f e r e n c e s above 

c i t e d - h i n t s a t c e r t a i n connections between De Morgan's work on a l g e b r a and 

h i s work on l o g i c . Viewing De Morgan's work through h i s eyes, M e r r i l l 

devoted the l a s t chapter of h i s book t o a f o r m a l i z a t i o n of the l o g i c o f r e l a 

t i o n s i n modern standards . As we mentioned i n [3.1.(1)] a study of the impact 

of the t r e a t i s e on f u n c t i o n s [1836] has not been c a r r i e d out yet; on the im

portance of the r o l e i t might have had on De Morgan's l o g i c see [ G r a t t a n -

Guinness 1988b, 74-5]. 

(3) The two books w r i t t e n by f o l l o w e r s of Hamilton are Thomson O u t l i n e of the 

necessary laws o f thought. 1849 and Baynes Essay on the new a n a l y t i c , 1850. As 
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Hamilton o n l y o c c a s i o n a l l y published aspects o f h i s t h e o r y , these two books 

are the most con s i d e r a b l e records of h i s work on l o g i c . Baynes a l s o t r a n s l a t e d 

the Port-Royal l o g i c [1662; see 6.2, (5)]
l

«r* Q i g l i s h . On these two l o g i c i a n s 

see f u r t h e r comments i n [De Morgan 1966, x v i i - x i x ; Ss, 139-140, fn2, 145; S, 

153, f n l , 177-6, f n l , 188, f n l ; Mansel 1851, 114-121; 6.6,(10)]. 

(4) On B.H.£toart (1786-1872) and the scope of h i s essay 11851), which lacked 

the name o f the author, see comments i n [6.2, (4); Dessi 1988, x x v i i i t e x t 

and f n 49) . 

(5) On Higman's l e t t e r , dated 4 March 1848, see [3.9 t e x t and (3), ( 4 ) ] . We 

b e l i e v e t h a t Mansel's, Smart's and Higman's views on FL form the best i n t r o 

d u c t i o n t o De Morgan's work. FL i s not t o be amply d i s c u s s e d i n our study as 

superseded by De Morgan's l a t e r memoirs [see t e x t below and 6.7,(4)]. 

(6) On a summary of De Morgan's innovations i n FL see Heath's " I n t r o d u c t i o n " 

i n [De Morgan 1966] . On De Morgan's not very s u c c e s s f u l attempt t o reduce 

p r e p o s i t i o n a l l o g i c t o an algebra of c l a s s e s and on the issue of p r o b a b i l i t y 

see [Corcoran 1986, 6, 13; Hawkins 1979, 41; P r i o r 1962, 141] and (Grattan-

Guinness 1988b, 76; r f a i l p e r i n 1976; 1988, 153-167] r e s p e c t i v e l y . 

(7) We w i l l not deal w i t h such inferences i n our work. A f u l l a n a l y s i s of 

(64.1) i s c a r r i e d out by M e r r i l l [1977]. F u r t h e r t h i s matter i s t a c k l e d i n h i s 

book [1990, a r t . 3 . 3 , 4.5] . The d r a f t s of t h i s book were k i n d l y sent t o me by 

M e r r i l l when I d i d my f i r s t study of De Morgan's work on l o g i c proving t o be 

of g r e a t h e l p . A r t i c l e s from t h i s book w i l l be quoted as complementary source 
tt 

of r e f e r e n c e i n due course. On c e r t a i n i s s u e s , such as the d o c t r i n e of the 

a b s t r a c t copula" [1990, art.31] I f o l l o w h i s terminology. 

(8) [S3, 116. f n ] . The s u b t i t l e of [1839] d e c l a r e d t h a t the book was meant f o r 

students o f geometry. 

(9) FM and PEF stand r e s p e c t i v e l y f o r the form-matter issue [(35.1); 3.6. 

(3);3.9, (9)) and Peacock's p r i n c i p l e of e q u i v a l e n t forms [3.4, (18)-(21)]. 

S e c t i o n 6.5 

(1) De Morgan intr o d u c e s here i m p l i c i t l y the s o - c a l l e d d o c t r i n e of the "double 

c o p u l a " . See t e x t below and references i n ( 2 ) . 

(2) Legendre was s i m i l a r l y an exception among C o n t i n e n t a l authors t o apply 

s y l l o g i s t i c i n h i s book Elements de géométrie around 1794. De Morgan was i n 

formed t h a t D.Stewart "who had a strong n o t i o n o f the p r a c t i c a l i m p o s s i b i l i t y 

of p r e s e n t i n g E u c l i d i n a s y l l o g i s t i c form, never would b e l i e v e that i t has 

been done by H e r l i n u s and Dasypcdius" [FL, 286] . F u r t h e r on h i s t o r i c a l remarks 

on the remarkable independence of geometry and l o g i c . De Morgan's unsuccessful 

demonstration of Pythagoras's theorem and the p h i l o s o p h i c a l issues underlying 

Reid's and Hamilton's views on inferences such as (65.5), see r e s p e c t i v e l y 
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a r t . 1.2; 2.1. 7.3 i n M e r r i l l [1990] and (S«
f
2i71. 

(3) F u r t h e r on De Morgan [1839] and the à f o r t i o r i reasoning w i t h i n t h i s 

pamphlet and FL see M e r r i l l [1990. a r t . 2 . 2 , 3 . 1 ] . On composition o f r e l a t i o n s 

see t e x t below, ( 7 ) , and 6.8-6.9. 

(4) [FL, 50-51]. T h i s i s the f i r s t e x p l i c i t instance i n De Morgan's l o g i c 

where the FX i s s u e appeared [ 6 . 4 , ( 9 ) ] . 

(5) On the FEF and De Morgan's use o f i t see [3.4, (19), (21); 3.6, (3); 3.7, 

(5) ; 3.8, (17);6.4, ( 9 ) ] ] . 

(6) An e x t e n s i v e d i s c u s s i o n on the inf e r e n c e s (65.10)-(65.12) i s c a r r i e d out 

by M e r r i l l [1990, art.3.2] who c a r e f u l l y r e c o n s t r u c t s De Morgan's attempt t o 

reduce them to t r a d i t i o n a l s y l l o g i s m . 

(7) [See Sa, 57 and (6) above]. F u r t h e r on De Morgan's i n t e r p r e t a t i o n o f 

b i c o p u l a r i n f e r e n c e s i n f u n c t i o n a l symbolism see ( 6 . 9 , ( 3 ) ] . 

(8) [Sa, 5 9 ] . See a l s o c i t a t i o n s i n 6.4 [text below ( 2 ) ] , 6.6-6.9. 

S e c t i o n 6.6 

(1) [Si, 11. I n t h i s paper, read i n November 1846, De Morgan added i n the end 

three months l a t e r * "Since t h i s paper was w r i t t e n , I found t h a t the whole 

theory o f the s y l l o g i s m might be deduced from the c o n s i d e r a t i o n of p r o p o s i 

t i o n s i n a form i n which d e f i n i t e q u a n t i t y o f a s s e r t i o n i s g i v e n both t o the 

s u b j e c t and the p r e d i c a t e o f a p r o p o s i t i o n . I had committed t h i s view t o 

paper, when I learned from S i r W i l l i a m Hamilton of Edinburgh, t h a t he had f o r 

some time past p u b l i c l y taught a theory of the s y l l o g i s m d i f f e r i n g i n d e t a i l 

and extent from t h a t o f A r i s t o t l e " [Si,17]. 

(2) On the r e s t r i c t i o n (66.5) see d e t a i l s i n [Si,8-9,18-19,-FL, 144-^6]. On 

Lambert's f i r s t conception o f the p r i n c i p l e (66.5) concerning the middle term 

see De Morgan's manuscripts w i t h code number 775/358 [a source r e f e r r e d t o i n 

3.9, (6) ] and [Halsted 1884,4-7]. Hamilton i n i t i a l l y claimed t h a t De Morgan a r 

r i v e d a t the numerical form a f t e r h i s own system (63.3) [Sa,49,fn l; s e e t e x t 

below]. De Morgan r e f u t e d Hamilton's charges t h a t he had drawn on Lambert's 

work i n [1860c,263. f n 2 ] . Both De Morgan and Hamilton d i s c o v e r e d Lambert's 

work around 1850 as i m p l i e d from an o v e r a l l c o n s u l t a t i o n of the sources above 

mentioned. 

(3) F i r s t of a l l . De Morgan introduced numerical p r o p o s i t i o n s i n Si o n l y a f t e r 

p r o v i d i n g these new concepts and the system (66.6). However, as i n d i c a t e d i n 

Sa, the numerical s y l l o g i s m preceded the n o t i o n o f c o n t r a r y terms as f a r as 

i t s c onception i s concerned [see (6) below]. Secondly, i t i s a common charac

t e r i s t i c of De Morgan's a t t i t u d e not t o exhaust a s p e c i f i c aspect of h i s 

theory i n one memoir. C l a r i f i c a t i o n s are added -together w i t h minor o r major 

a l t e r a t i o n s - i n l a t e r w r i t i n g s and f a r t h i s reason a commentator can r a r e l y 
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r e s t r i c t h i s account t o the m a t e r i a l exposed i n the s p e c i f i c memoir under 

study. F i n a l l y , the concept o f universe and the c o n s i d e r a t i o n of l i m i t i n g 

cases was among the subjects of d i s c u s s i o n s i n h i s correspondence w i t h Boole 

i n the e a r l y 1860's. On the l a t t e r i s sue see [Smith 1982a, chap.6, par

t i c u l a r l y p p l 0 2 - 5 ] . 

(4) According t o the second i s s u e r a i s e d i n (3) above, a f u l l study o f De 

Morgan's papers produced between 1847 and 1860 i s necessary i n o r d e r t o 

p r o p e r l y understand and c o n s t r u c t the t a b l e (66.6), due t o h i s s c a t t e r e d 

c l a r i f i c a t i o n s . T h i s remark i s s l i g h t l y exaggerating s i n c e De Morgan g i v e s 

v e r b a l l y most of the information needed i n Si . Nevertheless, the s y l l o g i s t i c 

scheme w i t h c o n t r a r y terms was g i v e n by him i n S a p u r e l y s y m b o l i c a l l y . As we 

w i l l o n l y b r i e f l y a l l u d e t o the e a r l y n o t a t i o n i n t e x t below, we w i l l provide 

i t here. Let x=not -X ; then the system based on c o n t r a r i e s was i n i t i a l l y 

presented i n the form 

A X)Y I XY 

(66.6) a Y)X - x)Y i xy 

E X.Y 0 X:Y 

e x.y o Y:X-x:y 

[Si,4-5;FL,60-62] . On the form (66.6) i n t e x t see [Sa,35-37). The reader can 

f u r t h e r c o n s u l t the condensed but h e l p f u l study of De Morgan's s y l l o g i s t i c 

[Lewis 1918,39]. 

(5) L e t us see the change from (66.6) t o (66.7) v i a the p r o p o s i t i o n a . Accord

i n g t o the r e a d i n g of A "X))Y", a i n (66.6) i s denoted by not -X))not -Y-= [by 

the r u l e s put forward i n Sa] X(. )not -Y=X( . . (Y=X( (Y, a l s o read as Y))X. I n t e r 

preted v e r b a l l y , the l a t t e r g i v e s p r o p o s i t i o n a i n (66.7). I n [Lewis 1918,39-

40] De Morgan's r u l e s of t r a n s f o r m a t i o n are provided and some minor o b j e c t i o n s 

are r a i s e d i n connection with the v a l i d i t y of the reading of (66.7). On De 

Morgan's system (66.7) see [FL,60-2;Sa.35-7;S, 158-9; 1860c,261-2] . 

(6) [Sa,35]. T h i s r e v e a l i n g passage on the p r i o r i t y of the numerical (66.2) 

over the a r i t h m e t i c a l (66.6) system c a s t s doubts on L a i t a ' s [1979,59] co n j e c 

t u r e t h a t "The q u a n t i f i c a t i o n of the p r e d i c a t e a r i s e s i n [Si] as a consequence 

of the study o f c o n t r a r i e s " . The statement i s erroneous i n the sense t h a t i t 

does not f u l l y convey the a c t u a l o r i g i n of q u a n t i f i c a t i o n which i s numerical 

and which t h e r e f o r e d i d not i m i t i a l l y a r i s e out of the concept o f c o n t r a r y 

terms. See a l s o our comments on (3) above ( L a i t a drew e x c u s i v e l y from Si and 

FL o v e r l o o k i n g De Morgan's c l a r i f i c a t i o n s i n Sa). 

(7) O i i t e o f t e n the footnotes i n De Morgan's w r i t t i n g s cast more l i g h t on the 

a c t u a l e v o l u t i o n o f h i s ideas than the t e x t i t s e l f . However, they l a c k ap

p r o p r i a t e r e f e r e n c e s ; thus (66.8) i s omitted -though imp l i e d - and so i s the 

p a g i n a t i o n from [1839] . This instance shows th a t De Morgan s t a r t e d contemplat-
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i n g n o n - A r i s t o t e l i a n forms as e a r l y as 1839. At that time Hamilton had j u s t 

s t a r t e d l e c t u r i n g on l o g i c , but had not published any p e r t i n e n t work, and 

S o l l y [1839] was t o t a l l y unknown [6.3 t e x t and ( 6 ) ] . 

(8) The n o t i o n " a r i t h m e t i c a l " was f o r the f i r s t time l i n k e d w i t h the forms 

(66.7) i n 1858 [S
3
,103,147,154; see a l s o 6.4,(8);(67.5)]. In [S,154J he wrote 

t h a t "the connection o f name w i t h name" belongs "to the a r i t h m e t i c a l view o f 

l o g i c : t h e r e i s i n i t r e s u l t o f enumeration of s i m i l a r instances":as f o r ex

ample, i n "Every X i s Y" o r "50 Xs are not Ys". There f o l l o w e d the n o t i o n o f 

"universe" and "contrary" terms [S,156] and f i n a l l y the system (66.7) as 

deduced from (63.1) by c o n s i d e r a t i o n of c o n t r a r y terms [S, 157-8]. See a l s o (3) 

and (6) above. 

(9) [Sa,42]. Hamilton formed an e x c e p t i o n among great l o g i c i a n s i n not b e i n g 

mathematically t r a i n e d . I n 1836 he had claimed t h a t mathematics i n c a p a c i t a t e s 

the mind f o r a b s t r a c t i o n and g e n e r a l i z a t i o n [ L a i t a 1979 , 49] and a s i m i l a r a t 

t i t u d e was taken up by h i s f o l l o w e r s , p a r t i c u l a r l y Hansel [6.4, (3) ;6.7]. De 

Morgan at t a c k e d Hamilton's la c k of mathematical t r a i n i n g which as a r e s u l t 

r e v e a l e d h i s n o n - f a m i l i a r i t y w i t h the processes of extension and c o n s i s t e n c y . 

See [S3,138-9;S-j,289,274,fn ;6.7] and t e x t below. 

(10) [S,166 f n 3; see a l s o 1860c,259]. I n f a c t the controversy w i t h Hamilton 

d i d not cease with h i s death i n 1856; i t was taken over by h i s successors up 

t o 1863. De Morgan's f i n a l and s u c c e s s f u l attempt t o r e s t a t e p r o p e r l y the 

e i g h t Hamiltonian forms was presented i n [So,280-310;see a l s o De Morgan 

1 9 6 6 , x x i i i ] . 

(11) [Sa.45] . S i n g u l a r mathematical forms, as examined v i a t h i s h i s t o r i c a l ap

proach, were d i s c u s s e d i n [3.5,(3);3.6,(1),3.9,(10)]. Hamilton's a p p l i c a t i o n 

of "some" l e d apparently Boole t o the conception of the i n d e f i n i t e symbol v, 

o f t e n denoted by 0/0 [ L a i t a 1976,153; 1979,55;7.7;8.5] . On a l g e b r a as a 

paradigmatic science i n the development o f l o g i c see 6.7. 

(12) He wrote i n [Sa,46]: " I f the cumular p r o p o s i t i o n can, g e n e r a l l y speaking, 

o n l y be proved by the h e l p o f the exemplar, i t f o l l o w s t h a t the exemplar 

p r o p o s i t i o n must precede i n order of thought: and i t i s j u s t i f i a b l e t o propose 

i t as the b a s i s of a l o g i c a l system. The d i s t i n c t i o n of the two modes e x i s t s 

i n every language i n which I can form the sentence: i f there be one i n which 

both forms do not e x i s t , the study o f the minds o ^ those who speak t h a t l a n 

guage would be c u r i o u s " . T h i s q u o t a t i o n reminds u s ^ h e arguments by S o l l y [6.3 

t e x t below (6)3 and Boole [8.4,(2)] on the u n i v e r s a l i t y of the laws of 

thought. F u r t h e r on the i s s u e of exemplary q u a n t i f i c a t i o n see [Sa, 125;S, 166-9] 

and the correspondence w i t h Boole [Smith 1982a,88-90]. 

(13) T h i s i n t e r e s t i n g passage from [So,324,fn 1] confirms our c l a i m s on the 

a l g e b r a i c a l o r i g i n of De Morgan's n o t a t i o n . I t f u r t h e r r e v e a l s h i s o v e r a l l i n -
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f l u e nee as an a l g e b r a i s t and a teacher on the shaping of h i s l o g i c (see f u r 

t h e r i n s t a n c e s i n (6),(8),(9) and (11) above as w e l l as i n 6.7-6.9). C a l l i n g 

i n t e x t above (66.1) as " a l g e b r a i c " the o r i g i n of the system (66.6) and i t s 

n o t a t i o n . I used the term "algebra" i n the sense of g e n e r a l i z e d a r i t h m e t i c . 

However, algebra as an a b s t r a c t s t r u c t u r e was a l s o of considerable i n f l u e n c e 

as we have already seen i n [6.5,(4),(5)] and f u r t h e r t o see i n 6.7 and 6.9. 

(14) ta the "zodiac" produced by the symbols (66.15) see [Sa,133.4,fn 

1;S,163] . A reader i n t e r e s t e d i n De Morgan's p e c u l i a r groupings of these sym

b o l s i n octagons and dodecagons may c o n s u l t h i s annoted copy of FL w i t h code 

number 776/1 and h i s notes on FL 775/355 [see a l s o (2) above]. On De Morgan's 

a p p l i c a t i o n of the "powerful language" of the symbols (66.15) i n h i s c l a s s 

i f i c a t i o n of s y l l o g i s t i c forms see [Ss,89-138;S,158-201;So,279-84,305-10] . 

(15) F i r s t of a l l De Morgan d i d not cease t o r e f e r t o h i s e a r l y n o t a t i o n [see 

(4) above] i n h i s w r i t i n g s from 1850 onwards. Secondly, he o f t e n employed the 

same symbol, e.g. " ) . ) " , by a t t r i b u t i n g t o i t d i f f e r e n t i n t e r p r e t a t i o n s . 

F i n a l l y , he invented v a r i a t i o n s of the symbols l i s t e d i n (66.15), such as 

) ] . H , ( o ) , |o|, ( ) ' , (')'. ] o [ , !.: 

and so on which are not easy t o decipher. For example "X)o)Y" stands f o r "Both 

X))Y and X).)Y", while i t s c o n t r a r y [ c o n t r a d i c t o r y ] p r o p o s i t i o n i s denoted by 

"X(,(Y". On these symbols see [S
3
,123-125;S,166,197

;
So.279,3261. On comments 

on De Morgan's n o t a t i o n see [Bochenski 1970,297;Corcoran 1986; Lewis 1918,38-

40,fn 6 5 ; L i a r d 187B.97]. See a l s o our comments i n 3.8. 

(16) As we mentioned i n t e x t above. De Morgan d i d not develop e x t e n s i v e l y the 

numerical q u a n t i f i c a t i o n on the grounds that numerical s y l l o g i s m r a r e l y occur 

i n p r a c t i c e . Nevertheless, he d i d introduce s y l l o g i s m of "transposed
1

' 

q u a n t i t y " as u s e f u l i n a p p l i c a t i o n . For example take the instance "For every Z 

there i s an X which i s Y" o r "For every man i n the house, there i s a person who 

i s aged" and "some of the men are not aged"; from the two l a t t e r premises i t 

f o l l o w s t h a t "some persons i n the house are not men" [S,172;S«i,242-45] . Thus 

De Morgan made e x p l i c i t the form 

"(\fe) (ÎX) (XRY) " where V", "3 the known modern q u a n t i f i e r s , R a b i n a r y r e l a 

t i o n . 

(17) These c i t a t i o n s are from [S
3
,138] and [S.150] r e s p e c t i v e l y . De Morgan i s 

r a t h e r vague i n h i s acknowledgements as he does not e x p l a i n how e x a c t l y he 

b e n e f i t e d from Hamilton. We f e e l t h a t our account has c l a r i f i e d t o the reader 

t h a t the d i s p u t e on the whole was the best opportunity f o r De Morgan t o r e v i s e 

and develop h i s e a r l y theory, besides amending Hamiltons system. 

S e c t i o n 6.7 

(1) On the a r i t h m e t i c a l and a l g e b r a i c i n f l u e n c e s n o t i c e d so f a r see respec-
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t i v e l y [6.4, (6 ) , (8),-6.6, ( 6 ) , ( 8 ) , (13)] and [6.5,(4),(5);6.6,(11),(13)]. On an 

o v e r a l l i n f l u e n c e from general mathematical n o t i o n s and process see [6.6,text 

and ( 9 ) ] . 

(2) (Mansel 1851,96-73. Sa was overlooked i n Hansel's review. On e a r l i e r i n 

stances from Mansel's a c c u s a t i o n s see [6.3,(10);6.4,(3);6.6,text above 

(66.15)]. 

(3) Boole's Mathematical a n a l y s i s of l o g i c [1847a] - t o be s t u d i e d i n c h a p t e r 7 

-makes use of s o p h i s t i c a t e d mathematical theorems, such as T a y l o r ' s theorem of 

expansion. On S o l l y ' s a p p l i c a t i o n of mathematics t o l o g i c see [6.3, (5)-(9) ] . 

De Morgan was aware of both S o l l y ' s and Boole's work on l o g i c by 1847; 

ne v e r t h e l e s s he d i d not a l l u d e t o t h e i r work i n Sa i n connection w i t h what he 

c a l l e d "mathematical l o g i c " [see (14) below and Corcoran 1986,69]. 

(4) The manuscripts o f the o l d "Preface" of FL have code number 775/353 [see 

6 . 6 , ( 2 ) ] . 

(5) [Sa,26]. De Morgan had made s e v e r a l s i m i l a r - o c c a s i o n a l l y g r o u n d l e s s -

statements i n h i s [1836] based on h i s c h a r a c t e r i s t i c o p t i m i s t i c h i s t o r i c a l ap

proach [3.5,(3);3.6, (1) and t e x t ; 3 . 7 , ( 3 ) - ( 5 ) ] . In connection w i t h l o g i c see 

[6,6,(11),(12)]. In the case of (14) below h i s prophecies came t r u e . 

(6) De Morgan's analogy i s shown t o be i n c o r r e c t [see Corcoran 1986,70;6.9] . 

The scope of these a n a l o g i e s i s summarized i n [Sa,28] "These a s s i m i l a t i o n s 

may appear l u d i c r o u s , but i t w i l l be p r e s e n t l y seen t h a t the ideas they sug

gest may help t o f r e e l o g i c from b e i n g t o the higher processes of thought what 

algebra would have been t o i t s present s t a t e i f i t had d i s c u s s e d no forms more 

complicated than x=y, y - z , 

(7) (Sa,50]. T h i s c i t a t i o n i s an immediate outcome of h i s work on symbolic a l 

gebra [1849c,89-105] . On the l a t t e r work see [3.9,text and ( 1 1 ) - ( 1 2 ) I . 

(8) [Mansel 1851,98]. A c c o r d i n g t o Mansel the r e s u l t of every t h i n k i n g process 

"possesses i n every case a matter and a form" [1851,100] . De Morgan would be 

l e s s vague and more p r e c i s e than Mansel i n (67.2) below i n showing how form 

can be g r a d u a l l y excluded from matter. There are many s i m i l a r i t i e s but a l s o 

s u b s t a n t i a l d i f f e r e n c e s i n the approaches of the two l o g i c i a n s on which we 

w i l l not focus as i t i s p r i n c i p a l l y De Morgan's approach which i n t e r e s t s us 

here [see a l s o (9) and (10) below]. 

(9) As shown r e c e n t l y by M e r r i l l (1990,chap.4] Mansel s a t t a c k on De Morgan's 

dictum on the m a t e r i a l i t y o f the copula was not t o t a l l y groundless. M e r r i l l 

i n v e s t i g a t e s thoroughly the FM i s s u e i n t h e i r work f o c u s i n g e x c l u s i v e l y on the 

theory o f the [ a b s t r a c t ] copula; i n other words, he omits any d i s c u s s i o n of 

the numerical s y l l o g i s m , t h e system of c o n t r a r i e s o r the issue of probab i l i t y 

[see a l s o 6.4, (6 ) , (7) ] ^ 

(10) [Sa.77-78]. On t h i s process see [1836,art.l4,18;3.6 t e x t and (3)1 where 
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i t f i r s t appeared i n h i s w r i t i n g s . I n a d d i t i o n we read i n the opening of So 

"The f o r a o r law of thought I . . . ) i s detected when we watch the machine i n 

o p e r a t i o n without a t t e n d i n g t o the matter operated on. The form may again be 

separable i n t o form of form and matter of form: and even the matter i n t o form 

of matter; and so on. The modus operandi [see (11) below] f i r s t d e tected may 

be one case of a l i m i t e d o r u n l i m i t e d number, from a l l of which can be ex

t r a c t e d one common and h i g h e r p r i n c i p l e , by s e p a r a t i o n from d e t a i l s which are 

s t i l l d i f f e r e n c e s of form" [Sa,75). 

(11) [03,81-82]. The term "modus operandi" i s borrowed from h i s 

[1836,art. 13;see 3.6), f u r t h e r a p p l i e d i n h i s manuscripts on the c a l c u l u s of 

op e r a t i o n s i n 1854 [3.9, (13)] . The n e c e s s i t y of new symbols t o show the e f f e c t 

of the "modus operandi" i s s t r e s s e d i n the l a t t e r work [see a l s o (17) below]. 

De Morgan's a n a l y s i s of reasoning i s r e c o n s t r u c t e d by M e r r i l l [1990,art.4.3] 

i n a manner s i m i l a r t o t h a t f o l l o w e d by De Morgan i n (67.2) f o r the a n a l y s i s 

of judgment. On De Morgan's l a t e r comments on the FM issue see [S,183,fn 11. 

(12) [Sa,131,fnlJ. 

(13) [Sa,82]. S i m i l a r views were expressed e a r l i e r by Kirwan i n 1807 and De 

Morgan i n 1835 [see 6.2 and 3.4, (14) r e s p e c t i v e l y ) . On Boole's corresponding 

views see [7.1:8.2:8.7-8.9] . On s i m i l a r l i n e s , as i n the passage from Sa above 

c i t e d . De Morgan defended Mansel 's a c c u s a t i o n s on Boole's l o g i c [see 6.3,(10)3 

i n [1860c,255-63 by s a y i n g "The ant i-mathematical l o g i c i a n says t h a t i t makes 

thought a branch of a l g e b r a , i n s t e a d of algebra a branch of thought. I t makes 

nothing; i t f i n d s : and i t f i n d s the laws of thought symbolized i n the forms of 

a l g e b r a " . 

(14) [Sa,78,fn l ) . T h i s i s the f i r s t i nstance where the term "mathematical 

l o g i c " appeared i n De Morgan's w r i t i n g s . As we saw i n 6.2-6.3, Kirwan, 

Whately, Bentham, S o l l y and Boole had a l l p a i d t o a minor o r major extent a 

" j o i n t a t t e n t i o n " t o these two s c i e n c e s . De Morgan , though, confined t o men

t i o n o n l y L e i b n i z and J . B e r n o u l l i i n t h i s context i n [Sa,77.141,fn ] . He 

claimed t h a t the l a t t e r had imported "the a l g e b r a i c mode of thought i n t o 

l o g i c " based on the "Port-Royal Logic [ 6 . 2 , ( 5 ) ] " . See a l s o (3) above and 6.9. 

(15) [Sa,87]. 

(16) [So.318,fn ] . See a l s o [6.6.(13)-(15)]. 

(17) [Sa,87-88]. See a l s o [ (10), (11), (16) above]. F u r t h e r on De Morgan's views 

on n o t a t i o n see [S,163,203;1860c,258-9;So,316-324;6.9]. 

S e c t i o n 6.8 

(1) [Sa, 107] . On De Morgan's n o t a t i o n of combined r e l a t i o n "AB" see 

( 6 . 6 , ( 1 1 ) ] . H i s reasoning, i n i t i a l l y shaped t o t h i s d i r e c t i o n i n Sa [6.5], 

would be repeated by appeal t o E u c l i d ' s geometry i n [see t e x t and (13) 
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below]. Further on the i n f l u e n c e from the c a l c u l u s of f u n c t i o n s see 6.9. 

(2) [S
3
,119-120] . A s l i g h t l y modified v e r s i o n of thèse définitions ( i n c l u d i n g 

t r a n s i t i v e r e l a t i o n s ) d e v o i d of symbol i c n o t a t i o n was t o be gi v e n two years 

l a t e r i n [S, 185-186]. "Onymatic" and "non-onymatic" was a h e u r i s t i c terminology 

invented by De Morgan i n Sa so as t o d i s t i n g u i s h between t h e o r e t i c a l .gênerai 

o r formai ( t r a d i t i o n a l ) l o g i c and a p p l i e d , p a r t i c u l a r a t e or materiał l o g i e 

r e s p e c t i v e l y . The n e c e s s i t y f o r t h i s d i s t i n c t i o n stemmed out o f h i s d i s c u s s i o n 

of the issue of the a b s t r a c t copula i n [Sa,68]. In [S
3
,96,fn ;S,188,fn 1] he 

claimed t h a t "when the l o g i c i a n speaks o f the d i s t i n c t i o n of form and matter, 

he means the d i s t i n c t i o n o f onymatic and non-onymatic". F u r t h e r i n Ss 

[1863,304], a paper devoted s o l e l y "on v a r i o u s p o i n t s o f the onymatic system" 

he s t a t e d "Ihe l o g i c i a n s have admitted o n l y one idea o f r e l a t i o n : the con

nexion between terms as terms: I c a l l the system thus produced by the name o f 

onymatic". On a r e f o r m u l a t i o n - i n t e r p r e t a t i o n of t h i s définition see [Hawkins 

1979,35-37], Examples of non-onymatic i n f e r e n c e s are the n u m e r i c a l l y d e f i n i t e 

s y l l o g i s m (66.1)-(66.4), the o b l i q u e i n f e r e n c e (64.1), the b i c o p u l a r s y l l o g i s m 

(65.12) and, the t r a n s i t i v i t y of e q u a l i t y as i n (65.5) and f i n a l l y s p e c i f i c 

r e l a t i o n a l s y l l o g i s m . On the formai c h a r a c t e r of gênerai r e l a t i o n a l i n f e r e n c e s 

see [6.9, t e x t above ( 1 9 ) ] . 

(3) The o n l y exception i s theorem K [(68.27)] introduced i n S* and r e f e r r e d t o 

i n [S,186] as w e l l as i n other Journals and l e t t e r s [see M e r r i l l 1990, chap.5, 

f n 1 0 ], C o n s u l t a t i o n of De Morgan's manuscripts and papers r e v e a l s no informa

t i o n on how he came t o produce S* nor why he d i d not develop h i s r e l a t i o n a l 

theory f u r t h e r [see a l s o 6.9] . I 

(4) De Morgan had met w i t h numerous instances of bad l o g i c i n h i s l i f e t i m e , 

b e sides the " h u m i l i a t i n g " c o n c l u s i o n s "which the i n s t r u c t i o n of yound minds 

d u r i n g more than t h i r t y years has fo r c e d upon me" [SU,210]. For the f i r s t time 

he provided a review of the l i t t l e work c a r r i e d out i n the f i e l d o f r e l a t i o n s 

i n [FL,227-231] . In [S*,208-210] he co n f i n e d h i m s e l f t o A r i s t o t l e and Ockham. 

O l the p e r t i n e n t , but f a r from fundamental c o n t r i b u t i o n s , by Galen, L e i b n i z , 

Jung and Ploucquet see [Bochenski 1970,375; Kneale 1962 , 344 , 428;Styazhkin 

1969,161]. 

(5) De Morgan claimed t h a t l o g i c i a n s
1

 r e s t r i c t i o n t o o r d i n a r y s y l l o g i s m i s 

équivalent t o a mathematician's r e s t r i c t i o n o f a r i t h m e t i c t o counting, thus 

c a l l i n g the former "the l o q i c i a n ' s abacus" [SL»,215-7;S,179,fn 1 ] , 

(6) The proper t i es (68.11) were i n i t i a l l y introduced i n FL and were so named 

i n Sa [6.5 t e x t and ( 4 ) , ( 5 ) ] . 

(7) "Should any one deny t h i s by producing two notions of which he défies me 

to S t a t e the r e l a t i o n , I t e l l him t h a t he has s t a t e d i t h i m s e l f : he has made 

me t h i n k the notions i n the r e l a t i o n o f a l l e a e d i m p o s s i b i l i t y o f r e l a t i o n " 
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IS«,218]. Further on t h i s p o i n t , which reveals a bent t o psychologism, see 

(Hawkins 1979.40]. 

(8) (S-»,221,fn 2] . The s p i c u l a r n o t a t i o n i n (68.17) i s borrowed from h i s s y l 

l o g i s t i c n o t a t i o n (66.15) introduced i n S3. There i s a b i g c o n f u s i o n w i t h De 

Morgan's i n c o n s i s t e n t and imprecise n o t a t i o n . He uses "X" and "Y" t o stand i n 

d i f f e r e n t l y f o r s i n g u l a r terms (as i n u n i t s y l l o g i s m s (68.35)) and f o r c l a s s 

terms i n q u a n t i f i e d s y l l o g i s m s [(68.37)]. Moreover, i n the l a t t e r case the 

q u e s t i o n a r i s e as t o what does "LX" stand f o r . Apparently "DC" denotes a 

r e l a t i o n - c l a s s composition, s i m i l a r t o r e l a t i o n - r e l a t i o n composition "LM" [see 

f u r t h e r M e r r i l l 1990,art.5.5]. 

(9) According t o [Hawkins 1979,47] "The use of the l i t t l e s u p e r i o r and i n 

f e r i o r accents [ i n (68.15)-(68.16) ] by no means accords w i t h the importance of 

the n o t i o n s symbolized by means of them". Further on De Morgan's complicated 

n o t a t i o n which p a r t l y was the cause f o r h i s d i f f i c u l t y t o c a r r y on h i s new 

r e l a t i o n theory see references g i v e n i n [6.4,(2) and 6.6,(15)]. 

(10) I n our account we keep c l o s e t o De Morgan's own demonstrations p r o v i d i n g 

a d d i t i o n a l information i m p l i e d by him i n square b r a c k e t s . The r e ader can f u r 

t h e r c o n s u l t [Hawkins 1979,47-49) on theorems (68.29)-(68.26) where De 

Morgan's verbal f o r m u l a t i o n s are i n t e r p r e t e d i n modern s e t - t h e o r e t i c a l nota

t i o n . A complete axiomatic r e f o r m u l a t i o n of De Morgan's l o g i c o f r e l a t i o n s i s 

c a r r i e d out by M e r r i l l [ 1990,chap.8] . On the property (68.24) see a l s o [6.9, 

t e x t and ( 1 1 ) ] . 

(11) CXir demonstration of theorem (68.27) i s p a r t l y based upon M e r r i l l ' s semi-

axio m a t i c p r e s e n t a t i o n i n [1990,art.5.2) . We have omitted the p r i n c i p l e " I f 

R||S then R may be r e p l a c e d by S i n any formula", as i t s use i s widespread i n 

De Morgan's l o g i c of r e l a t i o n s t h a t i t s employment seems e v i d e n t t o be 

s t r e s s e d [see a l s o (10) above]. 

(12) On theorem K and our c l a i m s so f a r see ( 3 ) , (10), (11) above and [ P r i o r 

1962,153-4,275] - p a r t i c u l a r l y on i t s connection w i t h the s y l l o g i s t i c f i g u r e s 

Baroko and Bokardo. 

(13) lSU,228]. 

(14) Among the d i f f i c u l t i e s which appear i n the r e d u c t i o n of q u a n t i f i e d t o 

u n i t s y l l o g i s m i s De Morgan's vague and complicated n o t a t i o n . See a l s o (8) 

above. 

S e c t i o n 6.9 

(1) [S,179,fn 1) . De Morgan had h i n t e d at the s i g n i f i c a n c e of the admission 

of r e l a t i o n i n 1850 [ 6 . 5 , ( 8 ) ] . By 1860 he was, however, much more confi d e n t 

about the power of the l o g i c of r e l a t i o n s over the l i m i t e d scope o f t r a d i 

t i o n a l l o g i c [see a l s o 6.8 t e x t , (5) and (13)]. 
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(2) On Boole's r e f u t a t i o n of the r e v e r s i b i l i t y of a l g e b r a i c o p e r a t i o n s see 

(73.16)-(73.17). On De Morgan's analogy between a l g e b r a i c e l i m i n a t i o n and 

l o g i c a l i n ference see [6.7,(6); 6.9,(3); (69.28)], 

(3) (Sa,56]. N o t i c e De Morgan's a p p l i c a t i o n o f s e p a r a t i o n of symbols, a 

method i n i t i a l l y employed by him i n 1836 [see 3.6-3.8; 3.9, (2 ) . ( 6 ) , (8) ] ; see 

a l s o (16) below. 

(4) [Sa,107; f u l l passage c i t e d i n 6 . 8 , ( 1 ) ] . 

(5) [Sa,55]. On h i s d i s c u s s i o n o f l o g i c a l o p p o s i t i o n s i n Sa and Sa see 

d e t a i l s i n [6.7 t e x t and ( 5 ) , ( 1 2 ) ] . 

(6) De Morgan's statement, "a d i r e c t and inverse r e l a t i o n always e x i s t " , 

might be regarded as a vague f o r m u l a t i o n o f "the existence c o n d i t i o n " s u p p l i e d 

by M e r r i l l [1990, art.8.10] i n h i s formal r e c o n s t r u c t i o n of the l o g i c o f r e l a 

t i o n s . On a systematic account of the r e a d i n g o f the a r i t h m e t i c a l system 

(66.7) when " i s " i s r e p l a c e d by e i t h e r of the two " t r a n s i t i v e converse" r e l a 

t i o n s "gives t o " and " r e c e i v e s from" see [S, 174-5]. 

(7) The t h i r t y - t w o v a l i d s y l l o g i s m s of the form (69.3) are g i v e n i n [S,192-

3 ] . S u r p r i s i n g l y the form (69.4) i s absent i n S. On "genus" and " s p e c i e s " 

regarded as "converse r e l a t i o n s " see [S.191] . 

(8) [Sa,134,fn 1 ] . The t r e a t i s e [1836] i s nowhere r e f e r e d t o i n De Morgan's 

l o g i c a l w r i t i n g s . The passages from Sa c i t e d i n (4) and (8) above are the o n l y 

instances i n which he a l l u d e s t o a d i r e c t i n f l u e n c e from h i s study of fu n c 

t i o n s . The passages from SL* c i t e d i n t e x t and (9) below served a p p a r e n t l y 

merely f o r i l l u s t r a t i o n . 

(9) [Sa,227]. On t h i s passage see comments i n [ M e r r i l l 1990, a r t . 5 . 3 ] . See 

a l s o (16) and (17) below. 

(10) S y l v e s t e r was apparenly the f i r s t t o r a i s e a s i m i l a r analogy t o t h a t 

mentioned above (69.13) when he wrote: "The operant, s i g n of o p e r a t i o n , and 

operand form a t r i a d somewhat analogous t o the s u b j e c t , copula and p r e d i c a t e 

of the l o g i c i a n s " [1866,472,fn]. On S y l v e s t e r ' s p e c u l i a r terminology w i t h i n 

the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s see f u r t h e r [1866,461,fn; 462,fn; 1867.48-49,fn and 

5.10, ( 1 2 ) ] . On the analogy ( i i i ) i n (69.14) see [£U,222,fn 1; Hawkins 

1979,44]. 

(11) Herschel had h i n t e d a t the property (68.15) ((24.18)3 i n 1813, w h i l e 

Murphy was the f i r s t t o e s t a b l i s h i t r i g o r o u s l y i n 1837 [(33.37))] indepen

d e n t l y ^ De Morgan's a l l u s i o n t o i t i n 1836 [(69.27)]. See f u r t h e r t e x t and 

(14) below. 

(12) On the p a r t i a l t r u t h o f De Morgan's statement (69.26) see [6,8, t e x t 

below (68.31); M e r r i l l 1990, a r t . 5 . 3 , a r t . 8 . 6 ] . 

(13) The transform "(pcap
-1

" was amply used by Babbage and Herschel a f t e r 

Maule's suggestion i n 1814 [2.5, (3) ; 2 . 6 , ( 9 ) ] . De Morgan foll o w e d on t h e i r 
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l i n e s i n 1836 [see 3.5,(10); 3.6,(15)). On the £orm "FF-
1

" see p a r t i c u l a r l y 

[1836, art.156,art.241; 3.7). 

(14) [1836, a r t . 2 4 4 ) . 

(15) [S*.236,fn 1] . The éditer, Heath, of De Morgan [1966] has added t h i s 

passage i n square h r a c k e t s . Added by De Morgan i n 1864, t h i s passage h i n t s a t 

an i n f l u e n c e from [1836; see pertinent instances i n 3.6, t e x t below (36.31)]. 

A i l the c i t a t i o n s g i v e n i n ( 4 ) , (8) and (15) from De Morgan's l o g i c a l w r i t i n g s 

have escaped the n o t i c e of h i s commentators, e s p e c i a l l y M e r r i l l [1990]. The 

l a t t e r i s the o h l y one so f a r t o touch upon the mathematical o r i g i n of the 

l o g i c of r e l a t i o n s [see 6 . 4 , ( 2 ) ] . Nevertheless, a comparison between [1836] 

and S 2 . S 3 . S 4 has not been c a r r i e d t o my Knowledge so f a r . 

(16) Given the d e t a i l e d study of inverse f u n c t i o n s i n [1836] and h i s wider 

Knowledge of inverse opérations a f t e r Murphy [1837], i t i s q u i t e a s t o n i s h i n g 

t h a t De Morgan d i d not pursue a deeper i n q u i r y i n i n v e r s e [converse] r e l a t i o n s 

[on h i s knowledge of the c a l c u l us of opérations and h i s own research i n t h a t 

f i e l d see: 3.3,(18); 3.9,(2),(6),(8); 3.6,(6),(8); (39.5)]. A s i m i l a r observa

t i o n w i l l apply t o the case of Boole [1854] i n connection w i t h l o g i c a l d i v i 

s i o n (see 8.5;8.7, (4)-(6) ;8.8]. Venn [1881,xxi] i s very c l o s e t o De Morgan 

[1849c. 93,fn -see t e x t above and 3.9 below (11)] when he wrote "Given t h a t 

" A i l X i s Y', what i s known about Y i n r e l a t i o n t o X?". Venn then s t a t e s the 

same qu e s t i o n i n the gêneraiized form "Given the r e l a t i o n of one c l a s s t o 

another, f i n d the r e l a t i o n of the second t o the f i r s t " appending i n a footnote 

i t s mathematical e x p r e s s i o n : "Given x^f (y) we express the inverse i n the form 

y - f - M x ) "
0 

.concluding t h a t "there are such r e s t r i c t i o n s and s i m p l i f i c a t i o n s upon a i l 

l o g i c a l f u n c t i o n s as t o render a gênerai s o l u t i o n p e r f e c t l y f e a s i b l e " [1881, 

x x i . f n 1 ] . Venn's comments f u r t h e r confirm the f u n c t i o n a l o r i g i n of De 

Morgan's l o g i c of r e l a t i o n s but do not e x p l a i n the l a t t e r ' s l i m i t e d study of 

converse r e l a t i o n s [see a l s o (17) below). 

(17) Venn devoted [1881.400-403] t o what he c a l l e d as "Logic of R e l a t i v e s " 

r e f e r r i n g t o De Morgan and Lambert. He denoted LLA by L
a

A, d i s t i n g u i s h e d be

tween LaLaA and LaLiA and touched upon inverse r e l a t i o n s observing t h a t "L
_ 1

LA 

may -A s i m p l y , o r i t may have A as one only out of a p o s s i b l y infinité number 

of s o l u t i o n s " [compare w i t h our comments from £L* i n t e x t below (69.26)]. 

Without any e x p l a n a t i o n s , références o r p r o o f s , Venn incorporated the property 

(69.16) and introduced the i d e n t i t y r e l a t i o n by l e t t i n g L represent 

" c o n t r a d i c t i o n o f " and hence deducing t h a t L
2

=L*=. . .=1. Due t o the vagueness 

of the "conception of a R e l a t i o n " and the i n s o l u b i l i t y o f "the inverse 

processes", Venn concluded t h a t "the attempt t o c o n s t r u c t a Logic of R e l a t i v e s 

seems t o me a l t o g e t h e r hopeless" [1881,403]. 
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(18) On our t e n t a t i v e d i s t i n c t i o n between mathematical examples r e f e r r e d t o 

merely f o r i l l u s t r a t i o n and s i m i l a r examples, which must had served f o r sug

g e s t i o n see ( 6 . 7 , ( 1 ) , ( 5 ) , (6),(10)-(12); (8) above]. On the process of e l i m i n a 

t i o n i n the c a l c u l u s of f u n c t i o n s see (2.5,(13) and 1 8 3 6 , a r t . l 9 2 ; 3 . 7 , ( 2 ) , ( 8 ) ] . 

(19) "[SU,241]. Lewis [1918,51] and M e r r i l l (1990,art.7.4] are among the few 

commentators on t h i s passage. O i our arguments against t h e i r i n t e r p r e t a t i o n o f 

"here" as S» see t e x t below. 

(20) [83,105] . On r e p r e s a n t a t i v e samples o f De Morgan's open q u e s t i o n and 

h i s t o r i c a l approach see [3.5,(3); 3.6,(1); 3.7,(3)-(5); 3.9,(10); 6.2,(5); 

6.6,(11); 6.7,(5),(12); 6.9,(15)]. 

(21) [1865,181] . On o t h e r instances where De Morgan a l l u d e s t o l o g i c a l no

t i o n s and procedures i n t h i s paper see [1865,146,168,169,171,177,179,180,186; 

3.9, t e x t and (14)-(16); (22) below]. 

(22) [1865,180] . See a l s o (21) above and l a s t page of 3.9. 

C h a p t e r 7 

S e c t i o n 7.1 

(1) See [Harley 1866a, 5-7; MacHale 1985, 5-16; N e i l 1865 , 82-84, 8 8 ] , Both 

N e i l and Harley knew and admired Boole. N e i l ' s i s the f i r s t biography w r i t t e n 

of Boole's and i s l i t t l e known. I t s most s t r i k i n g element i s the f a c t t h a t he 

r e l a t e s Boole's work t o De Morgan's i n logic^drawing oM De Morgan's 

comments on B o o l e . H a r l e y attempts a more extens i v e account on Boole's l i f e , 

paying a t t e n t i o n t o h i s r e l a t i o n s h i p w i t h Gregory. At the end Harley i n c l u d e s 

a l s o h i s own i n t e r p r e t a t i o n of Boole's work i n l o g i c . Harley wrote l a t e r i n 

t e r e s t i n g remarks on Boole's works i n h i s r e p o r t s t o the B r i t i s h A s s o c i a t i o n 

f o r the Advancement of Science. See h i s [1866b, 1870, 1881]. MacHale presents 

t o us i n h i s book a f u l l s c a l e biography g i v i n g a b r i l l i a n t p o r t r a i t o f Boole 

e l a b o r a t e d w i t h many i n t e r e s t i n g f a c t s o f h i s 1 i f e , unknown so f a r . 

However,the book l a c k s an accurate conception of both Boole's mathematical 

background and h i s methodology i n l o g i c . See reviews by L a i t a [1985] and 

Grattan-Guinness [1985b]. MacHale's book i s v i v i d l y marked by h i s i n t e n t i o n t o 

l i n k Boole's work w i t h the computer's s c i e n c e . Under t h i s i n t e r p r e t a t i o n much 

of Boole's h i s t o r i c a l background loses i t s s i g n i f i c a n c e [see (22) below]. 

Other i n t e r e s t i n g b i o g r a p h i e s are g i v e n by [Jourdain 1910, 332-352; Kneale 

1948 and S t y a z h k i n 1969, 170-177]. A most recent biography, drawing mainly 

from MacHale [1985], i s g i v e n by Diagne [1989]. For comments on t h i s book see 

[8.6, (6)] 

(2) Poems by Boole are discussed i n [ L a i t a 1980 , 50-52] i n connection w i t h 
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the e x t r a l o g i c a l sources of h i s vorx. A füll account on Boole's p o e t i c t a l e n t 

i s g i v e n i n [MacHale 1985, chapters 1, 12]. Another contemporary mathe-

m a t i c i a n , W.R.Hamilton, shared love f o r both poetry and mathematics. MacHale 

présents an e x c e l l e n t comparison between the two men who shared a l o t i n com

mon but had s c a r c e l y any f r i e n d l y contact [1985, chapter 13] . We should a l s o 

mention here J . S y l v e s t e r [see 5.10 t e x t and ( 9 ) ] . Ihe phenomenon of mathe

matics and poetry being interwined i n the same person i s not r a r e i n h i s t o r y . 

However, I would l i k e t o r e f e r t o a r e l a t i v e l y récent f i g u r e , P.Valéry (1871-

1945). Ihe analogies i n Valéry's " I n t r o d u c t i o n t o the method of Leonardo da 

V i n c i " [1894] with Boole's philosophy of l o g i c are s t r i k i n g . See (Valéry 1977, 

33-93, 136-165; Hackett 1955 , 8 0 ] . The concept of u n i t y and symbolism i n 

gênerai i s t a c k l e d on s i m i l a r grounds. A study o f the i n t e r e l a t i o n between 

mathematics and littérature would be of great i n t e r e s t f o r the h i s t o r y of 

thought. Not t o mention a l s o E.A. Poe (1809-1849) who hi m s e l f admitted the 

pure 1 y mathematical use of language and reasoning i n h i s w r i t i n g s [Poe 1986, 

482). With Boole the i n f l u e n c e was both ways. In f a c t , p a r t s of pure 1 y mathe

m a t i c a l w r i t i n g s c o n t a i n , as we s h a l l see. a charm and beauty t h a t only a 

poet pocesses. 

(3) We w i l l h e r e a f t e r c i t e [1847a] and [1854] as MAL and LT r e s p e c t i v e l y . On 

Latham and Becher see [LT, 401 f n
;
 MAL, 5 f n ; 7.1.(3); 7.2,(2) and 8 . 2 , ( 2 ) ] . 

(4) Mary Boole r e c a l l s t h a t her husband t o l d her t h a t w h i l e va I k i n g i n the 

f i e l d s he saw as i n a f l a s h the foundation of a i l h i s fut u r e d i s c o v e r i e s 

[M.Boole 1972, 6 1 ] . On Boole's i n f l u e n c e from the Hebrew r e l i g i o n see MacHale 

[1985, 17] and IXjmmer i n [M.Boole 1931, v i i i ] . Dummer wrote the Préface of 

Cohham's édition of M.Boole's C o l l e c t e d works Ihe rôle of r e l i g i o n i n 

Boole's l o g i c i s d i s c u s s e d i n [ L a i t a 1980; Grattan-Guinness 1982, 34,39-41; 

MacHale 1985, chapter 14]. 

(5) A ccording t o [Styazhkin 1969, 170-1) through t h i s comparison Boole was 

le d t o a s e r i o u s r e f l e c t i o n on " a b s t r a c t i n g from p h y s i c a l f a c t s and the data 

of o r d i n a r y conversâtional speech and making a tr a n s f o r m a t i o n t o some System 

of e f f e c t i v e l y c o nstructed Symbols; such a System would have t o be ope r a t i v e 

a c c o r d i n g t o c e r t a i n inhérent laws and would have t o be s e l f - s u f f i c i e n t " . 

(6) Représentative passages from Newton's address are c i t e d and d i s c u s s e d i n 

[ L a i t a 19B0 , 52-53; 1982, 2; MacHale 1985 , 34-8; N e i l 1865 , 85-8]. 

(7) " This theorem [(45.5)] was f i r s t published i n the Cambridge Mathematical 

J o u r n a l ( I s t séries, v o l . i i , p l l 4 ) , i n a memoir w r i t t e n by the l a t e 

D.F.Gregory, then e d i t o r of the j o u r n a l , from notes f u m i s h e d by the author o f . 

t h i s work, whose name the memoir bears. The i l l u s t r a t i o n s were s u p p l i e d by Mr. 

Gregory. I n mentioning thèse circumstances the author r e c a l l s t o memory a 

b r i e f but valued f r i e n d s h i p " [1859 . 381 f n
;
 1877, 391 f n l . Some l e t t e r s ex-
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changed between the two men are c i t e d i n [Harley 1366a, 8-17]. 

(8) A great p o r t i o n of the correspondence between the two men - c o v e r i n g o v e r 

90 l e t t e r s - i s e d i t e d by [Smith 1982a]. Comparison between t h e i r l o g i c s i s 

provided i n Corcoran's review of Smith's book [Corcoran 1986]. 

(9) Gregory was unable t o go through Boole's manuscripts of MAL due t o i l l 

ness [MacHale 1985, 5 9 ] . 

(10) W.Thomson (1824-1907) i s widely known as Lord K e l v i n . H i s correspondence 

w i t h Boole i s c i t e d and discussed by Stoith [1984c]. Among the t o p i c s d i s c u s s e d 

i n t h e i r l e t t e r s f e a t u r e mainly aspects o f d i f f e r e n t i a l equations, i n c l u d i n g 

the Laplace equation and i n f i n i t e i n t e g r a l s . Boole's paper "On the e q u a t i o n o f 

Laplace's f u n c t i o n s " was published i n 1846 i n the Cambridge and D u b l i n Mathe

m a t i c a l Journal . Thomson assumed the e d i t o r s h i p of t h i s journal and Boole was 

used as re f e r e e f o r papers submitted i n i t . On Boole's l e t t e r t o Thomson about 

Graves's o f f e r see [Smith 1984c,14]. See a l s o [MacHale 1985 , 67-8]. 

(11) Boole needed t e s t i m o n i a l l e t t e r s f o r a post a t Cork. Among those s c i e n 

t i s t s t h a t sent such l e t t e r s were De Morgan, P.Kelland, C.Graves, A.Caylöy, 

R . L . E l l i s and W.Thomson [MacHale 1985, 76-77]. 

(12) L a i t a has e x t e n s i v e l y d e a l t w i t h the i n f l u e n c e of both Hamilton and De 

Morgan i n the genesis of Boole's l o g i c i n h i s t h e s i s [1976,145-159] and i n t h e 

paper [1979]. 

(13) On the appearance of the now r a r e book see a l s o [Harley 1866a, 19; Kneale 

1948, 152; MacHale 1985 , 7 1 ] , N e i l went on t o c h a r a c t e r i z e Boole's work as 

" d i s t i n c t l y mathematical", i n c o n t r a s t ° De Morgan's system which he 

d e s c r i b e d as one "constructed on t h e ideas o f l o g i c already r e c e i v e d " but a t 

the same time as one d i s t i n g u i s h e d by the use of a symbolic language which, 

though not mathematical, "could never have been invented except by a 

mathematician" [1865, 9 1 ] . 

(14) According t o N e i l , Hamilton a l s o c a l l e d Boole "a very acute p h i l o s o p h i 

c a l mathematician" and spoke of MAL as "a very a b l e " work [Ne i l 1865, 9 1 ] . 

(15) P r i o r t o t h i s , Boole c i t e d M i l l : "Whenever the nature of the s u b j e c t 

permits the reasoning process t o be without danger c a r r i e d on m e c h a n i c a l l y , 

the language should be constructed on as mechanical p r i n c i p l e s as p o s s i b l e , 

w h i l e i n the c o n t r a r y case i t should be so cons t r u c t e d , t h a t there s h a l l be 

the g r e a t e s t p o s s i b l e o b s t a c l e t o a mere mechanical use of i t " [MAL,2] . 

(16) Few commentators on Boole have p a i d the a t t e n t i o n that the passage above 

i n t e x t deserves. N e i l quoted i t i n h i s biography i n order t o assure the 

reader s of both MAL and LT, who had found these works " i m p r a c t i c a l and 

i m p o s s i b l e " , t h a t Boole had "no d e s i r e t o introduce the x - y - z - i t y i n t o speech 

o r w r i t i n g " . He then went on t o s a y : " I t i s as an educational agent he proposes 

h i s scheme, as a gymnastic t r a i n i n g t h a t we press i t s study" [N e i l 1865, 1 7 0 ] . 
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T h i s passage i s a l s o quoted i n [Hackett 1955 , 83] i n connection w i t h Boole's 

deep i n t e r e s t i n éducation. I t i s a s u r p r i s e not t o f i n d i t i n [MacHale 1985). 

(17) On the p r o f e s s o r s h i p at Cork see i n t e r e s t i n g détails i n [MacHale 1985, 

Chapter 5 ) . 

(18) To prevent m i sunderstand i ng, what I me an by t h a t r e l a t e s t o our d i s c u s 

s i o n above i n connection w i t h MAL. For Boole wrote i n the "Préface": " I f the 

Utility of the a p p l i c a t i o n of Mathematical forms t o the science of L o g i c were 

s o l e l y a question o f N o t a t i o n , I should be content t o r e s t the defence o f t h i s 

attempt upon a p r i n c i p l e which has been s t a t e d by an a b l e l i v i n g writer'* and 

Boole went on t o c i t e M i l l [see (15) above]. Symbolic n o t a t i o n i s h e l p f u l f o r 

proving the e x i s t e n c e of a u n i v e r s a l c a l c u l a s of symbol s which enbcdies both 

mathematical and l o g i c a l sciences and not f o r showing t h a t l o g i c i s a p p l i e d 

mathematics. On Boole's study on the nature of s y m b o l i c a l n o t a t i o n see [8.7, 

8.8]. 

(19) Among them R . L . E l l i s , Harley, C.Graves, De Morgan and N e i l . Evidence f o r 

that i s shown i n t h e i r r e s p e c t i v e papers and comments on Boole's work [see 

7.4, (6); 8.4 and M.Boole 1972, 61-62]. 

(20) H a r l e y and Lewis regarded LT as présenting t h e s c i e n c e of l o g i c 

developed more f u l l y and s y s t e m a t i c a l l y than i n MAL; see t h e i r [1881, 559; 

1918,52] r e s p e c t i v e l y . I n [Kneale 1962, 406] we r e a d "This work [LT]. . . i s o r 

ten regarded as Boole's masterpiece. The c h i e f n o v e l t y of the book i s i t s ap

p l i c a t i o n of h i s ideas t o the c a l c u l u s of p r o b a b i l i t i e s . T h i s i s w e l l done; 

but f o r the r e s t , the book i s not very o r i g i n a l " . In LT c e r t a i n key p o i n t s 

t h a t f e a t u r e e m p h a t i c a l l y i n MAL are presented i n a l e s s emphatic way. We 

w i l l d i s c u s s t h i s matter l a t e r on i n chapter 8 but f o r référence see [Bryant 

1888, 192-3; H a i l p e r i n 1984, 4 0 ] . 

(21) I n f a c t Boole's algebra i s not e x a c t l y what we nowdays c a l l "Boolean 

a l g e b r a " . See ( H a i l p e r i n 1981], 

(22) MacHale o v e r s t r e s s e s Boole's connection w i t h computers i n h i s book 

[1985, x i i i . 6 , 72, 136, 198 , 210, 220-221). I t i s indeed t o the dismay of a 

reader t o corne a c r o s s passages as the f o l l o w i n g "One can j u s t imagine the 

great d e l i g h t w i t h which Boole would have greeted présent - day models of the 

human nervous system, p o r t r a y i n g i t as an e l e c t r o n i c network whose components 

obey h i s "laws of thought" " [1985, 198]. Our b e l i e f i n t h i s t h e s i s i s t h a t 

what Boole meant t o do and d i d i s only i m p l i c i t l y l i n k e d w i t h mechanization of 

r a t i o n a l thought. 

(23) Besides the paper c i t e d i n t e x t , Boole's i n t e r e s t i n éducation - .mainly 

i n connection w i t h an essay he wrote which was not p u b l i s h e d - i s d i s c u s s e d i n 

[Hackett 1955 and MacHale 1985 , 23-25; 162-3] . The essay - code number -

belongs i n Boole's manuscript c o l l e c t i o n 782 i n the l i b r a r y of the Royal 
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S o c i e t y . A passage from i t - reminiscent of the one quoted from MAL - runs as 

f o l l o w s : " I t i s the d i s c i p l i n e of p a t i e n t study t h a t i n v i g o r a t e s the mind... I 

conceive t h a t they who aim t o supersede by the p e r f e c t i o n of mechanical teach

i n g a l l strenuous e f f o r t s on the p a r t of the p u p i l do r e a l l y though uncon

s c i o u s l y labour t o make s u p e r f i c i a l s c h o l a r s and shallow men" [Hackett 1955, 

83) . 

(24) The "Preface" of t h i s book, code number W
3
, i s t r a n s c r i p t e d and belongs 

t o the Royal S o c i e t y c o l l e c t i o n . A v a r i e t y of manuscripts of Boole's r e l e v a n t 

t o h i s philosophy o f l o g i c are c i t e d i n [Hesse 1952; 5«e a l s o 8.7). 

(25) "Milne-Thomson, i n a major text-book on f i n i t e d i f f e r e n c e s p u b l i s h e d i n 

1933, has s e c t i o n s on Boole's symbolic method, Boole's i t e r a t i v e method and 

Boole's c a n o n i c a l forms, as w e l l as a number of theorems o f which Boole's are 

s p e c i a l cases" [MacHaie 1985, 222]. A.R.Forsyth, i n h i s "Preface" t o A 

t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l equations, f i r s t p ublished i n 1885, pays s p e c i a l a t 

t e n t i o n t o Gregory's Examples [1841] , De Morgan's [1842c] and Boole's sym

b o l i c a l methods as i n h i s [1859] and i n the supplementary volume e d i t e d by 

Todhunter from Boole's manuscripts i n [Boole 1865]. See p a r t i c u l a r l y the chap

t e r on s y m b o l i c a l methods i n [Forsyth 1914 (4th e d i t ) , chap 3 ; 197-206 (on 

the e a r t h f i g u r e equation)] . Most o f the problems s o l v e d o r proposed f o r s o l u 

t i o n i n F o r s y t h ' s textbook, which i s s t i l l i n p r i n t today, are drawn from exam 

problems i n Cambridge. F o r s y t h was a p u p i l o f A.Cayley. See [Roth 1971, 230— 

3 3 ] . On Boole [1859] see a l s o 8.8. 

(26) G r a t r y wrote h i s Logique [1855], c i t e d as [1944] independently from 

Boole's r e s p e c t i v e work. When Boole came across G r a t r y ' s work he approved i t , 

f o r , the l a s t chapter of h i s LT g r e a t l y c o i n c i d e d w i t h the s p i r i t o f G r a t r y ' s 

book, the concept o f u n i t y given primary importance [see 8.8-8.9]. 

S e c t i o n 7.2 

(1) I n Boole's vocabulary t o " e l e c t " means t o s e l e c t mentally [MAL, 4-5; LT, 

42-43]. The word i s mostly used i n Boole's e a r l y work. What he c a l l e d as 

" e l e c t i v e equation" o f t e n appears l a t e r under the name of " l o g i c a l equation" 

[LT, 1 6 ] . Most probably t h i s change was due t o the f a c t t h a t i n MAL v a r i a b l e s 

x,y,z. .. stand f o r e l e c t i v e symbols whereas i n LT f o r c l a s s e s . See a l s o t e x t 

and (4) below. 

(2) The view t h a t a symbolic treatment of language can h e l p t o the formation 

of a p h i l o s o p h i c a l language - which goes a t l e a s t as back as L e i b n i z - i s 

w e l l expressed, wrote Boole, i n Blanco White's L e t t e r s . White (1775-1841) was 

a l i b e r a l t h e o l o g i c i a n born i n S p a i n . L e t t e r s most probably are h i s L e t t e r s 

from S p a i n 1822 . He was a c l o s e f r i e n d of Whately. In the same footnote 

Boole r e f e r s t o Becker's Grammar and Latham's F i r s t o u t l i n e s o f l o g i c a p p l i e d 
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t o language 1847. [MAL, 5,fn; see a l s o 8.2, ( 2 ) ] . I t i s q u i t e probable though 

t h a t Boole was a l s o influencée! by Whately who h e l d that "Logic i s e n t i r e l y 

conversant about language" [6.2). I n f a c t , i n some manuscript notes, which we 

w i l l c i t e w i t h code number [ N 7 - N 3 7 ] w i t h probable date around 1848, Boole 

wrote t h e f o l l o w i n g : "Dr Whately nas expressed the o p i n i o n that man i s not 

d i s t i n g u i s h e d from the lower animais by the f a c u l t y of reason but by the 

employment of signs as the instruments of reason. I f t h i s view i s a c o r r e c t 

one i t i s a question of great spéculative importance t o détermine what are the 

e s s e n t i a l laws of language as an instrument of reason" [H?]. The above guota-

t i o n i s from a loose notebook which has no c l a s s i f i c a t i o n mark and we c i t e i t 

o n l y by i t s p a g i n a t i o n . I t belongs t o the Boole - manuscript c o l l e c t i o n of the 

Royal S o c i e t y London w i t h generał c l a s s i f i c a t i o n mark 782. About my c o n j e c t u r e 

f o r the probable date of thèse notes see 8.1. 

(3) O i C o n d i l l a c and Whately see 1.8 and 6.2 r e s p e c t i v e l y . Boole's Quota

t i o n i s from the notes mentioned above i n ( 2 ) , page N^. 

(4) T h i s d i s t i n c t i o n was p a i d p a r t i c u l a r a t t e n t i o n t o by S.Bryant. She i n -

s i s t e d t h a t a l l Symbols i n Boole's l o g i e should be read as Symbols of opéra

t i o n . She claimed t h a t Boole himself s a i d t h i s "with référence t o h i s c l a s s -

l o g i c symbols, but not so c l e a r l y i n h i s Laws of Thouqht as i n the l i t t l e - r e a d 

and d e l i g h t f u l t r e a t i s e , The Mathematical A n a l y s i s of Lo g i c " [Bryant 1902, 

107; 1888, 192-3] . Even i n 0ÛL [1848b] Boole i d e n t i f i e s x with the c l a s s X. He 

a l s o says t h a t every élective symbol représents a c l a s s and that a p r o p o s i t i o n 

i s "a r e l a t i o n between c l a s s e s " [OX,126,128]. I t i s i n f a c t , t a k i n g under 

considération vari o u s manuscripts w r i t t e n between MAL and LT, only i n MAL t h a t 

Boole d i s t i n g u i s h e d between the élective symbol x and the c l a s s X so s t r i c t l y . 

(5) T h i s was f i r s t pointed out by Bryant. She wrote "The symbolism o f the 

c a l c u l u s of Operations i s , indeed, the n a t u r a l mean term, i n the development 

of mathematical i n v e n t i o n , between common mathematics and that generał formal 

s c i e n c e which Boole c a l l e d Mathematics i n the wider sense of the word [see 

7.1 and 8 . 2 ] . We may-perhaps, we must- c a l l i t General Formal L o g i c ; but 

General Mathematics would be b e t t e r . The name does not, however, a f f e c t 

Boole's c o n t e n t i o n that mathematical form i s a t r u e type of l o g i c a l form i n 

generał, and that mathematical language as a l r e a d y e s t a b l i s h e d and highły o r 

gan i zed i s the natu r a l language of symbol generałly " [Bryant 1888, 189; 1902, 

106]. More r e c e n t l y , l a i t a and Grat tan—Guinness h o l d t h a t Boole viewed l o g i c 

and mathematics as p a r t i c u l a r cases of a "U n i v e r s a l c a l c u l u s of Symbols". 

T h e i r papers draw from few i n d i c a t i v e passages from MAL, Boole's e a r l y mathe

m a t i c a l papers (mainly h i s [1844]) and from h i s r e l i g i o u s i n f l u e n c e s . See 

[ L a i t a 1977, 174; Grattan-Guinness 1982 , 34-38] . 

(6) I have borrowed these two terms from [Van Evra 1977, 364-365]. 
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(7) I n 1848 Boole was t o p o i n t out c e r t a i n f a l l a c i e s i n t o which Bronwin had 

f a l l e n i n t o i n h i s e a r l y attempts i n 1847 t o apply symbolic methods f o r t h e 

s o l u t i o n of d i f f e r e n t i a l équations [see chapter 5 ] . Having commented upon 

Bronwin's use of f a l s e analogies and erroneous p r i n c i p l e s , Boole took the op

p o r t u n ! t y t o r a i s e a t t e n t i o n t o the lack of proper study of the "laws of c o r 

r e c t reasoning i n connexion w i t h the p r a c t i c a l d i s c i p l i n e o f modem s c i e n c e " . 

He a l s o wrote "Dismissing, however, the more immédiate s u b j e c t of thèse com

me n t s , I cannot but observe upon the f a c t as somewhat remarkable, t h a t i n pure 

mathematics, controversy and misunderstanding should be so r i f e , as f o r some 

years they appear t o have been. I t would, I conceive, be i n t e r e s t i n g t o i n -

q u i r e i n t o the causes of a s t a t e of t h i n g s which, judging a p r i o r i , we s h o u l d 

so l i t t l e expect. One reason i s undoubîedly t o be found i n the unmeasured 

c a p a b i l i t i e s of the modem a n a l y s i s f o r the expression o f gênerai theorems, 

and i n the p r a c t i c a l l y fréquent employaient o f analogy and i n d u c t i o n , e s p é 

c i a l l y as suggestive a i d s , i n c o n t r a d i c t i o n t o the pure 1 y deductive processes 

and more l i m i t e d conclusions of the a n c i e n t geometry" 11848a,418; 5.2,(16)]. 

(8) F a l l a c i e s Boole's approach i n l o g i c are mainly d i s c u s s e d i n (Cor c o r an 

1980 and 1986]. R e s t o r a t i o n of Boole's shaky method i n l o g i c i s attempted i n 

[ H a i l p e r i n 1976, 1981, 1984; Hooley 1966; S t y a z h k i n 1969, 191-197] on formai 

ground i n the modem sensé. The most complète treatment i s t h a t i n H a i l p e r i n ' s 

papers [1981, 1984] and book [1976] . More spécifie référence from thèse works 

w i l l be made i n due time i n the course of our study. 

(9) T h i s analogy was f o r the f i r s t time po i n t e d out by Bryant [see (4) and 

(5) above] . Since then t h i s thème was put forward as a b a s i s f o r a f u r t h e r 

s tudy of Boole's work i n l o g i c i n [Koppelman 1971, 235-7; L a i t a 1977, 171; 

1982.7; 1985, 245; Grattan-Guinness 1982, 34-35. See a l s o J o u r d a i n 1910, 

332 , 3 4 0 ] . Thèse papers mainly h i n t at the analogy between the three laws o f 

combination of élective symbols and the r e s p e c t i v e laws of the d i f f e r e n t i a l 

c a l c u l a s . Based on the same p r i n c i p l e s of r e s e a r c h we w i l l provide here a f u r 

t h e r study of Boole's work w i t h i l l u s t r a t i o n s c overing most o f the mathemati-

c a l p e c u l i a r i t i e s of h i s c a l c u l a s of l o g i c . 

(10) Boole h i n t e d at the analogy between the s o l u t i o n o f élective and d i f 

f e r e n t i a l équations i n [MAL,70,72] .However, no attempt h as been made t o my 

knowledge by h i s t o r i a n s so f a r t o d i s c u s s t h i s analogy and i l l u s t r a t e i t w i t h 

examples. T h i s analogy concerns mainly the f i r s t method f o r the s o l u t i o n o f 

élective équations by s u b s t i t u t i o n [see 7.5,8.8] .The second,more formai,method 

by development, i s discussed i n the récent researches c i t e d i n (8) above. 

S e c t i o n 7.3 

(1) I t was o n l y i n [LT,28] t h a t Boole r e s t r i c t e d the définition o f the 
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un averse t o " a i l beings" [see a l s o Dummett 1959 , 205] . I n MAL X stands e i t h e r 

f o r an i n d i v i d u a l of a c l a s s o r f o r the c l a s s i t s e l f , as i t i s seen i n t e x t 

below. Prom 1848 onwards x and X are i d e n t i f i e d [00L.126] but the concepts of 

élection and élective symbol s t i l l keep part of t h e i r power. However, thèse 

concepts g r a d u a i l y loose t h e i r primary emphasis and f i n a l l y i n LT Booie's 

vocabulary i s mainly r e s t r i c t e d t o the concept of c l a s s [see 8.3]. 

(2) Booie's use o f p a r e n t h e s i s i s poor and v a r i e s i n différent works. F o r ex

ample i n [00L, 126] i n s t e a d of x ( l ) he w r i t e s x l . In MAL 1 p l a y s a l s o the r o l e 

of a numerical constant. I n other words lx=x. In f a c t i t i s e a s i l y proved t h a t 

1 can be assumed as the u n i t operator i n h i s l o g i c a l c a l c u l u s . I t i s a l s o 

pointed out t h a t Cayley f i r s t conceived 1 as an i d e n t i t y operator i n 1854 

[ H a i l p e r i n 1984, 42, fn2; see a l s o Venn 1881, 58]. 

(3) I t i s somehow s u r p r i s i n g t o n o t i c e an absence of any i l l u s t r a t i o n w ith 

examples from o r d i n a r y language f o r laws (73.2), (73.5) and (73.9). In 

[COL, 127] he g i v e s only an example f o r (73.5). About the s i g n + he w r i t e s that 

" i t represents the aggregation of two c l a s s e s i n t o a s i n g l e c l a s s " [COL, 127] 

but n e i t h e r i n MAL nor i n COL i s he e x p l i c i t about the f a c t t h a t he a l l o w s ad

d i t i o n o n l y between d i s j o i n t c l a s s e s . Thus, a formai définition of a d d i t i o n i s 

missing from MAL and o n l y g r a d u a l l y , as we s h a l l see, he cornes t o d e f i n e the 

commutative law o f t h i s opération. For laws of both a d d i t i o n and s u b t r a c t i o n 

which are i m p l i c i t l y assumed i n MAL see [ H a i l p e r i n 1984 , 41^43; Corcoran 1986, 

69, f n 6 ] . As i t w i l l be évident from what w i l l f o l l o w i n t e x t , a d d i t i o n and 

s u b t r a c t i o n i n MAL resemble t o union of c l a s s e s and t o r e l a t i v e complément of 

c l a s s e s r e s p e c t i v e l y [Corcoran 1980; see a l s o 8.4]. 

(4) The index law, AA=A, was f i r s t d i scovered by L e i b n i z but Booie's d i s — 

corery was independent [Venn 1881, x x x i , f n 1; J o u r d a i n 1910, 329-331). Boole 

mentioned L e i b n i z o n l y once i n [LT.240]. About h i s acquaintance w i t h L e i b n i z ' s 

r e s p e c t i v e law h i s w i f e r e c a l l s : "Some one wrote t o my husband t o say t h a t i n 

reading an o l d t r e a t i s e by L e i h n i z (who l i v e d at the same time as Newton) he 

had corne upon the same formula which the Cambridge peopłe c a l 1 "Booie's 

Equation". My husband looked up L e i b n i z and found h i s équation t h e r e , and was 

p e r f e c t l y d e l i g h t e d ; he f e l t as i f L e i b n i z had corne and shaken hands w i t h him 

across the c e n t u r i e s " [ L a i t a 1980,58,fn 125]. On the law (73.9) as imposing a 

r e s t r i c t i o n on Booie's c a l c u l u s see a l s o [Venn 1881,56 f n 1,57]. 

(5) "The o f f i c e of the élective symbol x, i s t o s e l e c t i n d i v i d u a l s com-

prehended i n the c l a s s X. L e t the c l a s s X be supposed t o embrace the u n i v e r s e ; 

then whatever the c l a s s Y may be, we have xy=*y. The o f f i c e which X performs i s 

now équivalent t o the symbol + i n one at l e a s t of i t s interprétations, and i n 

dex law [(73.10)] g i v e s which i s the known property of t h a t symbol" [MAL 

17, f n ; see a l s o comments i n Clock 1964, 124]. 
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(6) Analogy between Boole's laws of l o g i c and those of a n a l y s i s as i n h i s 

[1844] has been so f a r p o i n t e d out i n [ L a i t a 1977, 173-4; Grat tan-Guinness 

1982, 35; see a l s o 7.2, ( 5 ) , (9)3. 

(7) Boole d i s c r i m i n a t e d between succesive opérations, as i n xy, and aggrega-

t i o n , as i n x+y. When i n [MAL, 5-6] he w r i t e s " I t i s , f o r example, t r u e t h a t 

the r e s u i t of two s u c c e s s i v e a c t s i s unaffected by the o r d e r i n which they are 

performed"jhe simply has i n mind the commutative law o f combination, as i n 

xy. According t o Corcoran [1980, 617] t h i s statement expresses v e r b a l l y the 

commutative law of a d d i t i o n , but from what we have seen so f a r I doubt t h a t 

h i s c l a i m i s r i g h t . 

(8) I m p l i c i t y Gregory, and e x p l i c i t l y Hamilton, Graves and Cayley, had a i l 

made use of the a s s o c i a t i v i t y law be f o r e 1847. I t i s p u z z l i n g t h a t though 

Boole was acquainted w i t h the work o f thèse mathematicians he omit t e d t o State 

t h i s law; most probably he i m p l i e d i t . See [MacHale 1985 , 238; H a i l p e r i n 1984, 

43, f n 4 ] . De Morgan's laws are a l s o n o t i c e a b l y absent (Corcoran 1980, 617, 

636, f n 10], 

S e c t i o n s 7.4 

(1) The law of t r a n s p o s i t i o n i s missing together w i t h o t h e r r u l e s a c c ording 

t o which Boole i m p l i c i t l y c a r r i e s out h i s déductions. I n Corcoran's c r i t i c a l 

study [1980] the m i s s i n g laws are provided. In LT Boole i s more c a r e f u l i n 

s t a t i n g r u l e s such as t h a t o f t r a n s p o s i t i o n [see LT, 35-36 and 8.4] . 

(2) Important comments made by R.L. E l I i s about theorem (74.6) t h a t f e a t u r e d 

i n LT are included i n [8.4 t e x t and ( 8 ) ] . 

(3) See [(86.15) and 8.6, (7)3. 

(4) I n the t e x t (MAL, 24] t h e r e i s an e r r o r ; he says i " M u l t i p l y by x , we have 

vy=vx" i n s t e a d of m u l t i p l y "by v". I n [LT,61] he w r i t e s : " I t is obvious t h a t v 

i s a symbol o f the same k i n d as x,y, e t c , and t h a t it i s s u b j e c t t o the 

generał law, v
2i

=v, o r v ( l - v ) = 0 " . When he Claims t h a t MAL was w r i t t e n h a s t i l y 

he must haye me ant the f a c t t h a t he had omit ted c e r t a i n c l a r i f i c a t i o n s , which 

had h e
A
i n c l u d e d , h i s t h e o r y would have been more l u c i d admitt fewer r e a c 

t i o n s [see Cayley's o b j e c t i o n s i n 7.5, 8.2 ] , 

(5) I n récent papers the c o n t r o v e r s i a l r o l e of v i n Boole's system has been 

an o b j e c t of d i s c u s s i o n . I t i s i n f a c t regarded as a drawback i n h i s system. 

Van E v r a claims t h a t i t i s impossible t o conceive of a c l a s s v, whose o n l y 

def i n i n g c h a r a c t e r i s t i c i s t h a t i t have members [1977, 370]. C e r t a i n l o g i c i a n s 

regard i t as redundant [Dummett 1959, 205; Corcoran 1980 , 614). Others pay a t 

t e n t i o n t o the f a c t t h a t v is t o be regarded as an operator ( L a i t a 1980, 7-8; 

1985 , 245; H a i l p e r i n 1976, 7 8 ] . The l a t t e r modified Boole's system i n modem 

terms e s t a b l i s h i n g a sourd foundation f o r v. For example vx-vy is w r i t t e n i n 
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the form: (3v) ( v y v x and vx^O) [ H a i l p e r i n 1976, 97-98]. 

S e c t i o n 7.5 

(1) As we have mentioned bef o r e , Boole omitted i n MAL a d e t a i l e d d i s c u s s i o n 

of a i l h i s processes. I n [LT, 70-71], the " d i v i s i o n " o r "dichotomization" of a 

c l a s s y i n respect t o a q u a l i t y x t o two d i s j o i n t p a r t s , as i n (75.2), i s 

g i v e n p r i o r t o theorem (75.1) but t h i s d i s c u s s i o n i s absent i n MAL [see 8.4). 

At t h i s p o i n t , i n t e r e s t e d i n h i s methodology of s o l v i n g élective équations, 

and , i n p a r t i c u l a r . i n i l l u s t r a t i n g the analogies he perceived between élec

t i v e and d i f f e r e n t i a l équations, we take (75.2) f o r granted and proceed t o h i s 

own obse r v a t i o n s and examples. However, I would l i k e t o r e f e r t o Venn's book, 

Symbolic L o g i c [1881] i n which many of Boole's obscure p o i n t s are ex p l a i n e d i n 

détail i n a way s i m i l a r t o Boole's p o i n t s of view. On (75.2) and (75.1) see 

[Venn 1881, 192-200]. 

(2) When Boole r e f e r s t o "the very nature of élective symbols" he i s a b i t 

vague. V a r i o u s i l l u s t r a t i o n s are provided f o r an ex p l a n a t i o n of t h e i r f u n c t i o n 

as i n h i s l e t t e r t o Cayley o r the notes [Nr-Na-7-î - However, what he must have 

meant a t t h i s p o i n t i s the property x
2

=x which renders the équations l i n e a r . 

On t h i s p o i n t see a l s o [Venn 1881, 56] . From what f o l l o w s i n the t e x t élec

t i v e symbols are c l e a r l y viewed at c e r t a i n instances as op e r a t o r s . 

(3) I n the c o l l e c t i o n of Boole's manuscripts there 

e x i s t seven l e t t e r s exchanged between Cayley and Boole l a t e i n 1847. Thèse 

l e t t e r s a re t r a n s c r i p t e d i n a note-book w i t h c l a s s i f i c a t i o n mark E©-Ej.
3
. The 

code number attached t o the l e t t e r s i s E i
3
. The f i r s t l e t t e r o f t h i s séries 

belongs t o Cayley and i s dated Dec. 2 1847. On Cayley see a l s o 5.10. 

(4) Boole's answer dates Dec. 6 1847 and i s the second o f the l e t t e r s ex

changed. P r i o r t o the second q u o t a t i o n c i t e d above he wrote "when y ou ask 

what i s the interprétation of x/2 you f o r g e t t h a t i n my System x i s not a 

q u a n t i t y , but represents a mental opération, [...the above quotation] . The 

équation x/2=0 i s the same as x=0 [...] and i n d i c a t e s the p r o p o s i t i o n "There 

are no Xs" ". PUrther t o t h i s matter we w i l l r e f e r i n 8.2. 

(5) T h i s s k e t c h i s drawn from the C©©-5 L o g i c notebook t h a t bears the f o l l o w -

i n g i n s c r i p t i o n on the f i r s t page: "This appears t o be an e a r l y e x e r c i s e book 

on An.Logic V some p a r t s of the author's Math
1

, spéculations, a R e l i e - but 

not a v a i l a b l e " T h i s sketch throws l i g h t on how Boole f i r s t conceived h i s 

gênerai methed. By * we dénote m u l t i p l i c a t i o n . Notice a l s o t h a t p a r e n t h e s i s i s 

mi s s i n g from a+b+c+d. Pa r e n t h e s i s , as i n the case of v'-v, i s o f t e n denoted by 

mathematicians of t h a t period by a bar " ". My i n s e r t i o n s are i n square 

b r a c k e t s . 

S e c t i o n 7.6 
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(1) Corcoran deduced (76.5) f o r m a l l y by means of Boole's laws mentioned i n 

7.3 enriched w i t h c e r t a i n laws o n l y i m p l i c i t l y assumed by him. Corcoran 

regarded scheine (76.4) as weak on the f o l l o w i n g grounds. From a'y+b'=0 we 

deduce b'=0 ( f o r , m u l t i p l y w i t h y-1. Then a'yty-D+b'(y-l)-O, hence b'(y-l)=0 

independently o f y, hence b'=0). Thus a'y-0 and f o r the same reason ab'-a'b°0. 

Thus, élimination i s e f f e c t i v e o nly by the second premise [1980, 625-6] . 

(2) Next he went on t o comment upon the e s s e n t i a l s t r u c t u r e of a s y l l o g i s m 

and the l i m i t a t i o n s imposed upon the nature and the or d e r of the terms o f a 

co n c l u s i o n [MAL, 3 4 ] . Boole intended t o enlarge A r i s t o t e l i a n l o g i c ^ s u g g e s t i n g 

ways, as De Morgan d i d , t o t r e a t problème t h a t are beyond the scope of t r a d i — 

t i o n a l l o g i c . F o r a comparison between Boole's treatment o f s y l l o g i s m w i t h 

A r i s t o t e l i a n s y l l o g i s m see [Corcoran 1980; L a i t a 1978, 61-2]. 

(3) I n the f i r s t case, t«x , the c o n c l u s i o n i s (a) w'x^w'z. I n the l i s t 

(74.18) form ( 6 ) ' i s accompanied by the a u x i l l i a r y équations v ( l - x ) = 0 , v' ( 1 -

z)=0. Thus (b) v'-v'z, v=vx and s u b s t i t u t i n g the values of v'z and vx from (b) 

i n (a) we have w'=w' > 0=0. In the second case, t=»x-l, we have (c) w ' ( l -

x î ^ w ' z . The a u x i l l i a r i e s are now v'xH), v' ( l - ^ ) = 0 . Thus v'z^v' and v'x=0, 

t h e r e f o r e (c) i s w r i t t e n as w'-w'x=w'z > w'-v=w' > v=0 and hence 

(c) becornes 0-0. 

(4) "The mathematical c o n d i t i o n i n ques t i o n , t h e r e f o r e , -the i r r e d u c i b i l i t y 

of the f i n a l q u e s t i o n t o the form 0-0, -adequately r e p r e s e n t s the l o g i c a l con

d i t i o n o f there being no middle term, o r common medium of comparison, i n the 

g i v e n premises". Boole thought t h a t t h i s had passed unnoticed by l o g i c i a n s s o 

f a r and a t t r i b u t e d h i s d i s c o v e r y t o the " p e c u l i a r i t y of i t s [0=0] mathematical 

ex p r e s s i o n " [MAL, 4 1 ) . However, i n the p o s t s c r i p t of MAL Boole acknowledged De 

Morgan's e a r l i e r work on t h i s subject [MAL,82; see a l s o L a i t a 1980, 6 2 ] . 

(5) "Perhaps the System we have a c t u a l l y employed i s b e t t e r , as d i s t i n g u i s h -

i n g the cases i n which v o n l y may be employed, from those i n which i t must. 

But f o r the démonstration of c e r t a i n gênerai p r o p e r t i e s of the s y l l o g i s m , the 

above System [(76.10)] i s , from i t s s i m p l i c i t y , and from the mutual analogy 

o f i t s forms. very convenient" [MAL, 44-5]. Boole a l s o wrote i n a f o o t n o t e , 

"Professor Graves suggests the employment of th e équation x=vy f o r the primary 

e x p r e s s i o n of the P r o p o s i t i o n A i l Xs are Ys, and remarks that on m u l t i p l y i n g 

both members by 1-y, we o b t a i n x ( l - y ) = 0 , the équation from which we s e t out i n 

the t e x t , and o f which the previous one i s s o l u t i o n " [MAL, 45 f n ] . 

(6) "This elegant theorem was communicated by t h e Rev. Charles Graves, F e l l o w 

and P r o f e s s o r o f Mathematics i n T r i n i t y C o l l e g e , D u b l i n , t o whom the Author 

d e s i r e s f u r t h e r t o r e c o r d h i s g r a t e f u l acknowledgements f o r a very j u d i c i o u s 

examination of the former p o r t i o n o f t h i s work, and f o r some new a p p l i c a t i o n s 

o f the method" [MAL,45 f n ] . We omit Boole's proof of (76.11) as i t i s beyond 
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the scope of our s t u d y . F o r comments upon Graves's suggestions t o him see 

(Jourdain 1910. 337 f n ; Kneale 1948. 152; MacHale 1985,70; S t t i t h 1983 , 31-32). 

(7) Among thèse w r i t e r s i s Latham ( 7 . 2 , ( 2 ) ] . Boole wrote i n the footnote: 

"The P r o p o s i t i o n , Every animal i s e i t h e r r a t i o n a l o r i r r a t i o n a l , cannot be 

r e s o l v e d i n t o , E i t h e r every animal i s r a t i o n a l , o r every animal i s i r r a t i o n a l . 

The former be longs t o pure c a t e g o r i c a l s , the l a t t e r t o h y p o t h e t i c a l s . This 

animal i s e i t h e r r a t i o n a l o r i r r a t i o n a l , i s équivalent t o , E i t h e r t h i s animal 

i s r a t i o n a l , o r i t i s i r r a t i o n a l . "Ihis p e c u l i a r i t y of s i n o u l a r P r o p o s i t i o n s 

would almost j u s t i f y our r a n k i n g them, though t r u l y u n i v e r s a l s , i n a separate 

c l a s s , as Ramus and h i s f o l l o w e r s d i d " (MAL, 59 f n ] . On o t h e r c r i t i c a l 

remarks, drawn i n h i s system of l o g i c by analogy w i t h the r u l e s of o r d i n a r y 

language we w i l l comment i n 8.2. 

S e c t i o n 7.7 

(1) In f a c t , Boole had suggested i n the course of chapters 3-5 , vérification 

of the s o l u t i o n o n l y by s u b s t i t u t i o n . See [(74.16), (76.2)]. 

(2) I h i s i s the case w i t h Boole's examples i n MAL. However, i n LT, other 

f r a c t i o n a l c o e f f i c i e n t s appear but a g a i n , by means of theorem (77.29), the 

tenus w i t h which they are m u l t i p l i e d are equated t o zéro. See t e x t below and. 

8.4-8.6. 

(3) F o r t h i s reason we postpone any comments upon Boole's conception of d i v i 

s i o n i n h i s system u n t i l 8.5. 

(4) See p a r t i c u l a r l y 8.2, 8.5 and 8.7. 

(5) F o r comments upon the proof of (77.9) see [Grattan-Guinness 1982, 34-37; 

St y a z h k i n 1969, 181 fn] . Rigorous démonstration of t h i s theorem i s provided by 

[ H a i l p e r i n 1976, 95; Hooley 1966, 114]. 

(6) Formulae (77.11) are p a r t i eu l a r cases of the development of the binomial 

f u n c t i o n f(n+p), where n,p operate upon a subject u combining according t o the 

law pf (n)u=f [(p(n)ipu [1845d, 214; see a l s o 4.7]. 

(7) I h i s i s indeed t r u e , f o r , whatever the o b j e c t i o n can be about Boole's 

non-rigorous, f o r our standards, procédures, i t i s évident t h a t he d i d care 

about con s i s t e n c y and t h i s f a c t challenged h i s t o r i a n s t o d i s c o v e r the " s e c r e t " 

of h i s approach [see (77.28) below and références i n 8.5 t e x t and (3)] . 

(8) I n [LT, 78-9], (77.16)-(77.17) are presented i n the form of a theorem. 

However, once more démonstration i s based upon observation and no reproduc

t i o n of i t w i l l be i n c l u d e d i n 8.4-8.5. 

(9) S t y a z h k i n argues t h a t i t i s erroneous .to conclude t=0 from at«0 and a=fo. 

" I t i s c l e a r , however, t h a t such a déduction holds only i n Systems where there 

are no dïvisors o f zéro, t h a t i s , where the équation xy=0 l e g i t i m a t e l y does 

imply t h a t a t l e a s t one o f the m u l t i p l i e r s must be equal t o zéro. I t i s a l s o 
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c l e a r that i n Systems w i t h d i v i s o r s o f zéro, Booie's proof i s s i m p l y untrue; 

i n f a c t , the équation xy-0 can occur i n the algehra of l o g i c , w i t h xfo and yfo 

simultaneously" [1969, 186]. Respective comments about h i s procédure as i n the 

proof of (77.22) were pr o v i d e d a l s o i n 7.5 . H a i l p e r i n , on l i n e s s i m i l a r t o 

those of Styazhkin's r e a s o n i n g , adds property (77.24) i n the fundamental laws 

of Booie's System [1976, 70-71; 1981, 178]. 

(10) He then went on: " I f among the i n f i n i t e number of différent v a l u e s which 

we are thus permitted t o g i v e t o the moduli which do not v a n i s h i n a proposed 

équation, any one valu e should be p r e f e r r e d , i t i s u n i t y , f o r when the moduli 

of a f u n c t i o n are a l l e i t h e r 0 o r 1, the f u n c t i o n i t s e l f s a t i s f i e s the c o n d i 

t i o n [(77.14)]" [MAL, 65-66]. 

(11) On theorem (77.29) see a l s o (5) above and [8.5, ( 3 ) ] . The two theorems 

(77.20), (77.29) w i l l not be reproduced i n chapter 8. At t h i s p o i n t I would 

l i k e t o mention a c a r e l e s s and incomplète reproduction of Booie's main r e s u l t s 

of h i s formal method by Feys i n h i s [1955]. P a r t i c u l a r l y , a t page 109 the 

w r i t e r c a i l s a. a
1

, . . . " c o e f f i c i e n t s " and t , f . . ."the corresponding moduli" i n 

the expansion (77.15). 

(12) As an example of l i m i t a t i o n take y=vx. M u l t i p l i c a t i o n by v w i l l g i v e 

vy=vx which does not express as much as the f i r s t . F o r, y=vx stands f o r A and 

vy=vx f o r I . See l i s t (74.18) and (74.10), (74.11). 

(13) A c c o r d i n g l y " a l l h y p o t h e t i c a l P r o p o s i t i o n s may be r e s o l v e d i n t o déniais 

of the coexistence o f the t r u t h o r f a l s i t y o f c e r t a i n a s s e r t a t i o n s " [MAL,77] 

Both quotations are g i v e n i n i t a l i c s . I n (LT, 84-85] Boole c a l l s the forms 

ti=0 i n which c o n c l u s i o n s are e x h i b i t e d as "Si n g l e or Conjoint Déniai". 

(14) The r e s p e c t i v e d i s c u s s i o n i n (LT, 84-85] i s l e s s emphatic than t h a t i n 

MAL and the c l a i m t h a t the theory of p r o p o s i t i o n s r e s t s upon "a p o s i t i v e and 

upon a negative foundation" i s s u r p r i s i n g l y omitted. 

(15) Another analogy we can draw i s between the theory of v e c t o r s and l o g i c , 

i n the sensé t h a t x, and 1-x i n <p(x)=<p(l)xKp(0) (1-x) resemble u n i t v e c t o r s 

s i n c e x(l-x)=0 and x + ( l - x ) = l . C l o s e l y r e l a t e d t o the theory o f v e c t o r Spaces 

i s a l s o formula (77.30). 

C h a p t e r 8 

S e c t i o n 8.1 

(1) F i r s t i n (COL, 140] and consequently i n the paper c i t e d above, Boole d i s — 

t i n g u i s h e d Kant's foundation of l o g i c , as f a l l i n g w i t h i n the domain o f 

metaphysics, from h i s own e x p o s i t i o n i n which he t r i e s t o show t h a t the laws 

of thought are mathematical and "to e s t a b l i s h upon them a p e r f e c t and formai 
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l o g i c " " [1848c. 255]. 

S e c t i o n 8.2 

(1) I h i s i s quoted from pages N Xo-^xa of Boole's notes Nv-Na*? [7.2. ( 2 ) ] . 

Occasionally a référence of a footnote w i l l serve as a means of r e c a l l i n g the 

q u o t a t i o n g i v e n i n t e x t . 

(2) R.G.Latham (1812-1888) was an ethno^ogist and p h i l o l o g i s t . He graduâted 

from Cambridge i n 1832. Boole drew h i s [1847] [see 7.2,(2)] and r e f e r r e d 
A 

t o him i n both MAL and LT [7.1,(3)] . On an o b j e c t i o n of Boole's towards 

Latham's conception of o r d i n a r y language see a l s o [7.6, ( 7 ) ] . The l e t t e r c i t e d 

below i n t e x t belongs t o the ar c h i v e s of the Royal S o c i e t y and bears code num-

ber C-7-e. 

(3) I n t h i s l e t t e r Boole argued on s i m i l a r l i n e s , as i n the case of "Men", 

about the p l u r a l of " I " . "We", he wrote, i s not "I+I+...". F or, "the 

p l u r a r i t y of "We" has no référence t o the P e r s o n a l i t y of the ego as i t s s i n -

g u l a r r o o t o r idea - i t s référence i s t o some q u a l i t y o r circumstance o r p o s i 

t i o n i n which the ego i s placed o r regarded". 

(4) I n the p o s t s c r i p t of the l e t t e r he wrote: "In [ I f ] the expression of the 

p l u r a l as a c o l l e c t i o n of s i n g u l a r s i n the language of the c a l c u l a s of Logic 

were r e q u i r e d we should have t o proceed f i r s t as i n o r d i n a r y language i n ex

p r e s s i n g thèse singularîs] t o consider by what q u a l i t i e s they d i f f e r from 

each o t h e r while agréeing i n tha t common q u a l i t y t o which the p l u r a l has 

référence. Thus i f x represent the common q u a l i t y and s . t . u , . . . the spécial 

q u a l i t i e s [...] r e s p e c t i v e l y i n conjunction with x t o mark the separate i n -

d i v i d u a l s we should have x=xs+xt+xu... and the conséquences deduced from t h i s 

as a 1 c g i c a l by the c a l c u l u s of L o g i c would be c o r r e c t conséquences —as 

[based] upon the data assumed". 

(5) When Jevons f i r s t i n s i s t e d i n 1863 that (82.1) should be included i n 

Boole's system as the équivalent of the index law x
2

=x i n a d d i t i o n , Boole 

s t r o n g l y objected t o i t . I f x+x=x i s a fundamental- l a w ^ t h i s would above a i l 

mean t h a t i f x i s taken f o r the universe then 1+1=1 o r 2=1, which i s absurd. 

Or. i f x+x-x, then x+x i s interprétable i n l o g i c , hence the index law 

(x+x)
2

=x+x holds t r u e . But i t f o l l o w s e a s i l y t h a t the above i m p l i e s x+x=0. 

Thus 

(1) x+x=0 < > x=0 

and o n l y i n such équations x+x can appear, wrote B o o l e . The l e t t e r s from which 

we drew our arguments are h e l d i n the Royal S o c i e t y w i t h code numbers C
3
i , 

C
2 2
. F u r t h e r on Jevons see chapter 9. Among contemporary l o g i c i a n s o n l y Cor-

coran i n s i s t e d on i n c l u d i n g (82.1) among the laws of Boole's system/but t h i s 

s u g g e s t i o n i s erroneous s i n c e , according t o what we s t a t e d so f a r , t h i s law 
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i s i n c o n s i s t e n t w i t h the r e s t of Boole's c a l c u l a s [Corcoran 1980 , 617] . N o t i c e 

t h a t axiom (1) i s a case of (77.23) (see a l s o 7.7, ( 9 ) ] . 

(6) On Boole's correspondence with Cayley see ( 7 . 5 , ( 4 ) ] . By tp(xyz) B o o l e 

denoted <p(x,y,z). 

(7) We f i r s t r e f e r r e d t o Cayley's o b j e c t i o n s i n [7.5, ( 4 ) ] . Boole's f i r s t a r 

gument on the analogy between ^ x + x = x and V-lx-4-1—1 appeared i n 

a l e t t e r dated 6 December 1847, Cayley's response above i n t e x t dates 7 Decem— 

ber 1847. I n t h i s l e t t e r Cayley r a i s e d v a r i o u s o b j e c t i o n s towards the " E n g l i s h 

theory" of the geometrical interprétation of V - l . He added th a t he would "much 

more e a s i l y admit w i t c h c r a f t on the phil o s o p h e r ' s stone" than b e l i e v e i n t h i s 

theory. An abundance of s i m i l a r o b j e c t i o n s are t o be found i n h i s l e t t e r s 

which f o l l o w e d . 

(8) In f a c t Cayley had s t a r t e d corresponding w i t h Boole on i n v a r i a n t s as e a r l y 

as 1844 [7.1; MacHale 1985, 56-8]. The c h a r a c t e r i z a t i o n of Boole's correspon-

dences i n t e x t i s borrowed from Corcoran's review of the De Morgan - Boole 

correspondence [1986 ; 7,1, ( 8 ) ] . The c h a r a c t e r i z a t i o n may sound gênerai and 

absolute but i n l a r g e i t may be a p p l i e d t o most o f Boole's correspondences. 

(9) What Boole wrote e x a c t l y has as f o l l o w s : "Do y ou t h i n k i t necessary i n o r — 

der t o our employing the symbol -¿-1 i n a n a l y s i s t h a t we should be a b l e t o i n — 

t e r p e t i t [ ? ] . I s i t not i n the science of q u a n t i t y (apart from d i r e c t i o n ) 

s u f f i c i e n t t o c o n s i d e r i t as a symbol ( i ) which s a t i s f i e s p a r t i eu l a r laws and 

e s p e c i a l l y t h i s , i
2

« - l , and which disappears from the f i n a l r e s u i t whenever a 

s o l u t i o n i s r e a l i n v i r t u e of the p r i n c i p l e t h a t i f a+bi=0 and a and b a r e 

r e a l then a=0 b=0 and i s not t h i s so f a r as i t goes analogous with t h a t I have 

proved i n Prop. 2 [ (77.20 ] [ ? ] . I contend f o r analogy i n the nature o f t h e 

t h i n g s themselves and I only g i v e t h i s as an i l l u s t r a t i o n which does not a t 

a i l a f f e c t the t r u t h o f my System". 

(10) Venn d i d i n c l u d e Boole's argument on i m a g i n a r i e s i n h i s bock [1881, 201] . 

However, quoting from Boole's LT i n a footnote -"The employaient of the u n i n -

t e r p r e t a b l e symbol -f-1 i n the intermediate processes of T r i go nome t r y f u r n i s h e s 

an i l l u s t r a t i o n o f what has been s a i d " - he wrote: " I need h a r d l y say t h a t I do 

not here accept the u n i n t e r p r e t a b i l i t y of the symbol -J-l" [1881, 7 3 ] . By "what 

has been s a i d " Boole r e f e r r e d t o the c o n d i t i o n s of gênerai symbolic r e a s o n i n g 

quoted i n 7.2 [see a l s o 7.2, (7); LT, 69 and H a i l p e r i n 1976,68]. 

(11) ["Sketch", 165-166]. Once more i t f o l l o w s from the l a s t paragraph t h a t 

had x+x=x had been i n c l u d e d as a law, then i t would have had t o be s a t i s f i e d 

by both 1 and 0. I n the former case the c o n t r a d i c t i o n 2-1 would f o l l o w . See 

a l s o (5) above. 

(12) I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t i c e the way Boole discriminâtes between "the 

mathematics of q u a n t i t y " and "the mathematics of l o g i c " . The concept 
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"mathematics" i s taken t o mean gênerai reasoning by symbol s other than words. 

See a l s o [7.2, (5)1. 

(13) [1851, 208-209). 

S e c t i o n 8.3 

(1) Boole wrote x
3

^ a l s o i n the form x ( l - x ) (-l-x)=0. He wrote t h a t 1+x " i s 

not interprétable, because we cannot conceive of the a d d i t i o n of any c l a s s x 

to the uni verse 1". Moreover, -1-x i s not interprétable because i t does not 

obey (83.2). See [LT, 50 f n
;
 H a i l p e r i n 1976 , 64-65 and 8.4 t e x t and ( 5 ) ] . 

(2) At page N i 3 Boole wrote "A good i l l u s t r a t i o n of the r e a l nature o f an 

élective symbol i s a f f o r d e d by the discontinuous intégrais which are employed 

as m u l t i p l i e r s , i n the c a l c u l a t i o n of the values of d e f i n i t e m u l t i p l e i n 

tégrais according t o the method of M . D i r i c h l e t . For thèse m u l t i p l i e r s are 

equal t o u n i t y f o r c e r t a i n p o i n t s i n space and t o 0 f o r a i l o t h e r s . The 

product of two such m u l t i p l i e r s would t h e r e f o r e represent a i l the p o i n t s i n 

space which are common t o the représentation of each". 

(3) The f i r s t t o n o t i c e the fad i n g of the operatïonal character o f Boole's 

l o g i c i n LT i n comparison w i t h MAL, was S.Bryant [7.2, ( 4 ) ] . 

(4) In [00L, 128] Boole wrote: "The expression A l l Ys represents the c l a s s Y 

and w i l l t h e r e f o r e be expressed by y, the copula are by the s i g n =, the i n 

d e f i n i t e term, Xs, i s équivalent t o Some Xs. I t i s a convention of language , 

the word some i s expressed i n the sub j e c t but not i n the p r e d i c a t e o f a 

p r o p o s i t i o n . The term Some Xs w i l l be expressed by vx, i n which v i s an élec

t i v e symbol appropriate t o a c l a s s V, some members of which are Xs, but which 

i s i n other r e s p e c t s a r b i t r a r y . Thus the p r o p o s i t i o n A w i l l be expressed by 

the équation y=vx" [whereas i n MAL i t was exressed by x(l-y)=0 which was j u s — 

t i f i e d i n a more i n t u i t i v e way; see (74.3)]. Boole seems t o be i n f l u e n c e d here 

both by C.Graves's suggestion and by the q u a n t i f i c a t i o n of the p r e d i c a t e [see 

7.5 and (5) below] . The same approach was taken i n [LT, 61] where Boole s t a t e d 

the above i n the form of a r u l e . 

(5) Boole's former f o r m u l a t i o n of A as x(l-y)=0 i s l e s s complicated. But the 

main o b j e c t i o n concerns the way v i s introduced. See [Jourdain 1910 , 338 f n ; 

Lewis 1918, 56-57 and f u r t h e r d i s c u s s i o n on v i n 8.4-8.5]. 

(6) When (77.40) , o r x(l- y ) = 0 , i s sol v e d and y i s given by the formula 

(77.41), y i s i n f a c t the r e s u i t of the opération x/x. 

(7) [Page N
1 4
] . At the next page a c e r t a i n change i s observed. Under the t i t l e 

" I n t r o d u c t i o n " there i s a l i s t of s u b j e c t s such as: " s i g n s " , " d i v i s i o n " , 

"development", "élimination". These notes are a very rough sketch of something 

t o be w r i t t e n probably i n the f u t u r e , They end w i t h few remarks on the équa

t i o n x ( l - x ) = 0 very s i m i l a r t o those i n [LT, 49-50; see a l s o (74.6)]. 
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(3) T h i s l e t t e r belongs t o the Royal S o c i e t y a r c h i v e s and bears the code num

ber E M S . I t appears i n two forms. One i s dated and i n manuscript form, the 

o t h e r i s an undated e x t r a c t of the o r i g i n a l l e t t e r . I t appears t h a t t h i s ex

t r a c t was most probably included i n a volume of Boole's manuscripts which 

belonged t o H a r l e y . T h i s c o n c l u s i o n i s d e r i v e d from a commentary of J o u r d a i n 

on t h i s volume which contained l e t t e r s t o and from Gregory, Boole, Jevons, 

Lubbock and others (Jourdain 1910, 332, f n , 335-336). 

(9) Viewing Boole's system as an a l g e b r a of operators, H a i l p e r i n f o r m a l i z e d 

Boole's p r o p o s i t i o n a l l o g i c i n MAL p r o v i n g t h a t h i s system of h y p o t h e t i c a l s i s 

isomorphic to what we nowdays c a l l Boolean a l g e b r a -more exa c t l y ^ B o o l e a n r i n g 

( H a i l p e r i n 1984].
 A 

S e c t i o n 8.4 

(1) See Boole's l e t t e r t o Cayley of December 1847 copied i n (8.2 t e x t , (6)] . 

(2) He argued t h a t "whether we regard s i g n s as the r e p r e s e n t a t i v e s of t h i n g s 

and of t h e i r r e l a t i o n s , o r as the r e p r e s e n t a t i v e s of the conceptions and 

o p e r a t i o n s of the human i n t e l l e c t , i n s t u d y i n g the laws of s i g n s , we are i n 

e f f e c t s t u d y i n g the manifested laws of r e a s o n i n g " . He concluded h i s arguments 

by s a y i n g that we could not e a s i l y conceive t h a t "the unnumbered tongues and 

d i a l e c t s of the e a r t h should have preserved through a long s u c c e s s i o n o f ages 

so much t h a t i s common and u n i v e r s a l , were we not assured of the e x i s t e n c e o f 

some deep foundation of t h e i r agreement i n the laws of the mind i t s e l f " [LT, 

24-25]. 

(3) I wrote above " i n a formal way" f o r , Boole presented t h i s l i s t ( i n 

i t a l i c s ) i n the form of a p r o p o s i t i o n which l a y s down the symbolic language of 

h i s c a l c u l u s [LT, 2 5 ] . T h i s l i s t s t r o n g l y resembles De Morgan's r e s p e c t i v e 

d e f i n i t i o n o f the language of algebra [De Morgan 1849c, 101-5]. 

(4) I n o r d e r t o j u s t i f y cases such as yx, when y denotes "sheep" and x "white 

t h i n g s " , Boole drew from poetry: "The r i s i n g world of waters dark and deep" 

[LT, 30] . T h i s tendency t o draw d i r e c t l y from the s t r u c t u r e o f o r d i n a r y l a n 

guage i s absent i n MAL. 

(5) Formulae (84.4) and (84.5) were a l s o m i s s i n g i n MAL. For f u r t h e r comments 

see [Corcoran 1986, 69, 71; Lewis 1918, 52-3, 56). Corcoran draws a comparison 

between Boole's own v e r s i o n of the union of c l a s s e s and De Morgan's reproduc

t i o n o f i t i n h i s a r t i c l e on l o g i c [1860c]. 

(6) As i t has been s t r e s s e d more r e c e n t l y , Boole's algebra i s not Boolean a l 

gebra [Kneale 1948, 166; 1962, 413; H a i l p e r i n 1976, 62; 1982]. A . J . E l l i s ' s i n 

t e r e s t i n g b r i e f paper has not been c i t e d by h i s t o r i a n s so f a r . I d i s c o v e r e d i t 

i n the b i b l i o g r a p h y of [Venn 1881]. 

(7) I n [Thomas 1955, 92] there are s e l e c t e d v a r i o u s instances from Boole's 
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w r i t i n g s , i n c l u d i n g the above q u o t a t i o n , on the n o t i o n o f l i m i t i n h i s system. 

Formula (77.34) i s a l s o r e c a l l e d i n t h i s context. The n o t i o n of l i m i t was a l s o 

i n c l u d e d i n G r a t r y ' s Logique bat i t was s t u d i e d under i t s mathematical context 

missing i n Boole (see 8.91. 

(8) H a r l e y , based upon E l l i s ' s remarks, d e a l t i n d e t a i l with how x-x^O i s 

de r i v e d from x
2

=x. "Further", he wrote, " i n the f i n a l i n t e r p r e t a t i o n not only 

i s the p r i n c i p l e of c o n t r a d i c t i o n (or non-contradiction) employed, as L e s l i e 

E l l i s p o i n t s out i n the l a t t e r p a r t of h i s "Observations", but the p r i n c i p l e 

of excluded middle i s a l s o employed. For i n i n t e r p r e t i n g 1-x t o mean not-x, i t 

i s t a c i t l y assumed t h a t every one of the thi n g s of which the uni v e r s e , r e p r e 

sented by u n i t y , i s made up, i s e i t h e r x o r not x" [Harley 1870, 14) . I n an 

unknown paper on LT, [Young 1865, 166-167], we see an independent argument 

against the deduction of (84.10) as a "theorem". The author r e f u t e s Boole's 

p h i l o s o p h i c a l arguments c a l l i n g a t t e n t i o n t o Boole's " d e f i n i t e mathematical 

processes" as the p r i n c i p l e merit of LT [ i b i d , 182] . 

(9) Boole's l a s t remark i n the qu o t a t i o n above seems pro p h e t i c i n concern w i t h 

the development of three valued l o g i c [Haiperin 1976, 64-65; Grat tan-Guinness 

1989, 8 1 . The l a t t e r mentions P e i r c e ' s extension of Boole's law (84.10) i n the 

form ( x - f ) (x-v) (x-z)K) where "v" and " f " are t r u e and f a l s e r e s p e c t i v e l y , and 

"z " i s a new a v a i l a b l e case. 

(10) References on the r i g o r o u s demonstration of theorem (84.13) on modern 

grounds are g i v e n i n [7.7, ( 5 ) ] . 

S e c t i o n 8.5 

(1) Boole d i d not bother t o mention t h i s assumption. Moreover, he d i d not d i s 

t i n g u i s h between i n t e r p r e t a t i o n i n extension and i n comprehension as Hamil

ton and De Morgan had done [see however, 8.7, (5)] . As J . J . Murphy pointed out 

i n h i s [1884, 35-36] a d d i t i o n and s u b t r a c t i o n are i n t e r p r e t e d i n Boole's l o g i c 

i n e x t e n s i o n whereas combination and d i v i s i o n
A
i n comprehension. Hence, q u a l i t y 

y i s p a r t o f the a t t r i b u t e x. I n books of modern s e t theory equation x==y 0 z. 

x,y,z s e t s , i s s o l v e d under the assumption t h a t x £ y and the r e s u l t i s t h a t 

z=xUc, c a r b i t r a r y s e t such t h a t c f y * ^ Compare t h i s r e s u l t w i t h (85.11)-

(85.12) and (85.13) below i n t e x t . 

(2) T h i s essay i s marked E2 i n the Royal S o c i e t y manuscripts. As Rhees has 

pointed o u t , Boole r e v i s e d i n t h i s essay h i s treatment o f c e r t a i n q uestions 

y i e l d e d i n LT [Rhees 1952, 211 f n ] . 

(3) Among the e a r l i e s t modern approaches towards a v e r i f i c a t i o n of Boole's 

method i s [Hooley 1966]. Based upon elementary Boolean a l g e b r a , Hooley 

r e f o r m u l a t e d and proved theorem (77.29) and then showed t h a t every equation 

<p(x,a,b) has a s o l u t i o n [1966, 116-118]. Independently, S t y a z h k i n proved f o r -
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mu l a (85.13)^ working i n a s p i r i t d o s e r t o t h a t of Boole's than t o modem 

Boolean a l g e b r a . Based upon (85.13)jhe d e f i n e d 1/0 as l+v(l-0)=l+v and c a l l e d 

i t the complément of v. He a l s o examined whether one can e s t a b l i s h r u l e s f o r 

o p e r a t i n g with l o g i c a l " f r a c t i o n s " , x/y, such t h a t a maximal analogy i s ob-

t a i n e d w i t h respect t o a r i t h m e t i c r u l e s f o r opération w i t h f r a c t i o n s (1969, 

190-202]. F i n a l l y , H a i l p e r i n used the n o t i o n o f "heap" o r "signed m u l t i s e t " i n 

o r d e r t o keep Boole's fundamental laws i n t a c t and regard a d d i t i o n , such as 

x+x, as v a l i d . "A m u l t i s e t i s l i k e an o r d i n a r y s e t except t h a t m u l t i p l e o c c u r -

rences o f éléments are a l l o w e d , and by a signed m u l t i s e t we mean one i n which 

négative m u l t i p l i c i t i e s are allowed. When the m u l t i p l i c i t i e s are r e s t r i c t e d t o 

0 o r 1, then m u l t i s e t s become o r d i n a r y s e t s " [1981, 178]. 

(4) Not a i l commentators on Boole's d i v i s i o n as i n h i s LT had d i f f i c u l t i e s i n 

a c c e p t i n g the interprétation provided by him f o r the formula (85.10). I n 

[Young 1865. 177-6] we read s t r a i g h t a f t e r the i n t r o d u c t i o n o f (85.10): "Here 

we have two symbols. 0/0 and 1/0, the meaning of which has not yet been d e t e r -

mined. Our author shows t h a t the former, which i n Algebra dénotes an i n 

défini t e numerical q u a n t i t y , dénotes i n the l o g i c a l System an i n d e f i n i t e 

c l a s s . In Algebra 1/0 dénotes i n f i n i t y ; and, as i s w e l l known, when i t occurs 

as the c o - e f f i c i e n t i n a term i n an équation a i l of whose o t h e r terms a r e 

f i n i t e , t h i s i n d i c a t e s t h a t the q u a n t i t y of which i t i s the c o - e f f i c i e n t i s 

zéro. So, i n the l o g i c a l System i f , i n any term of an équation obtained i n the 

mariner i n which équation [(85.10)] has been o b t a i n e d , the c o - e f f i c i e n t be 1/0, 

the corresponding c o n s t i t u e n t must be 0. Thèse are c e r t a i n l y very remarkable 

a n a l o g i e s " . 

S e c t i o n 8.6 

(1) Notice t h a t (86.1) i s a necessary and s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r f(x)=0 t o 

have a s o l u t i o n . Take f o r instance f(z)=0, where f(z)=yz-x. Then f ( l ) = y - x , 

f(0)=x and thus we have (y-x)x-O équivalent t o x ( l ^ y ) = 0 . The l a t t e r c o i n c i d e s 

with c o n d i t i o n (85.12) i n the s o l u t i o n z-y/x. Boole omitted t o n o t i c e t h a t as 

w e l l as t o mention t h a t f ( 0 ) ^ f ( l ) . The l a t t e r i s r a t h e r i m p l i c i t l y assumeol a s 

we w i l l see below i n t e x t when he comments upon the interprétation o f the 

c l a s s e s f(0ï, f ( l ) . For d i s c u s s i o n on f ( 0 ) , f ( l ) see (Venn 1881, chapter 1 4 ] , 

T h i s method f o r élimination was f i r s t i ntroduced by Boole i n "Sketch" around 

1848-9 [see 8.1]. 

(2) T h i s method was a p p l i e d i n few cases o n l y and so we omitted détails i n 

t e x t . In b r i e f Boole showed th a t the System Vx-0, V
2
=0 is équivalent t o 

Vi+cVa^O, c con s t a n t . I n f a c t , he proved t h a t if At is any term i n t h e 

development o f Vx and Bt the corresponding term i n V
a
 then i t f o l l o w s t h a t 

A+cB-0 < > A-B-0 [LT,116-117; see a l s o 7.7 and MAL, 78-81]. 
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(3) I t i s pointed out that Bcole's argument based on squaring may f a i l i f f o r 

A-fu i t happens th a t A
a

*0. Hence formai j u s t i f i c a t i o n r e g u i r e s the p r i n c i p l e 

A
2

=(K—>A=0 [ H a i l p e r i n 1976, 76; see a l s o Lewis 1918, 641. 

(4) Styazhkin holds that the a l g e h r a i c déduction of X-Y=0 from X-Y i s l o g i -

c a l l y u n j u s t i f i e d [1969, 183). 

(5) Stoith p o i n t s out t h a t the technique of w r i t i n g V i n the form (86.13) i s 

exact l y what we use i n set theory when we wish t o express the union b f a 

denumerable c o l l e c t i o n o f s e t s as a union of pairwise d i s j o i n t s e t s [Smith 

1982a, 58-9]. 

(6) The o n l y work on Boole so f a r t h a t d e a l s i n depth with h i s a p p l i c a t i o n s on 

p h i l o s o p h i c a l arguments i s (Diagne 1989, 158-169]. This i s the most récent 

book on Boole so f a r . i n lar g e based upon Mac Haie [1985] . Though Diagne goes 
/•» 

deeper than Mac Haie i n c e r t a i n aspects o f l o g i c , the book i s f a r from 

s a t i s f a c t o r y . The author ignored many récent papers on Bcole's work and the 

order i n which the m a t e r i a l i s arranged i s very confusing. 

(7) Venn defended Boole i n connection w i t h the q u a n t i f i c a t i o n of the p r e d i c a t e ^ 

s a y i n g t h a t he was always t o provide a l t e r n a t i v e forms for A and 0 d e v o i d of 

v. He went on: "There i s no attempt t o d i s t i n g u i s h whether we mean "some o n l y " 

o r " a i l " the p r e d i c a t e t o be taken; and t h i s I have always considered t o be 

the whole p o i n t o f the Q u a n t i f i c a t i o n d o c t r i n e . Moreover h i s whole treatment 

o f thèse forms i s a n t a g o n i s t i c t o t h i s d o c t r i n e . . . I f any one w i l l p o i n t out 

t o me a passage i n which Boole has admitted the d i s t i n c t i v e p r o p o s i t i o n s " A i l 

X i s some Y", "Some X i s not some Y", I s h a l l admit, not that h i s System i s 

founded on the Q u a n t i f i c a t i o n o f prédicat e s , but t h a t he has there used ex

pre s s i o n s i n c o n s i s t e n t w i t h h i s System of symbols" [Venn 1881, 324-5, f n 1. 

(8) I n f a c t there e x i s t two c o p i e s . One i s included i n the Royal S o c i e t y 

manuscript c o l l e c t i o n and i s w r i t t e n ^ b y Boole h i m s e l f , dated 1848 . The ot h e r 

copy belonged t o Dr.Hinton, a descendant of Boole, and seems t o be a 

t r a n s c r i p t i o n taken p r i n c i p a l l y from the former copy of MAL. However, the 

second copy i s incomplète. For détails see " I n t r o d u c t i o n " i n [Smith 1982b]. 

(9) Smith used mainly the Hinton copy f o r h i s édition but as i t s appendix was 

i n c o p l e t e he made use of the Royal S o c i e t y copy f o r what f o l l o w s i n t e x t . 

S e c t i o n 8.7 

(1) I n a l e t t e r t o De Morgan, dated 21 March 1859, Boole wrote t h a t the 

m a t e r i a l w r i t t e n on the philosophy of l o g i c c o u l d make two o r three books and 

th a t he was i n d e c i s i v e as t o what he would f i n a l
1

/ include i n them. Moreover, 
A 

he s t r e s s e d t h a t he was not going t o s e t a s s i d e anything i n the LT [Smith 

1982a, 771. On the reasons why h i s book remained incomplète see a l s o [ N e i l 

1865, 172; Rhees 1952, 11-12]. On De Morgan's advice against the p u b l i c a t i o n 
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of Boqle's manuscripts i n 1867 see [Hesse 1952, 61-2; Rhees 1952, 11-12). 

(2) E d i t i o n and d i s c u s s i o n o f e x t r a c t s from Boole's manuscripts of l o g i c i s 

provided by [Hesse 1952; Rhees 1952]. 

(3) On the füll t i t l e o f the paper c i t e d as " E x t r a c t s " i n t e x t , together w i t h 

comments, see [Rhees 1952, 10; 230]. 

(4) Boole d i d not omit e n t i r e l y such comments i n h i s présentation i n LT. For 

example see (84.1). However, he makes no référence e x p l i c i t l y as t o the formai 

c o n d i t i o n s of the p o s s i b i l i t y of s y m b o l i c a l expressions i n the way he does i n 

l a t e r manuscripts. 

(5) I t i s only i n manuscript notes t h a t Boole d e f i n e s d i v i s i o n ( a b s t r a c t i o n ) 

as the i n v e r s e opération of m u l t i p l i c a t i o n (composition). Three i n s t a n c e s are 

n o t i c e d a l t o g e t h e r . Beside t h i s mentioned i n t e x t above, we have the notes N-T-

Na^ [(83.3)-(83.4)] and [LR, 221; 8.5]. 

(6) Once more we n o t i c e the absence of vérification of the r e s u i t of d i v i s i o n , 

as i n (87.9) , which amounts t o m u l t i p l i c a t i o n of (87.9) with z . In 8.5 we 

mentioned Venn's remedy t o t h i s o m i s s i o n . 

(7) As a complément t o our b r i e f account see a l s o [Hesse 1952, 73-81; Rhees-

1952, 17-40]. 

S e c t i o n 8.8 

(1) We w i l l c i t e from the 4 t h édition o f Boole's t e x t book dated 1877 [see 

4 . 5 / 5 ) ] . 

(2) Compare the above c i t a t i o n w i t h Boole's Statements i n [MAL, 2; LT, 1 2 ] . 

See f u r t h e r comments on thèse statements and on Boole's educational concerns 

i n [7.1, (15), (16), (18), (23); 7.2, ( 7 ) ] . 

(3) We have d e a l t w i t h t h i s matter e a r l i e r i n [7.2, 8.2, 8 . 7 ] . See par-

t i c u l a r l y [(87.5)-(87.6);LT, 6,68]. 

(4) Monge's method f o r the s o l u t i o n of p a r t i a l d i f f e r e n t i a l équations of the 

second o r d e r i s included i n chapter 15 of Boole's textbook. He n o t i c e d there 

th a t there are cases where Monge's method f a i l s and mentioned a l s o Laplace's 

own method. However a i l thèse methods were of l i m i t e d g e n e r a l i t y . H i s commen-

t a r y ends as f o l l o w s : "But there are prohably no instances i n which t h i s 

method has been a p p l i e d i n which the s o l u t i o n may not be e f f e c t e d w i t h f a r 

g r e a t e r élégance, and w i t h f a r g r e a t e r s i m p l i c i t y , by the sy m b o l i c a l methods 

of the f o l l o w i n g Chapters. And even Laplace's method i s b e t t e r e x h i b i t e d i n a 

s y m b o l i c a l form" [1877, 374-375; see a l s o 205). 

(5) See a l s o comments i n [(71.1); 7.4, ( 2 ) , (4); (84.10); LT, 411-14]. 

(6) See [ L a i t a 1980, 45; Mac Haie 1985, 222; Grattan-Guinness 1982, 39-40]. 

(7) See passages i n [M.Boole 1972, 67-68; 1879, 49-52; 1931, 252-253]. See 

a l s o comments i n [ L a i t a 1980]. On Mary Boole's work see the t r a n s l a t e r ' s i n -
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t r a d u c t i o n i n [Gratry 1944, 11-13]. 

S e c t i o n 8.9 

(1) On M.Boole's c l a i m see 8.8. Lack of reference i n t h e i r work show t h a t 

n e i t h e r Boole nor G r a t r y were acquainted with each other's work. Most probably 

Boole r e a d G r a t r y e a r l y i n the 1860's. I n t e x t we w i l l quote from the f i f t h 

e d i t i o n of G r a t r y ' s L o g i c dated as [1944]. 

(2) G r a t r y ' s d i s c u s s i o n of i n d u c t i o n covers [1944, 35-266;351-465] . M.Boole 

was the f i r s t commentator t o p e r c e i v e the s i m i l a r i t y of d o c t r i n e s between the 

two men. See p a r t i c u l a r l y her [1897 , 44-55]. Further comments are t r a c e d i n 

the t r a n s l a t o r ' s i n t r o d u c t i o n [1944, 11-13] as w e l l as i n [Grattan-Guinness 

1982 . 41; L a i t a 1980, 58; Mac Hale 1985 , 203-4; Thomas 1955, 91. 95-96]. The 

l a t t e r ' s a r t i c l e on Boole's concept of science i s the only instance where con

t r a s t s are a l s o n o t i c e d . 

(3) The q u o t a t i o n i n t e x t i s from [Mac Hale 1985, 203; see a l s o 7.1, ( 4 ) ] . 

On G r a t r y ' s optimism and Boole's s c e p t i c i s i s m compare [1944, 96-7, 109, 594] 

w i t h [LT, 424] . 

(4) D i s c u s s i n g the nature of s y l l o g i s m as compared t o t h a t of i n d u c t i o n , 

G r a t r y wrote-."the s y l l o g i s m would be a task f o r minds i n t h e i r i n f a n c y " (1944, 

322]. F o r f u r t h e r comments see [1944, 36, 175]. 

(5) T h i s q u o t a t i o n i s from Boole's manuscript notes w i t h code number Co-?. 

See [Rhees 1952, 16-6]. 

(6) Boole's and G r a t r y ' s common P l a t o n i s t i c views are pointed out i n [Thomas 

1955, 91, 9 6 ] . 

(7) G r a t r y ' s comments are as f o l l o w s : "The theory of A n a l y t i c F u n c t i o n s [by 

Lagrange], c o n t a i n i n g the p r i n c i p l e s of the d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s 

( i n f i n i t e s i m a l c a l c u l u s ) f r e e from any c o n s i d e r a t i o n of the i n f i n i t e l y s mall 

o r v a n i s h i n g element, of l i m i t s o r f l u x i o n s , are reduced t o the a l g e b r a i c 

a n a l y s i s of f i n i t e q u a n t i t i e s " . More than one d i s c i p l e of Condi 1lac t h r i l l e d 

w i t h j o y on reading t h i s t i t l e . "So we a r e " , he thought, "f r e e a t l a s t from 

t h i s g e o m e t r i c a l mysticism, from the i n f i n i t e s i m a l mystery, from a l l t h a t a l 

leged need of the i n f i n i t e " [1944 , 424-5]. For f u r t h e r comments on Lagrange's 

work see [1944, 86, 425-7, 565]. 

(8) We have omitted Boole's account of the form-matter i s s u e as i l l u s t r a t e d 

i n h i s work
t
regarding i t as known [see 8.7-8.8]. In LT we n o t i c e an absence of 

examples from a n a l y s i s . T h i s f a c t was n o t i c e d by Thomas [see (6) above]. 

(9) The two examples o f i n f i n i t e s e r i e s with s i n g u l a r p r o p e r t i e s g i v e n by 

G r a t r y are 1-1/2+1/3-1/4+. . . and l/4+l/4
2

+l/4
3

+... [1944 , 65 , 65 f n 1 0 ] . Such 

s i n g u l a r cases were n o t i c e d by D i r i c h l e t i n 1825. 

(10) The polygon-curve example was e x t e n s i v e l y s t u d i e d by Carnot i n h i s 

[1813]. On Carnot's d i s c u s s i o n see i n t e r e s t i n g comments i n [ G i l l i s p i e 1971, 
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134-141). I t i s q u i t e probable that Gra t r y was aware of Carnot's work. 

(11) [1944 , 557]. F o r f u r t h e r comments on G r a t r y ' s "comparative study" see 

[1944. 100-1. 552-7]. 

(12) We remind the reader of De Morgan's unique a p p l i c a t i o n of s y l l o g i s m t o 

Pythagoras' theorem (see 6 . 5 , ( 2 ) ] . 

C h a p t e r 9 

S e c t i o n 9.1 

(1) Valéry [1977,39-40]. See a l s o [1.1,(1);7.2,(2)]. 

(2) Many modern textbooks on d i f f e r e n t i a l equations apply o p e r a t o r methods 

f o r the s o l u t i o n of l i n e a r equations with constant c o e f f i c i e n t s on l i n e s 

c l o s e l y s i m i l a r t o Gregory's. Most o f these books e i t h e r provide no r e f e r e n c e s 

as t o the i n v e n t o r s of such sy m b o l i c a l methods [ f o r example see Blakey 

1949,473-486; Sneddon 1957,96-105] o r draw on more recent r e s e a r c h e r s i n t h i s 

branch l i k e C.A.Hutchinson i n the 1930's [see R a i n v i l l e 1974,90,148]. However, 

there are some r a r e exceptions such as [Ince 1927,138;Rota 1975,62] where 

Boole i s merely acknowledged f o r what i s now erroneously known as the 

"Heaviside expansion theorem" [on the l a t t e r see d e t a i l s i n Cooper 1952; 

Petrova 1987:1.7;4.4—4.5] . Boole's method f o r the s o l u t i o n of equations w i t h 

v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s i s absent from textbooks on d i f f e r e n t i a l equations i n 

our century; i n f a c t i t i s even omitted by h i s successor textbook w r i t e r F o r 

s y t h [4.6, (11);9.4,(17)]. The case of f i n i t e d i f f e r e n c e equations n e v e r t h e l e s s 

i s l e s s d i s s a p o i n t i n g [see 9 . 4 , ( 1 8 ) ] . 

(3) Our account f o l l o w s a not too s t r i c t c h r o n o l o g i c a l o r d e r . A c c o r d i n g t o 

the demands of the t e x t , o c c a s i o n a l l y c e r t a i n instances may be s t r e s s e d and 

d i s c u s s e d i n the context of an e a r l i e r o r l a t e r p e r i o d . 

S e c t i o n 9.2 

(1) The a b b r e v i a t i o n s COO, OOF, EFE, SDM and FNL stand r e s p e c t i v e l y f o r the 

c a l c u l i of operations and f u n c t i o n s , the e a r t h - f i g u r e equation and De Morgan 

[1831:1839]. See a l s o [ 9 . 1 . ( 3 ) ] . 

(2) Cayley was t o s t r e s s the transform cjr~
Ł

f(p i n h i s encyclopedia a r t i c l e on 

f u n c t i o n s as a most b a s i c form o f the c a l c u l u s of f u n c t i o n s [1879,823-4] . He 

added ( l i k e R . B a l l [see 3.9 t e x t above (1)]) t h a t "Ihe s o - c a l l e d C a l c u l u s of 

Functions, as considered c h i e f l y by Herschel ^ Babbage and De Morgan, i s not 

so much a theory o f f u n c t i o n s as a theory of the s o l u t i o n of f u n c t i o n a l 

equations". R e c a l l Herschel [1860] on a formula by B r i n k l e y [ t e x t below 

(23.24)] and note t h a t Cayley [1860b] elaborated on i t u s i n g s y m b o l i c a l 
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methods. B r i n k l e y ' s ¿ " O numbers and Herschel 's symbolical treatment o f the 

c a l c u l u s of f i n i t e d i f f e r e n c e s s u r v i v e d i n oér century under improved r e f o r -

mulations ísee Milne-Thomson 1951, chapter 2 ] . 

(3) At l e a s t i n Murphy's case the problem was puré 1 y f i n a n c i a l . See [Smith 

1984a,1-7]. 

S e c t i o n 9.3 

(1) According t o C o n d i l l a c algebra f u r n i s h e d the paradigmatic example of a 

well-made language (1.8,(10)]. We would l i k e t o s t r e s s the l i n g u i s t i c i n -

f l u e n c e s i n the cases of Babbage [2.9], Boole [7.l-7.3;8.2;8.4;8.6], S y l v e s t e r 

[5.10;7.1.(2)1, Kirwan and Whately (6.2] and S o l l y [6.3]. 

(2) On De Morgan' s and Boole's educational concerne see r e s p e c t i v e l y 

[3.4;3.5;6.5;6.7,(4);6.8,(4)J and [7.1,(15),(16),(23); 8.8]. 

(3) The a b b r e v i a t i o n s LE, COV, COL, MAL, Si and FL stand r e s p e c t i v e l y f o r 

the Laplace equation, the c a l c u l u s of v a r i a t i o n s , Boole [1848b; 1847a) and De 

Morgan [ 1847a; 1847b]. On those of t a b l e 5 read f u r t h e r Boole [1854] f o r LT and 

De Morgan [1850; 1858; 1860b; 1860a; 1860c] f o r Sz, Sa, S. S* and "Logic" respec

t i v e l y . 

(4) The q u o t a t i o n from Boole's notes N^-N
x3
 [see 7.2,(2)] i s c i t e d i n t e x t 

[7.3. below ( 6 ) ] . On the Boole-Cayley correspondence see [7.3, (3)-(4) ;8.2]. 

(5) Boole's choice of i l l u s t r a t i v e examples from s y m b o l i c a l algebra was not 

a s u c c e s s f u l one. H i s arguments i n h i s manuscript notes, as w e l l as h i s back-

ground i n operator s o l u t i o n s of d i f f e r e n t i a l equations suggest t h a t he was 

a b l e t o provide much b e t t e r ones [see d e t a i l s i n 8.2, (7)-(10) ] . 

(6) On e l e c t i v e equations and on the theorem (93.11) i n LT see d e t a i l s 

r e s p e c t i v e l y [7.5:8.3 below (5);8.6] and [(84.13)-(84.15)]. 

(7) On De Morgan's comparison see 6.7. Boole delved i n t o a deep e p i s -

t e m o l o g i c a l study i n manuscript notes between 1848 and 1855 which were not 

p u b l i s h e d [see (4) above; 8.2;8.7]. 

(8) On De Morgan see [ t e x t below (69.11)) and on Boole [7.1, (24);8.7 t e x t 

and ( l ) - ( 2 ) ] . 

(9) On De Morgan's lack of r i g o u r and c l a r i t y see [6.4;6.6, (3), 

(7),(15);6.8;6.9,(16),(17),(20)]. On Boole's f a l l a c i e s and weakness of h i s 

system see [7.2,(8);7.3,(2),(3),(8);7.4,(1), (4),(5);7.5,(1);7.6, ( 1 ) . (4);7.7, 

(9) ; 8 . 2 , ( 1 0 ) ; 8 . 2 , ( 1 0 ) ; 8 . 4 , ( 6 ) , ( 8 ) ; 8 . 5 , ( l ) ; 8 . 6 , ( 3 ) , ( 4 ) ; 8 . 7 , ( 5 ) - ( 6 ) ] . 

S e c t i o n 9.4 

(1) [Spottiswoode 1865,5]. By t h a t time both Spottiswoode and R u s s e l l had 
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e f f e c t e d some progress on Boole's algebra of non-commutative symbols Í5.9 t e x t 

and ( l ) - ( 4 ) , ( 8 ) . 

(2) On Cayley's and S y l v e s t e r ' s work on i n v a r i a n t s a f t e r Boole and on what 

carne t o be c a l l e d as "new algebra" i n the 1860's see (5.7,(12),-5.9,(1)-

(2)
 ;
5.10, t e x t and ( 8 ) - ( l l ) l . More s p e c i f i c a l l y on the d e f i n i t i o n o f 

" i n v a r i a n t " , " c o v a r i a n t " , "form" and "quantic" see Cayley's d e t a i l e d 

vocabulary i n h i s E h t j l i s h Cyclopedia a r t i c l e (1860a] . Boole was i n contact 

w i t h Cay le y s i n c e the 1840's and he d i d not approve o f the term "quantic" 

which the l a t t e r a p p l i e d t o a r a t i o n a l and i n t e g r a l f u n c t i o n of any order [see 

Boole's l e t t e r t o De Morgan i n January 1855 i n Smith 1982,683. R j r t h e r on 

S y l v e s t e r ' s "form" see a l s o (4) below. 

(3) We had s e v e r a l occasions t o see the v i t a l r o l e p l a y e d by the dual con-

cepts "form" and "matter" i n De Morgan's [3.9. ( 9 ) , (16) ;6.7, (8 ) , (10) ;6.9, (19) ] 

and Boole's work [8.8 t e x t above (4);8.9, ( 8 ) ] . 

(4) [ S y l v e s t e r 1853,544-47] . See a l s o Cayley [1860a] and on Darwin's i n -

fluence ( 5 . 9 , ( 2 ) ] . See a l s o (5) below. 

(5) On Boole's i n f l u e n c e from grammar see [7.2,(2),(3);7.6,(7); 8.2,(2)-

( 4 ) ; 8 . 4 , ( 4 ) ] . On S y l v e s t e r ' s l i n g u i s t i c and p e r t i n e n t e p i s t e m o l o g i c a l comments 

see [5.10, (11)-(12) ;6.9, (10) ,-7.1, (2) ] . These r e f e r e n c e s r e v e a l t h e i r common 

passion f o r p o e t r y and beauty on r a t h e r independent l i n e s . In f a c t o nly S y l 

v e s t e r appears t o share De Morgan's and Boole's complementary s t u d i e s on the 

nature of symbolic reasoning and the importance of a symbolic language and 

metalanguage a f f o r d e d by the s e p a r a t i o n of "form" from "matter", o r symbols o f 

op e r a t i o n from those of q u a n t i t y [see 5.10,(12)]. 

(6) [Spottiswoode 1878,25]. Spottiswoode d e c l a r e d consequently t h a t he would 

not dwell upon "such t e c h n i c a l p o i n t s " , thus o m i t t i n g any s p e c i f i c r e f e r e n c e s . 

(7) On Bronwin's and Cayley's s t i m u l i and apparent consequences see respec— 

t i v e l y [5.2,(11)-(18) ;5.4, (6);5.10;7.2,(7)] and [7,5, ( 3 ) ; 8 . 2 ] . F u r t h e r on 

Boole's views on s y m b o l i c a l methods see [8.7-8.8], 

(8) This i s p a r t of an i n t e r e s t i n g passage from Boole [1859] quoted i n f u l l 

i n [ 8 . 8 , ( 3 ) ] . 

(9) [Ai r y 1866,38] . Not i ce the p a r t on the " l i t t l e valué" of operator 

methods i n p h y s i c a l astronomy i n connection w i t h t e x t below and (15)-(16). 

(10) [ A i r y 1866,32]. A i r y ' s s w i t c h from s e r i e s s o l u t i o n s -as favoured by 

Whewell- to f i n i t e ones i s i n t e r e s t i n g [see 3.2]. 

(11) [Earnshaw 1 8 7 1 , v i i ] . Earnshaw's account i s i n comparison w i t h A i r y ' s f a r 

from elementary and devoted s o l e l y t o symbolical methods. In t h i s respect h i s 

statement i s very b i z a r r e given h i s knowledge of a l l the p r e v a i l i n g textbooks 

on such methods. On the treatment o f the LE i n the form (94.3)^ see Boole on 

(58.12) and Carmichael on (58.50). By a technigue c l o s e l y s i m i l a r t o that used 
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by Gregory and Bronwin [ 5 . 2 , ( 6 ) ] , Earnshaw so l v e d (94.3) by reducing i t t o the 

form (94.2) [1871,140-43]. We omit h i s f i n a l r e s u l t as too complicated i n form 

and of apparently no impact. 

(12) Most papers by E l l i s , Bronwin and other mid-19
t h

-century a n a l y s t s on the 

EFE and a l l i e d second o r d e r equations were published under t h i s t i t l e [see 

4.3;5.2 t e x t above (1)1. 

(13) [Cayley 1869,77]. We r e c a l l t h a t E l l i s , Bronwin, Hargreave and Boole 

devoted a good deal of t h e i r work t o s e r i e s s o l u t i o n s [see 4.3;4.5;5.2-5.4]. 

(14) Boole devoted chapter 6 of h i s [1859] t o the s o l u t i o n of the RE by the 

method o f continued f r a c t i o n s . In chapter 7 on symbolical methods he confined 

i n g i v i n g i t s symbolic s o l u t i o n as an e x e r c i s e by reducing i t , l i k e the EFE 

[4.6] i n binomial form [see 1877,451]. 

(15) [ P r a t t 1871,20,fn] . P r a t t ' s book i s the f o u r t h e d i t i o n of h i s [1860] 

c i t e d i n 1.3 and 3.2. I t i s , i n f a c t , a n improved versión of h i s [1836] which 

f o l l o w e d on Poisson's l i n e s [see 1.3,(4),(5),(7),(8),(12),(15);3.2, t e x t 

below (32.24) ;5.8, t e x t below ( 1 2 ) ] . 

(16) [Todhunter 1875,154]. On Todhunter's treatment see [3.2;5.8 below (12)). 

(17) [Forsyth 1830,ix]. 

(18) I n the "Preface" t o h i s book The c a l c u l u s of f i n i t e d i f f e r e n c e s [1951,v-

v i i ] Milne-Ihomson wrote : "The o n l y comprehensive E n g l i s h t r e a t i s e , ñame 1 y 

Boole's F i n i t e D i f f e r e n c e s , i s long s i n c e out of p r i n t , and i n most res p e c t s 

out of d a t e . My f i r s t idea was t o r e v i s e Boole's book, but on l o o k i n g i n t o the 

matter i t appeared that such a course would be u n s a t i s f a c t o r y , i f not imprac

t i c a b l e . I therefore decided t o w r i t e a completely new work i n which not only 

the u s e f u l material of Boole should f i n d a p l a c e , but i n which room should 

a l s o be found f o r the more modern developments of the f i n i t e c a l c u l u s [... ] 

Chapters XIV and XVI develop the s o l u t i o n of l i n e a r d i f f e r e n c e equations with 

v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s by means of Boole's o p e r a t o r s , which I have g e n e r a l i z e d 

i n o r d e r t o render the treatment more complete". On Boole's textbook on f i n i t e 

d i f f e r e n c e s [1860] see a l s o [4.5, (8),-7.1, ( 2 5 ) ] . 

S e c t i o n 9.5 

(1) I n the case of operator methods see our d i s c u s s i o n i n [5.10,-93-9.4;9.8]. 

On the few exceptions t o t h i s r u l e see (9.4 t e x t and (18)] . As f a r as l o g i c i s 

concerned recent historíans have t r i e d t o reformulate upon r i g o r o u s standards 

Boole's method of s o l u t i o n o f e l e c t i v e equations [ H a i l p e r i n 1981; Hooley 1966; 

see 8 . 5 , ( 3 ) ] . Among h i s 1 9
t h

- c e n t u r y f o l l o w e r s apparently only Venn [1881] and 

Schroder made use of tha t method [on the l a t t e r see Sty a z h k i n 1969,208-211; 

9 . 6 , ( 7 ) ] . 

(2) We have compared MAL w i t h LT i n [7.3:8.3-8.6] . Boole had good reasons 
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f o r not approving of MAL. However on MAL's m e r i t s over LT see comments i n 

[7.1,(20);7.2.(4);8.3,(9)J. 

(3) On Brodie's a p p l i c a t i o n of Boolean techniques t o chemistry see 9.7. 

S o l l y ' s p e c u l i a r a p p l i c a t i o n of the d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s t o l o g i c a l concepts 

i n h i s [18391 i s omitted here [see 6.3, ( 7 ) - ( 8 ) l . The p r o x i m i t y between S o l l y ' s 

concerns and G r a t r y ' s and Boole's work on s i n g u l a r s o l u t i o n s [8.8-8.9] i s an 

i n t e r e s t i n g t o p i c f o r f u r t h e r r e search. 

(4) [harley 1870,15]. 

(5) [Harley 1866b,5-6]. 

(6) [Young 1865,1821. We r e c a l l t h a t w h i l e almost two t h i r d s of MAL was 

devoted t o s y l l o g i s t i c l o g i c , o nly one chapter of LT t a c k l e d s y l l o g i s m on t h e 

grounds that t r a d i t i o n a l l o g i c was i n s u f f i c i e n t and badly presented [8.4;8.6]. 

A biography of Young i s m i s s i n g , but as he was acquainted w i t h Boole's f r i e n d 

K e l l a n d [5.10,(1);7.1,(11)] i t i s not s u r p r i s i n g t h a t he was i n t e r e s t e d i n LT 

[see a l s o 8.4, (6) ] . 

(7) [Nidditch 1962,48]. See a l s o (Lewis 1918.72-78; St y a z h k i n 1969,203-207] 

and references i n (8) below. 

(8) The c i t a t i o n s t h a t f o l l o w i n t e x t are from Jevons's c r i t i c i s m as c i t e d 

i n [Harley 1866a,42-3]. r u r t h e r on Jevons's f o u r o b j e c t i o n s see [ J o u r d a i n 

1913,120-1; H a i l p e r i n 1976.82; Grattan-Guinness 1991,17-19; MacHale 1985,236-

238]. 

(9) [Venn 1881,355]. 

(10) [Venn 1881,206]. 

(11) For example he p o i n t e d out a t e s t of c o r r e c t n e s s f o r the r e s u l t o f t h e 

d i v i s i o n x/y [1881,70-73; see (85.13)]. F u r t h e r see [7 . 3 , ( 2 ) , ( 4 ) ; 7 . 5 , ( 1 ) , ( 2 ) ; 

8.2,(10);8.5;8.6,(1),(7);8.7.(6)] f o r i n s t a n c e s where Venn's book proved use

f u l i n our study o f Boole's l o g i c . 

S e c t i o n 9.6 

(1) G.B.Halsted (1853-1922) graduated from P r i n c e t o n U n i v e r s i t y i n 1875, 

r e c e i v i n g four years l a t e r h i s Ph.D. on a "Basis f o r a dual l o g i c " from Johns 

Hopkins U n i v e r s i t y where he was the f i r s t student o f S y l v e s t e r . On h i s commen

t a r i e s on De Morgan's and Boole's work see [6.6,(2)] and [Venn 1881,214.fnl; 

Grattan-Guinness 1991a,20] r e s p e c t i v e l y . On H a l s t e d ' s suggestion t o Murphy see 

a l s o (Jourdain 1913,127,fn]. 

(2) Our account of MacColl's work together w i t h c i t a t i o n s from h i s w r i t i n g s 

i s based on the unique h i s t o r i c a l study o f h i s l o g i c a l c o n t r i b u t i o n s by J o u r 

d a i n [1912]. J o u r d a i n ' s account incl u d e d e t a i l s from R u s s e l l ' s c r i t i c a l r e v i e w 

of Symbolic l o g i c i n 1906. According t o Kneale [1962,427,549] MacColl i n 

fluenced Lewis [1918] i n connection w i t h inodal l o g i c . L i k e P e i r c e and 
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Schröder. MacColl c o n t r i bu t e d " t o p r o b a b i l i t y l o g i e [ H a i l p e r i n 1988,186-7], A 

biography of Mac C o l i (1837-1909) i s wanting, though he i s being s t u d i e d by 

T . C h r i s t i e (Erlangen). 

(3) C.S.Peirce (1839-1914), son of the American mathematician B.Peirce 

(1809-1880), spent mvfct^of h i s l i f e i n s e c l u s i o n ^ , devoted t o the study of 

philosophy. He i s known as a f a t h e r of s e m i o t i c s . He took i n t e r e s t i n induc-

" t i v e l o g i e admiring the w r i t i n g s of Pere G r a t r y [Gratry 1944,1-3]. On h i s con

t r i b u t i o n s t o philosophy see (Passmore 1968,136-144; Sty a z h k i n 1969,257-263]. 

On h i s logicał i n g u i r i e s h i s main n o v e l t i e s are s t r e s s e d i n [Bochenski 1970, 

267,302,348.375-380; Grattan-Guinness 1991b; H a i l p e r i n 1988.184-185; Kneale 

1962,427-434; Lewis 1918,79-85; M e r r i l l 1978; N i d d i t c h 1962,48-56]. 

(4) P e i r c e admired profoundly the geniuses of Boole and De Morgan; he c a l l e d 

the l a t t e r the f a t h e r of the l o g i c of r e l a t i o n s . On h i s a p p r a i s a l s of Boole's 

and De Morgan's s t u d i e s see passages c i t e d i n [Grattan-Guinness 1991b; Harley 

1870,15; Hawkins 1979,32). 

(5) On (96.10) see Bochenski [1970,375-8]. Bochenski's aecount illustrâtes 

b r i e f l y the p r o x i m i t y between Boolean laws and those governing P e i r c e ' s l o g i c 

of r e l a t i o n s . Boole's e a r l y i n f l u e n c e on P e i r c e i s s t u d i e d i n Lewis [1918]. On 

P e i r c e ' s e x t e n s i o n of Boole's law (84.10) see [8.4,(9)1. 

(6) E.Schröder (1841-1902) attended the U n i v e r s i t y o f Heidelberg, passing 

h i s d o c t o r a l examinâtion i n 1862. He was a p r o l i f i c mathematician and 

l o g i c i a n , p a r t i c u l a r l y noteworthy being h i s support o f Cantor's set theory 

which he was among the f i r s t t o accept. L i k e P e i r c e he worked i n i s o l a t i o n and 

as a r e s u i t h i s c o n t r i b u t i o n s were not widely acknowledged by h i s contem-

p o r a r i e s . He adopted Peano's postulâtes of a r i t h m e t i c and the atastract concep

t i o n of mathematical opérations s e t f o r t h by Grassmann and Hanke 1. Now 

p r i m a r i l y remembered f o r the term " l o g i c a l c a l c u l u s " . 

(7) On Schröder's p r i n c i p l e of d u a l i t y f o r l o g i c a l expressions i n the l o g i c 

of c l a s s e s , as w e l l as on h i s s o l u t i o n of the l o g i c a l équation Ax+B(l-x)=0 on 

Boolean l i n e s see Styazhkin [1969,208-211]. I l l u m i n a t i n g annotated instances 

from Schnôder's a x i o m a t i z a t i o n of p r o p o s i t i o n a l l o g i c and l o g i c of r e l a t i o n s 

are t r a c e d i n [Grattan-Guinness 1975,109-120]. T h i s paper concerns Wiener's 

comparative study of the îogics of R u s s e l l and Schröder. F u r t h e r , an elernen-

t a r y comparative study of the symbolical procédures used by MacColl, P e i r c e , 

Schröder, Grassmann and o t h e r l o g i c i a n s i s c a r r i e d out i n the l a s t two chap-

t e r s of Venn [1881] . A concise account of Schrcder's work i s included i n Nid

d i t c h [1962,56-58]. 

(8) P e i r c e ' s work was taken over by a group i n the U n i t e d S t a t e s , h i s i n 

fluence on C o n t i n e n t a l l o g i c i a n s e x e r c i s e d mainly on Schröder. The l a t t e r was 

o f some s l i g h t i n f l u e n c e on R u s s e l l and Peano. On the mathematical l o g i c which 
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succeeded a l g e b r a i c l o g i c see [Grattan-Guinness 1988b]. 

(9) Frege i s e r r o n e o u s l y considered as having developed Boole's ideas [see 

Corcoran 1978,81]. However Bochenski [1970,271] and Jourdain [1912,250-55] 

h i n t a t a comparison between the two l o g i c i a n s , the l a t t e r c i t i n g Frege's own 

comments on Boole's work. 

(10) On Johnson, s e m i - f o l l o w e r of Boole who was a g a i n s t Jevons's work, see 

(Grattan-Guinness 1991a,21, ; Passmore 1968,135-6]. Huntington's a x i o m a t i c 

r e f o r m u l a t i o n of Boolean algebra i n 1904 i s s t r e s s e d i n IKneale 1962,423-27; 

K i d d i t c h 1962,58-9]. I n t e r e s t i n g comments w i t h a p a r t i a l r e p r o d u c t i o n o f h i s 

axioms a r e found i n [Grattan-Guinness 1975,113,118; T a r s k i 1941,77-78,fn3]. On 

Whitehead's work -and on P r i n c i p i a Mathematica which drew on Huntington's work 

(which, l i k e Schroder
1

 s
f
was s i g n i f i c a n t i n the development of l a t t i c e t h e o r y ) -

see [Grattan-Guinness 1975,113;Nidditen 1962,58,77-79]. 

S e c t i o n 9.7 

(1) A c o n c i s e account of Brodie's l i f e and work, w i t h s p e c i a l focus on h i s 

c a l c u l u s o f chemical o p e r a t i o n s , i s g i v e n by F a r r a r [1964]. A comprehensive 

account o f the atomic debate, i n c l u d i n g a p o r t i o n of Brodie's correspondence 

i n 1867, i s the t o p i c o f Brock [1967] . 

(2) [M.Boole 1972,49]. Not mentioning h i s name, M.Boole a l l u d e d t o Brodie 

while d i s c u s s i n g the power of s i g n s i n the i n v e s t i g a t i o n o f the laws o f num

bers, chemistry and human thought, l i n k i n g him a p p r o p r i a t e l y w i t h Degerando, 

Babbage and Boole. H a r l e y contacted Brodie i n October 1867, l e t t i n g him know 

that he was c h i e f l y i n t e r e s t e d i n Brodie's researches "because o f t h e i r ob

vious connexion w i t h Boole's l o g i c a l system: and I am v e r y c u r i o u s t o see how 

you w i l l c o n s t r u c t an Algebra i n which the symbols x.y obey a l l the 

r u l e s of common a l g e b r a and yet are subject to the chemical law expressed by 

xy=x+y [ ( 9 7 . 4 ) ] " . He sent t o Brodie h i s b i o g r a p h i c a l essay [1866a] on Boole 

(Brock 1967,133], but apart from h i s account g i v e n above i n t e x t , t h e r e i s no 

evidence t h a t he considered Brodie's c a l c u l u s any f u r t h e r . 

(3) I t i s t r u e t h a t Brodie's c a l c u l u s bears a s t r i k i n g s i m i l a r i t y w i t h 

Boole's c a l c u l u s of e l e c t i v e symbols as we s h a l l see i n t e x t below. T h i s 

s i m i l a r i t y (unnoticed by Harley) i s r e c e n t l y r a i s e d i n Brock [1967,82-83]. 

Nevertheless, s i n c e B r o d i e d i d not r e f e r t o MAL i n h i s paper, i t i s exaggerated 

t o a s s e r t that "the most cursory glance a t the C a l c u l u s r e v e a l s how much 

Brcd i e owed t o [MAL] and Brodie h i m s e l f recognized t h i s " [Brock 1967,82] . On 

Brodie's most prominent source of i n f l u e n c e - besides LT - see (10)-(11) 

below. 

(4) [M.Boole 1931,v;7.1, ( 4 ) ] . S o l l y was i n f l u e n c e d from Kant's d i s t i n c t i o n 

between " a n a l y s i s " and " s y n t h e s i s " . Notice t h a t i n L a c r o i x [1828] i t was 
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geometry which o f f e r e d a h e u r i s t i c example of d i s c u s s i n g the multidimensional 

n o t i o n s o f " a n a l y s i s " and " s y n t h e s i s " a f t e r C o n d i l l a c [1.8,text below ( 2 3 ) ] . 

I n S o l l y i t was chemistry which formed the b a s i s f o r a r e l e v a n t d i s t i n c t i o n . 

We might f u r t h e r draw an analogy between these two notions and the l o g i c a l 

terms "aggregation" and "composition" as employed by De Morgan and B r o d i e . 

(5) [S3.120] . De Morgan repeated these views i n a l e t t e r t o Brodie i n May 

1867 [Brock 1967,102;see (13) below] . N o t i c e h i s reference t o lawyers and h i s 

statement i n [S, 155,fn2]-'"Lawyers ought t o be much of l o g i c i a n s and something 

of mathematicians" which r e c a l l s Kirwan's d e d i c a t i o n of h i s Loaick t o s t u 

dents of law [6.2,(3)]. 

(6) The symbolic equivalence between x+y and xy i s expressed by (97.4). 

Brodie d i d not mention e x p l i c i t l y t h a t i n f o r m u l a t i n g t h i s law he drew on the 

equivalence between "H
2
+0" and "H

2
0". See, however, h i s references i n 

[1866,795,fns] as we l l as De Morgan's very p e r t i n e n t remark i n a l e t t e r c i t e d 

i n (13) below. 

(7) I n h i s arguments against the views of B e r t h e l o t on the i n s i g n i f i c a n c e of 

s c i e n t i f i c languages [1866,784,fn] Brodie r e c a l l s of Babbage [1827] on the i n 

f l u e n c e of s i g n s [2.9] . In t e x t he mentioned Herschel's o p p o s i t i o n t o the ab

b r e v i a t e d expression "H
2
0" f o r "H+H+O", which was due to B e r z e l i u s , and h i s 

preference f o r the n o t a t i o n 2H+0. I t i s of i n t e r e s t t o note that Herschel's 

p o i n t o f o b j e c t i o n was j u s t d i a m e t r i c a l l y opposed t o De Morgan's own g i v e n 

below ( 5 ) ; i n other words, Herschel claimed t h a t "the a p p o s i t i o n of l e t t e r s , 

b e i n g the a l g e b r a i c s i g n of m u l t i p l i c a t i o n , cannot, c o n s i s t e n t l y with the con

v e n t i o n a l p r i n c i p l e s of a l g e b r a , be employed t o express the sum of two 

weights" [1866, 784]. On s i m i l a r grounds Herschel reacted towards Brodie's 

memoir i n 1867 [Brock 1967,121-126] as we s h a l l see i n (16) below. 

(8) [Brodie 1866,781-2] . On the p r o x i m i t y between Br c d i e ' s and De Morgan's 

h i s t o r i c a l approaches see a l s o [6.7, t e x t and ( 1 7 ) ) . 

(9) [1866,787]. Brodie s t r e s s e d again t h i s p o i n t i n [1866,855] w r i t i n g "we 

are not f r e e t o arrange and t o interprète [symbols] according to the d i c t a t e s 

of c a p r i c e , but of which each has a s p e c i f i c meaning assigned t o i t i n the 

c a l c u l u s from which the laws are deduced according t o which i t i s permitted t o 

operate upon i t " . These passages r e c a l l of Boole's l i s t of the laws t h a t 

render s y m b o l i c a l reasoning lawful i n [LT.68] c i t e d i n [7.2, t e x t below ( 7 ) ] . 

B r o d i e c i t e d LT on numerous occasions i n [1866,795,800-802,fns] and was a d d i 

t i o n a l l y acquainted with Gregory [1840] -see (11) below. He might had been 

a l s o i n f l u e n c e d by De Morgan's algebra [1849c], a work r e f e r r e d t o only i n h i s 

second memoir [see (17) below]. 

(10) [1866,787]. Though no reference i s provided here, there i s s t r o n g 

evidence [see (11) below] t h a t Brodie drew on Gregory's paper "On the r e a l na-
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t u r e o f s y m b o l i c a l algebra" [1840]. Gregory's paper discussed d i s t r i b u t i v e and 

commutative a l g e b r a i c operations paying s p e c i a l emphasis t o geometrical ex

amples i n f l u e n c i n g a generation of mathematicians i n the d i r e c t i o n of symbolic 

geometry [4.4;5.10, (4)-(7)] . F u r t h e r , on our c l a i m Brodie's iIî^"t a c 

quaintance w i t h the c a l c u l u s of operations^see t e x t below on h i s correspon

dence w i t h Donkin and De Morgan. Our comments should be seen i n combination 

w i t h those r a i s e d i n (3) and (9) above. 

(11) [ 1866,801,fn]. A p a r a l l e l i s m between geometrical and chemical o p e r a t i o n s 

as i n Gregory [1840] and Brodie [1867] r e s p e c t i v e l y was c a r r i e d out by Jevons 

i n a l e t t e r t o Brodie i n 1867 [see Brock 1967,55-561 -

(12) Jevons's arguments are c l o s e l y s i m i l a r t o those a p p l i e d by him f o u r 

years e a r l i e r a g a i n s t Boole's a l g e b r a i c c a l c u l u s [see 9.5]. R e t a i l s OT* t h e 

Jevons-Brodie communication and o j the exaggerated character of the former's 

o b j e c t i o n s see [Brock 1967,54-57,115-1191 and (15) below. 

(13) From De Morgan's l e t t e r t o B r o d i e o ^ 19 May 1867 (Brock 1967,101-104] . 

See a l s o our comments i n (6) above. 

(14) De Morgan had been i n t e r e s t e d i n the p r o p e r t i e s of the operator E 

( i n t r o d u c e d by Français (16.6)) s i n c e 1843 (see h i s l e t t e r t o Boole i n Smith 

1982a, 14]. Few instances from h i s i n q u i r i e s were incorporated i n h i s textbook 

on the c a l c u l u s [1842c], while f u r t h e r i n q u i r i e s are t r a c e d i n h i s manuscripts 

w r i t t e n i n the 1850's [see 3 . 9 , ( 2 ) , ( 6 ) , ( 1 3 ) ] . Notice t h a t De Morgan's i n 

q u i r i e s i n the c a l c u l u s of o p e r a t i o n s were d i r e c t l y i n f l u e n c e d from those i n 

the c a l c u l u s of f u n c t i o n s -see p a r t i c u l a r l y the analogy between (97.12) and 

Babbage's transform (25.1). 

(15) See Donkin's undated l e t t e r t o B r o d i e c i t e d i n [Brock 1967, 115-16]. The 

theorem (97.17) i s m i s p r i n t e d at page 116j read n/x(d/dx)
1 : 1 - 1

 f o r n/x d/dx. 

Donkin had e a r l i e r communicated t o B r o d i e h i s i n q u i r i e s on the necessary and 

s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r U=f(x,y,...)-0 t o be a chemical equation, developing 

U by T a y l o r ' s theorem [Brock 1967,104-106]. 

(16) See Herschel's l e t t e r t o Brodie on 13 June 1867 and Brodie's r e p l y on 

26 June 1867 i n [Brock 1967,121-124,124-126]. See a l s o our comments i n (7) 

above. 

(17) [1877,74,fn]. Brodie's r e f e r e n c e from De Morgan [1849,114] i s checked 

De Morgan's a s s e r t i o n has b e ^ r a c e d «,{ C j ^ ^ 9 l i J - M ^ U . f f i ^ o ^ f J 

t <*do x i c at J y
e w o u

l d l i k e t o add t h a t B r o d i e i s u n c l e a r about the n o t a t i o n 

( 1 ) , here s t a n d i n g f o r the chemical o p e r a t i o n while i n [1867,803] f o r the 

a r i t h m e t i c a l symbol 1, The c i t a t i o n i n t e x t r e v e a l s Brodie's p a r t i a l i n f l u e n c e 

from De Morgan's l e t t e r s i n 1867 [see t e x t above and (14)1. 
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(18) [Brock 1967,47-8; Brodie 1877,105-116; F a r r a r 1964,177-178]. I t seems 

r a t h e r p l a u s i b l e t h a t Brodie was under Gregory's i n f l u e n c e when he wrote 

[1877,110] that the proof of T a y l o r ' s theorem of expansion dépends s o l e l y upon 

the commutative and d i s t r i b u t i v e laws, and t h e r e f o r e i t can be a p p l i e d f o r 

Symbols of chemical opérations [see (10) above and (44.7), (97.6) ) . F u r t h e r on 

h i s d i s c u s s i o n of T a y l o r ' s theorem w i t h De Morgan and B r o d i e see [ t e x t and 

(14)-(15) above]. 

(19) S y l v e s t e r wrote i n h i s paper "On an a p p l i c a t i o n of a new atomic theory" 

[1878,64-65] "The f a c t o r s of any a l g e b r a i c a l form may be regarded as i n some 

sensé the analogues of the rays of a t o m i c i t y i n the équivalent chemical 

S e c t i o n 9.8 

(1) This passage from De Morgan's w r i t i n g s i s c i t e d by Boole's biographer 

N e i l [1865,81]. On i t s o r i g i n a l source De Morgan [1872] see [De Morgan 

1915,2,78]. On N e i l ' s comparison between the two l o g i c i a n s see [7.1,(1);9.3, 

t e x t below (6);9.5, t e x t below ( 3 ) ] . 

(2) On the reasons 1-5 see détails i n [Tables 2-5 i n 9.2-9.3]. Instances of 

an evident competative s p i r i t and of a tendency t o note e r r o r s and com-

p l i c i t i e s are r e v e a l e d , among other cases, i n those of Babbage-Hersche1 (2.4-

2.9:9.21, Boole-Bronwin [5.2:5.4; 9.3] and Boole-Carmichael [5.7-5.8]. While 

the l a s t reason above l i s t e d was o f t e n connected with one of the p r i n c i p a l 

ones 1-5, there were papers, e.g. by Bronwin, C u r t i s , Donkin, W i l l i a m s o n , 

C.Graves, Spottiswoode and other semi-followers of Boole and Carmichael, 

produced p r i n c i p a l l y under the m o t i v a t i o n t o commentate upon one another's 

work and t o reformulate known theorems i n a s l i g h t l y more gênerai o r elegant 

way, symmetry and beauty i n form being the u l t i m a t e scope [see, f o r example, 

5.2-5.8;5.10,(3)
;
9.3, below ( 1 ) ] . 

(3) The différence between gêneraiization by i n d u c t i o n and extension i n a l -

gebra was f i r s t h i n t e d at by De Morgan i n 1835 [4.3, t e x t and (17)-(22)] . Ap-

p l y i n g t h i s l a t t e r n o t i o n i n h i s c a l c u l u s of f u n c t i o n s [3.5-3.61. he f u r t h e r 

s t r e s s e d i t and employed i t i n connection w i t h h i s a r i t h m e t i c a l System i n 

l o g i c i n S-z [6.6, t e x t and ( 1 ) , ( 9 ) ] . Moreover, the theorems of the c a l c u l u s of 

non-commutative opérations are genuine extensions and not d i r e c t g e n e r a l i z a -

t i o n s of the r e l e v a n t theorems of algebra [see (45.13),(52.45),(57.15) and 

(93.4) as few représentative cases of e x t e n s i o n ] . F u r t h e r , 9.3 i s devoted 

s p e c i f i c a l l y t o the importance of t h i s i ssue as l i n k e d w i t h .the form-matter 

d i s t i n c t i o n . 

(4) On the reasons l ) - 2 ) see p a r t i c u l a r l y our summary i n 5.10. On 3)-6) and 

7) see [9.4, t e x t and ( 9 ) - ( l 6 ) ] and [5.9-5.10,9.4, (2)1 r e s p e c t i v e l y . Few com-
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ments r e l e v a n t t o the l a s t reason 8) can be found i n [6.9,8.7-8.9;9.4;9.7]. 

(5) On Heaviside's work and i t s p r o x i m i t y with Cauchy's, Gregory's and 

Boole's on operator methods see [Cooper 1952; Petrova 1987,1.7;4.4-

4.5:9.1,(2)]. 

(6) On the m i s i n t e r p r e t a t i o n of Boole's algebra and i t s exaggerated connec

t i o n w i t h computers see {7.1,(21)-(22);8.4,(6);9.1; 9.5-9.6; Grattan-Guinness 

1991a]. 

(7) {Spottiswocde 1878,29-30]. See a l s o c i t a t i o n i n t e x t below ( 1 ) . 

(8) Comments and références on t o p i c s r e l a t e d t o the c a l e u l u s of opérations 

and i t s wider a p p l i c a t i o n s i n mathematics, as w e l l as t o Arbogast's i n f l u e n c e 

see [1.7; 4.3,(6); 4.8,(3); 5.7,(10).(12)-(14);5.9,(10);5.10,(4)-(6),(11);9.2, 

,(2);9.3-9.4]. 

(9) [ G l a i s h e r 1890,723]. G l a i s h e r ' s appeal to the lunar theory b r i n g s us 

back t o the mid 1830's when the a t t e n t i o n of Cambridge s c h o l a r s had focused on 

a more e f f i c i e n t treatment of the theory of a t t r a c t i o n s and the s o l u t i o n of 

équations belonging i n the c l a s s of the EFE. T h i s a t t e n t i o n gave r i s e t o the 

t r e a t i s e s of Murphy and P r a t t , and l a t e r on to Boole's gênerai method i n 

a n a l y s i s [1844] . Perhaps G l a i s h e r i s appealing here to a. new gênerai method 

which would be l e s s clumsy than the séries method which had f l o u r i s h e d again 

w i t h Cayley and h i m s e l f i n the 1860's and 1870's. In a way. Boole's s p i r i t 

r e v i v e d i n a f l a s h i n G l a i s h e r ' s speech^but h i s hopes remained u n r e a l i s e d [see 

a l s o Bronwin's arguments on the i m p o s s i b i l i t y of the e x i s t e n c e o f one gênerai 

method i n 5 . 4 , ( 6 ) ] . 
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1980a "Woodhouse. B a b b a g e , P e a c o c k a n d m o d e r n a l g e b r a " . H i s t . 

M a t h . . 7 , 3 8 9 - 4 0 0 . 

1980b " W i l l i a m W h e w e l l a n d C a m b r i d g e m a t h e m a t i c s " . H i s t . S t u d . 
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P h y s . S c i . , 1 1 , 1-48. 

Bentham.G. (1800-1884) 

1827 An o u t l i n e o f a new s y s t e m o f l o g i e , L o n d o n , (Hunt and C l a r k 

P u h l . ) . 

B l a k e y , J . 

1949 U n i v e r s i t y m a t h e m a t i c s . L o n d o n , ( B l a c k i e a n d Son L t d . ) . 

B o c h e n s k i , M . 

1970 A h i s t o r y o f f o r m a l l o q i c . New Y o r k , ( C h e l s e a P u h l . Comp.). 

B o o l e . G . (1815-1864) 

1952 S t u d i e s i n l o g i c and p r o b a b i 1 i t y , ( e d . R.Rhees) , L o n d o n , 

( W a t t s and C o ) . 

1 8 4 1 a " R e s e a r c h e s on t h e t h e o r y o f a n a l y t i c a l t r a n s f o r m a t i o n s , 

w i t h a s p e c i a l a p p l i c a t i o n t o t h e r é d u c t i o n o f t h e g e n e r a ł 

é q u a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 2 , '64-73. 

1841b "On c e r t a i n t h e o r e m s i n t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s " , 

C a m b r . M a t h . J o u r . , 2 , 9 7 - 1 0 2 . 

1 8 4 1 c "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s w i t h 

c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s " , C a m b r . M a t h . J o u r . . 2 , 1 1 4 - 1 1 9 . 

1 8 4 1 d " A n a l y t i c a l G e o m e t r y " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 2 , 179-188. 

1 8 4 2 a " E x p o s i t i o n o f a g e n e r a ł t h e o r y o f l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s . 

P a r t I " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 3 . 1 - 2 0 . 

1842b " E x p o s i t i o n o f a g e n e r a ł t h e o r y o f l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s . 

P a r t I I " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 3 . 1 0 6 - 1 1 9 . 

1 8 4 3 a "On t h e t r a n s f o r m a t i o n o f d e f i n i t e i n t é g r a i s " , Cambr.Math. 

J o u r . , 3 , 2 1 6 - 2 2 4 . 

1843b "Remarks on a t h e o r e m o f M . C a t a l a n " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 3 , 

2 2 7 - 2 8 3 . 

1844 "On a g e n e r a ł m e t h o d i n a n a l y s i s " . P h i 1 . T r a n s . R o y . S o c . , 

1 3 4 , 225-282. 

1 8 4 5 a "On t h e t r a n s f o r m a t i o n o f m u l t i p l e i n t é g r a i s " , C a m br.Math. 

J o u r . , 4 , 2 0 - 2 8 . 

1845b "On t h e i n v e r s e c a l c u l u s o f d e f i n i t e i n t é g r a i s " , C a m b r . 

M a t h . J o u r . , 4, 8 2 - 8 7 . 

1 8 4 5 c " N o t e s on 1 i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s " , C a m b r . M a t h . J o u r , 4 , 67-

1 7 1 . 

1 845d "On t h e t h e o r y o f d e v e 1 o p m e n t s . P a r t I " . C a m b r . M a t h . J o u r . , 4 , 

2 1 4 - 2 2 3 . 

1845e "On t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s f u n e t i o n s " . R e p . B r i t . A s s . A d v . 

S e i . , P a r t 2, 2. 

1846 "On t h e é q u a t i o n o f L a p l a c e ' s f u n e t i o n s " , C ambr.Pub1.Math. 
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J o u r . , 1 , 1 0 - 2 2 . 

1847a The m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f l o g i c , b e i n g a n e s s a y t o w a r d s 

a c a l c u l u s o f d e d u c t i v e r e a s o n i n g , C a m b r i d g e , ( M a c m i l l a n ) . 

1847b "On t h e a t t r a c t i o n o f a s o l i d o f r e v o l u t i o n on an e x t e r n a l 

p o i n t " , C a m b r . D u b i . M a t h . J o u r . , 2 , 1-7. 

1847c "On a c e r t a i n s y m b o l i c a l e q u a t i o n " , C a m b r . D u b i . M a t h . J o u r . , 

2 , 7 - 1 2 . 

1847d "Remarks on t h e R e v . B . B r o n w i n ' s m e t h o d f o r d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s " . P h i 1.Mag.,30, 6-8. 

1847e "Note o n a c l a s s o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " , P h i 1.Mag., 3 0 , 

9 6 - 9 7 . 

18 4 7 f "On d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s a n d d e f i n i t e m u l t i p l e i n t e g 

r a l s " , P r o c . R o y . I r . A c a d . , 3 , 2 9 2 - 2 9 4 . 

1848a "Remarks on a p a p e r by t h e R e v . B r i c e B r o n w i n , on t h e s o l u 

t i o n o f a p a r t i c u l a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n " . P h i 1.Mag.,32. 

4 1 3 - 4 1 8 . 

1848b "The c a l c u l u s o f l o g i c " , C a m b r . D u b i . M a t h . J o u r . , 3 , 1 8 3 - 1 9 8 . 

1848c " M M . [ s i c ] B o o l e ' s t h e o r y o f t h e m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f 

l o g i c " , Mech.Mag. 4 9 , 2 5 4 - 5 . 

1849 " S k e t c h o f a t h e o r y a n d metho d o f p r o b a b i l i t i e s f o u n d e d u -

pon t h e c a l c u l u s o f l o g i c " , i n 1 9 5 2 , 1 4 1 - 1 6 6 . [From R o y a l 

S o c i e t y m a n u s c r i p t s , b e f o r e 1851.] 

1851 The c l a i m s o f s c i e n c e , e s p e c i a l l y a s f o u n d e d i n i t s r e l a t i o n 

t o human n a t u r e , i n 1952, 1 8 7 - 2 1 0 . 

1854 An i n v e s t i g a t i o n o f t h e l a w s o f t h o u g h t , o n w h i c h a r e f o u n 

d e d t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r i e s o f l o g i c a n d p r o b a b i l i t i e s , 

L o n d o n , ( W a l t o n a n d M a b e r l e y ) . 

1855a L o g i c a n d r e a s o n i n g i n 1 9 5 2 , 2 1 1 - 2 2 9 . [From R o y a l S o c i e t y 

m a n u s c r i p t s , a f t e r 1855.] 

1855b E x t r a c t s f r o m a p a p e r e n t i t l e d "On t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r y 

o f l o g i c a n d on t h e p h i l o s o p h i c a l i n t e r p r e t a t i o n o f i t s 

m e t h o d s a n d p r o c e s s e s " i n 1 9 5 2 , 2 3 0 - 2 4 6 . [From R o y a l 

S o c i e t y m a n u s c r i p t s a f t e r 1855.] 

1857 "On t h e s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y o f an i n c o m 

p r e h e n s i b l e f l u i d " , P r o c . R o y . I r . A c a d . , 6 , 3 7 5 - 3 8 5 . [A l e t t e r 

t o C h a r l e s G r a v e s . ] 

1859 A t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l e g u a t i o n s , 1 s t e d . , L o n d o n , 

( M a c m i 1 l a n ) . 

1860 A t r e a t i s e o n t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f e r e n c e s , 1 s t e d . , L o 

n d o n , ( M a c m i l l a n ) . 
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1865 T r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , s u p p l e m e n t a r y v o l u m e . 

( e d . T o d h u n t e r ) , L o n d o n , ( M a c m i 1 l a n ) . 

1877 A t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , 4 t h ed..New Y o r k , ( G . E . 

S t e c h e r t ) . 

1880 A t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s , ( e d . 

M o u l t o n ) , 3 r d e d . , L o n d o n , ( M a c m i 1 l a n ) . 

B o o l e , M . E . ( 1 8 3 2 - 1 9 1 6 ) 

1879 M a t h e m a t i c a l p s y c h o l o g y i n G r a t r y and B o o l e , L o n d o n and New 

Y o r k . 

1931 C o l l e c t e d w o r k s , 4 vo1 s,(ed.E.M.Cobham),London,(C.W.Danie 1 ) . 

1972 A B o o l e a n a n t h o l o g y . S e l e c t e d w r i t i n g s o f M a r y B o o l e on ma-

t h e m a t i c a 1 e d u c a t i o n , ( c o m p i l e d by D . G . T a h t a ) , L a n c a s h i r e , 

( F.H.Brown a n d C o u l t o n P r i n t i n g Company f o r t h e A s s o c i a t i o n 

o f T e a c h e r s o f M a t h e m a t i c s ) . 

B owl e r , P . J . 

1989 " D e v e l o p m e n t and a d a p t a t i o n r e v o l u t i o n a r y c o n c e p t s i n B r i t i s h 

m o r p h o l o g y , 1 8 7 0 - 1 9 1 4 " , B r i t . J o u r . H i s t . S e i . , 2 2 , 2 8 3 - 2 9 7 . 

B r i n k l e y , J . ( 1 7 6 3 - 1 8 3 5 ) 

1800 "A m e t h o d o f e x p r e s s i n g , when p o s s i b l e , t h e v a l u e o f one 

v a r i a b l e q u a n t i t y i n i n t e g r a l p owers o f a n o t h e r a n d c o n s t a n t 

q u a n t i t i e s , h a v i n g g i v e n e q u a t i o n s e x p r e s s i n g t h e r e l a t i o n 

o f t h o s e v a r i a b l e q u a n t i t i e s " . T r a n s . R o y . I r . A c a d . , 7 , 3 2 1 - 3 5 5 . 

1803a "An e x a m i n a t i o n o f v a r i o u s s o l u t i o n s o f K e p l e r ' s p r o b l e m 

a n d a s h o r t p r a c t i c a l s o l u t i o n o f t h a t p r o b l e m , p o i n t e d 

o u t " . T r a n s . R o y . I r . A c a d . . 9 , 8 3 - 1 3 1 . 

1803b "A t h e o r e m f o r f i n d i n g t h e s u r f a c e o f an o b l i q u e c y l i n d e r , 

w i t h i t s g e o m e t r i c a l d e m o n s t r a t i o n " . T r a n s . R o y . I r . A c a d . , 9, 

1 4 5 - 1 5 8 . 

1807 "An i n v e s t i g a t i o n o f a g e n e r a l t e r m o f a n i m p o r t a n t s e r i e s 

i n t h e i n v e r s e m e t h o d o f f i n i t e d i f f e r e n c e s " , P h i l . T r a n s . 

R o y . S o c . , 9 7 , 1 1 4 - 1 3 2 . 

1813 E l e m e n t s o f A s t r o n o m y . D u b l i n . 

1820 " I n v e s t i g a t i o n s i n p h y s i c a l a s t r o n o m y " . T r a n s . R o y . I r . A c a d . 

1 3 , 2 5 - 5 1 . ( T h i s v o l u m e h a s on t h e t i t l e p a g e 1818.) 

B r i s s o n . B . ( 1 7 7 7 - 1 8 2 8 ) 

1808 "Memoire s u r 1 ' i n t e g r a t i o n d e s e q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 

p a r t i e l l e s " , J o u r . E c o l . P o l y . , ( C a h i e r 1 4 ) , 7 , 1 9 4 1 - 2 6 1 . 

B r o c k,W.H. 

1 9 6 7 ( e d . ) The a t o m i c d e b a t e s . B r o d i e and t h e r e j e c t i o n o f t h e a t o 

m i c t h e o r y . L e i c e s t e r , ( U n i v . P r e s s ) . 
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B r o d i e , B . C . 

1866 "The c a l c u l u s o f c h e m i c a l o p é r a t i o n s , P a r t I " , P h i 1 . T r a n s . 

R o y . S o c . . 156, 7 8 1 - 8 5 9 . [Read 1866] 

1877 "The c a l c u l u s o f c h e m i c a l o p é r a t i o n s . P a r t I I " , P h i 1 . T r a n s . 

R o y . S o c . , 1 6 7 , 3 5 - 1 1 6 . [Read 1876] 

B r o m h e a d , E . 

1824 " D i f f e r e n t i a l c a l c u l u s " , S u p p l . E n c y c . B r i t . . 3, 5 6 8 - 5 7 2 . 

B r o n w i n , B . 

1841 "On t h e i n t é g r a t i o n o f é q u a t i o n s o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l s " , 

C a m b r . M a t h . J o u r . , 2, 2 0 9 - 2 1 4 . 

1843a "On t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , 

- C a m b r . M a t h . J o u r . , 3, 2 9 - 4 2 . 

1843b "On t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , 

C a m b r . M a t h . J o u r . , 3, 1 7 5 - 1 8 2 . 

1843c "On t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n é q u a t i o n s o f f i n i t e d i f 

f é r e n c e s " , C a m b r . M a t h . J o u r . , 3, 2 5 8 - 2 6 4 . 

1846a "On t h e i n t é g r a t i o n a n d t r a n s f o r m a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n -

t i a l é q u a t i o n s " , P h i l . M a g . , 2 9 , 4 9 4 - 5 0 0 . 

1846b "On t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , 

C a m b r . P u b 1 . M a t h . J o u r . , 1, 1 5 4 - 1 6 0 . 

1847a "On t h e i n t é g r a t i o n o f c e r t a i n é q u a t i o n s i n f i n i t e d i f f e -

r e n c e s " , C a m b r . P u b 1 . M a t h . J o u r . , 2, 4 2 - 4 7 . 

1847b "On a new method o f i n t e g r a t i n g l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s " , The Mathem., 2, 2 0 4 - 2 0 8 . 

1847c "On t h e i n t é g r a t i o n o f some é q u a t i o n s i n p a r t i a l d i f f e -

r e n t i a l s " , P h i 1.Mag., 3 0 , 1 0 7 - 1 1 3 . 

1847d "On c e r t a i n s y m b o l i c a l r e p r é s e n t a t i o n o f f u n c t i o n s " , Cambr. 

P u b l . M a t h . J o u r . , 2, 1 3 4 - 1 4 0 . 

1848a "On some t h e o r e m s o f u s e i n t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f 

f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , C a m b r . P u b 1 . M a t h . J o u r . , 3 , 3 5 - 4 3 . 

1848b " A p p l i c a t i o n o f c e r t a i n s y m b o l i c a l r e p r s e s e n t a t i o n s o f 

f u n c t i o n s t o i n t é g r a t i o n " , C a m b r . P u b 1 . M a t h . J o u r . , 3 , 2 4 3 - 2 5 1 . 

1848c "On t h e s o l u t i o n o f a p a r t i c u l a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n " , 

P h i l . M a g . . 3 2 . 2 5 6 - 2 6 2 . 

1851a "On t h e s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " . P h i 1. 

T r a n s . R o y . S o c . , 1 4 1 . 4 6 1 - 4 8 2 . 

1851b "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " . 

P h i 1.Mag., 2, 4 7 7 - 4 8 3 . 

1852 "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " . 

P h i 1.Mag., 3, 1 8 7 - 1 9 2 . 
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B r y a n t , S . 

1888 "On t h e n a t u r e a n d f u n c t i o n o f a c o m p l e t e s y m b o l i c l a n g u a g e " 

M i n d . 1 3 , 1 8 8 - 2 0 7 . 

1901 "The r e l a t i o n o f m a t h e m a t i c s t o g e n e r a l f o r m a l l o g i c " , 

P r o c . A r i s t . S o c . , n . s e r . 2 , 105-134. 

C a m b r i d g e P r o b l e m s : 1801-1849 

1830 S o l u t i o n s o f t h e C a m b r i d g e P r o b l e m s p r o p o s e d t o c a n d i d a t e s 

f o r h o n o r s a t t h e e x a m i n a t i o n f o r B . A . D e g r e e s , J a n u a r y . 

1 8 3 0 , C a m b r i d g e , ( J . H a l l ) . 

1 8 3 1 a C a m b r i d g e P r o b l e m s p r o p o s e d by t h e m o d e r a t o r s t o t h e c a n -

d i t a t e s f o r m a t h e m a t i c a l h o n o r s a t t h e g e n e r a l e x a m i n a t i o n s 

f r o m 1821 t o 1830 i n c l u s i v e , C a m b r i d g e , ( J . H a l 1 ) . 

1 8 3 1 b S o l u t i o n s o f t h e C a m b r i d g e P r o b l e m s , p r o p o s e d by t h e 

m o d e r a t o r s t o t h e c a n d i d a t e s f o r h o n o r s a t t h e e x a m i n a t i o n 

f o r t h e d e g r e e o f B.A. J a n u a r y 1831 t o w h i c h a r e a d d e d , e s -

s a y s on v a r i o u s p o i n t s o f p u r é and m i x e d m a t h e m a t i c s b y 

W.Cook, B.A. T r i n i t y C o l l e g e , C a m b r i d g e , ( J . H a l l ) . 

1836 C a m b r i d g e Problems.- B e i n q a c o l l e c t i o n o f t h e p r i n t e d q u e s -

t i o n s p r o p o s e d t o t h e c a n d i d a t e s f o r t h e d e g r e e o f B a c h e l o r 

o f A r t s a t t h e g e n e r a l e x a m i n a t i o n s f r o m t h e y e a r 1801 t o 

t h e y e a r 1820 i n c l u s i v e l y , L o n d o n , ( B l a c k a n d A r m s t r o n g ) . 

1837 M a t h e m a t i c a l p r o b l e m s and e x a m p l e s , a r r a n g e d a c c o r d i n g t o 

s u b j e c t s , f r o m t h e S e n a t e - H o u s e e x a m i n a t i o n p a p e r s , 1821 t o 

1836 i n c l u s i v e , w i t h an a p p e n d i x c o n t a i n i n g Semate-House 

q u e s t i o n s f o r 1 8 3 7 , C a m b r i d g e , ( W . P . G r a n t ) . 

1849 The m a t h e m a t i c a l q u e s t i o n s o f S e n a t e - H o u s e e x a m i n a t i o n 

p a p e r s , 1838 t o 1849 i n c l u s i v e , a r r a n g e d i n o r d e r a c c o r d i n g 

t o s u b j e c t s b v t h e R e v . A . H . F r o s t . M.A. o f S t . J o h n ' s C o l l e g e , 

C a m b r i d g e , ( J . H a l l ) . 

C a r m i c h a e l , R . ( 1 8 2 8 - 1 8 6 1 ) 

1851 "On t h e i n d e x s y m b o l o f homogeneous f u n c t i o n s " , C a m b r . D u b l . 

M a t h . J o u r . , 6, 2 7 7 - 2 8 4 . 

1852 "Homogeneous f u n c t i o n s and t h e i r i n d e x s y m b o 1 " , P h i 1.Mag.,3, 

1 2 9 - 1 4 0 . 

1 8 5 3 a "On t h e i n d e x s y m b o l o f homogeneous f u n c t i o n s " . Cambr. 

D u b l . M a t h . J o u r . , 8 , 8 1 - 9 1 . 

1 8 5 3 b "Theorems i n t h e c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s " , C a m b r . D u b l . M a t h . 
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1854 "Remarks o n i n t é g r a t i o n " , C a m b r . D u b l . M a t h . J o u r . , 9 , 2 2 7 - 2 3 3 . 

1855 T r e a t i s e on t h e c a i c u l u s o f o p é r a t i o n s , L o n d o n , ( L o n g m a n ) . 

1857a "On L a p l a c e ' s é q u a t i o n and t h e c a i c u l u s o f q u a t e r n i o n s " , 

P r o c . R o y . I r . A c a d . . 6, 2 1 6 - 2 2 0 . 

1857b "On L a p l a c e ' s é q u a t i o n a n d t h e c a i c u l u s o f q u a t e r n i o n s " . 

Q u a r t . J o u r . P u r . A p p l . M a t h s , 1 , 2 2 7 - 2 3 0 . 

1857c "Methods i n t h e i n t é g r a l c a i c u l u s " , P h i l . M a a . , 1 4 . 5 0 7 - 1 2 . 

C a r n o t , L . ( 1 7 5 3 - 1 8 2 3 ) 

1813 R e f l e x i o n s s u r l a m é t a p h y s i q u e du c a l c u l i n f i n i t é s i m a l , 2nd 

é d . , P a r i s , ( G o u r c i e r ) . [ l s t e d . 1797) 

1832 R é f l e x i o n s . . . ( T r a n s i . W . R . B r o w e l 1 ) , O x f o r d . 

C a u c h y , A . ( 1 7 8 9 - 1 8 6 7 ) 

1821 C o u r s d ' a n a l y s e de l ' é c o l e r o y a l e p o l y t e c h n i q u e . P r e m i è r e 

p a r t i e . O e u v r e s : s e r . 2 . 3. 

1827 " S u r l ' a n a l o g i e d e s p u i s s a n c e s e t d e s d i f f é r e n c e s ; A d d i t i o n 
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s e r . l , 8 , 2 6 - 2 8 . 

1843b " M é m o i r e s u r l ' e m p l o i d e s é q u a t i o n s s y m b o l i q u e s d a n s l e 

c a l c u l i n f i n i t é s i m a l e t d a n s l e c a l c u l a u x d i f f é r e n c e s 
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1871 "Note o n t h e c a i c u l u s o f l o g i c " , Q u a t . J o u r . P u r . A p p l . M a t h s . . 
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1980 " B o o l e ' s c r i t e r i a f o r v a l i d i t y and i n v a l i d i t y " . N o t r e Dame 
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D e a k i n . M . 
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D e g e r a n d o , J . M . de ( 1 7 7 2 - 1 8 4 2 ) 

1800 Des s i g n e s e t de l ' a r t de p e n s e r , 4 v o l s . , P a r i s . 
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by Open C o u r t U n i v . ) , 

D e s s i , P . 
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1863 M a t h e m a t i c a l w r i t i n g s , (ed.W.Walton) , C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

1841a "On t h e i n t e g r a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " , 
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. 
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1843 a "Remarks o n t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n a l g e b r a i c a l a n d f u n c 
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p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " . H i s t . M a t h e m . , 7 , 7 - 2 3 . 

1984 " D ' A l e m b e r t e t l e s e q u a t i o n s a ux d e r i v e e s p a r t i e l l e s " , D i x -

h u i t i e m e s i e c l e , 1 6, 2 7 - 3 7 . 
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1979 "The A n a l y t i c a l S o c i e t y : m a t h e m a t i c s a t C a m b r i d g e U n i v e r s i t y 

i n t h e e a r l y n i n e t e e n t h c e n t u r y " , Ph.D. T h e s i s , U n i v e r s i t y 
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1981 " C a m b r i d g e U n i v e r s i t y and t h e a d o p t i o n o f A n a l y t i c s i n e a r l y 
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F r a n ç a i s , J . F . ( 1 7 6 8 - 1 8 1 0 ) 
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1 9 8 5 a " M a t h e m a t i c s a n d m a t h e m a t i c a l p h y s i c s f r o m C a m b r i d g e , 1815-
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802 



1 8 5 7 f [A n o t e on B o o l e 1 8 5 7 ] , P r o c . R o y . I r , A c a d . , 6 , 3 8 5 - 6 . 
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t h e r o l e o f m a t h e m a t i c s i n t h e r i s e o f s c i e n c e " , Ph.D. 
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G r e e r , H . R . 
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e i g h t e e n t h c e n t u r y " , Ph.D. T h e s i s , C.N.A.A. ( B r i t a i n ) . 

1989 The d e v e l o p m e n t o f N e w t o n i a n c a l c u l u s i n B r i t a i n 1 7 0 0 - 1 8 0 0 

C a m b r i d g e , ( U n i v . P r e s s ) . 

H a c k e t t , F . E . 

1955 "The m e t h o d o f G e o r g e B o o l e " . P r o c . R o y . I r i s h . A c a d . . 5 7 . 7 9 - 8 7 . 

H a i l p e r i n , T . 

1976 B o o l e ' s l o g i c and p r o b a b i l i t y , A m s t e r d a m , ( N o r t h - H o l l a n d ) . 

1981 " B o o l e ' s a l g e b r a i s n ' t B o o l e a n a l g e b r a " , M a t h . M a g . 5 4 , 1 7 3 - 1 8 4 . 

1984 " B o o l e ' s a b a n d o n e d p r o p o s i t i o n a l l o g i c " . H i s t . P h i 1 . L o g i c , 5 , 

3 9 - 4 8 . 

1988 "The d e v e l o p m e n t o f p r o b a b i l i t y l o g i c f r o m L e i b n i z t o 

M a c C o l l " , H i s t . P h i l . L o g . , 9, 1 3 1 - 1 9 1 . 

Ha 1mos,P.R. 

1970 N a i v e s e t t h e o r y . New Y o r k - B e r l i n , ( S p r i n g e r - V e r l a g ) . 

H a l s t e d , G . ( 1 8 5 3 - 1 9 2 2 ) 

1884 "De M o r g a n a s l o g i c i a n " . J o u r . S p e c . P h i 1., 1 8 , 1-9. 

H a m i l t o n . R . W . ( 1 8 0 5 - 1 8 6 5 ) 

1837 "On d i f f e r e n c e s a n d d i f f e r e n t i a l s o f f u n c t i o n s o f z e r o " , 

T r a n . R o y . I r . A c a d . , 1 7 , 2 3 5 - 2 3 6 . [Read 1831] 

1846 "On t h e e x p r e s s i o n a n d p r o o f o f P a s c a l ' s t h e o r e m b y means 

o f q u a t e r n i o n s ; and on some o t h e r c o n n e c t e d s u b j e c t s " . P r o c . 

R o y . I r . A c a d . , 3 , 2 7 3 - 2 9 2 . 

1857 [A n o t e on L a p l a c e ' s e q u a t i o n ] . P r o c . R o y . I r . A c a d . , 6 , 6 2 - 3 . 

H a r g r e a v e , C . J . (1820 -1866) 

1841 "On t h e c a l c u l u s o f a t t r a c t i o n s , a n d t h e f i g u r e o f t h e e a r t h 

P h i l . T r a n s . R o y . S o c . , 1 3 1 , 7 5 - 9 7 . 

1847 " O b s e r v a t i o n s on t h e B . B r o n w i n ' s p a p e r o n t h e i n t e g r a t i o n 

a n d t r a n s f o r m a t i o n o f c e r t a i n d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " . P h i 1. 

Mag.,30.8-10. 

1848 "On t h e s o l u t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s " . P h i 1. 

T r a n s . R o y . S o c . , 1 3 8 , 3 1 - 5 4 . 

1850 " G e n e r a l m e t h o d i n a n a l y s i s f o r t h e r e s o l u t i o n o f l i n e a r 
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é q u a t i o n s i n f i n i t e d i f f é r e n c e s and l i n e a r d i f f é r e n t i e l 

é q u a t i o n s " , P h i l . T r a n s . R o y , S o c . , 1 4 0 , 2 6 2 - 2 6 6 . 

1853 " A p p l i c a t i o n s o f t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s t o a l g e b r a i c a l 

e x p a n s i o n s a n d t h e o r e m s " . P h i 1.Mag., 6, 3 5 1 - 3 6 3 . 

H a r l e y , R . (1828-1910) 

1866a "George B o o l e , FRS", B r i t . Q u a r t . R e v . , 4 4 , 1 4 1 - 1 8 1 ; a l s o i n 

R h e e s 1 9 5 2 , 4 2 5 - 4 7 2 . 

1866b "Remarks on B o o l e ' s M a t h e m a t i c a l A n a l y s a s o f L o g i c " , R e p . 

B r i t . A s s . A d v . S c i . , 3-6. 

1870 "On B o o l e ' s Laws o f T h o u g h t " , R e p . B r i t . A s s . A d v . S c i . , 1 4 - 1 5 . 

1881 "A c o n t r i b u t i o n t o t h e h i s t o r y o f t h e a l g e b r a o f l o g i c " . 

R e p . B r i t . A s s . A d v . S c i . , 5 5 9 . 

H a w k i n s , B . S . 

1979 "A r e a s s e s s m e n t o f A.De M o r g a n ' s l o g i c o f r e l a t i o n s V a d o c u -

m e n t a r y r e c o n s t r u c t i o n " , I n t e r . L o g . R e v . , 1 0 , 3 2 - 6 1 . 

H e r i v e l , J . W . 

1966 " A s p e c t s o f F r e n c h t h e o r e t i c a l p h y s i c s i n t h e n i n e t e e n t h 

Century", B r i t . J o u r . H i s t . S e i . , 3, 1 0 9 - 1 3 2 . 

H e r s c h e l , J . F . W . ( 1 7 9 2 - 1 8 7 1 ) 

1813a "On t r i g o n o m é t r i e s é r i e s " , Mem.Anal.Soc., 3 2 - 6 4 . 

1813b "On é q u a t i o n s o f d i f f é r e n c e s and t h e i r a p p l i c a t i o n s t o t h e 

d é t e r m i n a t i o n o f f u n c t i o n s f r o m g i v e n c o n d i t i o n s " , Mem.Anal. 

S o c . , 6 5-114. 

1814 " C o n s i d é r a t i o n o f v a r i o u s p o i n t s o f a n a l y s a s " . P h i 1 . T r a n s . 
R o y . S o c . , 1 0 4 , 4 4 0 - 4 6 8 . (Read 1814) 

1816 "On t h e d e v e l o p m e n t o f e x p o n e n t i e l f u n c t i o n s ; t o g e t h e r w i t h 

s e v e r a l new t h e o r e m s r e l a t i n g t o f i n i t e d i f f é r e n c e s " . P h i 1 . 
T r a n s . R o y . S o c . . 1 0 6 , 2 5 - 4 5 . [Read 1815) 

1818 "On c i r c u l a t i n g f u n c t i o n s , a n d on t h e i n t é g r a t i o n o f a c l a s s 

o f é q u a t i o n s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s i n t o w h i c h t h e y e n t e r a s 

c o e f f i c e n t s " , P h i 1 . T r a n s . R o y . S o c . , 108, 1 4 4 - 1 6 8 . [Read 1818] 

1820 C o l l e c t i o n o f e x a m p l e s ( o f t h e a p p l i c a t i o n s o f t h e c a l c u l u s 

o f f i n i t e d i f f é r e n c e s ) , C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

1822 "On t h e r é d u c t i o n o f c e r t a i n c l a s s e s o f f u n e t i o n a 1 é q u a t i o n s 

t o é q u a t i o n s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s " . T r a n s . C a m b r . P h i 1.Soc., 

1, 7 7 - 8 8 . [Read 1820] 

1845 " P h y s i c a ï A s t r o n o m y " , E n c v c . M e t r o p . , 3 , 6 7 3 - 7 2 9 . 

1860 "On t h e f o r m u l a e i n v e s t i g a t e d by D r . B r i n k l e y " , P h i 1 . T r a n s . 

R o y . S o c . , 1 5 0 , 3 1 9 - 3 2 1 . 

H e s s e , M . B . 
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1952 " B o o l e ' s p h i l o s o p h y o f l o g i c " , A n n . S e i . , 8 , 6 1 - 8 1 . 

H i g m a n , J . P . ( 1 7 9 3 - 1 8 5 5 ) 

1826 A s y l l a b u s o f t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n t e g r a l c a l c u l u s , 

C a m b r i d g e . 

H o d g k i n , L . 

1981 " M a t h e m a t i c s a n d r e v o l u t i o n f r o m L a c r o i x t o G a uchy" i n 

H . M e r h t e n s , H . B o s , I . S c h n e i d e r ( e d s . ) , S o c i a l h i s t o r y o f m a t h 

e m a t i c s , B o s t o n , ( B i r k h a u s e r ) , 5 0 - 7 1 . 

H o o 1 e y , J . 

1966 " B o o l e ' s m e t h o d f o r s o l v i n g b o o l e a n e q u a t i o n s " , M a t h . G a z . , 

5 0 , 1 1 4 - 1 1 8 . 

Howson,G. 

1982 A h i s t o r y o f m a t h e m a t i c a l e d u c a t i o n i n E n g l a n d , C a m b r i d g e , 

( U n i v . P r e s s ) . 

H y m e r s , J . ( 1 8 0 3 - 1 8 8 7 ) 

1831 A t r e a t i s e on t h e i n t e g r a l c a l c u l u s , C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

1839 A t r e a t i s e on d i f f e r e n t i a l e g u a t i o n s a n d t h e c a l c u l u s o f 

f i n i t e d i f f e r e n c e s , C a m b r i d g e . 

1858 A t r e a t i s e on d i f e r e n t i a l e g u a t i o n s a n d t h e c a l c u l u s o f 

f i n i t e d i f f e r e n c e s , 2nd e d . , C a m b r i d g e . 

I n c e , E . L . 

1927 O r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e g u a t i o n s , L o n d o n , ( L o n g m a n s ) . 

I v o r y , J . ( 1 7 6 5 - 1 8 4 2 ) 

1798 "A new s e r i e s f o r t h e r e c t i f i c a t i o n o f t h e e l 1 i p s i s ; 

t o g e t h e r w i t h some o b s e r v a t i o n s o n t h e e v o l u t i o n o f t h e f o r 

m u l a ( a
2

 +b
a

 -2abcos(p)
 n

" , T r a n s . Roy . Soc . E d i n . , 4 , 1 7 7 - 1 9 0 . 

1806 " P r i z e q u e s t i o n " , L e y b . M a t h . R e p , n . s . , 1 . P a r t I , 1 2 7 - 1 2 9 . 

1809 "On t h e a t t r a c t i o n s o f homogeneous e l l i p s o i d s " . P h i 1.Tran3. 

R o y . S o c . , 9 9 , 3 4 5 - 3 7 2 . [Read 1809] 

1812a "On t h e g r o u n d s o f t h e m e t h o d w h i c h L a p l a c e h a s g i v e n i n 

t h e s e c o n d c h a p t e r o f t h e t h i r d b o ok o f h i s M e c a n i g u e 

C e l e s t e f o r c o m p u t i n g t h e a t t r a c t i o n s o f s p h e r o i d s o f e v e r y 

d e s c r i p t i o n " , P h i l . T r a n s . R o y . S o c . , 1 0 2 , 1-45. [Read 1811] 

1812b "On t h e a t t r a c t i o n s o f an e x t e n s i v e c l a s s o f s p h e r o i d s " , 

P h i l . T r a n s . R o y . S o c . , 1 0 2 , 4 6 - 8 2 . [ R e a d 1811] 

J e l l e t t , J . H . 

1850 An e l e m e n t a r y t r e a t i s e on t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s , 

D u b l i n , ( U n i v . P r e s s ) . 

J e c h , T . 

1978 S e t t h e o r y . New Y o r k , ( A c a d e m i c P r e s s ) . 
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J e v o n s . W . S . ( 1 8 3 5 - 1 8 8 2 ) 

1873 "Who d i s c o v e r e d t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e ? " . Con-

temp . R e v , , 2 1 . 8 2 1 - 4 . 

J o l y , J . 

1917 " B e n j a m i n W i l l i a m s o n , 1 8 2 7 - 1 9 1 6 ", P r o c . R o y . S o c . , 9 3 , x x x v i i i -

x l i . 

J o o s , G . 

1934 T h e o r e t i c a l p h y s i c s , L o n d o n , ( B l a c k i e a n d s o n L t d . ) . 

J o u r d a i n , P . E . B . ( 1 8 7 9 - 1 9 1 9 ) 

1989 S e l e c t e d e s s a y s on t h e h i s t o r y o f s e t t h e o r y and l o g i c s 

( 1 9 0 6 - 1 9 1 8 ) , ( e d . I . G r a t t a n - G u i n n e s s ) . B o l o g n a , ( I n s t r u m e n t a 

R a t i o n i s ) . 

1 9 1 0 - 1 9 1 3 "The d e v e l o p m e n t o f t h e t h e o r i e s o f m a t h e m a t i c a l l o g i c 

a n d t h e p r i n c i p l e s o f m a t h e m a t i c s " . Q u a r t . J o u r . P u r . A p p l . 

M a t h s . . 4 1 , ( 1 9 1 0 ) , 324-352 ; 43 ( 1912 ) , 219--314;44 ( 1913) ,113-128; 

a l s o i n 1 9 8 9 . 1 0 1 - 2 4 4 . 

K e l l a n d , P . ( 1 8 0 8 - 1 8 7 9 ) 

1858 " A d d r e s s o n t h e award o f t h e K e i t h M e d a l " , P r o c . R o y . S o c . 

E d i n b . , 8 4 - 8 7 . 

K e m p ę , A . B . 

1885 [ O b i t u a r y o f W . S p o t t i s w o o d e ] , P r o c . R o y . S o c . , 3 8 , x x i v - x x x i x . 

K i r w a n . R . ( 1 7 3 3 - 1 8 1 2 ) 

1807 L o g i c k , 2 v o l s , L o n d o n . 

K l i n e , M . 

1972 M a t h e m a t i c a l t h o u g h t f r o m a n c i e n t t o m o d ern t i m e s , N e w Y o r k , 

( O x f o r d U n i v . P r e s s ) . 

K n e a i e , W . 

1948 " B o o l e a n d t h e r e v i v a l o f l o g i c " . M i n d , 5 7 , 1 4 9 - 1 7 5 . 

K n e a i e , M and W. 

1962 The d e v e l o p m e n t o f l o g i c , O x f o r d , ( C l a r e n d o n P r e s s ) . 

K n i g h t , I . 

1968 T h e g e o m e t r i c s p i r i t : C o n d i 11ac and t h e F r e n c h E n l i g h t e m e n t , 

L o n d o n , ( Y a l e U n i v . P r e s s ) . 

K o p p e l m a n . E . 

1971 "The c a l c u l u s o f o p e r a t i o n s a n d t h e r i s e o f a b s t r a c t 

a l g e b r a " . A r c h . H i s t . E x . S c i . , 8 , 1 5 5 - 2 4 2 . 

L a c r o i x , S . F . ( 1 7 6 5 - 1 8 4 3 ) 

1810-14-19 T r a i t e d u c a l c u l d i f f é r e n t i e l e t du c a l c u l i n t e g r a l , 3 

v o l s . . 2nd é d . , P a r i s , ( G o u r c i e r ) . [ l s t e d . 1797-1800) 

1828 E s s a i s s u r l ' e n s e i g n e m e n t en g e n e r a l e t s u r c e l u i d e s mathe-
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m a t i q u e s e n p a r t i c u l i e r , 3 r d é d . , P a r i s , [ l s t e d . 1805] 

1816 An e l e m e n t a r y t r e a t i s e o n t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n t é g r a l c a l 

c u l u s ( t r a n s i . C . B a b b a g e , G . P e a c o c k a n d J . F . W . H e r s c h e 1 ) , 

C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

L a g r a n g e , J . L . ( 1 7 3 6 - 1 8 1 3 ) 

1762 " E s s a i d'une n o u v e l l e m é t h o d e p o u r d é t e r m i n e r l e s maxima e t 

l e s m i n i m a d e s f o r m u l e s i n t é g r a i s i n d é f i n i s " , M i s -

c e l l . T a u r i n . , 2 , ( 1 7 6 0 - 6 1 / 6 2 ) , 1 7 3 - 1 9 5 ; Q u e v r e s , 1 , ( 1 8 6 7 , P a r i s ) , 

3 3 4 - 3 6 2 . 

1766 " S o l u t i o n s de d i f f e r e n s p r o b l è m e s de c a l c u l i n t é g r a l " M i s -

- c e l l . T a u r i n . , 3 , ( 1 7 6 2 - 6 5 / 6 6 ) , 1 7 9 - 3 8 0 ; Q u e v r e s . 1 . ( 1 8 6 7 , P a r i s ) , 

4 7 1 - 6 6 8 . 

1774 " S u r une n o u v e l l e e s p è c e de c a l c u l " , Nouv.Mem.Acad.Ber. , 

( 1 7 7 2 / 1 7 7 4 ) , 185-221; Q u e v r e s , 3, ( 1 8 6 9 , P a r i s ) , 4 4 1 - 4 7 6 . 

1788 M e c h a n i g u e A n a l i t i g u e , P a r i s ( l s t e d i t ) . 

1797 " T h é o r i e d e s f o n c t i o n s a n a l y t i g u e s " , J o u r . E c o l . P o l y t . . ( C a h i e r 

9 ) , 3 . O e u v r e s , 9 ( 1 8 8 1 , P a r i s ) . [2nd e d . 1813] 

1806 " L e ç o n s s u r l e c a l c u l d e s f o n c t i o n s " , Q u e v r e s , 1 0 , ( 1 8 8 4 , 

P a r i s ) . ( 2nd e d . 1806] 
s 

1811 M é c a n i q u e A n a l y t i g u e , v o l . l , 2nd é d . , P a r i s , ( G o u r c i e r ) ; 

Q u e v r e s . 1 1 , ( 1 8 8 8 , P a r i s ) . 

1815 V o l . 2 , O e u v r e s , ( 1 8 8 8 , P a r i s ) , 1 2 . 

L a i t a . L . M . 

1976 "A s t u d y o f t h e g e n e s i s o f B o o l e a n l o g i c " , P h . D . T h e s i s , 

N o t r e Dame, I n d i a n a . 

1977 "The i n f l u e n c e o f B o o l e ' s s e a r c h f o r a u n i v e r s a l metho'd i n 

a n a l y s i s o n t h e c r é a t i o n o f h i s l o g i c " , A n n . S c i . , 3 4 . 163-

176. 

1979 " I n f l u e n c e s o f B o o l e ' s l o g i c : T h e c o n t r o v e r s y b e t w e e n W i l l i a m 

H a m i l t o n a n d A.De M o r g a n " , A n n . S c i . , 3 6, 4 5 - 6 5 . 

1980 " B o o l e a n a l g e b r a a n d i t s e x t r a - l o g i c a l s o u r c e s : The t e s -

t i m o n y o f Mary E v e r e s t B o o l e " , H i s t . P h i l . L o g . , I , 3 7 - 6 0 . 

1982 "Some t h o u g h t s on t h e p r o c e s s o f d i s c o v e r y i n l o g i c : t h e c a s e 

o f G e o r g e B o o l e " , S e m i n a r g i v e n i n U n i v . C a l i f , B e r k e l e y . 

1985 ( R e v i e w o f D . M a c H a l e . 1985] H i s t . P h i l . L o g . . 6 . 2 4 3 - 2 4 5 . 

L a p l a c e . P . S . ( 1 7 4 9 - 1 8 2 7 ) 

1776a " R e c h e r c h e s s u r l ' i n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 

a u x d i f f é r e n c e s f i n i e s s u r l e u r u s a g e d a n s l a t h é o r i e d e s 

h a s a r d s " , M e m . A c a d . R o v . S c i . P a r . S a v . E t r a n . . 7 , ( 1 7 7 3 / 1 7 7 6 ) 3 7-

163; O e u v r e s C o m p l è t e s . 8 , ( 1 8 4 1 , P a r i s ) , 6 9 - 1 9 7 , 
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1776b " M é m o i r e s u r l ' i n c l i n a i s o n moyenne d e s o r b i t e s d e s c o m è t e s 

s u r l a f i g u r e de l a t e r r e e t s u r l e s f o n c t i o n s " , M e m . A c a d . 

R o y . S e i , P a r . S a v . E t r a n . , 7 ( 1 7 7 3 / 1 7 7 6 ) , 5 0 3 - 5 4 0 ; O.C.,8 ( 1 8 4 1 , 

P a r i s ) , 2 7 9 - 3 2 1 . 

1777 " R e c h e r c h e s s u r l e c a l c u l i n t é g r a l a ux d i f f e r e n c e s 

p a r t i e l l e s " , H i s t . M e m . A c a d . R o y . S e i . P a r . , ( 1 7 7 3 / 1 7 7 7 ) , 3 4 1 -

402; O . C . , 9 , ( 1 8 9 3 , P a r i s ) , 1-68. 

1780 " M é m o i r e s u r l ' u s a g e d u c a l c u l aux d i f f é r e n c e s p a r t i e l l e s 

d a n s l a t h é o r i e d e s s u i t e s " , H i s t . M e m . A c a d . S c i . R o y . P a r . . 

( 1 7 7 7 / 1 7 8 0 ) , 9 9-122; O.C.,9 ( 1 8 9 3 , P a r i s ) , 3 1 3 - 3 3 5 . 

1782 " M é m o i r e s u r l e s s u i t e s " , H i s t . M e m . A c a d . R o y . S e i . . ( 1 7 7 9 / 1 7 8 2 ) . 

2 0 7-309; O.C.,10 ( 1 8 9 4 , P a r i s ) , 1-89. 

1785 " M é m o i r e s u r l e s a p p r o x i m a t i o n s d e s f o r m u l e s q u i s o n t f o n 

c t i o n s de t r è s g r a n d s n o m b r e s " . H i s t . M e m . A c a d . R o y . S c i . P a r . . 

( 1 7 8 2 / 1 7 8 5 ) , 1-88; O.C..10 ( 1 8 9 4 , P a r i s ) , 2 0 9 - 2 9 1 . 

1799 T r a i t e de M é c a n i q u e C é l e s t e . P a r i s , v o l s 1-2. 

1802 v o l .3 

1805 v o l .4 

1809 " M é m o i r e s u r d i v e r s p o i n t s d ' a n a l y s e " J o u r . E c o l . P o l y t . , 

( C a h i e r 1 5 ) , 8, 2 2 9 - 2 6 5 ; O.C.,14 ( 1 9 1 2 , P a r i s ) , 1 7 8 - 2 1 4 . 

1811 " M é m o i r e s u r l e s i n t é g r a l e s d é f i n i e s e t l e u r a p p l i c a t i o n s 

a ux p r o b a b i l i t é s " , Mem. I n s t . F r a n c e s e r . l , 1J. ( 1 8 1 0 ) , 2 7 9 -

347; O.C.,12, ( 1 8 9 8 , P a r i s ) , 3 5 7 - 4 1 2 . 

1812 T h é o r i e a n a l y t i q u e d e s p r o b a b i l i t é s , P a r i s ( G o u r c i e r ) ; 

O.C.,12 ( 1 8 4 7 , P a r i s ) , 7. [ 3 r d e d , 18 2 0 Î 

1814 A t r e a t i s e upon a n a l y t i c a l m e c h a n i c s : t h e f i r s t b o ok o f t h e 

M é c a n i q u e C é l e s t e by L a p l a c e , N o t t i n g h a m , ( B a r n e t t ) , 

( t r a n s l a t i o n and n o t e s by J . T o p l i s ) . 

1 823-1825 M é c a n i q u e C é l e s t e . P a r i s , v o l . 5 , ( B â c h e 1 i e r , a p r è s 

G o u c i e r ) . 

L a u r e n t , H . 

1890 T r a i t e d ' a n a l y s e . Tome V I , P a r i s , ( G a u t h i e r V i l l a r s ) . 

L e b e s q u e , V . A . 

1846 "Remarques s u r l ' é q u a t i o n y ' ' + ~ y ' + n y = 0 " , J o u r . M a t h . P u r . A p p l . 

ToDQ.ll, 3 3 8 - 3 4 0 . 

L e w i s , C . 

1918 A s u r v e y o f s y m b o l i c l o q i c , B e r k e l e y , ( U n i v . C a l i f . P r e s s ) . 

L i a r d , J . H . 

1878 L e s 1 o q i c i e n s a n q l a i s c o n t e m p o r a i n s , P a r i s , (Germer 

B a i 1 1 i e r e ) . 
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L i o u v i 1 l e , J . 

1841 "Remarques n o u v e l l e s s u r l ' é q u a t i o n de R i c c a t i " , J o u r . 

M a t h . P u r . A p p l . , 6, 1-13. 

Mac F a r l a n e , A . 

1916 T e n B r i t i s h m a t h e m a t i c i a n s , London," ( J . W i l e y ) . 

M a c h , E . 

1902 The s c i e n c e o f m e c h a n i c s , C h i c a g o - L o n d o n . 

Mac H a l e . D . 

1985 G e o r g e B o o l e . H i s l i f e a n d w o r k , D u b l i n , ( B o o l e P r e s s ) . 

M a c M i 1 l a n , N . D . 

1977 "The a n a l y t i c a l r e f o r m o f I r i s h m a t h e m a t i c s : 1 8 0 0 - 1 8 3 1 " , 

N e w s l e t . I r i s h . M a t h . S o c . , 6 1 - 7 5 . 

Me Dowell',R.B. a n d Webb,D.A. 

1982 T r i n i t y C o l l e g e . D u b l i n . 1592-1952 : a n a c a d é m i e h i s t o r v . 

C a m b r i d g e , ( U n i v . P r e s s ) . 

M e r r i l l , D . D . 

1977 "On De M o r g a n ' s a r g u m e n t " , N o t r e Dame J o u r . o f F o r m a i 

L o g i c . . 1 8 , 1 3 3 - 1 3 9 . 

1978 "De M o r g a n , P e i r c e and t h e l o g i c o f r e l a t i o n s " , Trans".C.S. 

P e i r c e S o c . . 14, 2 4 7 - 2 8 4 . 

1990 A u g u s t u s De M o r g a n a n d t h e l o g i c o f r e l a t i o n s , D o r d r e c h t , 

The N e t h e r l a n d s , ( K l u w e r P u b l . ) . 

M i 1ne-Thomson,L.M. 

1951 The c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s , L o n d o n , ( M a c M i l l a n ) [A 

r e p r i n t o f f i r s t é d i t i o n 1933.] 

Monge.G. ( 1 7 4 6 - 1 8 1 8 ) 

1773 " M é m o i r e s u r l a d é t e r m i n a t i o n d e s f o n c t i o n s a r b i t r a i r e s d a n s 

l e s i n t é g r a i s de q u e l q u e s é q u a t i o n s a ux d i f f é r e n c e s 

p a r t i e l l e s " , M i s c e l 1 . T a u r i n . , 5 ( 1 7 7 0 / 1 7 7 3 ) , 1 6 - 7 8 . 

1776 " M é m o i r e s u r l a d é t e r m i n a t i o n d e s f o n c t i o n s a r b i t r a i r e s q u i 

e n t r e n t d a n s l e s i n t é g r a i s d e s é q u a t i o n s a ux d i f f é r e n c e s 

p a r t i e l l e s " , M e m . A c a d . S c i . R o y . P a r . ( S a v . E t r . ) , 7 ( 1 7 7 3 ) , 

3 0 5 - 3 2 7 . 

1780 " M é m o i r e s u r l e s f o n c t i o n s a r b i t r a i r e s c o n t i n u e s o u d i s c o n -

t i n u e s , q u i e n t r e n t d a n s l e s i n t é g r a l e s d e s é q u a t i o n s a u x 

d i f f é r e n c e s f i n i e s " . M e m . A c a d . S c i . R o y . P a r . ( S a v . E t r . ) . 9 

( 1 7 7 4 / 1 7 8 0 ) , 3 4 5 - 3 8 1 . 

M u l 1 i n g e r , J . B . 

1901 C a m b r i d g e U n i v e r s i t y : S t . J o h n ' s C o l l e g e , L o n d o n , ( U n i v . o f 

Cambr, C o l l è g e H i s t o r i é s ) . 
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M u r p h y J . J . ( 1 8 2 7 - 1 8 9 4 ) 

1884 "On t h e t r a n s f o r m a t i o n o f a l o g i c a l p r o p o s i t i o n c o n t a i n i n g a 

s i n g l e r e l a t i v e t e r m " , M e m . L i t . P h i 1.Soc.Manch., 8 , s e r 3 , 1 3 2 -

1 3 8 . 

1883-4 "On t h e q u a n t i f i c a t i o n o f t h e p r e d i c a t e , a n d on t h e i n t e r 

p r é t a t i o n o f B o o l e ' s l o g i c a l Symbols", P r o c . L i t . P h i 1.Soc. 

M a n c h . , 2 3 , 3 3 - 3 6 . 

1885-6 "On t h e m e a n i n g o f a d d i t i o n and s u b t r a c t i o n i n l o g i c " . 

P r o c . L i t . P h i 1.Soc.Manch., 2 5 , 8 - 1 6 . 

M u r p h y , R . ( 1 8 0 2 - 1 8 4 3 ) 

1830 "On t h e g ê n e r a i p r o p e r t i e s o f d e f i n i t e i n t é g r a i s " , T r a n s . 

C a m b r . P h i l . S o c . . 3, 4 2 9 - 4 4 3 . 

1833a "On t h e r e s o l u t i o n o f a l g e b r a i c a l é q u a t i o n s " , T r a n s . C a m b r . 

P h i 1 . S o c , 4 , 1 2 5 - 1 5 3 . 

1833b "On t h e i n v e r s e method o f d e f i n i t e i n t é g r a i s , w i t h p h y s i c a l 

a p p l i c a t i o n s " , T r a n s . C a m b r . P h i 1.Soc., 4 , 3 5 2 - 4 0 8 . 

1833c E l e m e n t a r y p r i n c i p l e s o f t h e t h é o r i e s o f E l e c t r i c i t y , H e a t 

a n d M o l e c u l a r a c t i o n . C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

1 8 3 5a,b "On t h e i n v e r s e method of d e f i n i t e i n t é g r a i s " , T r a n s . 

C a m b r . P h i l . S o c . , 5, 113-148; 3 1 5 - 3 9 4 . 

1837 "On t h e t h e o r y o f a n a l y t i c a l o p é r a t i o n s " . P h i 1 . T r a n s . R o y . 

S o c . , 1 2 7 . 1 7 9 - 2 1 0 . 

1838 "On t h e r e s o l u t i o n o f f i n i t e d i f f é r e n c e é q u a t i o n s " , T r a n s . 

C a m b r . P h i l . S o c . . 6, 9 1 - 1 0 6 . 

1839 A t r e a t i s e o n t h e t h e o r y o f a l g e b r a i c é q u a t i o n s , L o n d o n , 

( P u b l i s h e d by t h e S o c i e t y f o r t h e d i f f u s i o n o f u s e f u l 

k n o w l e d g e ) . 

N a g e l , E . 

1935 " I m p o s s i b l e n u m b e r s " r e p r i n t e d i n h i s book~ T e l e o l o g y 

r e v i s i t e d a n d o t h e r e s s a y s i n t h e p h i l o s o p h y a n d h i s t o r y o f 

s c i e n c e , 1 9 7 9 , New Y o r k , ( C o l u m b i a U n i v . P r e s s ) , 1 6 6 - 1 94. 

N e i l , S . 

1865 " Modem l o g i c i a n s . The l a t e G e o r g e B o o l e " , The B r i t . C o n t r . , 

n . s . n o . 8 0 , 8 1 - 9 4 ; no 8 1 , 1 6 1 - 1 7 4 . 

N i d d i t c h . P . 

1962 T h e d e v e l o p m e n t o f m a t h e m a t i c a l l o g i c , L o n d o n ( R o u t l e d g e and 

K e g a n P a u l L t d . ) . 

N o v y , L . 

1968 " L ' é c o l e a l g é b r i q u e a n g l a i s e " , R e v . S y n t . , s e r . 3 , Nos 4 9 - 5 2 . 

2 1 1 - 2 2 2 . 
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1973 Q r i g i n s o f m o d e m a l g e b r a , L e y d e n , ( N o o r d o f f I n t e r . P u b l . ) 

a n d P r a g u e ( A c a d e m i a ) . 

0 ' B r i e n , M . ( 1 8 1 4 - 1 8 5 5 ) 

1840 M a t h e m a t i c a l t r a c t s , C a m b r i d g e , ( U n i v . P r e s s ) . 

1849 " C o n t r i b u t i o n s t o w a r d s a s y s t e m o f s y m b o l i c a l g e o m e t r y a n d 

m e c h a n i c s " . T r a n s . C a m b r . P h i 1.Soc., 8, 4 9 7 - 5 0 7 . 

1852 "On s y m b o l i c f o r m s d e r i v e d f r o m t h e c o n c e p t i o n o f t h e t r a n 

s l a t i o n o f a d i r e c t e d m a g n i t u d e " . P h i 1 . T r a n s . R o y . S o c . , 1 4 1 , 

1 6 1 - 2 0 6 . 

O s p o v a t , D . 

1981 " M o r p h o l o g y " , D i c t . H i s t . S c i . , 2 7 8 - 2 8 0 . 

P a n t e k i , M . 

1987 "W.Wal l a c e a n d t h e i n t r o d u c t i o n o f C o n t i n e n t a l c a l c u l u s t o 

B r i t a i n : a l e t t e r t o G e o r g e P e a c o c k " , H i s t . M a t h . , 1 4 , 1 1 9 - 1 3 2 . 

P a s s m o r e . J . 

1968 A h u n d r e d y e a r s o f p h i ł o s o p h y , L o n d o n , ( P é l i c a n ) . 

P e a c o c k , G . ( 1 7 9 1 - 1 8 5 8 ) 

.1830 A t r e a t i s e on a l g e b r a , C a m b r i d g e . 

1833 " R e p o r t on t h e r é c e n t p r o g r e s s a n d p r é s e n t s t a t e o f c e r t a i n 

b r a n c h e s o f a n a l y s i s " . R e p . B r i t . A s s . A d v . S c i . . 3, 1 8 5 - 3 5 2 . 

P e a r s o n , J . ( 1 8 2 5 - 1 8 6 6 ) 

1850 E l e m e n t a r y c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s , 2nd e d . , 

C a m b r i d g e . 

P e t r o v a , S . 

1987 " H e a v i s i d e and t h e d e v e l o p m e n t o f t h e s y m b o l i c c a l c u l u s " , 

A r c h . H i s t . E x . S c i . , 3 7 , 1-23. 

P i n c e r i e . S . 

1899 " P o u r l a b i b l i o g r a p h i e de l a t h é o r i e d e s o p é r a t i o n s d i s t r i -

b u t i v e s " , B i b l i o g . M a t e r n â t . , 9 - 1 3 , 1 3 - 1 8 . 

1912 " E q u a t i o n s e t o p é r a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s " , E n c v c 1 . S c i . M a t h . , 

Tome I I , 5, 1-81. 

P l a y f a i r , J . ( 1 7 4 8 - 1 8 1 9 ) 

1790 "On t h e a s t r o n o m y o f t h e B r a h m á n " , T r a n s . E d i n b . R o y . S o c . 

E d i n . , 2, 1 3 5 - 1 9 2 . 

1808 " T r a i t e de M e c h a n i q u e C e l e s t e " , E d i n b . R e v . , 1 1 , 2 4 9 - 2 8 4 . 

P oe,E.A. 

1986 The f a l l o f t h e h o u s e o f U s h e r a n d o t h e r w r i t i n g s . L o n d o n , 

( P e n g u i n C l a s s i c s ) . 

P o i s s o n , S . D . ( 1 7 8 1 - 1 8 4 0 ) 
/ 

1823 " M é m o i r e s u r l ' i n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s l i n é a i r e s a u x d i f -
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f e r e n c e s p a r t i e l l e s " . J o u r . E c o 1 . P o l v t . . ( C a h i e r 19),12, 2 1 5 -

2 4 8 . 

1835 T h é o r i e m a t h é m a t i q u e de l a c h a l e u r . P a r i s , ( B a c h e l i e r ) . 

P r a t t , J . H . (1817-1871) 

1836 The m a t h e m a t i c a l p r i n c i p l e s o f m e c h a n i c a l p h i l o s o p h y 

C a m b r i d g e , ( D e i g h t o n ) . 

1871 A t r e a t i s e on a t t r a c t i o n s , L a p l a c e f u n c t i o n s and t h e f i g u r e 

o f t h e e a r t h , 4 t h e d . , C a m b r i d g e , ( M a c m i l l a n ) . ( I s t e d . 

1860] 

P r i o r , A . N . 

1962 F o r m a l l o g i c , 2 n d e d . , O x f o r d , ( C l a r e n d o n P r e s s ) . [ 1 s t e d . 1 9 5 5 ] 

P y c i o r , H . M . 

1976 "The r o l e o f S i r W i l l i a m Rowan H a m i l t o n i n t h e d e v e l o p m e n t 

o f B r i t i s h modern a l g e b r a " , Ph.D. T h e s i s , C o r n e l l U n i v e r 

s i t y . 

1981 "George P e a c o c k a n d t h e B r i t i s h o r i g i n s o f s y m b o l i c a l 

a l g e b r a " . H i s t . M a t h . , 8, 2 3 - 4 5 . 

1 9 8 2 a " E a r l y c r i t i s i s m o f t h e s y m b o l i c a l a p p r o a c h t o a l g e b r a " . 

H i s t . M a t h . . 9 , 3 9 2 - 4 1 2 . 

.1982b " H i s t o r i c a l r o o t s o f c o n f u s i o n among b e g i n n i n g a l g e b r a . 

s t u d e n t s : a n e w l y d i s c o v e r e d m a n u s c r i p t " . Math.Mag., 5 5 , 

150 - 1 5 6 . 

1 9 8 3 " A u g u s t u s De M o r g a n ' s a l g e b r a i c work: t h e t h r e e s t a g e s " , 

I s i s , 7 4 , 2 1 1 - 2 2 6 . 

1984 " I n t e r n a 1 i s m . e x t e r n a l i s m a n d b e y o n d : 1 9 t h - C e n t u r y B r i t i s h 

a l g e b r a " . H i s t . M a t h . . 1 1 , 4 2 4 - 4 4 1 . 

1987 " B r i t i s h a b s t r a c t a l g e b r a : d e v e l o p m e n t a n d e a r l y r e c e p t i o n 

1750-1850" , i n I . G r a t t a n - G u i n n e s s ( e d . ) , H i s t o r y i n m a t h e 

m a t i c s e d u c a t i o n . P a r i s , 1 5 2 - 1 6 8 . . 

R a i n v i l l e , E . D . 

1 9 74 E l e m e n t a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . New Y o r k , ( M a c m i l l a n ) . 

R h e e s , R . 

1952 ( e d . ) S t u d i e s i n l o g i c a n d p r o b a b i l i t y by G . B o o l e , L o n d o n , 

( W a t t s and C o . ) . 

1955 "George B o o l e a s s t u d e n t a n d t e a c h e r . B y some o f h i s f r i e n d s 

a n d p u p i l s " , P r o c . R o y . I r . A c a d . , 5 7 , 7 4 - 7 8 . 

R i c h a r d s , J . 

1980 "The a r t and t h e s c i e n c e o f B r i t i s h a l g e b r a : a s t u d y i n t h e 

p e r c e p t i o n o f m a t h e m a t i c a l t r u t h " , H i s t . M a t h . . 7. 3 4 6 - 3 6 5 . 

1986 " P r o j e c t i v e g e o m e t r y and m a t h e m a t i c a l p r o g r e s s i n m i d -
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V i c t o r i a n B r i t a i n " , S t u d . H i s t . P h i 1 . S e i . . 17, 2 9 7 - 3 2 5 . 

1987 " A u g u s t u s De M o r g a n , t h e h i s t o r y o f m a t h e m a t i c s , a n d t h e 

f o u n d a t i o n s o f a l g e b r a " , I s i s , 7 8 , 7 - 3 0 . 

R i d e r , R . E . 

1980 " M a t h e m a t i c s i n t h e E n l ï g h t e n m e n t ; a s t u d y o f a l g e b r a , 1 6 8 5 -

1 8 0 0 " , Ph.D. T h e s i s , B e r k e l e y , ( U n i v . C a l i f . ) . 

R i x , H . 

1898 " W i l l i a m S p o t t i s w o o d e " , D i c t . N a t . B i o q r . , 1 8 , 8 2 6 - 7 . 

R o b e r t s , S . ( 1 8 2 7 - 1 9 1 3 ) 

1860a "On t h e s o l u t i o n o f d i f f é r e n t i e l é q u a t i o n s " . Q u a r t . J o u r . P u r . 

A p p l . M a t h . , 3 , 2 1 8 - 2 2 5 . 

1860b "Note on a t h e o r e m i n t h e c a l c u l u s o f o p é r a t i o n s " . Q u a r t . 

Jour': P u r . A p p l . M a t h . , 3 , 3 1 0 - 3 1 1 . 

1861 "On A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f d é r i v a t i o n s " . Q u a r t . J o u r . P u r . 

A p p l . M a t h . , 4 , 1 9 3 - 2 0 4 . 

1866 " N o t e s on A r b o g a s t ' s c a l c u l u s o f d é r i v a t i o n s " . Q u a r t • J o u r . 

P u r . A p p l . M a t h . , 7, 1 0 - 1 9 . 

R o t a , G . C . 

1975 F i n i t e o p e r a t o r c a l c u l u s , N e w Y o r k - L o n d o n , ( A c a d é m i e P r e s s ) . 

R o t h , L . 

1 9 7 i " O l d C a m b r i d g e d a y s " , The Amer.Math.Mont., 7 8 , 2 2 3 - 2 3 6 . 

R o u t h , E . J . 

1884 O b i t u a r y o f I . T o d h u n t e r , P r o c . R o y . S o c . , 3 7 , x x v i i - x x x i i . 

1889 O b i t u a r y o f T . G a s k i n , P r o c . R o y . S o c . , 4 6 , i - i i i . 

R u s s e l l . W . H . I . ( 1 8 2 3 - 1 8 9 1 ) 

1854a "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , 

C a m b r . D u b l . M a t h . J o u r . , 9 , 1 0 4 - 1 1 2 . 

1854b "On t h e i n t é g r a t i o n o f l i n e a r p a r t i a l d i f f e r e n t i a l é q u a 

t i o n s " , C a m b r . D u b l . M a t h . J o u r . . 9 . 1 1 2 - 1 1 5 . 

1857a "On t h e a p p l i c a t i o n o f t h e c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f é r e n c e s 

t o t h e s o l u t i o n o f 1 i n e a r d i f f e r e n t i a l é q u a t i o n s " , Q u a r t . 

J o u r . P u r . A p p l . M a t h s . , 1 , 2 3 - 3 2 . 

1857b [ R e v i e w o f C a r m i c h a e l 1855] Q u a r t . J o u r . P u r . A p p l . M a t h . , 1, 

1 7 9 - 1 8 2 . 

1861 "On t h e c a l c u l u s o f Symbols, w i t h a p p l i c a t i o n s t o t h e t h e o -
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t r a n s c e n d e n t s . L o n d o n . 

1814 O u t l i n e s o f a t h e o r y o f . a l q e b r a i c é q u a t i o n s , L o n d o n . 
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1862 "On t h e c a l c u l u s o f s y m b o l s " , P h i 1 . T r a n s . R o y . S o c . , 1 5 2 , 9 9 - 1 2 0 . 
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q u a n t i c s " . A m e r . J o u r . M a t h . , 1, 6 4 - 1 2 5 ; a l s o i n 1 9 0 4 - 1 9 1 2 , 3 , 

1 4 8 - 2 0 6 . 

T a r s k i , A . 
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1838 M a t h e m a t i c a l t r e a t i s e s c o n t a i n i n g I . The t h e o r y o f a n a l y t i -

c a l f u n c t i o n s . I I S p h e r i c a l t r i g o n o m e t r y , w i t h p r a c t i c a l and 
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1977 "The c e n c e p t o f f u n c t i o n up t o t h e m i d d l e o f t h e 1 9 t h c e n 
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